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3amnuc o HoBom Camy

Tamo rae ce yKpuITajy cTpaHe CBETa U e IyTEBU IPeMa UCTOKY KOjUu
X HOBe3yjy mpeiase peky /JlyHas, KOZI JIeBOI IpUCTaHA IYyHABCKE CKele,
Ha MECTY HECTAJOI CPEeIHOBEKOBHOI cejla Koje ce Hekana 3Bano Crapu
ITerpoBapamuu u Ilazapuum Bapanwn, 3a Bpeme ayCTPUjCKO-TYPCKUX pa-
TOBa HACTAJO je Hacesbe HaszBaHO llerpoBapanuuacku manan. IIpBu mcro-
PHYjCKM TOKYMEHT KOjU TOBOPU O IOCTOjamy Hacesba Ha moapydjy Hosor
Cama je moBesa yrapckor kpaJssa bese IV u3 1237. romuue y kojoj mapyje
HOBO] mucrepurckoj onaruju y bBenakyry (cpenmoBeKOBHO yTBpDheme Ha
nokamuju nanamme [lerpoBapamuncke tBphase) umama u cena Ha Gaukoj
crparu. llerpoBapammucku manan je HacTao BepoBaTtHo 1694. romume, a
MOkIa U paHuje jep je 1692. mouena usrpanma IlerpoBapanuacke Tepha-
Be. OBO Hacese je mpBOOMUTHO OWJIIO MO3HATO MOA UMeHuMa: Pauka sapows
(Raitzenstadt, Ratzen Stadt, ommocumo Cprcku rpan) u Ilemposapaduncku
Hlanay, a racuuje je (1748. rogune) nobuso ume Hosu Can. IIpBoburHN
cTaHOBHUIM Hacesba ounu cy Behunom Cpbu amu u Hemunm, Jespeju u Ma-
bapu a racuuje ra macemanajy Jepmenu, [lunnapu, ['pru u gpyru o uujem
MPUCYCTBY TOBOPE CAUYBAHU APXUTEKTOHCKU W KyJTypHU crnomenunu. O
1702. romune, Haceme je y cacraBy XabcOypinke Bojue rpanume, a 1708.
roAWHE MOCTaje cenumrTe Baykor BIaaWKe W [VIABHO MecTOo Baukor mena
IOAYHABCKe BOjHe rpanuie. Ilocme mosor Aycrpujcko-Typckor para u
YCIOCTaBbakha HOBUX APKABHUX r'panuna 1718. rongune, Pamka Bapom Hu-
je BUIlle TOTPAHUYHO MECTO, HETO Ce Pa3BUja Yy TPrOBAYKO HACEJhE, Y KOMe
ce pasMemnyjy MJIOJOBU CPEMCKO-(PYIIKOTOPCKOT BUHOTOPja U JKUTOPOIHE
bauke pasuure. [lo nmomamuma u3 1720. rogunae Pamnka Bapom je nvmana 112
CPIICKAX TOMOBA, Kao u 14 memaurmx u b mabapckux. Y To Bpeme, HoBu
Can mocraje ,,KOMOpPCKa BapoIr”, ca 3avenuma ypOaHux omiauka, a oymxyhu
Ia ce HAJa3WO y CACTaBy BOjHE I'DaHUIE, I'Pa je MO0 CTAHOBHUINTBY OUO
O/IeJbEeH HA BOJHU U IUBWIIHU neo. lomuue 1748. Gorartu rpabanu Parke
Bapomu (Herkonuko Cp6a um Hemana) omnasze y Beu, rge 3a 80 000 pajs-
ckux ¢opuHTH Kynyjy rpan oxn napure Mapuje Tepesuje koja 1. pebpyapa
1748. n3naje equkT U TMMe Bapom nobuja cTaryc CiI000THOT KPAJbEBCKOT
rpazna (koju je ox 1996. u cny:x6enn Hau I'pana). Tana nobuja nanamme
ume. 360r craryca ciobomHOr KpaJsbeBckor rpana, Hosu Can moxuBiba-
Ba HAIJIM IPUBPEIHU PA3BOj U HAIIPENAK, TAKO Ma IMe3[eceTux roauHa 18.
Beka OH nMa OkO 8 000 cTaHOBHUEKA, IPETEXKHO 3aHATINja W TProsamna, ajtu
u parapa u moeprapa. llo y3opy Ha ciobomgHe rpamnoBe TOra BpeMeHA,
Hosum Camom ympaB/ba MArucTpaT Ha Yesy ca CyJAujOM W IBAHAECT Ce-
HaTOpa. Y HIPBOj IOJOBUHU AeBeTHaecTOr Beka, HoBu Can je 6uo HajBehn
cpucku rpan. Y To noda Hosu Can je 6mo neHTap HOIUTUYKOT, KyJITYPHOT
¥ APYIITBEHOT 3KUBOTA IEJOKYIHOr cprckor Hapona. ¥ Hosom Cany cy y
TO BpeMe CTAJHO BopaBuian Uiu ce ny:ke 3anpskasanau Cserozap Muneruh,
Honur-Hecanunh, Josan Josanosuh 3wmaj, Jlaza Koctuh, Bopbhe Haro-
meBuli, Unnja Byuernh, Crepan Bpamosaurum, C. IlaBnosuh, Teomop



Maunnuhi, JI. Cranojesuh, A. Xanuh, Kocra Tpudprosuh, Apca Ilajesulh,
ka0 1 MEOrM Bubenuju emurpantu nu3 Cpbuje. CBe 0BO Gusu cy pas3niosu na
Hosu Can 6ymne npossan Cpruckom ATrHOM. Y NMOYETKY HAIMOHAJJIHUX IIPe-
Bupama 1848. ronune, HoBu Canx nma 3uavajuy yaory. Y rpamny je CMeHmeH
MOTANAIILY MATUCTPAT U n3abpaH HOBU, CACTABJLEH UCKILYyUnBO on Cpba,
a omaBae he morehm m muMIMjaTuBa 3a oxp:kaBame Majcke CrynmrTuue y
Cpemcrum Kapaosmuma (13-15. maj 1848.), ma kojoj je mporiamena ay-
touomHa Cpucka Bojsommna y umjem he cacraBy 6utu HoBu Can. Ilpe
npornamema Cprucke Bojsommue y Cpemckum KapmoBumma HOBOCAICKU
Cpb6u uzabpaiu cy Ha 300py y Hosom Cany memyraunujy kKoja je orumia y
IToxyu na ce cmopasyme ca Jlajomem Komryrom o omnocuma uzmebhy HOBe
peBoayuuonapue mabapcke Biane u Bojsohanckux Cpba. Crnopasym Huje
MOCTUTHYT U TUME je Ha TePUTOPUjU NaHAIlkhe BOjBOIUHE OTIIOUEO KPBABU
par uamebhy Cpb6a m Mabapa. Y pary je mocebuo crpanao Hosu Can,
koju je mabapcka Bojcka pasopuia bombapmoBameMm ca IlerpoBapamumcke
tBphase, a rpan je usryowmo Behuny csor cranopuumrBa. O mpero 2 800
3rpaga u kyha ocraio je jensa 800, a cTaHOBHMUIITBO ce pa30ekaJyio Ha CBE
crpane. Ilocne rymema mabapckor ycranka y rpan ce moHoBo Bpaha meo
CTAHOBHUINTBA, ayuu he momuc m3 1850. romuue y rpamny m3bpojaru camo
7102 cranoBHUKA, mTO HUje HU moJsioBuHa Opoja ox 20 000 ronuro je Hosu
Can nmao craHoBHUKa mpe peBosyruje. Tpebahe mBamecer romuua na ce
6poj cranmoBHuka obHOBU. Koawmko je rpan OMO YHUIITEH y PEBOIYIUjU
rOBOpE M MOJAnM O MAejaMa ayCTPHUjCKUX 3BAHUYHUKA Oa CE U3TPAIV HOBU
rpaj HEKOJIMKO KujioMeTapa y3Bonuo. Mamebhy 1849. u 1860. romuue, Hosu
Can ce 3BannunHO Hasasu y okBupy BojsomctBa Cpbuje m Tamwumkor Ga-
HaTa, 3acebne xabcOypIIKe IOKpajuHe yrje je aIMUHUCTPATUBHO CEIUIITE
6uo TemumBap. Ilocne yrunama oBe nokpajune, Hosu Can je meo Gauko-
Bonpomike :xynanuje y okBupy XabcOypiike Yrapcke. AIMUHUCTPATUBHO
cemumiTe oBe kKynanuje 6mo je rpang CoMBGop. Y MONMUTUYKO] U KyJITYPHO]
cpepu, Hosu Can je 3amp:kao CBOjy CTapy yJOry U 3HATHO je IPEeImha-
uo. Maruna cpucka ce npecenuina u3 Bymnvmnemre y Hosu Can 1864.
roause, a Hemro panuje (1861. romuue) y rpany je ocroBano u CpIcko
Hapoano Ilozopumre. 'omuue 1865. moHOBO ce popMuUpa CpICKa TUMHA-
3rja ca BUIIMM pa3pequMma. Y Tpady ce CcTBapaja U IPyHa JbYAd KOja
he memenumjama Bomutu BojBohHamcke Cpbe y mumpokry 60opOy 3a cBOja Ha-
[MOHAJHA U AEeMOKpalka IpaBa. Hocuiam Te MHTEH3UBHE NOJIUTUYKE U
ryarypue akuuje je Cserozap Mwuneruh, a cueme ra Josaum Josamosuh
3maj, Josan Bopbhesuli, Jlaza Koctuh u apyru. Ox ocuuBama Hosor Ca-
na (IMerposapamuackor manna) 1694. ronune, HajOpOjHUjA €TUUKA TPy
y rpany ouau cy Cpbu, nok O6pojuujer MabhapCKOT CTAHOBHUINTBA OBIE He-
Ma cBe mo mojoBuHe 19. Bera. Ilocae 1867. romune, Hosu Can ce masasu
[IOJI yIPABOM yrapCKOr meia Aycrpoyrapcke MoHapxuje. TOkOM OBOr me-
puoma, moautura Mahapusanuje Kojy je CIpoBOIUIA yrapCcka BJIana, yTU-
Iaja je Ha IPOMEHY AeMorpadcke CTPYKTYpe rpaja, OLHOCHO OJ IpeTe-
sxHOo cpukor Hosu Can je mobmo eTHUYKM MemoBUAT KapakTep. llpuspenau
pa3Boj rpama y ApPyroj MOJOBUHU AeBETHAECTOT Beka omeDheH je Kapakre-



pucTukaMa Tamamme AycToyrapcke MoHapxuje. AycTpoyrapcka MOHAPXU-
ja ce kpajem okrobpa 1918. romuue pacmaja, a 3. HOBeMOpa U KaluTy-
supasa. Ilocie cnpoBemerux m3bopa MO CBUM BOjBODHaHCKUM MecTuMa
(om 18. mo 24. mosemGpa), y Hosom Cany ce 25. moBemGpa 1918. ro-
nuHe cacrasa Bemnuka mapomsa ckymnmruaa Cpba, Dymesamna m ocrammx
Crnosena Banara, Bauke u Bapame, k0ja 3BAHUYHO MPOTJIAIIABA, OTIEIJhEe-
e OBUX DErmoHa oJ YTapCKe W BUXOBO mpucajeaumeme Cpbuju. Kpa-
mweBcTtBo Cpba, Xpsara n Crosenana mnporsameno je 1. memem6bpa 1918.
ronuue, a Hosu Can ynasu y Ty HOBY Ap:KaBy Kao cacTaBHU neo Kpasbe-
Bune Cpbuje. Y HOBY jyrocisoBeHcky npsxkaBy Hosu Canm yHOCH KyJITypHO
0Jy1ar0 U WHCTUTYIUje, 3HATaH OpOj CTPYYHE W TEXHUYKE WHTEJIUTEHIAjEe,
APYIITBEHU KUBOT Ca PA3BUjEHUM KYJITYPHUM U €KOHOMCKUM 3aXTEBUMA.
Tako je dumo cBe mo uzbujama Ilpyror ceenkor parta. Ilocae obapama
Tpojror makra y Jyrocmasuju kpajem mapra 1941. romuse, y BOjHUM u
monuTUYKUM KpyrosuMma Mabapcke muimeme oko Hamana Ha JyrocmaBujy
HUje Omio. JemuwHuW yc/OB KOju je Tpebasio MCIYyHUTU OMIIO je TparKeme
(dhopMaJHOT pa3Jyora Koju 6u ompasmnao TakaB KOpak. PopMupame Tako3Ba-
ve HezaBucue pxkaBe XpBarcke 10. anpuna 1941. roauHe mpoTyMadveHO
je Kao IpecTaHak MOCTOjama Jyrociasuje, mrTo je ocinobabamo obasese
n3 YroBopa O mpujaressCcTBy, Te je Biaana Mabapcke mHa cemaumum ox 10.
anpuia 1941. romuae omobpuna 3amoBect perenra Murmoma Xoptuja o
paTHUM omepanujama y . jy:kKHUM KpajeBuma’. JlBa mama racuuje, maba-
pCKe (amucTuyke Tpyle cy Ipenue MabhapcKo-jyroClIOBEHCKY I'DAHUIY U
3a HEMyHa JyeTupu nana, be3 6opbe, 3aysene Baury, Bapamy, Mebymypje
u IIpexomypje. Torom uerBoporomumme oxynaunuje (om 1941. mo 1944.
roAvHE), OKYNATOPU Cy IOUMHWIM OpojHe 3i10urHe (Xammerma, ybujama,
cTpesbama, MaJITPEeTUpama) Hal CPICKAM U JeBPEjCKUM CTAHOBHUIITBOM
rpafa, a jegaH On MO3HATUjUX MACOBHUX 3joumHa je HoBocamcka panu-
ja cmpoBenena jamyapa 1942. romube, y K0jo] je yOujeHO W moOn AyHA-
BCKM Jsien OadeH Besuku Opoj Hemy:xkHuX myau. [Ipen cam xpaj para 1944.
ronguae Hosu Can je 6omGapnoBan on crpane CaBe3HMYKAX aABUOHA, KO-
ju Ccy 3a mumib MMaJU CTPATEIIKe OOjeKTe: KeJe3HUYKN MOCT Koju cy He-
MIY TIOAUTJIA HA MECTy MOPYIIEHOT, U3BECHE yCTaHOBe JokasHux Hemana,
ajy Cy TOM TIPUIMKOM CTPagajie W MHOre cTamMOeHe 3rpaje, HApPOUUTO
y 6ausunm mocrta. OxrymarTop je yrposken Hamupamem llpBene apuuje u
Hapomuoocmobonunaure Bojcke, 1944. roquue namycruo Hosu Can, koju
je moHoBO mocrtao meo Jyrocnasuje. Y mepumonmy mocie lpyror cBemkor
para Hosu Can mocraje majsehiu rpan Ayrtonomue mokpajune BojBonune
(1. cenrembap 1945. romuue Ipencemaumrso Haponue ckynmrune Cpbuje
IOHEJIO je 3aKOH O HEeHOM yCTaHOBMenYy). Omvax mo ocinobabamy, Hosu
Can npuctyna oGHOBU W pa3sBujamy wmamayctuje. [omuue 1954. y rpany
ce zanmomsbaBa oko 10000 pamumka, na Ou taj 6poj 1984. ronwuae m3HO-
cuo oxko 75000. Toxom mMHOro6pojHHMX ypOaHM3ANUjCKUX pe30oBa y moba
conujaju3Ma, rpaj rybru HeKe Ol CBOJUX MPENno3HATHUBUX rpabheBuna, Kao
mTo Cy JepMeHCKa IPKBa WM He0 JeBpejCKe yIuIle, a Ipale Ce BEJUKU
oyneBapu u crambenu 6sokoBu. [lopen crapux cpeamux MIKOJIA, U HOBUX,



KOje Cy ce y TOKy BPEMeHa clelujajm3oBajie u 3HaTHo moBehase 6poj hHa-
ka, HoBu Can mobuja u Bume mrkose. I[locie pacmana Conujamuctuyke
PeneparuBue Penybaure Jyrocnasuje: onsajama CioBenuje, XpBarTcke,
Bocue u Xepuerosuje u Makenounuje u popmupama HOBe Casesue Pemy-
6auke Jyrocnasuje 1992. romuue, Hosu Can usHenana mocraje ApYTU IO
BesmuwHM rpan y tpehoj JyrocmasBuju, mrTo My maje DONATHU 3aMajal] y
pas3Bojy, mako je To qoba Omio BeoMma Kpu3HO u TypOysenTHOo. Ha camom
kpajy 20. Beka mocie GombapnoBama 1999. romuue, rpan je MOHOBO mpe-
TPIIEO BEJNMKA PA3apama, MaTepujalHa, eKOJIOMIKA, a IO HAajBUIIE AyXOBHA.
ITanac je Hosu Can MomepaH, eTHUYKM M BEPCKU IMIAPEH DA KOJU TEKU
ma/beM yHanpebuBamy, oOHOBM m ycaBpimaBamy rpabana kKoju ciao601HO
TOBOPE CBOjUM MATEPIHUM jE3UKOM.

Hexkommko peumn o mikoJ/im noMahwuHy

Il'umuasuja ,,JoBan JosamoBuh 3wmaj” y Hosom Cany jemma je om Haj-
cTapujux KyJaTypHO-0OpazoBuux mHcTuTynuja y Cpbuju. 360r coje 60-
raTe MPOILJIOCTH, OHA j€ YyBap Tpaauluje oOpa3oBaima y HAIIO] 3€MJLU.
Uckycuna je OpojHe BiacTw, MOPOJA3UIA KPO3 PA3IUYIATE EKOHOMCKE
yCIIOHE ¥ TanoBe, OICTajajia U pa3BUjalia ce y OyXY BpPEMeHa y KOjeM
je memoBasa m y KojeM W masbe meiayje. Ilama je Beauru OpOj BUCOKO
00pa30BaHUX JbYAU KOJU CY BPEMEHOM, CBOjUM APYIITBEHUM AKTUBHOCTU-
Ma, IOCTAJIN 3HAMEHUTE JUYHOCTU KAKO 33 CBOj€ CABPEMEHMKE TaKO U 34
oymyhe remepanuje, unja ce UMeHa ¥ JaHAC Ca MOIMITOBAIEM M3TOBAPA]y.

[MIkosma y mopru uprse Cseror Dhopba, y camom cpemumry Hosor
Cama, mpema maHac HaMa MO3HATUM MUCAHUM UCTOPUjCKUM M3BOPUMA, IO-
Mume ce npBu nyT 1703. roomHe Kao CPICKa IPpaBOCJIaBHA OCHOBHA IITKO-
sa. Ha mecry mocrojehe mrkomae, Bramuka 6aukn Bucapwon IlaBmosuh
1731. romume, cBectarm na he cpcku Hapox umaru 0OJbe YCIOBE KU-
BoTa y Xab30ypIIKoj MOHADXUjU aKO CTEKHe 00pa3oBame Ha JIATUHCKOM
jes3uKy, omyJyje na MOMUTHE TMMHA3U]y Koja ce 3Baja [lemposapaduncka
POMCOECMB0-0020P0OUNUNA 2UMHNAZUJG AGMUNCKO-CAOBENCKG. Y TEPUOLY O
1741. mo 1749. ronuse, ruMHA3U]a Ce pa3BUjaaa y PriI030()CKO-OOTOCIOBKY
arkamemujy Collegium Vissariono-Pavlovicsianum Petrovaradiniense. Y 1O
BpeMe Deresku ce ma je mpBa neBojra Maprta Hemkosa 1756. roaune 3apmm-
aa 'mvuasujy. I'mvuasuja je 1789. ronun npecrana ca panoM 300r pedo-
pMu napa Jozeda II. Cpbu cy npuxBatuau mapese pedopMe M IPUCTAIA
na ce ¢popmupa Jpaucasna eumnasuje Joseda II 3a cBe BepouCIOBECTH y
Hosom Cany. Pedopme cy 6p3o mpomasie, ma Tako Ap:KaBHA TUMHA3U]ja
nocraje JlpacasHa KaMoAUNKG 2uMHA3UJa, YAME CPICKU HAPOI I'yOM CBOJjY
KOJIy. 3000 HEeIOCTATKA MPABOCIABHUX BUIIUX OOPA30BHUX WUHCTUTYIIU-
ja CpICKM ;KuBaJb je moxahao pUMOKATOIMYKE WM MPOTECTAHTCKE IIKOJIE,
IITO je MPenCTaB/baJ0 OmacHOCT on omuapobasama. W3 Tor pasmora cy



HOBOCAJICKUA TProeuu xepierosauror nopeksna Casa Bykosuh on Beperco-
Ba (koju je 3aBemrao 20 000 popuntn), Bnamuka 6auru ['eneon Ilerposuli,
rapsoBaukn murponoant CreBan Crparummposull, Cpicka mpaBociIaBHA
onmruHa y HoBu Camy, ka0 1 UnTAB CPICKU HAPOI, OIIYUUIN I8 TPUKYTIE
cpexncrBa (upexko 100000 ¢opunTH) 3a OTBapame CPICKE NPABOCIABHE
rumuasuje. Tarko je 1810. rommue ocuoBana Cpncka npagocaasHa eaU-
xa eumnaszujo y HoBom Cany woja je 3BaHmvyHO modvesna ca paxom 1816.
roauue, Kana jy je morBpauo nap Ppann I. HactaBuu nnan je mampaBibeH
y CrIany ca Op:xaBHOM ypenboMm Ratio educationis Koja je Bakuiaa 3a CBe
OpkaBHE TUMHA3uje v YTrapckoj. ['mMmHasumja je ocrajia mecTopa3penHa
no 1848. rommHe, a CBU IpeIMeTH NpeNaBaHU Cy Ha HEMAYKOM ]e3UKY,
13y3eB BepOHayKe, KOja je IpenaBaHa Ha CPICKOM je3uky. IHacrtaBHn
IpeaMeTu OuiIm Cy: OCHOBU JATHMHCKOI M HEMAUKOI je3uka, reorpaduja,
aHTPOIOJIOTHja U aPUTMETUKA, JATUHCKA je3WMK Ca CUHTAKCOM, BEPOHAY-
Ka, IPUPOAONNC U aHTPOIOJIOTHja, NCTOPHUja CBETA, apXeoJoruja, PU3uKa,
JIOTWKA, PEeTOpUKa, moe3uja u eTura. lIpBu xop ocuHoBaH je 1838, a 1841.
ronuae y Cpnckoj npasocaasnoj sumrasuju orBopeHa je Myswmkamana mko-
J1a KOjy je BOAMO MUPUIEHT, KOMIO3UTOp U meBad Anekcanmap Mopdumuc-
Hucuc. 'mmua3uja je umana Ipekun y pany peBoaynuoHapHe 1849. ronuae
jep je msropena npunukoMm 6ombapnoBama Hosor Cana. Pan je macrasu-
ma 1852. rogmue, a obuoBmeHna je 1860. rommue 3axBasbyjyliu HOBYAHO]
nmomohim koja je crursa on mapa Ppaunna Jozedpa I. ['mmuaszuja je Ou-
aa majBehum mesmom mymka. Ilpse yuenune ['mmua3suje ynucame cy Tek
1894/95. romuue. HoBocancka ruMHA3Mja IPUNAIAIA je PeLy HAIMOHAHO-
KOH(ECHOHATHNX BACIUTHO-OOPA30BHUX YCTAHOBA, Al KAO TAKBA HIUje Ou-
Jla 3aTBODEHA 3a yUYEHWKE APYTUX HANMOHAJIHOCTU U BepoucnoBectu. llo-
IAI O COIMjaJHOM MOPERIY yUYeHUKa MOKa3y]y ma cy | mMHA3Mjy HajBUIIE
nmoxabasa mema Tprosama, 3aHaTadja U MHTeNekTyasdana. CupomairHu
bamu cy 6ummu ocnobobhenu mronapune wmau uMm je ucra Obuia niahana
IPEKO Pa3HuX (OHIOBA 33 CTUIEHIMPAIHE YUYEeHUKa | nMHa3wuje.

Parue 1914. n 1915. roauue ruMHa3uja je IpeTBOPEHa y OOIHUILY, TOK
je y HapemgHuM paTHUM TOAVHAMA PAIUIIA IO BEOMA TEIIKUM OKOJIHOCTH-
ma. llocme 3aBpmerra pana 1920. roause mobuja HOBuU Ha3uB JpxicasHa
Mywra eumraduja, koja 1931. roaquue mocraje ApawcasHa Mywka peasna 2u-
MmHuasuja kpasa Anexcandpa I. Iamebhy nBa cBercka para y pamgy TUMHA3Wje
yuecTBoBaJIo je 150 npodecopa u HACTABHUKA O KOjuX je 6bmio 18 moxropa
Hayka. KpanupuranuoHa CTPYKTypa HACTABHOI Kaapa Oumia je HA 3aBU-
JHOM HUBOY. Y OBOM II€PUOIY BACIUTHO-OOPA30BHU pPal KA0 U APYIITBEHU
SKMBOT MIKOJEe O6mo je Beo Oorar. HacraBHU KanpoBW Cy MONYHAaBAHU BU-
COKOOOpa30BaHUM TpemaBavMMa, a ca Apyre CTpaHe W OpPOj yJYeHUKa ce
nosehasao.

Kpajem 30-tux romwaa mBameceTor BeKa MHOTU Cy IOCTAJIU YJIAHOBU
Komyuuctuuke napruje Jyrocmasuje, koja hie ek makon Ipyror cerckor
para y MOTIYHOCTU KpPEMpaTWU MOJUTUKY APYIITBA Ka0 W HEHOr obpa-
30BHOT Kajnpa u cucreMa. [Ipen Ipyru cBeTckm par, y MapTOBCKUAM IIPO-



TectuMma 1941. rogumHe, MacoOBHO Cy ydecTBoBayu u harmu I'mvuaszuje. 3a
BpeMe ampuickor para Behim Opoj yJYeHUKa Ce NPUKLYUYMBAO jeIUHUIA-
Ma JyrOCJIOBEHCKe BOjcke. ['mMHAa3mja je mperuHysna ca pagoM 1941. ro-
nuHe 3000 MOYeTKa paTa, a Ha HEeHOM MecTy ocHuBa ce Mahapcka xpanme-
8CKa 0PAHCABHA 2UMHKAUJA €A CPNCKUM Hacmashum jesukom. Lomunae 1945. y
Hosom Cany ce Oune dpopmupane tpu ruMmuasuje: Mymka, Memosura n
sKencka. Vcre roguse y mamammy 3rpany mIKoJe, yceauaa ce Mewosuma
eummasuja, a 1950/51. romunae npecemuna ce u Mymka rumuasnja. Tako
cy on oBe nBe ruMHa3uje popmupane IIpea mewosuma sumnazuje 1 pyza
Mmewosuma zumnasuja. Beh cnemehe romume IIpBa memoBuTa ruMHa3U-
ja Mmema HasuB y Mewosuma zumnasuja ,,Ceemozap Maprosuh”, a Ipyra
MemoBuTa, Hekana Mymka ruMmHasuja, monaje Hasus ,Josaw Joeawosuh
3maj”. Pamm narmer kopumhema OpOCTOpa OBe IBe TMMHAa3Uje Ce CIia-
jajy 1959/60. romuue y INumnasujy ,Josan Josanosuh 3maj”. Ilocne Be-
JIMKe IKOJICKe pedopMe ox 1977. mo 1983. rommue, ruMmHa3uja je paguia
kao Ilenmap 3a obpaszosame xadposa y Opyumeenum desamuocmuma, a 1989,
nocraje Cpedwa npupooHo-mamemamuyka wroasa ,,Josarn Josanosuh 3maj”.
Komauno, mrosncke 1990/91. ronune mobuja masus Iumnasuja ,Josan Jo-
eanoeuh 3maj” Koju ocraje Mo maHAIIKBUX TAHA.

anac, Kama IEJOKYyIHO APYIIBO CTPEMU Ka OCaBpeMemaBamy cebe
u cBoje okosmHe, ['mvuasuja ,,JoBan JoBamoBuh 3maj” ycmemHo M3HOCU
¥ TpaTW HOBMHE, YBOJW HAjBUIIE CTAHIAPAE y CPEIHOMKOJICKO 00paso-
Bame. Ca jom BehwumMm ycmexom HOCH BEJMKO MMeE CBOje ciaBHe u Gorare
MPONLIOCTY U HEryje TPaAUIUjy U He HO3BOJbaBa Ja CE HU jeHO YUUHEHO
IJIEMEHUTO MOeJI0 3a cTBapame um oborahmBame 0OPa30BHO-KYJITypPHE WH-
crurynuje mpena 3abopaBy. M3Hocu ca MOHOCOM CBOjy MPONIIOCT, KOjY
RJEIle U ype3yje y CamamllkoCT KAKO OM MMaJia IJIOTOHOCHY U YCIICUIHY
oyayhuocr.
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11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

22.

PEIIY BJINMYKA KOMNCHUJA

3a TAKMHUYEHA U3 MaTeMaTHKe YYEHUKA CPEIHUX IIKOJIA,
mKoJICKa roguHa 2011/2012.

. Bagruh mp Baammvmup, Pakynrer opranusanmonux Hayka, beorpan

Bapamuh Bopbhe, Maremarnuku uuacturyr CAHY, Georpan
Bamwuh Gojan, IM®, Hosu Can

Hopocnosauku ap Pane, ®TH, Hosu Can

Hyromuja np Bopbhe, Maremarnuku dparynarer, Beorpan
Dopuh Munom, Maremaruusku ¢pakynrer, Georpan

Dyrkuh Hyman, Mamwuacku ¢paxynarer, Beorpan

Unuh np Anexkcammap, [IM®, Hum

Kuexxesuh Mp Muman, Martematuuku ¢arynarer, beorpan

. Kpruruh np BHopbhe, Maremaruuru ¢arynarer, Beorpan

Jlykuh Munusoje, Kanrex, CAII

Mapxrosuh np Ilerap, IIM®, Hosu Can

Martuh np Usan, Ijyk, CAIl

Munmunhesuh np Bopbhe, Yausepsurer y Muuureny, CA Il
Munocasmesuhi Munom, I'mvmuasuja ,,Cerozap Mapkosuh”, Hum
[Tejues Anekcanmap, Mamwuucku paryarer, Georpan

[Merkosuhi np Mapko, IIM®, Hum

Panosanosuh Mapro, Maremaruukn pakynrer, beorpan, npencenaux

Cennunh mp Amnekcamnap, 'mmuasuja, Kpameso
Crojakosuh np Mwuiom, [IM®, Hosu Can
Tomuh Wsanka, 'mmuasuja, Bameso

[To6or np Gopuc, IM®, Hosu Can

IIpeBon ma mabapcku jesuk:

1. llenh np Xajumauka, I'pabeBuncku dpaxynrer, Cyborumna

2. Poxmur mp Aunpea, I'paheBuncku pakynarer, CyboTuma



OINIITVHCRKO TAKMMWYEILE 13 MATEMATHWRE
YUEHUVKA CPEIIBLUX IMTKOJIA, 21.01.2012.

IIpeu pa3pen, A rareropuja

1. Heka je E cpemumre crpanurne C'D kBagpara ABCD. Axko mopMmasa y
tauku D wa mujaromasy BD ceue nmpaBy AFE y tauku F', nokazaru ma cy
tauke B, C' u I konuueapse.

2. Y Bectuma je mara ciemelia BpeMeHCKa IPOTHO3a 3a CyTpa:
1) 6uhie oGaauno unu he nanaru cuer mim fie gyBaTu BeTap;
2) ako Oyme obaauno ca cmeroM, mysahie Berap;

3) ako He Oyne BerpoBuTo, O6ulie o6savyno Ges cuera.

Ila mm ce omaTie MOKe 3aKBbYYNTH Oa e, ako Oyme mamao CHEr, TyBaTu
Berap?

3. Oppemutu cBe npuponHe OpojeBe n TakBe na je OpPOj MO3UTUBHUX
nmenunana 6poja n® 3a 2011 Behu ox 6poja MO3UTUBHUX meauIaIa Gpo-
ja n.
4. Ilar je tpoyrao ABC. Axo je <ABC > 90° u 2- AB = AC, nokaszatu
na je

2-<ACB > <BAC.

5. Jlokazarwm na ce Ha CTaHAZAPAHY IIAXOBCKY TAabJIy HE MOKe IOCTABUTU
7, a MOKe IOCTABUTU 8 JIOBalla TAKO Aa HAIIALA]y CBa IOJa Tabie.

Ilpyru pa3spen, A kareropuja
1. Y ckyny peasHuUX OpOjeBa PENIUTU CUCTEM jeIHAUMHA

2% + 3zy 54
ry +4y® = 115.

2. Heka cy a,b, c peassau 6pojeBr TAKBU Ha BaKU

a2 b2 c?
a2 1+ Tixe

Ilorazatu na je |abe| < . Kana Basku 3mak jenmaxoctu?

1
2v/2
3. Ako HUjeman om yrioBsa «, 3,7, KOHBeKCHOT uyeTrBopoyria ABCD uuje
npaB, AOKA3aTU 8 BaKU

tga+tgf+tgy+tgd
tga-tgf-tgy-tgd

= ctga + ctg B + ctgy + ctgd.



4. Taura S je menmrap ynucamor kpyra tpoyraa ABC, a D cpenumre
crpauune AB. Axo je <ASD = 90°, mokazatu na je AB + BC = 3AC.

5. Ha cromy ce mamaze mBe romMuie >KeTOHA, jeoHA O M, APYra O; N
sxeroHa. [[Ba urpaua mrpajy Ham3MEHUYHO, & Y CBAKOM IIOTe3Y NO3BOJHEHO
je jemHy TOMWIy MOAENUTH Ha MPOU3BOJLHO MHOTO Mamux (y KOjuMa He
Mopa OuTy jemHak Opoj skerona). ['yOum urpau Koju He MOKE Aa MOBYYE
moTe3, jep je Ha CBAKOj TOMUJIM OCTAO MO jeJaH sKeTOH. Koju om urpada
“Ma MO0eTHUYKY CTpATerujy?

Tpehu paspen, A kareropuja

1. Oxmpenutu cBe a € R 3a Koje KOPEeHU T1, Tp, T3 HoauHOMA 2° — 422 —ax+a
3aI0BOJbABAJY j€IHAKOCT

(21 —2)% + (22 — 2)> + (z3 — 2)* = 0.
2. Y ckymy peaJsiHUX OpOjeBa PEMUTH jeTHAUUHY
2 - logg(ctg x) = logs (cos z).

3. Hera je ¢(n) Bpemmoct OjumeposBe ¢yurmuje 6poja n. Ilokazatu na

nocToju HEeCKOHAYHO MHOIO HPUPOSHUX GpojeBa n 3a koje je p(n) = —.

3
4. KomBekcan mecToyrao je ymumcad y kpyskuumy k. Hberose ysacromme
crpanume cy ayxuse 2,2,7, 7,11 u 11. Hahwu nonyupeuynur kpy:xuaue k.

5. 3a cBako n € N ogpenuru HajMamy IPUPOAAH OPOj M TaKaB Ja Y CBAKOM
m-eqeMeHTHOM monckymy ckyma N, = {1,2,...,n} mocroje msa y3ajamHO
mpocTa O6poja.

YerspTu paspen, A kareropuja

1. Iata je mu¢pepenimjabunna ¢pysxmuja f : R — [0,1] 3a xojy Baskwn
[f'(z)] <1 3a cBako = € R. Ilokasaru na jemmaumHa f(z) = ¢ uMma jenus-
cTBEHO pememe y R.

2. Ila s mocrtoju mpuponan 6poj n u peasnu 6pPojeBu ag, ai, - - ., G, TAKO
na je Ha ciaunu npuka3aH rpadur ¢pyurnuje f: R — R, 3a kojy je

f(@) = |anz™ +an_12" '+ .. darz+ag| - laox™ + a1 . ap_ 12+ an,

3a cBako r € R?
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3. Heka je f: N — N oOwujermnuja takBa ma 3a cBe m, n € N uz m < n caenu
m+ f(m) <n+ f(n).

Onpemutu f(2012).

4. Herka je AM upeunurk onucasne kpyskauie tpoyriaa ABC u Hera Taj
npevnuk ceue crpanuny BC y tauku D. Axro cy E u F nomHo:kja HOpMAJA
u3 tauke D Ha crpanune AB u AC, penowm, nokazatu na je EF || BC.

5. IIpupoman 6poj 30BEMO 320 aKO C€ Yy HEeroBOM OMHAPHOM 3aIMCYy HAJIA3U
napad 6poj jemuuuna. Ha npumep, 6poj 18 = (10010)2 je 3a0. Onppenutu
cymy npBux 2012 3aux 6Gpojesa.

IIpBu pa3pen, b kareropuja

1. Heka cy CD u CFE Bucuna u tesgumba ny:x tpoyria ABC, pemoM, a
PQ u PR Bucuna u Texumsa ny:xk tpoyriaa MNP, pemom. Axo je CD =
PQ, CE =2 PRu AB 2 MN, mokazatu na cy tpoyriaosu ABC u MNP
IO Iy IaPHU.

2. Ha ucnury je 21 yuyenuk pemaBao Tpu 3amaTka. [IpBu u Apyru 3amaTak
pemmiio je 6 yuenuka, npyru n Tpehwu 3anarak 7 ydeHuka, a upsu u Tpehn
3amarak 11 ydenumka. IlokasaTtu ma moctoje Gap aBa YYEHUKA KOJjU Cy
pelmmiIn cBa TPU 3aTaTKA U Ja MOCTOjU DAp jelaH yUeHWK KOjU je penmo
HajBUIIE jeTaH 3aIaTaK.

3. Jenena je perisia H€HOM TATU 1a j€ MHaHAC PENINJa BUIIE 33TaTaKa HEro
jyue (kama je tarobe pemmia Heru 3amarak). Jom je momaia ma je jyde
pemunsa X 3anaraka, a nanac Y u ma Baxku X - Y + (X +Y) =59. Kosnuko
pa3IuuUUTUX pelnema oBe JeseHuHe mosrajauie Moske na Habe men tara?

4. Hera je f: R — R ¢yuruuja taksa na 3a cBako r € R Baku
f(Bz—1)=6x—8.

a) Onpemutu f(5).

)
6) Onmpemuru f(x) 3a cBako = € R.
B)

Hoxrazatu ga je f 1 —1 ¢yurmuja.
r) Crumupatu rpaduke ¢yusmmja y = f(z) uy = f~1(x).

5. Y kBanparny memy 10X 10 moctassmerno je 100 myam pa3niuyure BUCUHE.
3a CBaky KOJIOHY OIPEAMMO HAajBUIIEr O JbYAU KOJjU CE€ Yy H0j HANA3U, a
3aruM HajHwKer on Tux 10 mynu — Heka je To [lepa. 3arTum, 3a cBaky BpCTy
OJpenUMO HAJHUKET O JbYyOU KOjU Ce Yy O] HajJa3u, a 3aTUM HajBUIIET O
tux 10 mynu — Heka je To sRura. /la nu ce MOke yTBPIOWTH KO j€ BUIIN
Ilepa nnu Kura?
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Ipyru pa3spen, B kareropuja

1. Ogmpenutu cBe KOMILIEKCHe OpOjeBe z 3a Koje BaxM |z| = |z — 2i| u
|z — 1| =1.

2. Ha nucrty je ca Ttpum 6oje mamprano 36 keurypa. Ogn tora mux 25
uMa KyTe nesoBe, 28 mma O6paon menose, a 20 uma mesoBe 0OOjeHEe IPHOM
6ojom. Ako camo 5 KeHrypa mMma IeJioBe CBe Tpu 00je, KOJIWKO MMa jell-
HobOOjHUX KeHrypa?

3. dynrxmmja f: R — R, 3amara je ca f(r) = 322+ 4x + 1, 3a cBako x € R.
Pemurnu mejennaunmy

f(f(x)) <0.

4. Heka je AFE texwumnua nyx tpoyraa ABC. Ilpasa p mapanenna ca AE
ceue crpanuryy BC y tauku D, crpanuny AB y tauku F u npomyskeTak
crpanune AC y tauku G. okaszatu na DF + DG He 3aBuUCHU O MOJOKA]a
npase p.

5. Ilokasartu ma je Gpoj

VT+5V2-(V2-1)
VA+2V3-3

IPUPOIAH.

Tpehu paspen, B kareropuja

1. OcHoBa mpaBe mpu3Me je TPOyrao uuje Cy ABe CTPaHUIle AY:KUHA 3 cm U
5 cm, a yrao usmeby wmux jemmar 120°. Ilospmuua Goune crpane Hajsehe
nospmure je 35cm?. VM3pauyHaTu NOBPIIMHY OMOTauYa IPU3ME.

2. Heka je a € R. Y ckyny peadHux 6pojeBa PEIIMTU CUCTEM jeTHAUMHA

3x+ay—z = a-—1
—r+y+az = 1
r+4y+3z2 = 3.

3. Y crymy peasHux OpojeBa PEMIUTHU jeTHAUNHY
arcsin 3x = arctgbz.

4. 3apy0b/beHa Kyla NOIEJ/bEHA je jeAHOM PaBHU MapaJIeIHO] OCHOBAMA
Ha IBa JeJsla jeTHAKUX 3alpeMuHa. VI3pasuTu NONYNPEYHUK p IPECEUHOT
Kpyra IpPeKO IOJyIpeYHuKa OCHOBa R u 7.

5. Ila qu ce kBagpaT £ MOMke y HOTIYHOCTU TPEKPUTH Ca
a) 2011
6) 2012
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KBaJpaTa KOjU HEMajy 3ajeTHUUYKIX YHYTPAIIBLUX TadaKa U KOjU CY CaIp:KaHU

y A7

YerspTu paspen, b kareropuja
1. Axo je {an}n>1 apUTMETUYRY HU3, TOKA3aTHU 1a 3a CBe m,n,p € N Baku
am(n —p) + an(p —m) +ap(m —n) =0.
2. Ilat je mosuHOM
p(2) = 2% + (3 —4i)2? — (34 8i)z — 5.
Axko je jeman KopeH oBOr moimHoMa obiuka Ai (A € R), maliu cse merose

KODEHE.

3. Hera je n mpuponan 6poj u f, : R - R ¢pyuruuja medunncana ca
frn(x) =sin™ x — cos™ z,

3a cBako ¢ € R. Oxmpenuru (ako mocroju) HajMamy u HajBehy BpemmocT
byuruuje f,.

4. V3pauyHaTy HDOBPIIMHY TPOYIJa KOju OoOpa3yjy CHUMeTpaJie IPBOT U
IPYTOT KBAJAPAaHTa U TAaHTeHTa Ha xunepbosy x? —y? =5y taukn M(3,2).

5. Meby cBum 10-mudpperum GpojeBuMa KOju UMajy CBe MUPPe Pa3IudnTe
u nesmuBu cy ca 11 ompenury HajMawmu u HajBehin.

ORKPYRHO TAKMUYEILE I3 MATEMATHURE
YUEHUWKA CPEIILNX IITKOJIA, 11.02.2012.

IIpeu pa3pen, A rareropuja

1. Heka je K taura cumerpuuna oproueatpy H tpoyria ABC' y onuocy Ha
cpemumnte crpanune BC. Torazatu na je AK npedyHur onucane Kpy:KHUIE
tpoyria ABC.

2. Iatu cy nommaomu p(z) = 23 + 22+ 2+ 2 u g(z) =23 — 2+ 3. Ha mu
nocroju neo 6poj m tako ga g(m) | p(m)?

3. 3a cBako n € N 6poj x,, HACTAO je y3aCTOMHUM NONUCUBAMEM KBAIPATA
OpBUX N IpuUpoxHuX OpojeBa (Hmp. x12 = 149162536496481100121144). Ho-
Ka3aTU na MOCTOju OECKOHAUYHO MHOTO NMPUPOAHUX OpojeBa M, TaKBUX na
6poj X, HUje MOTIYH CTEIeH NPUPOIHOT Opoja (mpuposan 6poj y je MOTIyH
CTEIeH aKo U CaMO aKO IIOCTOoje Ipupoauu Opojesu k > 1 u a, Tako 1a Bayku
y =a¥).
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4. Hera je ABCD xkouBekcaH dyeTBOpoyrao koju Huje tpame3. Cumerpadie
crpauuna AD u BC ceky ce y Tauku P, a cumerpasne crpanuna AB u CD
cery ce y Tauku (). YKOIUKO ce Tauke P um () Haja3ze y YHYTPaIIHOCTU
uerBopoyria ABCD u Baxku <APD = <BPC, norazaru na je <AQB =
<CQD.

5. Ha cBaroj og n > 4 xapruna ynucaH je jeman on OpojeBa +1 wuiwm
—1. Ca KoJIMKO HajMame OIUTAma MOKEMO CA3HATHU IIPOU3BOI CBUX OpOjeBa
3aMMCaHNX Ha KAPTUIAMA, aKO j€THUM IUTAHmHEM MOKEMO CA3HATU BPETHOCT
npou3Boaa OpojeBa HA TAYHO TPU IIPOU3BOJLHO m3abpane Kapruie?
Ilpyru pa3spen, A kareropuja
1. Hahwu cBe peasme 6pojeBe a TakBe ma HEjeIHAKOCT
vt +ar® +(a+3)2? +ar+1>0
BasKU 3a CBe peajiHe Opojese .
2. Hera je a € R, |a| > 1. Horazatu na 3a cse z € C Baku

az —1

<le |z <1,

a+ zi

3. [lora3zatm ma ce KBagpaT NPUPONHOr DpOja HE MOKE 3aBPIIABATHU Ca
YeTUpU KCTe HEHyJIa Iudpe.

4. Ha crpanunama BC u AC tpoyraa ABC nmate cy tauke D u E,| pemowm,
tako na Basxku AFE = BD. Osumauumo ca M cpenumre crpanune AB, a ca
P upecer npaBux AD u BE. Iloka3zatu na taura () cuMerpudHa Tadku P
y omaocy Ha M nexu vHa cumerpasau yriaa ACB.

5. Y moma tabmaume 100x 100 cy ynucanm OpojeBu. Y CcBakoj BpCTHU uMa dap
10 pazamumTyx OpojeBa, ajayl y CBaKe TPU Y3ACTOIHE BPCTE MMa HAjBUIIE
16 pasmuunTtux OpojeBa. Koaumko ce HajBUIe pa3auduTUX OpOjeBa MOKE
HaJIA3UTU y Tadaunu?

Tpehu pazpen, A kareropuja

1. Y cryny peasHuX OpojeBa pemMTU HEjeTHAUNHY

27 —16 <o0.

x

(92541 — 243) - \/557> — 125

2. Heka je n > 2 mpupogan 6poj. lokazatu na je BpeAHOCT JeTEPMUHAHTE

1 2 3 v o m—2 n-—1 n
2 0 0 0 0 n—1
3 0 0 0 0 n—2
n—2 0 0 0 0 3
n—1 0 0 0 0 2
n n—1 n—2 --- 3 2 1
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jenHaka KBaapaTy IeJsior Opoja.

3. Hus {an}nen, je nedunrncan ca ag =1 u
2
ant1 = (n°+1) a, —n,
3a n > 0. [lokazaTu na mOCTOju 4UJaH HU3a KOju je meiruB ca 2011.

4. Hera je ABCDFEF KOHBEKCAH IIECTOYTaO TaKaB Aa 3a CBAaKy Taury M
KOja je y PaBHU TOT MIECTOYTJIA BarKU

MA? + MC? + ME? = MB? + MD? + MF?,
Ilokazatu na ce teskumra tpoyriaosa ACE n BDF noknamajy.
5. Hera je n € N. Komwmro ce HajBuime HempasHUX HOJACKYIOBa MOKE
M3ABOJUTU M3 CKyIa O N eJIEeMEHATa TAKO Oa Cy CBaKa MBA WUV OUCjYHKTHA
WY je jemaH O HmUX MOACKYI APYror?
YerBpTH pa3pen, A Kareropuja

1. IHate cy rtauke A(1,3) n B(2,4). Oppemutu tauxy C Ha mapaboan
r =y? + 1 3a xojy Tpoyrao ABC uma Hajmamy Moryhy mospmmumy.

2. Heka je f:[1,2] = R mudepenmujabunna ¢pynrmuja u f(1) = 0. Komurn
je Hajmamu moryhu 6poj pemema jerHaynHe

2 f(x) = f'(z)-sin2x?
3. a) Jloka3zaTu ma He HOCTOje IPOCTU OPOjEeBU P U ¢ TAKBU Aa je Opoj
p® +2012pg + ¢

IOTIIYH KBaIPAT.
6) lokasaTu na TMOCTOju GECKOHAUHO MHOTO MApPOBa Y3ajaMHO IIPOCTUX
npupogaux 6pojesa (m,n), Tako ma je

m? + 2012mn + n?

IIOTIIYH KBaAparT.

4. Heka je M yuyrpamma Tauka kBaapata ABCD. Hera cy A1, By, C1, D1
npyre tauke npeceka npasux AM, BM, CM, DM ca onucanoM KpysKHUIOM
kBanpara ABCD, penom. [lokazaru na je

A1B1 . ClDl = A1D1 . BlCl.

5. Heka je m > 3 upuponau 6poj. Hahu najmamu npuponan 6poj r(m) 3a
KOJU BaKU @ Ce 3a CBaKo pasbujame ckyma {1,2,...,r(m)} ma 2 moackyna
Y3 jeIHOT OX HWUX MOoke u3abparu m OpojeBa (He 00aBE3HO PA3IUUUTHUX )
1,22, ..., Tm 32 KOj€ BaKU

T1+To+ ...+ Tmo1 = Ty
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IIpeu pa3pen, B kareropuja

1. Heka cy M, N u K cpenumra crpanuna AB, BC u CD teruBHOr
uerBopoyria ABCD, penom. IlokazaTu ma Basku

<BMN = <CKN.

2. Heka je P(r) nonmuuOM ca meauM KOe(QUIMjEeHTUMa KOJU MPU Jebeny Ca
x® — 22+ — 6 maje ocrarak x? — 7z + 3. Konuku je ocrarak mpu gesbemy

nonunoma P(z) cax —27

3. Y crymy mpoctux OpojeBa pPemuTH jeTHavunHy
222 +1=1°.

4. Heka je ABCD mnapamenorpam, a Z Tadyka Ha TPOAYKETKY CTPAHUIE
BC raro na Baxku pacunopen B — C — Z. Hera npasa AZ ceue npase BD
u CD y taukama X u Y, penmom. Axo je myskuna nysku AZ jemnaka 6, a
nyssuba nysxku AY jennaka 3, ompemuTu myskuny my:ku AX.

5. Ha meroMm TarMuuemy U3 MaTeMaTUKe OWIIO je D 3aJaTaka Pa3/IMdInTe
TeRUWHE, 1A HUKOja IBa HUCY HOCUJIA UCcTU Opoj 60m0Ba, atu je CBaKu HOCUO
O6poj 6omoBa Koju je mpupoman 6poj. Ako ce 3a nBa ypabena Hajiakma 3a-
naTtka mobujaso 10 6omora, a 3a nBa ypabena najre:ka 3amatra 18 Gomosa,
KOJIMKO OomoBa ce mobujasio 3a cBux b ypabenux samarara?

Ipyru pa3spen, B kareropuja

1. Y cryny peasHuX OpojeBa pEIMTU HEjeTHAYNHY

Va4 Te — 222 <2z + 1.

2. Heka cy 6pojesu a,b,c € R no naposuma paznuuntu u f(x) KBaIpaTHU
TpuHOM, Tako aa je f(a) =be, f(b) = ca, f(c) = ab. Ilokaszatu na je

fla+b+c) =ab+ be+ ca.

3. Jla gu mocroju mpupoman 6poj m > 1 TakaB ma Cy MOCIEAHE YeTUPU
mudpe Gpoja 2012" jemmare 20127

4. Axro cuMerpasia yHyTpammer yria konx temena A tpoyrna ABC ceue
onmcany kpyskHuny y tauku N, a crpanuny BC y tauku T, nokaszatu na
je

BN? = AN -TN.

5. Ha jemnom mackenbamy okymnuio ce n >4 mynu. Cu cy ce cHabueBaiu
KOJ MCTOT TPOIABIA, KOJjU je y IMOHYyAW UMAO KOCTUME y HEKOj om 1 + 2
moryhe Goje. Heke on 6oja y monynu Obuie cy: Oemna, IpHA, IJIaBa, 3€JEHA,
’)KyTa, 1pBeHa. Ha mackenbaiy ce mcmocTraBuiio:

e TauHo jemHa ox Goja {Gema, npHa} Ouna je 3aCTYIILEHA;
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e TauHO nBe ox 6oja {upHa, niaBa, 3emeHa} Ouie Cy 3aCTYIJbEHE;
e on 6oja {6ena, nmuaasa, ;kyta} 6uo je 3acTymsbeH napas 6poj (Tj. uian
HUjeHA OJ BUX, WU TAUYHO IBE);
e on Goja {Gena, 3emena, npeena} 6wo je 3acTymLeH napan Gpoj.
Hoxrazatu na ce mory Hahu nBe ocobe Ha MackeHOasy OOyUeHE y KOCTHME
ucte 60je.

Tpehu pazpen, B kareropuja
%
1. JlokaszaTu na 3a IPOU3BOJBHE BEKTOpe &, b, € Bakm
- - -
[(7+ b) X (b +?)} (T+@)=27-(Txb).
2. Y ckymy peaJHUX OpoOjeBa PEIUTU CUCTEM jeTHAUNHA,
sinz-cos2y = 1
cosz-sin2y = 0.
3. Ilorazarm ma ce KBagpaT NPUPONHOr DpOja HE MOKE 3aBPIIABATHU Ca
YeTUpU KCTE HEHyJIa Iudpe.
4. Y rouBekcHOM ueTBOopOoyriay ABCD Baxku
AB? — BC? + AC? _ AB? — AD? + BD?
CD2 - AD? + AC2  (OD? — BC? + BD?’
Hokazatu na je AB | CD.

5. Y moma Tabmaume 100x 100 cy ynucanu OpojeBu. Y CBakoj BpCTU uMa dap
10 pasauuuTux GpojeBa, ajy y CBaKe TPU Y3ACTOIHE BPCTE UMa HAjBUIIE
16 pasauumtux OpojeBa. Koamko HajBUIIEe pas3anduTuUX OpoOjeBa MOKE Aa
ce mabe y Tabaurm?

YerspTu paspen, b kareropuja
1. Ogpenutu Tauky Ha rpadury Gysrnuje y = x —In(z+ 1) y k0joj je ran-
reHTa HapaJiesHa ca IPAaBOM Koja mpoiaasu kpos tauke A(2,3) u B(—1,4).

2. Ila ou je ¢ymrmaja f : R — R mepurucanma ca f(r) = sin(z?), 3a cse
r € R, nepuoauuna?

3. Y ckymy mpupomHuX OpOjeBa PEMUTHU jeTHAYUHY
2% —6Y = 2012.

4. Y omrpoyraom tpoyriy ABC tauka D je mOmHOKje BUCUHE U3 TEMEHA
C un Baszku AD = BC. Ako je L momuo:kje HOpMatse u3 [ Ha BUCUHY U3
temena A tpoyria ABC, nokazatu na je BL cumerpaina yraa ABC.

5. Ha cmakoj ox 2011 xkaprumna ynucal je jemaxn on OpojeBa +1 mmam —1.
Ca KOJMKO HajMame MUTaHa MOKEMO Ca3HATU MPOU3BOJ CBUX OpOjeBa, ako
jeIHUM TUTAmkEeM MOYKEMO CA3HATU BPEIHOCT MPOU3BOAA OPOjeBa HA TaUHO
TPpU TPOU3BOJLHO M3abpane KapTure?
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P KABHO TAKMUWUYEILE N3 MATEMATUVERKE
YUEHVKA CPEOIBUX ITKOJIA, 17.03.2012.

IIpeu pa3pen, A rareropuja

1. Heka je D € BC nomuoxkje Bucusre u3 teMena A omTpoyrior Tpoyria
ABC. Ha nysu AD youena je tauka P rtakBa na je <PBA = <PCA.
Ioraszatu na je tpoyrao ABC jenmHakokpak mium je tauka P oproueHTap
tpoyria ABC.

2. Ilo3uaTo je ma 3a Heke mIpUpPOIHE OPOjeBe T U Y BaKU

237 - 111Y = aab3dc6902b2c74d456b,

rae cy a # 0,0, ¢, d ueke (#e obasesno pazauuure) uuppe. Hahu a+b+c+d.

3. Heka je P(x) monuHOM ca 1eao0pojHUM KOe(UIMjEHTUMA, TAKAB 4 3a
cBaku npuponan 6poj n 6poj P(P(n)) npu nemeny ca n maje octaTak n— 1.
Ilokazatu na nosuuoMm P(z) mema 1enobpojuy Hyiy.

4. T'maBHU Tpanx HEKe ApXkaBe cmojeH je ca mpeoctranux 2012 rpamoBa
aBronuHujamMa. CBakuU O] IPEOCTAJINX IPALOBA CIOjeH je aBUOJIUHUIjOM Dap
ca jom jemmmM rpanom ocuM riaBHor. Jlokazarm ma je moryhe yrumuyTH
1006 aBwoamHMja M3 rIABHOr Ipajga TakKO aa je U gasse Moryhe crmhu u3
CBaKOT I'PAJa [0 CBAKOT APYTOr KOPUIINEHmeM HEeKUX ABUOJIMHU]A.

(Cse aBuONMHUjEe Cy ABOCMEDHE.)

Ilpyru pa3spen, A kareropuja

1. Ha Tabnu je 3amucaHa jenHadymHa

VT2 4+ xx 4k = kT + *.

IlBa urpaua, Mupko u CiaaBKO, HAM3MEHUYHO yMECTO jeIqHe Ol IPeoCTa-
JuX 3Be3nuiia ynucyjy meo 0poj. Muwupko urpa npsu. On mobuja urpy
VKOJIMKO noOujeHa jemHauyWHa MMa Oap jelHO pelleme y CKYILY paluoHa-
aHUX OpojeBa, mOk y cymporHoMm urpy mobuja Cunasko. Koju om urpaua
“Ma MO0eIHUYKY CTPATErujy?

2. Hexka cy D, F, F nonuoxkja Bucuna u3 temena A, B, C, pemom, omrpo-
yruor tpoyria ABC koju Huje jennakokpak. llpasa EF ceue npaBy BC
y Tauku P, nok mpasa xkpo3 D mapasenna ca EF ceue crpanune AB u AC
y taukama @ u R, pemom. JloraszaTu ma jeqHa mpeceyHa TauKa OMUCAHUX
kpyskuuna rpoyriosa DEF u PQR nesxun va crpanunu BC.

3. Hahwu cBa pememna (p,q,a,m) jeqnauune

P2+ 49g% = m?,
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TakBa na Cy p U q mpoctu 6pojeBu m a,m € N.

4. Ilepuna je Ha manmpy HAUPTAO N > 2 Tadyaka KOje NMPUNANA]Y MCTO]
KpyskHUIU U Oyk m3Mely cBake nBe Tauke. [IpuTom, cBaky On TUX Iy:KU
03HAYMO je miau ca + uiau ca —. Jlokazatu na, 6e3 063upa Ha HAYMH HA KOjU
cy myskm o3HadeHe, Mapuria Moske n30pucaTy CBe ILy:KU O3HAUYEHE jeITHUM
3HAKOM U HEKe NYKU O3HadeHe NPYTUM 3HAKOM, Tako na Baske cienelia nsa
ycJoBa:
1) memsbpucane my:KM HEMAjy 3ajeHUUKUX Tadaka y YHYTDAIIHOCTHU
KPY)KHUIE U
2) cBake IBE TAUKE MOBE3AHE CYy MU3JIOMJLEHOM JIMHU)OM CACTABJLEHOM O
jelHe My BUIIe HEM3OPUCAHUX Iy:KU.

Tpehu pazpen, A kareropuja

[e]
1. Iloka3aru ma je Opoj tg (1732012) UpanroHAJIAH.

2. Heka cy a u b npuponuu Opojesu. Jlokazaru na mocTtoju GECKOHAUHO
MHOTO TPUPOTHUX OpOjeBa 1 TAKBUX Ha je 3a CBaKU MPOCT OPoj p Opoj
a-p"+ b caoxen.

3. Hera cy M u N rtauke ua crpanunu BC tpoyria ABC TakBe na Basku
pacnopen B — M — N u na je BM = CN. Tauke P u ) uzabpane cy
Ha gyskuma AN u AM, pemom, Ttako na je <PMC = <MAB u <QNB =
<NAC. Iokazatu na je

<QBC = <PCB.
4. 3a KOHAUAH HENpa3aH CKyn S NpUPOIHUX OpOjeBa JeYUHUIIEMO
r(S) = max(S) — min(S)

(pasnuka najseher m majmamer eixementa ckyna S). Ako je A ckyn ox 30
Pa3IUYUTUX TPUPOIHUX OPOjeBa, KONMKO HAJBUINE PA3IUUYUTUX BPEAHOCTHU
moske umaru r(S) 3a cBe moryhe nerouname monckymnose S ckyma A (Tj.
KOJIMKO HajBuine eneMeHaTa Moxe uMary ckyn {r(S)|S C AA|S| =5})7

YerBpTHU pa3pen, A Kareropuja

1. Ilorka3ary ma ce mpocT OPOj p MOsKe MPUKA3ATH y ODIUKY

n4 —m4

p:n3—|—m37

3a HeKe n, m € N, ako u camMo ako je p jemHak 30Upy KBaapaTa HEKa IBa
y3aCTOIHa MpUpPOaAHa Opoja.
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2. Akocy l =xg=2x12222>...21, = 0 peanuu 6pojeBu, onpenutu HajBehy
Moryhy BpemHOCT cyMme

n—1
Z Zi%it1 (T — Tig1)-
=0

3. Heka je n € N. Ha cBakoj on 2n rapara 3amucas je jeman on 6pojesa 1
o 2n (cBaku Gpoj Ha TayHO jenHoj kaprtu). Kapre cy mocraBibeHe Ha CTO
Yy jeIHOM peny, ajy y HEIO3HATOM PEIOCIeNy ¥ OKPEHyTe JIWIEeM HamoJe.
Munom u Ana urpajy canemehy urpy mportus muxoBor apyrapa bosera.
I[Tpeo Munom u BHone npuby cromy m okpeny cse rapre. I[lomTo morse-
na pacrnopen kapara Muiom Moske 3aMEHUTU MeCTa TAvyHO OBE KapTe Ha
croiy (WM UX OCTABUTH Y HATOM DPENOCIENY). 3aTUM Ce CBe KapTe HOHO-
BO OKpEHY JIMIEM HAIOJe, a cTojdy npuia3u Amna. Doie xake O0uio xoju
Opoj om 1 mo 2n, a Ama okpelie kapTe Kako OuM mMpoOHAIIAO KAPTY Ca TUM
6pojem. Mumom 1 Ana moGebyjy ako Ana mabe TpaskeHy KapTy y HajBUIIE
n moKyImaja, a uHade nobehyje bosne. Ko nma mobemuuury crparerujy?
(Munom 1 Aua ce Mory moroBapaTry CaMoO IPe IIOYeTKa UIpe.)

4. Jloxka3aTu na IOBPIIMHA 4YETBOPOYyIJA Ca CTpaHumama a, b, ¢, d, tum
penowm, uuje Beha oxn

1
Z-((a—kc)?—i—bd).

IIpBu pa3pen, b kareropuja

1. Heka je M nmpousBosmHa Tauka y paBuu mator tpoyria ABC. Ilokazaru
na Bexktop 2- MA—3- MB+ MC ue 3aBucu on nuzbopa tauke M.

2. Yerupu yuenuka: Ana, Bopa, Baca u I'opan Takmuuunu cy ce y Tp-
vamy. ITocie Tpke (Ha K0joj Huje OGuio meobe MecTa), HA NUTAKE KOje je
KO MECTO 3ay3e0, oArosopuiu cy ciexnehe:

e Ama: , Ja HucaM 610 HU IPBU HU MMOCJETHNA.”

e Bopa: ,,Ja aucam 6mo mocienmu.”

e Baca: ,,Ja cam 6uo npseu.”

e ['opan: , Ja cam 6uo mocienmu.”
a) Ha mu moryhe na cy ¢BM OQroBOpY TagyHU?!
6) IlosuaTo je ma cy 3 01 OBUX OArOBOPA OUIU UCTUHUTHU, & | HEUCTUHWUT.
Ko je roBopuo meuctuny? 3a Kora o BUX Ca CATYPHONINY MOKeTe TBPAU-
TH KakaB My je OMO mopenak Ha IUILY !

3. IlokazaTu ma 3a peaiHe OpojeBe x # y # z # T Baku

(=9’ +y—2°+ (-2 #£0.

4. Kpy:xuune k1 u ko cery ce y taukama P u ). Ilpasa [ koja ceue my:x
PQ ceue mate xpyskuaune y taukama A, B, C, D, npu yeMy BasKu pacruopen
A—B—C—D. Hokazaru na je

<APB = <CQD.
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5. Ilect myzapama je roBopumio o 6pojy n € N 3ammcaHoMm y AEKaIHOM

3amnucy.

IIpBu: ,,bpoj n ymamen 3a 1 je mpocT Opoj akko n mMa Oap jemaH mpPoOCT
neannaan n3 1. mecerune.”

Hpyru: ,,Bpoj n je memwB ca 2 akkO N HHUje HAJIUHIAPOM KOju uMa OpoOj
uudapa nemus ca 2.”

Tpehu: ,,Bpoj n Huje nemus ca 3 aKKO UMa Mawmbe o1 3 HemapHa aeauona.”

Yerspru: ,,bpoj n je nemus ca 4 axkko uma tavsao 4 nu¢ppe.”

Iletn: ,,Bpoj n Huje nemwur ca 5 akko je 30up mudapa Opoja n jemnak 5.”

Tectn: ,,bpoj n HUje y3ajamuo mpocT ca 6 akko nMma Tagyuo 6 genuaana.”

Onpenure cBe moryhe nmpupoase Gpojese n, ako ce 3Ha Ia je u3jaBa CBaAKOT

MyIpala TavHa.

(Bpoj n je mamMEAPOM YKOJUKO je jemHak Opojy KOju ce mobuja YuTameMm

6poja n ca seBa Ha gecuo. Hup. 6poj 1245421 je mammaapom.)

Ipyru pa3spen, B kareropuja

1. Heka cy a, b, c € R, a # 0, TakBu na jeanaumna ax® + bz’ + ¢ = 0 Hema
pemema y CKymy peanHux opojesa. Ia mu jemmaumna ax® + bz +c =0
MOKe MMaTu 6ap jeIHO peayiHO pememe?

2. Ogpenutu cBe peasHe GpojeBe X 3a KOje BaKu
2 s
l0g, 412 >10g,0 1 2% 2 logs g a° > ... =log,n 2" > ...

3. Heka cy x > y npuponuu 6pojesu 3a roje 2012 memnu 6poj

x!

Konuko majmame moxke Outu x + 3y 7
(3a n € N ca n! o3Hauen je npousBoa OPBUX N NPUPOAHUX OpoOjeBa.)

4. Hexka je E Ttauka ma crpanunu AC tpoyraa ABC, a | mpasa pas3nuuura
on AB un BC koja canpsxu teme B. IlpaBa koja camnp:xu E m napasensa je
ca BC ceue mpaBy | y Tauku N, a mpaBa kKoja canp:xku FE u nmapasenna je
ca AB ceue mpaBy | y tauku M. Iorazatu na je AN || CM.

5. Ilara je tabanma 2010 x 2012, rme cBako mo/be CAOPXKU IO jeTHY CU-
jamumy. Ha mouerky je Opoj ynasmenux cujanuna y rtabaumu Behu on
2009 - 2011. Axko ce y HekoM meay Tabuuie ouMeHsuja 2 X 2 HaJla3e TPU
yraleHe CHjaJInIe Ta1a Ce U YeTBPTa CUjaJIUIa TOT Aejia ayTOMATCKU racu,
a y CYNDOTHOM Ce CTame CHUjajula He Mema (yrameHe CUjalule OCTajy
yraieHe, a ymaJoeHe OCTajy yhasene). JlokazaTu ma ce He MOry yraCUTHU
CBe cujasuie y TabIuIm.
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Tpehu paspen, B kareropuja
1. Tauke KOMIJIEKCHE PaBHU KOje OATOBAPajy KOMIIJIEKCHUM OpOjeBU
2a+b,2b+ ¢, 2c+a

YyHe TeMeHa jeTHAKOCTPAaHWUYHOr Tpoyria. Jla sam Tayke KOMIIJIEKCHE
paBHU KOje OAroBapajy KOMIIEKCHUM OpojeBu a, b, ¢ Mopajy Outu Teme-
Ha jeJHAKOCTPAHWYHOL Tpoyria?

2. Heka je z peanan 6poj Behu on 1. Illra je Behe 4% + 1 uunm 2% + 3% 7

3. Heka je f(x) = 2* — 522 + 67, 3a v € N. Ompemuru cBe mpocTte 6pojese
p 3a Koje je 30up mudapa 6poja f(p) majmamu moryhu.

4. Y Tpoyrny ABC mara je tauka O Tako ma Basku
OA-BC=0B-CA=0C - AB.

IlokazaTu na cy MOAHO:Kja HOpMAaJa KOHCTpyucanux u3 tauke O Ha cTpa-

HUIlE TPOYIJIA TEMEHa je THAKOCTPAHUYHOI TPOYTJIA.

5. a) Uspauynatu 36up cBux TpouudpeHux OpojeBa uuje Ccy cBe mudpe
HemapHe.

6) Onpenutu nociaenmwy nudpPy 30Upa CBUX TPOIUPPEHUX OpojeBa KOju y
IEeKaTHOM 3aIllCcy He caap:ke nmudpy 3.

YerspTu paspen, b kareropuja

1. Hexka je P(z) moaunom ca peasnuMm roepunujentuma. Onpenuru 36up
KBaApaTa HErOBUX HYJIA YKOJWKO j€ TMO3HATO Ia BAKU

P(x)3 = 2% + agz® + arz” + agz® + asx® + agxt + asx® + asx® + 152 + 1
3a HEKe ag,as, a4, as, 06,007,038 € R, m na je 36up KoepunujeHaTa IOIUHOMA
P(z)? jenmax 216.

2. Y ckymy npupomHUX OpojeBa PEmuTU jeTHAUUHY

tg — + t ! t !
arctg — +n - arctg — = arctg —.
S11 &7 &

3. Ompemutu (ako mMOCTOjU) HajMamU IPUPOLAH OGPOj n umje Ccy cBe nudpe
pasmuuuTe U nesbuB je ca 2012.

4. Jlat je <xAy u tauka B, B # A, Ha cuMmeTpaau OBOT yria. KpysxHUIA
k roja canpsxku tauke A u B ceue kpak Ax y tauku C, C' # A, a kpak Ay y
rauku D, D # A. Hokazatu na AC+ AD ue 3aBucu on nu3zbopa Kpyskuuie k.

5. Ha xoauro maumna moxkemo 3 Uranujana, 4 $pannysa u 4 Hemma na
CMECTVMO y HU3 ako cBu MTanujanm mopajy na cToje jemaH mo APYTOT, a
HUKOja nBa Hemia He cMejy ma cToje jemad mo Apyror?
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PEIMTEIHLA 3AJATAKA OIINITVHCRKOI' TAKMNYEILERBLA N3
MATEMATUKE YUYEHUVUKA CPEOIBLUX IMTKOJIA, 23.01.2010.
IIpeu pa3pen, A rareropuja

1. Heka je F’ mpecek HOpMaJe y I
taukn D Ha nmpaBy BD u npase BC,
u F’ npecek npasux AF' u CD. Ta-
na je <F'DC = «F'DB — <«CDB =
90° — 45° = 45° u <DCF’' = 90°,
na je <DF'C = 45° u ADCF’' je
jemHAKOKpaKo-paBoyriau. Kako je
AD || BC, 1o je <DAE' = <E'F'C,
na uz DA = DC = CF' u <ADFE' =
<E'CF’ = 90° zakmyuyjemo ma je
ADAE' =2 ACF'E’'. Cana je DE' =
E'C,naje E = FE' ucavmum tum F' = A B
F, yume je mokas 3aspumen. (Tan- OTI 2012, 1A — 1
reara 62, crp. 40, [Tucmenn 3anamm,

3amaTak 2)

2. Osmaummo ca p, q u r ciaenehe uckase:
p : Buhe obmauno. q : Ilamahe cuer. r: Illysahe Berap.

Tana rBpbemuma 1), 2) u 3) 13 HocTaBKe 3aJaTKA OArOBAPA]Y PECIEKTUBHO
caenehe uckasue popmyne: Fy =pVagVr, Fo=((pAq) = r, F5=-r =
(pA—q). Tpeba nposepuTu na au je uckaszua popmynaa F = g = r goruuka
nocuenuna opmyna Fi, F» u F3, ogaocuo na nu je popmyna Fy AFs AFs3 =
F rayrosoruja. Ilorazahemo ma je popmymna

(pvVavr)An(lphg =r)A(-r= (pA—q) = (¢g=7)

TayTOJOTUja MeTONOM cBOobhema ma amcypa. IIpermocTraBuMo 3aTO ma
mperxomHa (GOpMyJa HHUje TayTOJOTHja, OMHOCHO A& TOCTOje BPETHOCTU
UCKa3HUX CJI0Ba p, ¢, r 3a xoje je T(pVgVr)A((pAq) = r)A(-r =
(pA—q)) = (¢=r)) = L. Tana je

T((pVagVr)A((pAg) =r)AN(-r=(pA—q)) =T, ((g=r)) = L.

Cana je usz apyre popmyre 7(q) = T u 7(r) = L. Iame, Kako je u3 mnpse
dopmyae T7(—r = (pA—q)) = T, To je mpema uperxomaoMm T(p A —gq) = T,
onuocHo T7(—q) = T. Kourpamukuuja! (Taumrenra 65, crp. 18, Harpanuu
3azanu, 3agarak M964)

n

3. Axo je d € N nemnan 6poja n, onza je u 5 memmian 6poja n. Ilpurom,
je d =7 axko m camMo ako je n mOTImyH KBaapaT u d = y/n. Ilakme, ako n
HUj€e TOTIYH KBAJIpAaT, NeJUonu 6poja n ce MOTy HOIEJUTU Ha ABOYIAHE
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CKyIIOBe O0JIMKA {d, %} Axo je n mOTIIYH KBaIpaT, UCTO CE€ MOKE YPaaUTU
ca cBUM mesmomuMa 6poja n, cem y/n. Cremnu ma je 6poj memmorna 6poja
N HemapaH aKo M CAMO akKO je n MOTHyH kKBaapar. Kako cy n u n® nam oba
IOTHOYHU KBAAPATH Win 00a HUCY HOTIYHU KBaApPaTH, OPOjeBU EHUXOBUX
[esmIana Cy UcTe IapHOCTH, IIa ce He MOry pa3iukoBatu 3a 2011, ogaocHO
jeHAUYNHA HEMA PelIeHha.

4. Hexka je D cpeaurire CTpaHUIE

AC, a M rtaura ma npasoj BC ta-

kBa ma je MD 1 AC. Tlo ycmoBy

3amatka AABD je jemnakokparu, Te c
je <ADB = <ABD < 90°, ma ce

Tauka M Hamaszu ma crpanunu BC.

Kako ce Tesxumua nysk M BUCUHA U3

temena D tpoyraa AMC morknana-

jy, TO je OH jemHaKOKpaku, Ia je D
IMAC = «MCA = «BCA. U3

ycaoBa 3amatka je <ABM > 90° n

<ADM =90°, na je M
<DBM = <ABC —<ABD l
> <ADM — <ADB A 7
— 4BDM,

OII 2012, 1A — 4
omnocuo MD > BM.

Heka je B’ nomno:xje HopMaJe u3 tauke M na npasy AB. Tana us mpaso-
yraor tpoyraa BB'M 3zakmyuyjemo MB' < BM, na je MB' < DM.
Kako je y Tpoyraosuma AMB' u AMD ncnymeno AM = AM, <ADM =
<AB'M =90°u MB’' < DM, 10 je <MAD > <B'AM = «<BAM, n camum
TUM

IBCA =<MAC > <BAM = <BAC — <BCA,
mTo je u Tpebaso moKa3aTu.

5. IlpernocraBumo na je moryhe mocraButy 7 JOBalla TAKO Ma HAMALA]Y
cBa moJsba maxoBcke Tabse. IlocmarpajmMo pyOHa mosba maxoBcke Tabie,
Tj. moJba y3 muBuiy Tabime. OBakBUX mosma uMma 28, onx kojux je 14 Geso u
14 upuo. Ilpumerumo na jeman JoBaIl HaaIa MOJba UCTE OOje, ma MOCTOju
0oja TakBa ma cy pyOHa moJspa Te 60je HamamHyTa O CTPaHE HAjBUINE TPU
JIOBIA - HEKa je To npHa 6oja. Mebhyrtum, cBaku soBal Hamana HajBuie 4
pybHa moJhba, TAaKO Oa je HamamHyTo HajBuine 12 pyOHUX moJna IpHE 0Oje,
KOHTPAAUKIIA]a.

Ocam JoBana MoCTAaB/LEHUX y TOJba UYETBPTE KOJOHE Tabje HAmaIajy CBa
[I0/ba, YMMe je IOKa3 y MOTIYHOCTU 3aBPIIEH.
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Ipyru pa3pen, A rareropuja
1. CabupameMm naTux jenHauymHa noOUjamMo
169 = 2% + dxy + 4y* = (z + 2y)?,

ma je z 4 2y = £13.

IIpsu caywaj. Axo je x + 2y = 13, rana je x = 13 — 2y, ma 3aMEHOM y NIPBY
jemmaummy mobujamo 2y? + 13y — 115 = 0, umja cy pemema y =5 u y = —%.
Ilakne, y OBOM ciyuajy pemema cy naposu (3,5) u (36, —%)

Lpyeu cayuaj. Axo je x + 2y = —13, Tama je x = —13 — 2y, ma 3aMeHOM y
npBy jemHaumuy mobujamo 2y — 13y — 115 = 0, uuja cy pemema y = —5 u
Y= % Ilakne, y OBO ciayudajy pemema cy maposu (—3,—5) u (—36, 22—3)
Pemema jemnaunne cy naposu (3,5), (—3,-5), (36, —2) u (—36,2). (Tan-
reara 58, ctp. 29, [lucmenu 3ananu, 3anarak 4)

2. Ilocroje peamnu 6pojesn «, B, v € (—5,5) Tako Aa je a = tga, b = tg
u c=tgy. Tana je
a® b2 c?

_ 2 .92 . 92
= 1+a2+1+b2+1+c2 = sin“ a + sin“ 8 + sin“ v,

na je cos’a = sin?f + sin®y > 2¢/sin® Bsin?y = 2|sin fsiny| (mocremma
nejemuaroct caemu u3 A-I' mejemnaroctn). Camuno je cos? B> 2| sinasin |
u cos?y > 2|sinasin f|. MHOMKemeM TPeTXOMHUX HejeTHAKOCTH HAJA3UMO
na je

cos? a - cos? B - cos® v > 8sin? o - sin” B - sin? v,

mna je

1
te®a-tg’ B te?y < g,
Tj. [tga-tgB-tgy| < ﬁ, OIHOCHO |abe| < ﬁ JenmmakocT Basky ako u caMo
ako je sin® a = sin? § = sin?y = %, omuocHo a? = b2 =% = %

Jpyeo pewemwe. Muoxemem nator ycaosa ca (1+a?)(146%)(1+c?) mobujamo
Ia je OH eKBUBAJIEHTAH Ca

1 = 2a%b%c% + a®b® + b2 + a®.
Kako je mo A-I" mejemnarocTu

1= 2a%b%¢% + a®b® 4+ b2 + 2a® > 4V2a2b2c2 - a2b? - b2c? - 2a? = 4V/2a5b6¢5,

2b2 —

To je |abc| < ﬁ JemmaxocT Basku axo m camo awo je 2a%b%c? = a

b?c? = c*a?, ommocHo a® =b? = ¢? = 1.

3. K je ct _ tg B = ! t 1 to § 1 :

. Kako je ctgaa = —, ¢ = . ¢ = — wuec - . 10 je
. & tga & tg &7 tgy & tgd )

JOBOJLHO IOOKa3aTU

tga-tgf-tgy+tga-tgf-tgd+tga-tgy-tgd+tgl tgvy-tgd
= tga+tgf+tgy+tgd,
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ODHOCHO

(tgor+tg B)(tgy-tgd —1) = —(tgy + tgd)(tga - tg B — 1). (1)

I[Iprmernmo na je tga-tgf =1 a+=90°Va+5=270°v+6 =
270°V v+ 6 =90° < tgy-tgd =1, ma je (}) mOBOBHO HOKA3ATU Y CILydajy
na je tga - tg S u tgy - tgd pasmmumro ox 1. Mebhyrum, Tana (f) caemu us

B tgy +tgd
1—tgy-tgd’

tga+tg S

1—_tga-tgf tg(atB) = — tg(360° —a—fB) = — tg(y+0) =

(Tanrenra 57, crp. 32, [lucmenu 3anamm, 3anatak 1)

4. Heka je F Taura Ha CTPAHUIU
BC rakBa na DE nonupyje ynucanu
kpyr Ttpoyraa ABC. Kaxko je

<ADFE + <DAC
= 2-<ADS+2-<DAS
2 (180° — <«ASD) = 180°,

To je DE || AC. OII 2012, 2A — 4

Kako je D cpemumire nysxu AB, 1o je DE cpenwa nunuja tpoyriaa ABC,
na je 2-CE = CB. Kaxko je uerBopoyrao ADEC Tanrenras, To je

;-AC=AC+DE:AD+CE= - (AB + BC),

N =

tj. AB + BC = 3AC.

5. IokaxuMmo ma, axo je m = n, nobebyje pyru urpad, a y CympoOTHOM
Ilpsu (IIpBu urpay je oHAj YMjUM OTE30M IOUYUEE UTPA).

Axo je m = n, Ilpyru urpau y cBakKOM CBOM TOTe3y Tpeba ma ,omonarma’
nore3 IIpsor, Tj. ako IIpBu nonenn Hexky roMmiy, oH Tpeba IPYyTy ca UCTUM
OpojeM keToHA Ia MONeNW Ha WCTU HauyumH. Ha Taj HAUMH IOCJe CBaKOT
noresa Ilpyror 6poj romuna je mapad (Hup. 2k), npu demy cy OpojeBu
’KETOHA HA TOMUWJIAMA X1,X1,T2,T2,...,Tk, T (APYTUM DEUYUMA, 34 CBAKU
npuponan 6poj | 6ulie mapan 6poj romuna ca o [l skerona). Hakae, JIpyru
YBEK MO:KE [a ONUrpa MOTe3, ITa KaKO Ce Urpa 3aBpmaBa (MOCJIe KOHAYHO
MHOT'O [IOTE3a), OH UMa IOOeNHUYKY CTPATErH]y.

Ako je, 6e3 ymamema ommrTocTtu, m > n, lIpBu Tpeba ma romuity ca m
KETOHA TMOAEeNU Ha jeqHY ca N U M — N TOMUJIA Ca IO jJeITHUM KETOHOM.
3atuM npeysuma crparterujy lpyror ommcany rope.
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Tpehu paspen, A kareropuja

1. ITo BueroBuMm dopMmynama Bake jeIHAKOCTU T] + T2 + T3 = 4 1 2122 +
ToT3 + Tr3Tr] = —a, Wa je

0 = (z1—2)%+ (22 —2)% + (23 — 2)?
= (:Cl + X2 +£E3)2 -2 (:Elxg + Zox3 +£E3£E1) —4. (:Cl + x2 -l—(Eg) + 12
12 + 2a,
omHOCHO @ = —6 je pememe 3anatka. (Tanrenra 60, crp. 28, Iucmenn

3411, 330aTaK b)

2. MUspaswu logs(ctgz) u log,(cosz) mepumuucanu cy akko je ctgx > 0 u

cosx > 0, omaocuo 3a = € D = |J;c,(2km, 2km + 3). Kako cy ¢ynrmmje

logs(ctg x) u logs(cosx) mepmonuune ca 3ajeJHUYKOM IIEPUOAOM 27, TO je

jemnaunmy nososno penmtu Ha naTepBaty (0,%). Heka je v € (0,%). Tana
je

2logs(ctgx) = logy(cosz) < 2(logs(cosx) — logs(sinx)) = logy(cosx) (1)

2 —logy 3

—1 sx) =1 sin ). 2
S Tony “logalcos®) = loga(sinz). (2

[Mocmarpajmo ¢ymxnuje f,g: (0,5) — R, 3amare ca

2 —logy 3

2 Tog, 3 -log, (cos x), g(x) = log,(sinz).

fz) =
Kako je mHa mocMaTpaHoM MHTEpBaJy (YHKIMja cosT cTporo omamajyha,
10 je m dpymrnmja log,(cosxz) Takobhe crporo onanajyha (momro je ¢pyHruu-
ja logyt crporo pacryha). Mwmajyhu jom ma ymy ma je 0 < log,3 < 2,
2 —log, 3
2-logy 3
OBOM 3aKJLy4yjeMO M je Ha MOCMATPAHOM MHTEePBALy QyHKuuja ¢(r) cTpo-
ro pacryha. 36or oBora jemaurHa (2) MOMKe MMATU HAJBUMIE jeIHO PEII-
eme. 3aucra, ako je (@ HEKO Delleme Te jeJHauuHe, 3a T > « BaKU
flz) < fla) = glo) < g(x), a 3a z < «, f(x) > flo) = gla) > g(x).
OBuM cmo nokazamu na jennaumna (2), a tume u (1), va unrepsaiy (0, §)
“Ma HajBUIIE je[HO pememe. Rako je

TO je > 0, re je ¢pymrmmja f(x) crporo omamajyha. Cauuno

1

T T
210g3(ctg g) —1, logQ(cos g) = ]0g2 5 =1,

1
= 2log, % =

TO je x = ¥ jeIMHO pememe TosasHe jennaunue Ha waTepBady (0, 7).

. T
Pemema nonasue jennauwmue cy x = 3 + 2km, 3a cBe k € Z.
3. Ilora:kuMmo ma cBaku on OpojeBa n = 2-3™, m € N, 3amoBossaBa gary
jenHakocT. 3aucra

o(n) =p(2-3™) = p(2) - p(3™) =3m —3m L =2.3""1 = g
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Kako GpojeBa obsuka 2 - 3" uma OGeCKOHAYHO MHOTO, TBpDheme 3amaTka je
mokazano. (Tamrenra 65, cTp. 21, Harpanau 3anamu, 3anatak M985)

4. TlpuMernMo [a, YKOJIHMKO ypPeauMO CTPaHUIEe mecToyria (3ajeaHo ca
KPYKHUM OJICEUNMMa KOJU Cy HAJIETJIU Ha HUX), ONET HO0UjaMO KDPYKHUILY
UCTE BeJWYMHE. 3aTO, MOBOJLHO j€ OAPEIUTH IOJYNPEUYHUK KPYKHULE
onucane oko mectoyrya Ay AsAsAyAsAg TakBor ma je A1As = A A5 = 2,
AsAs = AsAg = 7 u A3Ay = AgA; = 11. Ilpumerumo npa je Tana
A1Ay = D upeunur kpyra, ma mpuMmenoMm IlTosmoMmejeBe Teopeme Ha Ue-
TBOpOoyrao A; Ay AzA, mobujamo

/D2 —121-v/D2? —4 = AjAs- AsAy = A1 Ay - AgAs + A1 Ay - A3 Ay = TD +22.

KBanpupamem mperxonsor mspasza u cpebuBameMm mobujaMo jeqHAUUHY
P(D) = D-(D3*-174D—308) = 0. Kako je P(D) = D-(D—14)-(D?*+14D+22),
TO je jeAWHO MO3UTWBHO pememe nare jemnauwmne D = 14. Kako nmpeunur
naTe KPY:KHUAIE MOPa a 3a10BOJbaBA IPETXOIHY jeTHAKOCT, TO j€ TPaKeHN!
IIOJIYIPEYHUK jeTHAK 7.

5. IloBosmHO je pasmorpuru cieneha mBa ciaydaja.

IIpeu caywaj: 2 | n, tj. n = 2k, 3a wero k € N. Jlokaxkumo na je m =
k+ 1. Hamme, y noncrymy {2,4,...,2k} mHema ysajamMuo mpoctux Gpojesa.
C npyre crpane, npernocrasumo na X C N, uma k+1 enement. [loneaumo
cBe enemente u3 N, y mapose: 1 u 2, 3 u 4, urn. 2k — 1 u 2k. U3 6ap
jemsor mapa cy y ckymy X oba 6poja, a OHE Cy y3ajaMHO IPOCTH.

Mpyeu cayuaj: 2 4 n, tj. n = 2k + 1, 3a mexko k € N. Ilokaumo na je
omer m = k+1. Cauuno kao rope, y {2,4,...,2k} HeMa y3ajaMHO IPOCTHUX
opojesa. Herka X C N, uma k + 1 exement. Ilomemumo cBe enemente u3
X ocum jenuuune y mapose: 2 u 3, 4 u 5, urn. 2k u 2k + 1. Cana, unu y
X mmamo oba egeMeHTa W3 HEKOr OJ MapoBa, uiau je v X jemuHuna Koja je
y3ajaMHO MPOCTa Ca CBAKUM JIPYTUM €JIEMEHTOM.

Haxrmie, HajMamu Opoj ca maTUM CBOjCTBOM je {5} +1.

YerBpTH; pa3pen, A kareropuja

1. IMocmarpajmo ¢pyuruujy g : R — R nary ca g(z) = f(z) —z, 3a = € R.
Kako je ¢g(0) = f(0) >0, g(1) = f(1) =1 <0 u g HenpekuzaHa (yHKOU]jA,
ua uaTepBaJay [0,1] mocroju Gapem jemmo ¢ Takso na je g(c¢) = 0, ogHOCHO
f(¢) = ¢. TIpernocraBumo ma moctoje Gapem ABa OBakBa Opoja, T # Ta.
Tana, npema Ponosoj teopemu, mocroju T € (x1,x2) Tako ma je ¢'(x) = 0.
MebyTtum, kako je g'(z) = f'(x) — 1, 3a © € R, To je f(T) =1, KouTpauk-
muja. (Taurenra 63, crp. 13, Harpanuu 3ananu, 3anatax M942)

2. IIpermocraBmmo na takBu OpojeBm mocrtoje. Hera cy ¢ymrmuje g,h :
R — R, nedunucane ca

9(z) = anz" +a,_12" " . Aarztag, h(z) = apx" a1z 4. Han_12+an,
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3a cBako x € R. 3a mapuo n Bamu g(—1) = h(—1), a 3a memapuo n
nmamo g(—1) = —h(—1). 3arto (6e3 obG3upa Ha mApHOCT Opoja n) BakU
lg(=1)] = [h(—1)], ¢ jo f(~1) = |g(~1)|~[A(~1)| = 0. Tomro je g(1) = A(1),
Baszku u f(1) = 0. Ca crume mare y 3amaTKy MOMKEMO YOUUTH Ha (YHKIVja
f mMa Tauno mBe myse. V3 mpeTXOmHOT Nesa 3aKbYUyjeMO ma Te HyJle
Mopajy outn OpojeBu —1 u 1. Ca ckume takobhe youaBamo na je GpyHKIHja
f mosuTumBHA Ha WHTepBaNy u3MeDy CBOjUX HyJa, OMHOCHO HA WHTEPBAIY

(—1,1). Oryma je f(0) > 0, ogrocHO |ag| > |a,|. Karo je limy_o0 mgg—f)l = |ay,|
u limg oo “Liff)‘ = |ag|, TO je

lim fz) = |an| — |aol.

z—oo "
Cana, Kako je |a,|—|ao| < 0, umamo na je lim, o f(z) = —co. MebyTum, ca

cruie mMaMo fa je limg, o f(2) = 00, unMe monasmmo KO KOHTPAIUKIU]E.
Ilakme, 6pojeBu ca HABEIEHOM OCOOMHOM HE MOCTOje.

3. Ioraskumo ma mopa butu f(n) = n 3a cee n € N. IIpernocraBumo
CYyIPOTHO, M HEKa je m HajMamu IpuponaH Opoj Takas ma je f(m) # m.
Tana je f(m) > m. 3aucra, axo je m = 1 Basxu f(m) = f(1) > 1=m, a
ako je m > 1u f(m) =k < m, nmamu 6ucmo f(m) = f(k) u f ne 6u Gusa
vHjekTuBHa. [lomro je f Gujerumja, nmocroju k € N rakas na je f(k) = m.
Jacno, k > m, ma u3 ycaosa 3anatka umamo m+ f(m) < (m+1)+ f(m+1) <
... <k+ f(k). Y3 o, nomro je f nnjekrusHa, f(m), f(m+1), ..., f(k—1)
cy pasmuuntu 1 Behu on m. Cana je, ca jenHe crpane,

(mA-f(m) 4. . A+ (k=1 +f(k=1))=(mA+. . 4+ (k—=1))+((m+1)+. . +k) = k*—m?,
a Ca Apyre, u3 ycCJjoBa 3aJaTKa,
(m+ fm) 4 ...+ (k—=1)+ f(k—1)) < (k—m)(k+ f(k)) = k* — m>

Kourpanukiuja. Hakmne, f(2012) = 2012.
4. Kaxro je <AMB = <ACB (rao

yriaoBu Han tetuBoM AB), To u3s
npasoyraor tpoyria ABM noGu-
jamo ma je <M AB = <DAFE = 90° —
<ACB, ma y npaBOyrJiOM TPOYTIY
ADE Baxku AE = AD - sin<ACB.
Amnamorno mobujamo u AF = AD -

sin<<ABC. W3 cumycue teopeme je
AB  sin<ACB .
AC ~ sin<ABC’ e e — 7
AE  sin<ACB _ AB OIT 2012, 4A — 4
AF ~ singABC ~ AC’
u tBpbheme 3anarka caenu u3 Tanecose teopeme. (Tamrenrta 60, cTp. 32,
IMucmenu 3ananu, 3axarak 2)
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5. Ilpumerumo na ce k-tomudpen (y OGuHApPHOM 3amucy) 3a0 OpOj MOKe
[OOUTK TAKO MITO HA IPOM3BOJbaH HauwH uzabepemo k — 1 mudpy zHajsehe
TeRUHE, a 3aTuM k-Ty mudpy TAKO Ha je YKyIaH Opoj jeAuHUIa y 3aIucy
napad. CaMmum TyM, n-TU 320 Opoj je jemuak 2n + xz(n), rae je xz(n) jen-
Hako 1 ako je Opoj jemmHuna y OmHapHOM 3amucy Opoja n Hemapas, u 0
y cynporaom. Tarobe, rkako je 6poj jemuuuna y OMHAPHOM 3amucy Opoja
2n+1 3a jeman Behu onm 6poja jenuuuia y GuaapHOM 3amucy Opoja 2n, To
je x(2n 4+ 1) # x(2n), a camum Tam u z(2n + 1) + z(2n) = 1, 3a cse n > 1.
Kako je 2(2012) =0 u (1) = 1, To je TpaskeHu 30Up jenaHAK

2012
> (2n+ z(n)) = 2012 - 2013 + 1005 + 1.

n=1

PEIMTEIHA 3AJATARA OIIIITVMHCRKOI' TAKMIMYEIHLA N3
MATEMATHWRE YYEHUVUKA CPEIILNX IMTIKOJIA, 21.01.2012.

IIpeu pa3pen, B kareropuja

1. FKako je CD = PQ, CE = P
PR u <«CDE = <PQR, T0 je
mo cray CCY ACDE = APQR
(o6a Tpoyria cy mpaBoyria), ma je
<CED = <PRQ. IlpermocraBumo
na, 6e3 yMamema ONIITOCTH, BasKe
pacnopemu A— D —-FEu M —Q — R. C
Tana je CE = PQ, AE =2 MR (xao
nosoBune nysku AB, omaocHo MN)
u <AEC = <M RP, na je mo craBy
CYC AACE =2 AMPR u camum
v AC =2 M P. Kaxko je <CEB cy-
mwiementapas <AEC, a <PRN cy- OIT 2012, 1 -1
mwiemenTapan <PRM, to je <BEC = <N RP, na aHAJOTHUM Pa3MaTPaHeM
nobujamo ma je ACEB =2 APRN, omaocao CB = PN. Capna, Kako je
ABX MN, AC=Z MPuCB = PN, 10 je no cray CCC AABC 2 AMNP.
(TanrenTa 65, ctp. 38, [lucmenu 3anamu, 3anatak 2)

A D FE B

2. Heka cy A, B, C, pemoM, CKyIOBU yYEHUKa KOjU Cy DEIMUIN OPBHU,
npyru, rpehu 3anarak, penom. Ozmauumo ca x = |(ANB)\C|, y = |[(BN
C)\ 4], z = [(ANC) \ B| 6pojeBe yueHMKa KOjU Cy DENINIU TAUHO NBA
3azatka, ca t = |[ANBNC| 6poj yueHrKa KOju Cy PEIIUIU CBA TPU 3a,0aTKA
u ca u OpPOj yUYEeHMKA KOjU Cy PeIuJu HajBUINE jedaH 3amaTak. VI3 ycaoBa
3amaTka uMaMo £+t =6, y+t =7, z+t=11lnz+y+2+t+u =21
OnysumameM yeTBpTe jemHauuHe o1 30upa npee Tpu gobujamo 2t = u+ 3.
Omnasne je ouursenuo t > 2 u u > 1 (jep je u = 2t — 3 menapan 6poj).
(Tanrenra 65, crp. 19, Harpanuu 3anauu, 3anarax M966)
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3. Ykoauko obema crpaHaMa maTe jeaHakoCcTu momamo 1, mobujamo XY +
X+Y +1=60, na je

XY +X+Y4+1=XY +1)+Y +1=(X+1)(Y +1)=60=22-3-5.

Bpoj pazmuuuryx saunaa na oxabepemo X +1 (unme onpebyjemo n Y +1),
je jemmax 6pojy pazmmuanTux geauona 6poja 60 = 22.3-5, mTo je 3-2-2 = 12.
On oBux 12 pemema y nosa je X > Y (me mory Gurtu jennaru, jep 60 Huje
TauyaH KBaJApAarT), Ha HaMm ocTaje 6 pemema. Y jemHoMm on wux je X +1 =
1, ma u OoHO He 3aM0BOHABA YCJIOBE 3aIATKA, Tj. MOCTOJU 5 PA3IUUUTUX

pemena. Omna cy: (X,Y) € {(1,29),(2,19),(3,14), (4,11), (5,10)}.

4. YBemmmo cmeny t = 3x — 1, 3a

t+1 Y

xz eR. Ta;[aje:r:%7 ma je
t+1

f(t):6x—8=6-%—8:2t—6.
Haxkae, f(5) =4 u, yonmre, f(z) = 3
2r — 6, 3a cBe x € R. lame, ako /
je f(z1) = f(x2), To je mpema mpe-
TXOOHOM 227 — 8 = 229 — 8, ma je Y
T1 = Zg, U caMUM TUM, QyHKIUja f -
je 1-1. I'pa¢unu ¢pyuruuja y = f(x) /
uy = f~(z) matm cy ma caumm OII 2012, 15 — 4
IECHO

(rpadur dynrmuje y = f~1(x) mobujamo Tako mTo rpadur GYHKIHAjE Yy =
f(z) npecauramo cuMerpuyHo y ongHOoCcy Ha npaBy y = x). (Taurenra 65,
crp. 34, MMucmenn 3anamu, 3anatak 4)

5. Axo cy Ilepa u Kura y ucroj romounu, ouna je Ilepa summ onx yKuke,
jep je Ilepa majBumm y TOj KOJOHU.

Axo cy y ucrtoj Bpctu, ouaa je yRuka swxu on Ilepe, jep je fRura majamsu
y TOj BpPCTH.

Axo cy Ilepa u JKuka y pazanuutum BpcTaMa U KOJOHAMA, OHIA TIOCTOjU
tpeha ocoba (Hazosumo je Jlasza), koja je y mcroj komonu ca Ilepom u
y ucrtoj Bpctu ca sKurom. Kako je Ilepa sumu ox Jlase, jep cy y mctoj
kosonu (a Ilepa je Ty HajBumwm), u kako je Jlaza sumu ox JKuke, jep cy y
uctoj Bpctu (a Kuka je Ty HajHwkm), nobujamMo na je U y OBOM CIydajy
[Mepa Bumu ox sKuke.

Harme, moxkemo TBpautu na je llepa Bumm ox sKuke.

Ipyru pa3spen, B kareropuja

1. ITocmarpajmMo koMmmiekcHe OpojeBe y KoMuiekcHoj paBuu. Tana je |z|
pacrojame Gpoja z on Ttauke 0, a |z —2i| pacTojame 6poja z ox Tauke 2i, na
jemuauumny |z| = |z — 2i| 3a10BOBABA]Y KOMILIEKCHU GPOjeBU KOjU Ce HAJa3e
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Ha CUMETDAJU Iy:KM Ca KpajeBuMa
y Taukama 0 u 2¢ (oBO je mpasa Ko-
ja mpoJsa3u KpO3 TauKy ¢ U mapa-
JenHa je peanHo] ocu). JemHaum-
Hy |z — 1| = 1 3azmoBosaBajy KOM-
IJIEKCHU OpOjeBM KOju ce Hajase S ) S ok
Ha KPYyry MOJyOpeuvHukKa | ca IeH- e ~
TpoMm y Taukm 1. Kako mpasa ko- y
ja mpencTaB/ba peEIIeme IPBE jeqHa- / \
YMHE U KPYr KOJjU MPEACTABIHA Pe- 0 $  The
meme Apyre jenHavynHe WMajy Ta- \ /
YHO jeOHy 3ajelHUYKY TadKy 2z = N /
1+, oHa je 1 jeqUHO pememe TATOT OIT 2012, 2b -1
cucreMa jenHaumsa. (Taurenra 65,

crp. 35, [lucmenu 3ananu, 3amn. 5)

Im

24

Lpyeo pewewe. Hexka z = a + bi, rme je a,b € R, 3amoBossaBa martm cucreMm
jemmaumnma. Tanma, u3 mpse jenmauwmne 3akmyuyjemo |a + bi| = |a + (b —
2)i|, ommocro Va2 +b2 = /a2 + (b—2)2, na je mocie kBaxpupama b = 1.
Cana, 3aMeHOM y ApYTy jemHaunny nobujamo 1 = |(a—1)+1i|, ogrocuo 1 =

(a—1)2+1, 1j. a=1. [akae, jequHO pemene IATOT CUCTEMa jeIHAYNHA
je z=1+41.

2. Hexka je x 6poj rkerrypa koju cy obojenu ca mse 6oje, a y 6poj KeHrypa
Koju cy obojenu ca camo jemaom 6ojom. Tana je x + y 6poj KeHrypa Koju
Hucy obojenu ca cBe Tpu 60je, ma je x+y = 36 —5 = 31. Takobe, yroauro
mocMaTpaMo CBe KeHI'ype Koju cy 000jeHu ca HajBuine ase 6oje, y BUXOBOM
Gojemy je, mo yCiaoBy 3amaTka, ynorpebmeno (25 —5) + (28 —5) + (20 — 5)
6oja. Osaj Opoj je, ca mpyre cTpane, jemHak 2x + y, na je 2z + y = 58.
PemaBameMm oBor cucrema jemmaumna nobujamo ma je x = 27, a y = 4, na
Cy Ha JUCTy HApTaHa dyeTupu jemHobOojHa kenrypa. (Tamrenra 59, cTp.
24, Harpanuu 3amanu, 3amarax M857)

Wl

3. Pemema kBanpartne jemmaumse 3x2 +4x+1=0cy o = —
Baro je f(z) =3(z+ 3)(z +1). Cana je

F(fa) <0e 3. (f(x) n —) @) +1) <06 —1< f(@) < 1.

Pemema kBanparme mejemmaumbe —1 < f(r) ¢y cBu peannu GpojeBu
(muckpuMuHAHTa KBagpaTHe GyHEIUje 312 + 4 + 2 jenmaka je —8), mOK

je jenuno pememe kBanpaTtHe HejexHauuwne f(z) < —% 6poj = = —% (mm-
CKPUMWHAHTA KBaApaTHe ¢yHEmMAje 3x2 + 4x + % jemnaka je 0). Ilakue,
jeomHO pemieme moja3He HejeTHAunHe je T = —%.

4. Kako je FD || AE, 1o je no Tanecosoj teopemu DF/EA = BD/BE, a
kako je AF | GD, 1o je DG/AE = DC/EC.
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Kako je BE = FEC cabupamem o
IPEeTXOMHE MOBE jeNHAKOCTU OO0uU- A
jamo »
DF+ DG BD+DC BC 5
AFE N BE ~ BE 7
na je DF + DG jemmako 2AF u
caMUM THM HE 3aBUCHU O] IOJIOKA]a B DE ¢
npase p. OIT 2012, 2B — 4

5. Karo je mo dopmyn 3a xy6 ommoma (14 v2)% =14+ 3v2+6+2v2 =
7+5v/2, a o popmynu 3a kBaapar 6uroMa (14++/3)2 = 14+2/3+3 = 4+2/3
ul++3>0, 1o je

VT+5v2-(V2-1) (1+v2)(V2-1)

Vit2/s-v3  (1+V3)-v3

unme je tBpheme 3amarka mokazamo. (Tamrenmrta 61, crp. 32, Ilucmenu
3amamy, 3agartak 4)

Tpehu paspen, B rareropuja

1. Hexka je ¢ ny:kmnaa tpehe crpanune ocuoBe. Tana je HA OCHOBY KOCHU-
HYCHE TeopeMme
2 =324+5%2-2.3.5.c0s120° = 49,

na je ¢ = 7. Camum tuMm, GouHa cTpaHa HajBelie MOBpIIMHE MMa jeqHY
crparuny ayxube 7, na je 35 =7-H, tj. H = 5, rne je H Bucuna nare
npu3Mme. [loBpmmua omoraya mpu3Mme jemHaka je 3-5+5-54+7-5 = T75.
(TanrenTa 57, ctp. 29, [ucmenu 3anamu, 3anatak 1)

2. Yronuko tpehy jemmaumny momamo npyroj, a zatuMm tpehy jemHauuny
IIOMHOMKEHY ca —3 J0JaMO MPBOj M00MjaMO eKBUBAJEHTAH CUCTEM jeIHauN-
Ha

(e —12)y — 10z = a—-10
5y + (a+3)z = 4
r + 4y + 3z = 3.

Y KOJIMKO APYTY jeIHAYUHY HOBOJAOOU]jEHOT CUCTEMA jeTHAYNHA TOMHOKIMO
2

—1
ca ¢ U IOJaMO IIPBOj, HOOMjaMO jeqHAUUHY
2
—a“+9a — 14 a—2
e (M
Kako je —a? + 9a — 14 = —(a — 2)(a — 7), pasmorpumhemo ciaemeha Tpu

cayuJaja:
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1 -5
IIpeu caywaj: a # 2, a # 7. Tana je uz (1) z = oo I jey = a_7 u
a— a—
_ —a+2
a-T7

Apyeu caywaj: a = 7. Jemmaunna () HeMa peuema, 0a HU IOJA3HU CUCTEM
HEMa peIIema.

4
Tpehu cayuaj: a = 2. Tana cBako z =t 3anoBosmasa (T), na je y = E~ tu
1
rT=1t— 5 Ilakne, y OBOM ciiyd4ajy pemema CHUCTEMA CY <t “ 55 t,t),
3a cee t € R.
(Tanrenra 62, crp. 37, [lucmenu 3anamm, 3anarak 4)

3. YcaoB medpunucanoctu nator uzpasa je —1<3z<1. Heka je arcsin 3z = a,
a arctghbr = b. Kako 3z = 41 Hucy pemema narte jegHauuHe, MOKEMO
npernocTaBuTH A2 je sina # +1. ame je cos’a = 1 —sin?a, ma je

sina 3x
Sr=tgb=1t = =% .
v=tgb=tga= 0 = d = ()

Jenno pememe jennauune (1) je © = 0 1 0BO je pemmeme MoTa3He jeHaunHE.

3
Axo je x # 0, Tama u3 (f) mobujamo 1 — 92 = :l:g7 ma 3HaK Mopa ouTu

+. Kpanpupamem u cpebuBamem, mobujamMo ma Cy TpeocTajia peElieHe

jennauune (1) z = :|:1—5. Kako 3a = = 5 BaxkU a,b € (0, g), a3ax= I
Baxku a,b € (—%,O), TO Cy & = :I:l—5 pemema U IOJa3He jeTHAYNHE.

4 4
Cga pemema nare jemuauuse cy x =0, z = EaT="15

4. Osmaumvo ca H m h BuCHHE HOWEr W TOpEEr neia 3apybsbeHe KyIe.

W3zjennavasajyhiu 3anpeMune oBUX 1eJ0Ba T06OM)aMO % (R2+Rp+p?) =

7Th 2 2 . H p2 + pT‘ + 7"2

?(p +p7"+'f’ ), OgarJie je ﬁ:m (T)

W3 Tanecose Teopeme (morsenaru 2r

CIUKy MHOEeCHO — Ha mHOj je [aaT

IOIPEYHN TPEeceK nare 3apybJibeHe h

) h p—r
Kylle) WMaMo ——— = ,
y H + h R — T _ 2P

OITHOCHO, HAKOH cpebuBama / H \
H R—p (1) R—r 2R
h p—r’ OII 2012, 3B - 4

UsjennagapamenM mecanx ctpana (1) u (1) mobujamo R® — p3 = p3 — 1 ma

je 2p* = R® 412, 1j.
_3R3+T'3
p=\—a

(Tanrenrta 65, Harpanuu 3anamm, 3anatak M972)
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5. Jlorasxkumo ma je oarosop y oba merna 3amatka JLA.

Keampar ce moske momenutu Ha 4 1
Ha 9 KBaapaTa Kao Ha CJIUIU IECHO.
[TomesoM TPOU3BOJLHOT KBAAPATA HA
HEKM OJl MPETXOTHUX HAUUHA, OPO]
KBagpara y momenu ce mnosehasa
iy 3a 3 (IPBUM HAYWHOM) WX 34
8 (EpyruM HauuHOM).

OIT 2012, 3B - 5

Kako je 2011 =1+ 3 - 670, moHaB/bameM MOAeIE KBAAPATA TPBUM HAUMHOM
670 myra mobuhie ce momena y kojoj yuectByje 2011 kBangpara. Kako je
2012 =1+2-8+ 3665, ca gBe momesie APYTUM HAYWHOM u 665 momena
IpBUM HadymHOM nobwmhe ce momesa kBamparta Ha 2012 kBampara.

YerspTu paspen, b kareropuja

1. Heka je a = aq moverHu unaf, a d = as — a1 pas3inka OBOT aPUTMETUYKOT
mn3a. Tanma je am =a+ (m—1)d, ap =a+ (n—1)d, ap =a+ (p—1)d, ma
3a L =am(n —p)+an(p —m)+ ap(m —n) Baxku

L= (a+(m—-1d)(n—p)+ (a+(n—1)d)(p—m)+ (a+ (p—1)d)(m —n)
= an—p)+(mn—mp—n+p)-d+alp—m)+nmp—nm—p+m)-d
+a(m—n)+ (pm —pn—m+n)-d=0,

wro je u tpebano mokazaru. (Taurenmra 64, crp. 33, Ilucmenu 3amamu,
3amaTak 1)

2. Kako je

p(Ni) = (NP4 (3—4i)- (\)®— (3+8i)- (M) —5
—3A% + 8\ — 5+ (= A3 + 427 — 3)\)i,

o u3 p(Ai) = 0 m A € R 3axmyuyjemo ma je —3\%2 +8\ -5 =0u —\3 +
4)2 — 3\ = 0. Pemema mpse jemmaumse cy 1 u %, a npyre 0, 1 u 3, na
je A =1, u z; = i kopen nmoamaOoMa p. Heka cy 29 u z3 mpeocraJsa IBa
ropena noaunaoMa p. Tana je mo BueroBum dpopmynama ¢+ 29 + 23 = 41 — 3
U izo23 = D, ma je zo+ 23 = 3i — 3 U 2923 = —Hi. Camum TUM, 22 U 23 Cy
pemema KBaapaTHe jemaaunae r2 + (3 — 3i)x — 5i = 0. JIMCKPUMUHAHTA OBe

3t —3+ (1414
kBazapaTHe jemHaumbe je D =2i = (1+1i)? ma je 203 = z—(—i—z)

2
Kopenn maror monmuoma cy 4, —1 4 2i u —2 + i. (Tamrenra 64, ctp. 33,
IMucmenu 3ananu, 3axarak 5)

3. Axo je a peanan 6poj 3a koju Bau |a| <1, a n>2, onna je |a|® < |al?.
Opnasne, 3a n > 2, Ha OCHOBY HejexHakocTu Tpoyriaa (3a cse a,b € R Basku
|a — b| < la| + |b]), mmamo

|fn(z)| = | sin™ 2 — cos™ 2| < |sin™ | + | cos™ x| < sin®z + cos® z = 1,
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1j. —1< fn(z)<1. Kako je f,(0)=—1wu f, (g) =1, 1o je 3a n>2 MakcuUMyM
jemHak 1, a MuHUMyM jemHak —1.
3a n =1 umamo

filz) = sina:—cosxzﬁ-<gsinx—gcosx>

ﬁ-(sinx-cos%—cosx-sin%) :\/E'Sin(x_g)'

3aro je —v2 < fi(z) < V2. Y3 1o je fi (—%

je 3a n =1 MakcUMyM jemHak \/2, a MUHEMYM jemHak —v/2.

):—\/ﬁ,afl(?%):\/i,na

4. JemmaumHa crMeTpaJie IPBOT KBaAPAHTA je y = T, CUMeTpajie APYIror
KBAJIPAHTA je y = —x, a TaHTeHTe Ha nary xumnebomy y taurku M(3,2) je
3x — 2y = 5. Temena maTor Tpoyria cy mpecenu oBux mpasBux. lIpecek
npse nse npase je tauka A(0,0). IIpecek B(z,y) mpse u tpehe npase
3am0BodbaBa Yy = ¢ U 3x — 2y = 5, ma je x = y = 5, omuocuo B(5,5).
ITpecer C(z,y) npyre u tpehe npase 3an0BomaBa y = —¢ u 3 — 2y = 5, na
jex=1uy=—1, ommocuo C(1,—1). Mpumerumo na je ABC npasoyriu
Tpoyrao, jep je <CAB = 90°, na je merosa MOBPIIUHA jeTHAKA %-BA-CA =
% -5vV2 -2 =5. (Tamrenra 63, crp. 33, Ilucmenu 3ananu, 3anarax 3)

5. Kako je cyma cBux mudapa 45, Tj. HemapHa, TO 1 pa3iauka 30upa 6pojeBa
Ha HemapHuM (6poj A) u 36upa 6pojeBa Ha napuuM MectuMa (6poj B) mopa
6urn menapua. Kakxo je A — B nemwmso ca 11, to je A — B € {£11,+33}.
MebyTum, raro je A, B>0+1+2+34+4=10u A,B<54+6+7+8+9 =35,
To je, mpema uperxomaoMm, A — B € {+11}. IHakae, mmamo A+ B = 45 u
A— B =11, mro ﬂajeA:‘m—erH=28MB:%=17, nm A+ B=45nu
A—B=-11, mro naje A=17u B = 28.

Onpemuvo Hajsehu 6Gpoj ca TpakeHMM CBOjCTBOM. 3a mera Baskum A = 28,
B = 17 u upu tome mudpe mHajBehe Texmue mopajy bmrm mro je Behe
moryhe. IIpumerumo na oBaj O6poj He mo:ke mouetu ca 987654, jep je Tana
17= B 28 + 6 4+ 4 = 18, kOHTpaAUKIja. Y KOJIMUKO MaTU OPOj MOUUHE Ca
98765, Tama mpeocrase Tpu nuppe Ha MAPHUM MeCcTUMa majy 30up 3, ma
KakKo cy pasaumuute Mopajy omrtm 2,1 m 0. IIpeocrane nmudpe Ha mapaUM
MectuMa cy 4 u 3, na je majsehim 6poj jemnar 9876524130.

Onpenuvo HajMamy Opoj ca TpasKeHUM CBOjCTBOM. 3a mera Basku A = 17,
B = 28 u npu toMme mu¢ppe HajBehe TexxmHe Mopajy OuTu mMTO je Mame
moryhe. [lakne, on mounme ca 102. Caeneha nudpa je 4, jep je 0+ 3 +
94847 < B = 28, na cy npeocraje mudpe Ha TapHUM MecTuMa 7,8 u 9,
¥ caMUM THM IpeocTaJie udpe HA HenapHuM MectuMma 3,5 u 6. Koxausno,
HajMamu Opoj ca TpaskeHuM cBojcTBoM je 1024375869.
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PEINTEIHA 3ATJATAKA OKPYKHOT TAKMUYEILEHLA N3
MATEMATUKE YUYEHUVUKA CPEOIBLUX IMTKOJIA, 11.02.2012.
IIpBu pa3spen, A kareropmuja

1. Heka je M cpemumre cTpanuie
BC, a M’ npecek cumeTpaJjie cTpa-
uune BC u nysxu AK. Kako je M
cpenumre ny:xu HK u MM' || AH,

. p .
TO je MM cpeama JH/IH_I/Iga TpOyriaa
AHK ,maje2-MM' = HA. Axo je O
[EHTApD OMUCAHE KPYKHUIE TPOYTJIA
ABC, Tana je HA = 2 - MO, na B
je mpema mperxomaoMm O = M’ n
camuMm TuM AK TpeyHUK omucaHe
kpyskuune tpoyraa ABC. (Tanren-
ta 66, crp. 40, Harpanmuu 3anamm, OK 2012. 1A — 1
M989) ’

A

2. IlpernocraBumo ma oBakBo m € Z noctoju. Kaxo je g(m)=(m—1)-m-
(m+1)4+3, a (m—1)-m-(m+1) nemsuso ca 3 Kao IPOU3BOL TPU y3aCTOIHA
6poja, To 3| ¢(m), ma 3 | p(m). Camum TuMm,

3| p(m) —q(m) =m?+2m —1=3m+ (m?> —m —1),

tj. 3| m? —m — 1. Kako je m? =1 (mod 3) xama m =mje memuso ca 3, a
m?—m—1=2 (mod 3) kama je m memuso ca 3, To m? —m— 1 HUje neBUBO
ca 3, KOHTpaIUKIN]a.

3. Hoxkazahemo ma mocToju OECKOHAYHO MHOIO OpOjeBa M TAKBUX Ia j€ Tp
IeJjpUB ca 3, a na Huje mesbuB ca 9, omakie he cremutu TBpheme 3amarka.
Kako cBakm mpuponan 6poj maje mCTM OCTaTak MO MOAyJIy 9 Kao m 30mp
HBEroBux nudapa, To je

r, = S(1*)+S8(2*)+...+5(1n?
n(n+1)(2n+1)

124+224 ... 4n%= ;

(mod 9),

rae cmo ca S(m) osHaumnm 36up mudpapa npupomaor Gpoja m. Cuenu-
1)(2 1
jamHo T, = n(n+1)@2n+1) (mod 3). Opnabepumo 6poj n y obIUKY

6
1)(2 1
n =9k, k € N, rne 6poj k uuje nemus ca 3. Tana je n(n +1@n+1) =

6
3k(9k + 1)(18k + 1)

IebUB ca 3, a Huje nemus ca 9, a tume 3 |z, u 91 x,.

Iakme, 3a cBaku mpuponasn 6poj n = 9k, rae je k npuponan 6poj Koju HUje
nessuB ca 3, 6poj T, HUje MOTHyH creneH. Kako mpupomaux OpojeBa k ca
HaBeIeHOM OCOOMHOM MMa GEeCKOHAYHO MHOIO, TO jeé JOKa3 3aBpIIEH.
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4. Hexa je O mpecer nmjaronasa
uerBopoyria ABCD. DBes ymame-
Ba OIIMTOCTY IPETIOCTABUMO 14 C€
tauka P wanasu y AABC. Kako
je <APD = <BPC, 10 je 180° >
<APC = <APD+<CPD = <BPC+
<CPD, na je P y AAOB u Baxn
<APC = <BPD. Kaxo je P na
cumerpaau nyxu AD To je AP =
DP, a kako je P mHa cumerpaJju
nysku BC To je BP =CP, na cy OK 2012, 1A - 4

tpoyraosu APC u DPB nonynapuu u Baszku AC = BD. Cana, rakro je
CQ = DQ (jep je Q va cumerpamu nysku CD) u AQ = BQ (jep je @
Ha cuMmerpaiu ayxu AB), to cy u tpoyraosu AQC u BQD nonynapuu.
[Mpernocrasumo na ce tauka @ mamazu y AAOB unu ACOD. Tana, kako
je <AQC = «BQ@D, To je <AQD = «BQC, na xaxo je AQ = BQ u DQ =
CQ, 1o je NAQD = ABQC. Mebyrtum, rana je <DAB = <DAQ+<QAB =
<CBQ+<QBA = <ABC, u ananorao <ADC = <BCD, na je ueTBOpOyrao
ABCD tpanes, kourpaauknuja. laknae, 6e3 yMamema OMIITOCTA MOYKEMO
npernocTaBuTy na je tauka Q y AAOD, na je <AQB = <AQC — <«BQC =
<BQD — «BQC = <CQ@D, mto je m TpebaJyo moKa3aTu.

5. Hexa cy aj,as,...,a, OpojeBu 3anmcanHy Ha KapTUIaMa W HEKa je p
TpaskeHu OpOj muTama. 3a cBaku ox Opojesa a;, 1<i<n, MOpaMO OCTABU-
T OGapeMm jemHO MUTame Be3aHO 3a mpousBom Tpu Opoja mehy rojuma je
jenman a;, ma je p = 3 Pasmorpumo cneneha tpu cayuaja:

Ilpeu cayuwaj. n = 3k, 3a mexko k € N. Tana je p > k. IlocraBmamem
IUTAaKka Be3aHa 33 MPOU3BOME A3(+1a3]+2031+3, 38 0 <<k —1, nobujamo na
je p = k (mpousson 6pojeBa Ha KapTUIaMa jeIHAK je HPOM3BOLY OpojeBa
KOje mobujaMo Kao OArOBODE HA MUTAHA).

Lpyeu cayuaj. n = 3k+1, 3a vexko k € N. Taga je p>k+ 1. IlocraBmamem
IInTama Be3aHa 3a IPOU3BOLAE a1ad2a3, 10405, 010647 1 A3]—10A3(A3]+1, 3a 3 <
Il <k, mobujamo ma je p =k + 1, jep je mpomsBox 6pojeBa kKoje mobujamo
Ka0 OArOBOpEe Ha MUTAaa jeJHAK IPOU3BOLY OpojeBa Ha KapTUllaMa, Tj.

k

n
2
aijaza3 - a1a4as - a1a6A7 - Ha3l—1a3la3l+1 =aj - I I a; = I I aj.
1=3 =1 =1

n

Tpehu caywaj. n = 3k+ 2, 3a werko k € N. Tana je p>k+ 1. IlocraBmamem
IATalma BE3aHA 33 IPOU3BOIE (10203, 410204, 10205 U G31043]4+103]+2, 32 2 <
I<k, nobujamo na je p<k+2 (canuso Kao y npsa nBa caydaja). Jlokaskumo
ma ce ca k+1 murama He MOKE TOOUTHU sKEeJLEHO. Y CYIPOTHOM, ¥ TPpOjKaMa
3a KOje Cy MOCTaBJ/beHA MUTAMa YyUYeCTBYje YKymHO n + 1 OpojeBa, ma Kako
cBaku OpPOj MOpa Oa ydecTBYje y MOCTABJHEHUM MUTAKUMA, 3a jedaH Opoj
Cy HOCTaBJ/b€HA TAYHO ABa nurama. AKO je Taj Opoj =, a Yy U 2z HEKU O
OpojeBa KOju yUECTBYjY Y PA3JIUUUTUAM MUTAKHLUMA BE3aHUM 34 T, TaId UCTE
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oxrosope mobujamo u 3a 6pojeBe —x, —y, —2, & OBOM 3aMEHOM CE€ IPOU3BO
cBUX OpojeBa Mema, KOHTDAIUKIN]A.

Ipyru pa3pen, A rareropuja

1. Ako je x = 0 HejeqHAKOCT BasK! 3a CBako a. Ako je x # 0, mememeM ca

22 u yBobemem cmene t = z + % HEjeTHAKOCT MOCTaje €KBUBAJIEHTHA Ca

f)=t*+at+a+1>0,

sat ¢ (—2,2) (jep kBaapaTHa jemnaunaa v2 —tr+1 = 0 MMa pememe y CKymy
peanHux OpojeBa ako m camo akro t € (—2,2)). InckpuMuHAHTA TPUHOMA
f(t) je D =a?—4a —4. IloBomuo je pasmorputu cieneha masa ciayuaja.
Ipeu cayuaj. Hera je D < 0, 1j. a € (2 —2v/2,2 + 2v/2). Tana mejemnarxoct
f(t) > 0 Basku 3a cBako peasHo ¢, ma u 3a t ¢ (—2,2).

Jpyzu cayuaj. Hexa je D >0, 1j. a € (—00,2 — 2v/2] U [2 + 2/2, +00). Tana
uejenuaroct f(t) > 0 Basku 3a cBe t ¢ (—2,2) akko je f(2) >0, f(—2)>0wu
akKo ce Teme kBaapaTse (ymknuje f(t) mamasumy (—2,2), tj. -2 < —§ < 2.
OBe HejeHAKOCTU penoM aajy a > —%, a <b5,4>a>—4, na je TpaskeHn
CKyII mapaMeTapa y oBoM ciyuajy (—2,2 — 2v/2].

ITaxye, TpakeHN CKYII mapaMeTapa je a € (—%, 2+ 2V/2).

2. IIpumerumo 1a 3a |z| <1 Bakm a > | — zi|, 1a MO¥KEMO IPETIOCTABUTH
na je a # —zi. Tana Basku caenehn HU3 eKBUBAJICHIU]A

az —1

<1 az—i|<la+zi| & |az —i|* < |a+ zi]*.

a+ zt

Kako je |az —i|?> = (az —i)(az + 1) = a?|2|> —iaZ + iaz + 1 u |a + zi|> =
(a+ zi)(a —Zi) = a® + iaz — iaZ + |z|?, 10 je

laz —i? <|a+zi]> & d®]zP+1<a®+ |22
& (@®-1D(z*-1)<0e |z|<1,

wro je m Tpebano mokazatu. (Tamrenra, crp. 33, Ilucmenu 3amanu, 3a-
maTak 2)

3. IlornyH kBagpaT ce Moke 3aBpmaBaTtu muppama 1, 4, 5, 6, 9. Iloronyn
KBaApaT ce He MOyke 3aBpmaBatu ca 11, 55 umu 99, jep Tu O6pojeBm majy
ocrarak 3 nmpu gesemy ca 4, a Hu ca 66, jep je Taj Opoj memuB ca 2, a
muje ca 4. Jlakmge, MOBOJLHO je MOKa3aTU Oa Ce MOTIYH KBaApaT HE MOKE
3aBpIIaBaTu ca dap yetupu O6poja 4.

IIpetmocTaBuMO ma TWOCTOjU TMOTHYH KBAAPAT KOjU Ce€ 3aBpIIaBa ca bap
yetupu 6poja 4, Tj. Heka je a? = 10000k + 4444, 3a meke a, k € N. Bpoj
a je mapan, ma je a = 2b, 3a mexo b € N, u camum tum b? = 2500k + 1111.
Mebytnm, 6poj 2500k + 1111 naje ocrarak 3 npum mememy ca 4, Ia He MOXKE
OUTU TOTIYH KBAIPAT, KOHTPAAUKIL]A.
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4. Osraunmo ca S(XY Z) nospmuny
Tpoyraia XYZ. Kako je AM = MB
u PM = M@, to ce nujaronaie
yerBopoyria APBQ mojose, ma je
on mapaJiesorpaMm. Caza, Kako je
EP || AQ, o je S(AEQ) = S(APQ),
a kako je PD || @B, to je S(QDB) =
S(QPB), ma raro je S(APQ) =
S(QPB), 1o je S(AEQ) = S(QDB).
Kako je AE = BD, 10 cy Bucube
tpoyraosa AQE n BD(Q xoje oxnro- OK 2012, 2A — 4

Bapajy OBUM CTpPAHUIIAMA jeTHAKE,

OmHOCHO Tauka () je jemHako ymnaJmeHa onx unpasux AF u BD, mro je u
Tpebaio MOKa3aTH.

5. Ako ce y jemnoj Bpctu Hajasu 6ap 10 paznuunrtux OpojeBa, OHIaA ce y
HapenHe naBe nojaBipyje HajBume 6 HOBuX OpojeBa. Pazbumjmo Tabmaumy za
50 mapoBa y3acTONHUX BpCTa. Y IPBOM mapy uMma HajBumie 16 pa3amyuTux
6pojesa, a y cBakoMm on ciaenehux 49 nma majBuime 6 HOBux GpojeBa, IMITO
naje yrymnuo majsuime 16 + 49 -6 = 310 paszauuurux 6Gpojesa.

I[Ipumep Ttabaune ca 310 paszauuurux OpojeBa KOHCTPYUIIEMO HA cienehu
HaunH. 3a k = 1,2,...,50, ymecumo y (2k — 1)-By BpcTy CBe mpuponHe
6pojese ox 6k —5 mo 6k + 4, a y (2k)-Ty BpcTy cBe nmpuponse 6pojese o1
6k + 1 mo 6k + 10. Osa Tabauna ucnymaBa yCJIOBE 3aaaTKa, a y HOj ce
HaJsiaze 6pojesu ox 1 mo 310.

Tpehu paspen, A kareropuja
1. YcuoB mepuHucaHoCcTH qaTor m3pasa je 2z + 1 # % u IQ;?’ > 3, OTHOCHO
x € (—00,—3) U (3, +00). Karo je 2* — 16 >0 axko je x € [4,+00), a 92+ —
243 >0 akko je x € [%,—i—oo)7 10 je (y3 yciOB HepUHUCAHOCTU) AATU U3Pa3
ue Behim ox 0 akko je = € (3,4]. (Tamrenra 64, ctp. 37, [lucmenn 3anaim,
3amarak 15)

2. Tlo mepuuummju, nerepMmunanTa je 36up n! cabupaka Koju npencrasiba-
jy (mo Ha 3HaK) IPOM3BOA M ejleMeHaTa, IPU UeMy je M3 CBake BPCTE U
CBaKe KOJIOHE OJabpaH Mo TavyHO jedaH eJdeMeHT. /[OBOJLHO je pa3zMOTpUTU
caenehe cayuajese.

Ilpeu cayuaj. Hera je n > 4. IlocmarpajMo cBe KOJIOHE OCHM IIPBE U
nocienwme. VI3 oBuUX KoJioHA Moryhe je m3abparTu HajBUIE OBA HEHYJIA
eJleMeHTa, jep Ce jeqVHU HeHyJla eJeMEHTU OBUX KOJOHA HAJa3e y IIPBO]
” TOCJenm0j BpecTu. Kako je oBux kKojJgoHa Oapem 3, TO je cBaku cabupak
KOJU y4eCcTBYyje y pa3Bojy lneTepMuHaHTe jenHak 0, ma je m meTepMUHAHTA
jemnaka 0.

Lpyeu cayuaj. 3a n = 3 nerepMuHaHTa je jenHaka 16.

Tpehu caywaj. 3a n =4 nerepMuHaHTa je jemHara 25.
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3. Ilomynumo U3 ca a—; = 0, Tako na PEKypeHTHa pejanuja ocTaje Ha
cuasu. Ilokazahemo ma je Hu3z {a,} mepmommuan mo moxymy 2011. Kako
IIOCTOjU CaMO KOHAYHO MHOTO MapoBa octaTtaka mo moayay 2011, To moctoje
npuponau 6pojesu m,n (m > n) taksu ga je m =n (mod 2011) u a,, = a,
(mod 2011). Kako je 2011 mpoct 6poj koju gaje ocrarak 3 mo Moxyiy 4,
to k? 4+ 1 muje memumso ca 2011 vu 3a jemmo k € Z, na u3

(m—=124+1)-am1—(m-1)=(n-12+1)-a,_1 — (n—1) (mod 2011)

caema ay—1 = an—1 (mod 2011). Hacrasmajyhu osaj mocrynak, mobujamo
m—n—1 =a_1 =0 (mod 2011), mnarue 2011 | ap—p—1.

4. ¥YBenuMo KOMIUIEKCHY paBaH, Tako na cy a, b, ¢, d, e, f u z, pemom, KoM-
IekcHu OpojeBu kKoju omrosapajy taukama A, B, C, D, E, F u M. Ilatu
YCJIOB eKBUBaJIeHTaH je ca |z—al?+|z—c|?+|z—e|? = [2—b>+ |2 —d|*+|2— f]?,
OZHOCHO Ca

|a|?+|c|>+|e|?—z(a+c+e)—Z(atcte) = b2 +|d>+| f|>—2(b+d+f)—Z(b+d+f).

W3 nocnenmwe jemmakoctu, ako je « =b+d+ f — (a + ¢+ e), umamo na 3a
cBako z € C Baxn

a4 za = b2+ |d? + |£]2 = (af® + |c|? + |e]?).

Onasne, majupe onabupom z = 0, no6ujamo |b|? + |d|? + | f|> — (|a]® + |c|* +
le|?) = 0, a moTrom omabupom z = 1 u 2z = i, pemom mobujamo & + a = 0
una—«a =0, onmoco o« = 0. OBuM cMO mOOKa3aJu ma je a + ¢+ e =
b+d+ f. I3 oBe jemnaxkocTu, uMmajynu Ha yMy [a Cy KOMILIEKCHU OpojeBu
a+c+e b+d+f

3 3

KOjU ONroBapajy TERUIITUMA HaBEIEHUX TPOYIJIOBA

HEemoCcpeaqHo cJjaeamn TpreH)e 3aaTRa.

5. JloraskuMo MHIYKIUjOM Ia je TpaskeHu 6Poj moacKynoBa, y o3uanu f(n),
jemnak 2n— 1. 3a n =1 ouurnenso je f(n) = 1. I[IpernocraBumo na 3a cse
k < n Baxu f(k) = 2k — 1. Hera je F makcumasHa (paMuinja HempasHUX
IIOICKyNOBa CKymna X O n eJIeMeHaTa TaKoO Aa Cy CBaKa ABa UM JUCjyHKTHA
UM je jemaH ol HUX NOACKyI Apyror. JemaH on Bux je caM X, jep je y
cynporom F'U{X} Beha ¢pamunuja ca uctum csojcrBuma. Hera je YV € F
TakaB Aa OH HUje MOMACKYI HujemHor eiaemenTta u3 F ocum X, u Heka Y mma
k enemenara. Tana je cBaku enemeHT pamMuiauje F' mnm moackym CKyma
Y (takBuX IO MHIYKTMBHO] xumoresn Moxke Outu Hajsume f(k) = 2k — 1),
niam qUcjyHKTaH ca Y, Tj. moxckyn ckyma X \ Y (TakBUX IO MHIYKTHBHO]
xunore3u Moske outu Hajsume f(n —k) =2n —2k — 1) umu cam X. Jlakme,
y ¢pamumianju F' moxke Gury majsume (2k — 1)+ (2n—2k—1)+1=2n—1
IOACKYIOBa. JacHOo je ma je taj 6poj moryhe moctmhu: MO MHIYKTHUBHO]
XUIOTEe3U MO;KeMO m3abpaTu, 3a Heku Hempaldan ¥ C X, 2k — 1 moackymoBa
crkyna Y, 2n — 2k — 1 noxckymosa ckyma X \' Y u cam crym X.
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YerspTu paspen, A xkareropuja

1. Hexa je C(c? +1,c¢). Kopumhemem ¢opmyse 3a MOBPIIUHY TOJUTOHA
nobujamo na je mospmuna tpoyriaa ABC jemmaka

2

(4+3)(2-1) N (c+4)((c*+1)—2) N (3—}—0)(1—(024—1))‘ _
2 2 2

cQ—c—|—3’

2 1

— c+ 3 mocTwiRe ce 3a ¢ = 3 U jeHaKa je
11

MunruMaaHa BpeqHOCT U3pa3a ¢
% > 0, ma je MUHMMAJHA BPEIHOCT MOBPUIMHE jeJHAKA g U JOCTHKE CE 3a
tauky C (%, %) (TanrenTa 63, ctp. 33, Tanrenra, 3anatak 4)

2. ®yuruuja g(z) = f(x) - ctgx je nupepenunjabunua ua (1,2), HenpekugHA
na [1,2] n Baskm g(1) = g(5) = 0, ma mo Posnoeoj Teopemn nocroju ¢ € (1,2)
TaKo 1a je

0=g'(c) = .12 - (f'(c)sin2c —2f(c)).

2sin“c
ITpema ToMe, 3a mpousBomHO f(x) (KOje 3aM0BObABA YCIOBE 3aATKA ), je-
HaYMHA MMa 0ap jelHO pelIeme.
Axo je f(z) = z—1, jenmaumna raacu 2(x—1) =sin2z. Arxojeh:[1,2] > R
nepunucana ca h(x) = 2(z — 1) — sin 2z, 6poj pemena jenHaYMHE jeIHAK je
6pojy myna ¢pymrmuje h(z). Osa dpynrmuja je mudpepenumjabunna Ha [1,2]
u Bazku h'(x) = 2(1 — cos2x) > 0, ma h(z) crporo pacre. Caemu ma h(x)
MOK€ MMATHU HAjBUIIC jeHy HYJIY, & MO MPEeTXOMHOM CJEAU Na UMa TadHO
jenHy HYIY.
Hakme, Hajmamu Moryhu 6poj pemema jenHadnHe je jeqaH.

3. a) YROJIUKO Cy p U ¢ HemapHu OPOjeBU BasKu
p?+2012pg + > =1+0+1=2 (mod 4),

na p? + 2012pq + ¢> Buje notnyw kBanpat. Jakie, GapeMm jemaH on p U ¢ je
napaH, na je jennak 2. Heka je (6e3 ymMamema ommrocT) p = 2. Y KOJIMKO
je q memapan Tana je

p?+2012p¢ + > =4+0+1=5 (mod 8),

ma p? +2012pg+ ¢® omer HUje HOTHYH KBAAPAT. Y KOIHUKO je p = ¢ = 2, Taua
je p? +2012pq + ¢ = 4 - 2014, mTO HUje HOTIYH KBAIPAT.
6) I[MocmaTpajMo jenHaunuy

m? 4+ 2012mn +n? — 2 = 0.

OBa jemnaumHa uMa pelemna y CKyIny IPUPOIHUX OpOojeBa akKo U CaMO aKO
je (20122 — 4)n? + 4¢2 moTmyH KBaApAT, Tj. aKO je

1005 - 1007 - n? = 2 — ¢2,
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3a Hero s € N. Heka cy 3aTo s u t Taku ma je s—t = 1005-1007 u s+t = n?.
Tana je

~ (n—1005)(n —1007)

B 2
Yroawuko je jom n memapad, Behu ox 1007 u y3ajamuo mpoct ca 1005 u
1007, Tama je H3 (m,n) = 1, j. (m,n) je map ca TpaskeHUM CBOjJCTBOM.
OsBakBux 6pojeBa n mMa ODECKOHAYHO MHOTO, YMME je NOKa3 y MOTIYHOCTU
3aBPIIEH.

4. Kaxko je <IBAA1 = <IBBlA1

(ka0 yrmoBu Ham terusoM BAp) m Bl
<AMB = <B1M A1, To je AABM ~ D A\
AByA1M. Amanormo mobujamo ma s AN
je ABCM ~ ACiBiM, ACDM ~ SN\ S L
ADICiM u ADAM ~ AA; DM, na m
je //,’ O
RV N
AB  BM BC  BM AR
AlBl a 141]\47 B101 a C’1A7\47 ,/// // \\
CD DM DA DM 4 / b
CiD;,  CiM’ DA, AM G
Capa je OK 2012, 4A - 4

AB ¢Ch  BM-DM  BC DA
A1By CiDy  AM-CiM  BiCy DiA;’
na kako je AB = BC =CD = DA, 7o je saucra A1 B,-C1D; = A1 D -B1C1.

5. Ilokazahemo ma je r(m) =m? —m — 1.

Hexka je ckym {1,2,...,m? —m — 2} pasbujen na 2 noackyna A u B:
A = {1,2,....m=2,(m—=1)%(m—-1)24+1,....m?> —m —2}
B = {m—-1m,...,(m—1)*-1}.

[Moraskumo ma je cBaku oxm oBa 2 ckyna, A u B, caobodan-00-m-cyma, Tj.
[a je AHAYMHA,
T1+To+ ...+ Tmo1 =Ty
HeMa pemewma HU Y A HU y B.
Axko cy OpojeBu 1,%2,...,Tm—1 13 {1,2,...,m — 2} oHmaA Baxkn

m—-1<z+a2+...+2m 1< (m—1)-(m—2)<m-(m—2)=(m—1)% -1,
Te je x1+ 22+ ...+ Tm—1 € B.
Axo je meby Gpojesuma x1,T2, ..., Tm_1 6ap jemam uz {(m —1)%, (m—1)2 +

1,...,m?-m—2}, Tana je HajMama Moryha BpeJIHOCT cyMe Ha JeBOj CTPAHU
jemHavmHe jeTHaKa

I+1+... +1l+m-12=m* -—m—-1 = z4+z2+...+2, 1¢&A
—_——

m—2
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OBuM cMO TOKa3aau na je ckyn A cioboman-on-m-cyMma.
Axo cy 6pojeBu x1,T2,...,Tm—1 u3 B={m—1,m,...,(m —1)? — 1} onna
je HajMama MOoryha BpemHOCT CyMe Ha JIEBOj CTPAHU jelHaUnHE jeTHAKa,

m-—D+m-1)+...+(m—-1)=(m-1)?* = zi+x2+... 42,1 ¢&B.

m—1

OBuUM CMO TIOKA3aJu 1 je U CKyl B cio60naH-0-m-CyMa, CTOra CIeau Ia
jer(m)=m?—m—1.

[Moraskumo na BakM M CyOpOTHA HejemqHakocT. JIpyrum peumma CBakKoO
paszbujame ckyma {1,2,...,m? —m — 1} ma 2 momckyma A u B, campm
Oap jemaH MOACKYT KOju HUje CI000maH-0I-Mm-CyMa.

[IpernocraBumo na oBo TBpheme Huje Tauno. be3 yMamema ONIMTOCTU
MoskeMO mpernoctaBuTtu ga je 1 € A. To monaum ma 1+1+4+...4+1 =

m—1

m—1¢ A, 1j. m—1¢€ B. Hame mmamo (m — 1)+ (m—-1)+...+(m—1) =

m—1
(m—1)2¢ B, 1j. (m—1)? € A. Cana umamo 2 moryhmoctu 3a m, na je y
ckyny A unu y cxymny B:

1° Axojem € A ouma umamo m +m + ...+ m+1 =m2—2m+1 = (m—1)?,
—_———
m—2
ma ckyn A muje cimobomaH-0I-m-cyMa.

2

2° Arko jem € Boumasoor m+m+...+m+m—1=m"—m—1 cuenun
—_——

m—2
J_[am2—m—1€B7 . m*—m—1€ A. Hame mmamo 1 +1+...+1+
—_—
m—2

2 —m —1, na ckyn A muje c1060maH-0O-M-CyMA.

(m—-12=m
Tume cMO TOOMIM KOHTPAAUKIN]y Ca IIOJA3HOM MPETIOCTABKOM, YMME CMO
nokazaau mejemrakoct r(m) <m? —m — 1.

Uz r(m)>=m?—-m—1ur(m)<m?—m—1 cremn na je r(m) = m?

—m—1.
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PEIMEHA 3AIJATARKA ORKPYFRHOI' TAKMUYEIBA N3
MATEMATHWRE YYEHUVUKA CPEIILUX IMIKOJIA, 11.02.2012.

IIpeu pa3pen, B kareropuja

1. FKako je M cpemumre cTpa-
uue AB, a N cpemumre cTpaHu-
ne BC tpoyraa ABC, To je MN
cpenma JUHUja OBOT TPOYyTJa, 1a je
MN || AC n camum tam <BMN =
<BAC. Canuno, KN je cpemma
muauja rpoyraa CDB, na je KN ||
DB u camum tum <CKN = <CDB.
Uersopoyrao ABCD je teruBasn, na
je <BAC = <CDB (rao yrioeu HaJ OK 2012, 1B - 1

rerrBoM BC), 1 caMuM TUM U

IBMN = <«CKN. (Tanrenra 66, crp. 40, [lucmenu 3anaunu, 3anarar 2)
2. Hera je Q(x) = 23 — 22 + 2 — 6. Kaxro je Q(2) =22 -224+2 -6 =
8—4+2-6=0, 10 je Q(x) mewuso ca x — 2. ememwem nonuaoma Q(x)
ca z — 2 mobujamo Q(x) = (z —2)(2® + x +3). Ilame, MO ycIOBY 3a1aTKa je

P(z) = Q(x) R(z)+2® —Tx+3= (v —2)- (z* +2+3)-R(x) +2* — Tz +3, (f)

3a Heku mosnmHOM R(z). Kako je ocrarak mpu messemy monmuoMa S(r) =
2?2 — 7z + 3 ca r — 2 mo Besyosom cTaBy jemmak S(2) = —7, To je mpema (1)
¥ ocTaTak Opu Jesbeny nonunoma P(z) ca x — 2 jemnak —7.

3. Axo je x = 3, omza je y° = 19, ma y OBOM CJIyd4ajy jeIHAUMHA HEMA
pemema. Axko je x # 3, kako je x npoct 6poj caequ H3/ (z,3) = 1, na
2? maje ocrarak 1 mpu mememy ca 3 u camum M je 222 +1 =0 (mod 3).
Cnemn 3 | y°, ma kako je y mpoct 6poj ciaema y = 3, omakne je x = 11.
Iaxkine, jemuao pememe je (z,y) = (3,11).

4. Karo je AZ : AY = 2 : 1, 10 7
je Y cpemumre nysxxum AZ, a Kako

jeu YC || AB, 1o je YC cpenma

auauja tTpoyriaa ABZ, na je Y cpe- D Y c
mumre nysku C'D. Heka je O mpecek
[UjaroHaJa AaTOr MapajiesIorpaMa.
Tana je O cpemumre ny:xu AC, ma
je Taurka X resxwumre Tpoyraa ACD.
Cavum tum, AX : XY =2:1, na OR 2012, 1B — 4

Kako je myskmHa ny:xu AY jemmaka 3, To je myskuna nysku AX jemmaxa 2.

A B

5. Kako mBa majnakma 3amnatka HOce 10 GomoBa, TO TERMU O HBUX HOCU
Bapem 6 Gomosa (jep HOCe pazmmuut Opoj Gomosa). Kakro asa Hajresxa 3a-
nmaTtka Hoce 18 6010Ba, TO JaKmWK OJ HUX HOCHU HajBuile 8 60n0Ba (jep HOCE
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pasauuut 6poj Gomosa). akiue, Tpehin mo TeRUHM 3amaTak MOpa HOCUTHU
7 6omoBa, ma 3amany ykynHo Hoce 10+ 18 + 7 = 35 Gomosa. (Tanrenra 59,
crp. 24, Harpanau 3ananu, M856)

Ipyru pa3spen, B kareropuja

1. Ilatu m3pa3 je mepumHUCAH aKO U caMO ako je 4+ 7x — 222 > 0, omHOCHO
aKO M CaMO aKo je x € [—%,4] = 2. Ilame, KaKoO je 3a T > —% JecHa CTpaHa
[aTe HejeIHAUMHE HEHEraTWBHA, TO je MOBOJHHO OAPEIUTU CBe T € ¥ Koju
3a/10BOJLABA]JY HEjeTHAUUHY

622 — 3z —3 > 0.

Pemema moclemme KBaIpaTHe HejelHAuUMHE Cy M3 CKyma (—o0,—3) U
(1,400), ma je pememe mouerne HejenHaumue ckyn (1,4]. (Taurenra 63,
crp. 32, [ucmenu 3anamu, 3anaTak 2)

2. Hexka je f(x) = kx? 4 lz +m, 3a meke k, [, m € R. M3 ycnosa 3amaTka
cienn

k(a® = b*) +l(a—=b) = fla)~ f(b)=c(b—a)
k(a® =) +la—c) = fla)~ f(c) =b(c—a)

Kaxko cy a,b,c pazauuuru, ciequ a — b # 0, a — ¢ # 0, ma nememeM mTpBe
jemnauune ca a — b, a apyre ca a — ¢, nobujamo k(a+0b)+1l+c¢ =0 =
k(a +¢) + 1+ b, onakne je k(b —¢) = b—c. Karo je b— ¢ # 0, crnemm
k=1 mnajel=—(a+b+c)um=ab+bc+ca. Cnemu f(la+b+c) =
(a+b+c)®>—(a+b+c)a+b+c)+ (ab+ be+ ca) = ab + be + ca, mTO je u
Tpebaio MOKa3aTH.

3. Kako 4 | 2012, o 3a n > 2 mmamo ma 42 | 4" | 2012". 3ato je 6poj 20127,
3an > 1, nemuB ca 8. Bpoj koju ce 3aBpmaBa ca 2012, Huje memus ca 8
nomro 8 { 012 (mpupoman 6poj mpu mememy ca 8 maje UCTH OCTATAK KAO
u 6poj cacTaBibeH Ol Herose mocienme Tpu mudpe). V3 cBera naseneHor
3aKDYyUyjeMo ma Opoj n ca HABEIEHOM OCOOMHOM HE TTOCTO]jU.

4. FKako je <BAN = <NAC, 10
je BN = CN (xao TeTuBE OIUCAaHE
kpyskHuie tpoyraa ABC koje onro-
Bapajy oBuM yriosuma). Taxobe,
4BCN = <BAN (rao yrioBu Hax
retuBoMm BN), mna je <IT'CN =
<CAN, a wako je mw <INC = B c
<CNA, 10 je NTCN ~ ACAN. U3

OB€ CIUYHOCTU 3aKDYyUyjeMO na je N
TN CN o BN — ON OK 2012, 2b - 4
C—N—m7na KaKo Je = s
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Tto je BN?2 = AN - TN, mro je u tpebano moxazatu. (Tamremra 64, cTp.
43, Tlucmenu 3amanu, 3a0aTaK 2)

5. Yrkoamro je Ha MackeHOaJy Omiaa 3acrynibeHa Oema Ooja, Tama IpHA
HUje, ma U3 APYTOr YCJIOBA CIEAU na cy Ouie 3acTyIJheHe IIaBa U 3eJIeHa,
a moTtoM m3 Tpeher m yeTBpTOr yCiIOBa Ccieou a HUCY Onie 3aCTyIJbeHe
HU ;KyTa, HU IpBeHa. [lakie, mpHa, sKyTa 1 IpBeHA 00ja HUCY OuUie 3acTy-
IIJLEHeE.

YronukOo, ¢ mpyre crpane, bema 60ja Huje Omaa 3acTym/beHa, Taga IPHA
jecre, ma U3 APYror yciaoBa CJleau na je Ouia 3acTylJbeHa WU IJIaBa WIIN
3esieHa 6oja. 3a mpBY MOTYNHOCT M3 YETBPTOT yCJIOBA CJIEAU A HU I[PBEHA
6oja Huje Ouia 3acTymbeHa (ITa CBEYKymHO: Oesa, 3eJeHa W IpBeHa 00ja
HUCY Ouiie 3aCTymibere), a 3a Apyry Moryhuoct m3 tpeher ycaosa ciemu
na Hu kyTa 00ja Huje Omia 3acTylsbeHa (Ia CBEYKYIHO: OeJa, IjaBa U
sryTa 60ja HUCY Ouile 3aCTYyIJLEHE).

Tume cMmo mokasanau ma CUrypHO mocToje Gap Tpu 0oje Koje HuCy Ouite
3aCTyIJbeHe Ha MACKeHOaly, Ia je 6poj 3acTymmeHux 6oja HajBuime n — 1.
IIpema lupuxiaeoBoM HOPUHOMIY cjlenun na ce MmMory Hahum mBe ocobe Ha
MackeHOasy obydeHe y KocTuMe ucTe 0oje.

Tpehu paspen, B rareropuja

1. KopumhemeM 0CHOBHUX OCOOMHA BEKTOPCKOT, CKAJAPHOT ¥ MEIMIOBUTOT
— —
npousBoga qobujamo na 3a L = {(7 + b) X ( b + ?)} . (? + 7) BaKU

L

(7x?+7x?+7x7)-(7+7)=[a,b,c]+[b,c,a]=2[a,b,c]
— T x V)T =2C-(TxDb),

mwTo je u tpebano mokazatu. (Tamremra 66, crp. 38, Iucmenn 3amanu,
3azarak 3)

2. U3 npse jemnauwune je sinx = 1 u cos2y = 1, nnm sine = —1 u cos2y =
—1. Tarobe, yronuko je sinx = £1, tanga je cosx = 0, ma YKOJIUKO T U Y
3a00BOJHABAJY TPBY jedHAUYMHY, 3a00BOJbABAjy W APYry. Kako je sinx =
cos2y = 1 akko je v = § + 2km, 3a meko k € Z, u y = Iw, 3a wexo | € Z, a
sinx = cos2y = —1 akko je x = 37” +2km, 3a merko k € Z, m y = 5 +Im, 3a
HeKO | € 7, TO Ccy peliemha AaTOr CUCTEMA jeAHAUNHA IapOBU (% + nm, %),
rae cy m, n IpOM3BOJLHU ey Opojesu ucte napuoctu. (Tanrenra 58, cTp.
31, Iucmenn 3ananu, 3anarak 2)

3. IlornyH kBagpaT ce Moxke 3aBpmasBaTtu muppama 1, 4, 5, 6, 9. Iloronyn
KBaApaT ce He MOyke 3aBpmaBatu ca 11, 55 umu 99, jep tu 6pojeBm nmajy
ocrarak 3 nmpu gesemy ca 4, a Hu ca 66, jep je Taj O6poj memuB ca 2, a
Huje ca 4. Jlakiyie, NOBOJPHO je HOKa3aTW & Ce IOTIYH KBaAPAT HE MOKE
3aBpIIaBaTu ca dap yetupu O6poja 4.

IIpernocraBrMO ma NMOCTOjU IOTIYH KBaApaT KOjU Ce 3aBpliaBa ca dap
yetupu 6poja 4, Tj. Heka je a? = 10000k + 4444, 3a meke a, k € N. Bpoj
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a je mapam, ma je a = 2b, 3a Hexo b € N, u camum Tum b? = 2500k + 1111.
Mebytum, 6poj 2500k + 1111 maje ocrarak 3 mpu mesmemy ca 4, ma He MOKe
OUTU TOTIYH KBAIPAT, KOHTPAIUKIL]A.

4. Hera je <CAB = «, <ACD = j,
<ABD = ~, <BDC = . Ilpumenom

KOCUHYCHUX TE€OpPeMa Ha TPOYTIOBE g
ABC, ACD, ABD, BCD, penom no- D
6ujamo
AB? + AC? — 2AB - AC cosa = BC?,
CD? + AC? —2CD - AC cos = AD?,
AB? + BD? —2AB - BD cosy = AD?,
CD?+ BD? — 20D - BD cos§ = BC?. R B
3aMeHOM y HaTu m3pas no0ujamo OK 2012, 3b - 4
2-AB-AC-cosa  2-AB-BD -cosy o s _ cosy
2.CD-AC -cosf 2-CD-BD-cosd  cosfB  cosd’
na je cosa - cosd = cosf - cosy. Ilpumenom ¢opmyie 3a mperBapame

Ipom3BOMa KOocuHyca y 306up, mobujaMo ma je mMoCiaemma jeIHAKOCT eKBU-
BajseHTHa ca cos(a — §) + cos(a + §) = cos(f — 7v) + cos(8 + 7). Heka je
tauka O mpecek nujaronasa uverBopoyria ABCD. Tana u3 Tpoyriosa
AOB u COD nanasumo o+~ = 496, na je cos(a—3§) = cos(8—1), omaOoCHO
cos(a+9) = cos(B+7). Karo je a+B8+v+d = 360°—<<AOB—<COD < 360°,
TO je W3 mpeTrxomHe jemHakoctu « + 0 = [+ 7, ma je a = [, ONHOCHO
AB || CD.

5. Ako ce y jemnoj Bpctu Hajasu 6ap 10 paznmuunrtux OpojeBa, oHIA ce y
HapenHe naBe mojaBipyje HajBume 6 HOBuX OpojeBa. Pazbumjmo Tabmnumy za
50 mapoBa y3aCcTOMHUX BpCcTa. Y TPBOM Hapy mMMa HajBuie 16 pa3amantux
6pojeBa, a y cBakoMm on ciaenehux 49 nma majBuimre 6 HOBuX GpojeBa, IITO
naje yrymnuo wajsume 16 + 49 -6 = 310 paszauuurux 6Gpojesa.

I[Ipumep Ttabaune ca 310 paszauuurux OpojeBa KOHCTPyUIIEMO HA cienehu
HaunH. 3a k = 1,2,...,50, ymecumo y (2k — 1)-By BpCTy CBe mpuponHe
6pojese on 6k —5 mo 6k + 4, a 'y (2k)-ty BpcTy cBe mpupoaHe Opojese o
6k + 1 mo 6k + 10. Osa Tabauna ucnymaBa yCJIOBE 3aaaTKa, a y HOj ce
HaJsiaze 6pojesu ox 1 mo 310.

YerpTu pa3pen, b kareropuja

1. Koepunumjent mpasna mnpase Koja mpojasu Kpo3 tauke A u B je-
. 4-3 . .
IHAK je T-3 = 3 ma je moTpebHO ONpenuTH TAadKy marTe (YHKIMje

L . . 1 .
Yy KO0jO] je Koe(UIUjeHT IpaBIa TAHTEHTEe jeAHaKk ——. Kako je koedu-

UjeHT TPaBIa TAHTEHTE y Tadku Ty OyErmuje y = f(x) jemmar f'(xo),
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1 1
TO je 1 — = ——, OmHOCHO g9 = ——. Jlarye, TpaskeHa Tauka je
J vo+ 1 3 pas 0 1 p J

<—i, —i — ln%). (Tanrenra 66, crp. 38, Ilucmenu 3anamu, 3anatax 1)
2. IIpernocraBumo na je ¢pysrmuja f mepuommusa m Heka je 1T > 0 jemHa
mena mepuona (He obasesno muauMainna). Kako je f(0) = f(T), To je
0 = sinT?, onakne je T? = kr, 3a mexo k € N, ommocno T = Vkrw. Hera
je n mpoussoman npuponan 6poj. Wz f(y/nw) = f(y/nm+T) umamo 0 =
sin(y/nm + T)?, e xako je T = Vkm, nobujamo (v/nm + Vkr)? = l,7, 3a
Heko l, € Z. Opmasne, cpebuBamenm, Hamasumo na je 2vVkn = I, — k —
l € N. lakme, 3a cBaku mpuUpoAaH OPOj n BaKU na je 2v/nk mpuponan
6poj. Croemmjamnmo, 3a n = 1 u n = 2 uMamo ga cy 6pojesu 2vVk u 2v/2k
npuponau. CaMuM TUM, BUXOB KOJWYHUEK j€ PAMOHAJAH OPOj, OJTHOCHO

22k
2v'k

nepmoauyHa.

= /2 € Q, kourpamurnumja. OBUM CMO ZOKA3aIM a GyHKIMja f HHEje

3. Kako je 2% > 2012, To je £ >11. Cama je 6Y = 2% —2012>2'1 —2012 = 36,
ma je y > 2. Ilpu Tome, akxo je y = 2, tanma je x = 11 1 0BO je jegHo pememne
naTe jemqHaumMHe. Y KOJUKO je y = 3, Tana je 6Y memuBo ca 8, a Kako je
x>11, To je m 2” mesuBo ca 8, na je 2¥ —6Y memumBo ca 8. Mebhyrum, 2012
Huje nessuB ca 8, na je (z,y) = (11,2) jenquno pememe jenHaduHe.

4. Kako je <DAL = 90° — <ABC =
<BCD, AD = CB u <ALD =
<CDB = 90°, 10 je mo craBy YCY
NADL = ANCBD, na je LD = DB.
Camum tum, Ttpoyrao DBL je jen-
HaKOKpaku, na je <DLB = <DBL.
Cana je 180° = <LAB + <ABL +
<BLA =90°—-<ABC+<ABL+90°+
9ABL, na je 2-<ABL = <ABC, mro OK 2012, 45 - 4

¢

A D B

je u tpebaso morazaru. (Taurenra 66, crp. 16, Harpamguu 3amanu, M990)

5. Hexka cy ai,as,...,a2011 OpojeBU 3ammcaHu HA KApTUIAMa W HEKA je p
TpaskeHu Opoj muTama. 3a cBaku ox 6pojesa a;, 1<i<n, MOpaMoO MOCTABU-
T GapeMm jelHO MUTame Be3aHO 3a mpousBomd Tpu Opoja mehy kojuma je
jenman a;, ma je p > 5 omuocHo p > 671. IlocTraBmameMm nmurama Be3aHA

3a MPOM3BOJIE (1a203, A1G445, 410607 W A3;-1031431+1, 32 3 <[ < 670, MmokeMo
CcasHATH W MPOU3BOJ CBUX OpojeBa, jep je

670 2011 2011
2
10203 - arasas - aragar - | [ as—razasin =aof - [] ai = [] @i
=3 i=1 i=1

ma je p = 671.
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PEINTEHA 3AJATAKA NP KABHOI' TAKMNYERLEKBLA N3
MATEMATUKE YUYEHUVUKA CPEAKBLUX IMTKOJIA, 17.03.2012.
IIpBu pa3spen, A kareropuja

1. Axo je BD = DC, xako je AD s T~
BucuHa, ouna je u AB = AC, omuo-
cuo tpoyrao ABC je jeTHAKOKPAKU.
[MpernocraBumo na je BD # DC un
MOKKUMO na je Tauka P opTouen-
tap tpoyraa ABC. Ilpermocrasu-
MO, 6e3 rybibema ONmTOCTH, Oa je
BD < DC u neka je By Tauka my:xu
DC rakBa na je BD = B1D. Tpoy- B D~_B———=>7C
riioBu BPA u B1 AP cy cumerpudan D

y omaocy Ha mpaBy AD, na je

<PBA = <PB1A, a onatne u <PB1A = <PCA. Opnasne caenu na je
uerBopoyrao BiCAP teruBan u Baske jemmaxkoctu {BiCP = <PAB; =
<PAB. Heka je npecek npase CP u AB tauka F. Yrnosu FAD u FCD cy
jemnaku, ma je m yersopoyrao DCAF rteruBan. Hajzan, umamo jemHakocT
<AFC = <ADC =90°, na je u C'F Bucuna tpoyraa ABC, oqHOCHO, Tauka
P je opromenrap Tpoyraa ABC.

IIP 2012, 1A — 1

2. IlpmvmermMmo na 3a cBe mpuponHe Opojere x m y Baskwm 237 - 111Y =
1% -1¥ = 1 (mod 11). Kaxko je 30up nmudpapa Ha TDapHUM MECTUMa JATOT
6poja jemnak P =b4+5+d+74+2+24+94+c+3+a, a HA HEIADHUM jeTHAK
N=6+4+4+c+b+0+6+d+b+a, 0 je

1=P—-N=8-b (mod 11),

ma je b =7 (momro je b madpa). lame, xaro je 103 =1 (mod 111), a matu
6poj memwus ca 111, To je

0 = aab3dc6902b2¢74d456b
= 56b+ 10%-4d4 + 105 -2¢7 4+ 10° - 2b + 10'2 - 69 + 10'° - b3d + 10'® - @a
56b + 4d4 + 2¢7 4 2b + ¢69 + b3d + aa
11(a + d) + 110c 4 102 + 1290
= 1ll(a+d)+6—c (mod 111).

Kako cy a, ¢ u d nudpe, nupu yemy je a>1, to je ca jemue crpane 11(a+d)+
6—c>11-14+6—9 > 0, noxk je ca apyre crpane 11(a+d)+6—c<11-1846—0 <
222, ma mopa outu 11(a +d) +6 — ¢ = 111. 3aro je 11(a+d —10) =c— 5.
OBo 3naum na 11 | ¢— 5, ma gako je ¢ mudpa nobujamo aa je ¢ = 5, a camum
rMm u a + d = 10. Konaurwo a + b+ c+d = 22.

3. Kaxko 3a cBako n € N Basku n = 0 (mod n), o je P(n) = P(0) (mod n),
a camuM tuM u P(P(n)) = P(P(0)) (mod n). Onmatne, mo yciaoBy 3anarka
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nmamo P(P(0)) = —1 (mod n), ogaocuo n | P(P(0))+1, 3a cBaku npuponax
6poj n, ma je P(P(0)) = —1.

IIpernocrasumo na mocroju a € Z, takso na je P(a) = 0. Tana je P(z) =
(x — a)Q(x), 3a mexkn momuaoM Q(x) € Z[X], na Baxu P(0) = —a-Q(0) n

—1=P(P(0)) = (=a-Q(0) —a) - (Q(P(0))) = —a- (Q0) + 1) - Q(P(0)). (1)

Opnasze je 6poj Q(0) mapan (jep je Q(0)+1 € {-1,1}), ma je 36or P(0) =
—a-Q(0) m P(0) napaun 6poj. Heka je P(0) =b. U3 (}) je Q(b) € {-1,1},
re je Q(b) menapan. Mebytum, raro je b = 0 (mod 2), o je 1 = Q(b) =
Q(0) =0 (mod 2), korrpamurnuja. OBUM CMO IOKa3anu na moausHoM P(x)
HEeMa [eJIOOPOjHY HYJIy, MITO je u Tpebao MOKA3ATH.

4. Ako Ou ce yKuHyJe CBe aBUOJMHUjEe M3 TJIABHOT I'pajia CKYI IPEeoCTa-
aux 2012 rpamoBa Ou OmO moaesheH HA MOACKYIOBE TAKBE Oa CY Y KUCTOM
HOACKYNY T'DAJOBU IOBE3aHU aBUOJMHUjaMa (He 00aBE3HO HUPEKTHO). Y
CBaKOM IIOJCKYyIly mMa Oap 2 rpajma, jep je CBaKM Ipaj NOBe3aH aBUOJM-
HUjoM Dap jomr ca jemHuM, Ma OBUX MOACKymoBa mma HajBume 1006. Yko-
JIMKO 3a CBAKU OJ TUX IOJCKYIIOBA 33P/KUMO TAYHO jeIHY ABUOJIUHU]Y U3
[JIABHOT I'PAaJa OO HEKOr OJ I'PaAoBa M3 TOT IOJCKYyIa, U3 CBAKOT rpana he
ce MO CcBakor mapyror mohwm ctuhwm kopumhemeMm Hekux aBuoauHuja. Ila-
KJIe, na OucMo moOMiaM TPasKeHO, MOBOJHHO je YKIOHUTHU MPEOCTalie JIMHU]E
13 TJIABHOT rpaja, a mux je dapem 1006.

Ilpyru pa3spen, A kareropuja

1. okaszahemo ma Mwupko mMa moOemHWUKY CTPATErujy — OH MOMKE a3
00e3benu na je jemHo perreme nmocMarpane jenHauuue r = 1.

OGenesxkumo, penoM, Hemo3HaTe koepunujente ca a,b,c,d n e. Mupko y
CBOM IIPBOM IIOTE3y YHUIIE NPOU3BOJLAH 1eo Opoj a. Ilpeocrana verupn
6poja monenu y na napa (b,c) u (d,e). ¥ carom caenehiem noresy Mupko
somrosapa” ua CnaBKOB HOCHenmU MOTe3 OupameM Opoja Koju je map
nocnenmem CriaBroBoM Opojy Tako ma Baxku a +b+c=0wud+ f =0
(oBOo MoOske yumHuTEH Ge3 o63upa ma Cruaskos mores). 3a oBakas u3bop
KOe(pUIVjeHaTa OUNIJIENHO je ¥ = 1 pememe IOJIa3HE jeTHAUNHE.

2. IlpermocraBumo, Ge3 yMamema onmrocTw, na je |AB| > |AC| n neka
je M cpenumre crpanune BC. Kpy:kauna onucana oko tpoyriaa DEF
je Ojneposa kpy:xuuna rpoyraa ABC, na canpsku tauky M. Ilakmxe, mo-
BOJBHO je MOoKa3aTu na tadka M mpumana KPY:KHUIYA OMUCAHO] OKO TPOYTJIA
PQR, 1j. na je uerBopoyrao PRM( teruBan. 3a TO je MOBOJLHO je Ha
MOKasKeMO M8 BasKu

DP-DM = DR - DQ, (%)

30or morenmuje tauke D. UYerBopoyrao BCEF je teruBaH, ma Baku
<AEF = <ABD. 36or EF | RQ mvamo <CRD = <AEF = <DBA.
Camum tum, Tpoyriosu BDQ u RDC cy cauvnu, onakie je

BD/DQ = RD/DC.
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Ilakne, jemHaxkocT (¢b) €KBUBAJIEHTHA j€ jeTHAKOCTU
DP-DM = BD - DC. )

W3 morennuje Tauke Py OOHOCY Ha ONMCAHE KPYKHUIE UETBOPOYTJIOBA
BCEF v EFMD nobujamo

PD.PM = PE - PF = PC - PB. (@)

Axo osnaunmo BM = x, MD =y, PC = z, tana je CD = z — y u jenHaroct
(V) ekBuBanentna je (36or pacnopena B— M —D—C — P) ycuoBy xy+yz =
22. Hemocpenmo ce IpoBepaBa Aa je 0OBaj YCIOB €KBUBAJEHTAH TPaKEHO]

jemnakoctu (), unMe je TOKa3 3aBPIIEH.

JIP 2012, 2A — 2

3. Jlara jemmaumua Moxe ce samucaTu y obmury p? = (m — 2%)(m + 2%q).
Kako je p mpoct 6poj u m — 2% < m + 2%, 1o je jemmua moryhaocCT
m+ 2% = p? u m — 2% = 1. Ogy3umameM OBUX ABejy pejamnuja mo0ujamo
20tlg = (p—1)(p+ 1), ma je p > 2. Kako je m ¢ mpocT 6poj, 0BO ce cBOIA
Ha nBa caydaja: 1) p+1 = 21q up—1= 2“+1_l, 3a Hexko 0 <! < a, win
2)p+1=2"up—1=29"""lg 3a mexo 1 <l <a+ 1. U3 npsor cayuaja
onmysuMameM ciaemu 2 = 2tg — 20111 a u3 gpyror 2 = 2! — 20t1-lg,

1) Yromuko je 2 = 2'qg—29"1"l u ¢ £ 2, Tama, kako He MOTy 06a cremena
ABOjKe Ha JecHOj crpanu Obutu Beha ox 2, nobujamo [ =1 nnu [ = a.
Axo je mak ¢ = 2, Taga gememeM ca 2 mobujamo 1 = 2! — 2971 onakie
omet cienu | = 1. Hakae, pasamorpumo ciaydajese [ =1 u |l = a.

e3al =1cmemu 1 = ¢g—2°' 1j. ¢ =21 +1, up =
20+t1=0 1 1 = 2¢ 1 1. Ouwuro, U @ — 1 HM a He cMejy mMaTh
HemapHUX OPOCTUX (GakTopa, jep OU ce y CympOTHOM HEKU OJ
m3pasza 27! + 1, 2% 4 1 morao daxropucaru. Ilpema Tome, je-
muae nse Moryhmoctu cy ¢ = 1 u a = 2. Ompatie mobujamo
pemewa (p,q,a,m) € {(3,2,1,5),(5,3,2,13)}.

e 3al=acmemn 1 =2""1¢g—1, 1j. 29 '¢ = 2, mTo ce cBOMU Ha
pememse (p,q,a,m) = (3,2,1,5).
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2) Yromuko je 2 = 2! —29%1=lg »y ¢ = 2, MOHOBO HAJA3UMO pemeHe
(p,q,a,m) = (3,2,1,5). IlpermoctaBumo 3aTO na je q # 2 u caMuMm
mum | = a. Coemn 1 =21 —¢, 1j. ¢ =2 -1, up=2—1=
2¢ — 1. 3armyuyjemo na u a — 1 u a Mopajy Outu mpocTtu 6Gpojesu,
na nobujamo a =3 u (p,q,a,m) = (7,3,3,25).

Ilakye, oCTaB/LeHA jeIHAUMHA UMa TPU pelema:
(p,q,a,m) € {(3,2,1,5),(5,3,2,13),(7,3,3,25)}.

4. Jloras hemo m3BecT MHAYKOUjOM 1O n. 3a n = 2 TBpheme ounriaenHo
Basku. [IpermocraBumo ma TBpheme Basku 3a cBe n < ng. Axko Mapuna on
ITepumne mobuje mamup ca ckymom P omx ng Tavyaka Ha KPYKHUIMA U IY:KAMA
O3HAYEHVM Ha HABEACHW HAYWH, BAKU jelaH on cieneha mnsa ciaydyaja.
Caywaj 1. Cse ny:xm mameDy cycemHux Tadyaka HA KPYsKHUIM O3HAUEHE
cy mctuMm 3HakoM. Tama Mapuma Moske ma obOpwuire cBe Oy:KU CEM OBUX,
3a,10BO/baBajyhu ycioBe 3anaTka.

Cayuaj 2. Tlocroje Tpu cycemue tauke A, B, C Ha KPYKHUIUA TAKO 1A
cy nysku AB u BC o3HaueHe pasInuMTUM 3HAKOM. l[IpeMa WHIYKTUBHO]
xumnotesu 3a ckyn P\ {B}, Mapuna moke na m3bpuine HEKe Oy:KM, TAKO Oa
Ha TOM CKYIy YCJIOBM 3anaTka Oymay 3amoBosseHu. HakoH Tora mpeoctaje
joj camo ma usbpume jemny on ny:xu AB u BC, u 1o oHy uuju je 3HaK pa-
3amunT on cBux Hemszbpucanmx mysxu Ha ckymy P\ {B}, kao u cBe ocramue
my:xu u3 B.

Tpehu paspen, A kareropuja

1. OgpemuMo ocraTak Ipu Aebemy Opoja 173" ca 180. [ITpumernmo
na je 172 = 109 (mod 180), ma je 17 = 1092 = 1 (mod 180). Kaxo je
32012 = 1 (mod 4), To je mpema mperxommom 173 = 17 (mod 180), na
je tg (1732012 - tg17°. Ilakse, mOBOJBHO je mokasaTu na je Opoj tgl7°
UPAIMOHAJIAH.

ITpernocraBumo cynpotro, Tj. tgl7° € Q. Kako je (y3 mepunucasnoct
IATUX U3pa3a)

tga+tg B

1—tga-tgp’

To u3 tga,tgf € Q cnemu u tg(a + B) € Q. Camum Tum, U3 mare mpe-
TIOCTaBKe, MHAYKIUjoM ciaemu na je tg(n-17)° € Q, 3a cee n € N, 90 1 n.
3a n =5 3arpyuyjemo tg85° € Q, nma je m tgh° = 1/tg85° € Q. Cununo
1
V3
2. Heka je d majsehu 3ajemuuuku memumiar 6pojeBa a u b. Axro je d > 1,
OHZIa je 3a CBaKu MpUpomaH 6poj m u mpoct 6poj p, 6poj a - p™ + b nemwus

ca d, Te je kA0 TakaB CIOKEH M TBpheme 3amaTka je mokasano. [lakie,
MOBOJLHO je pasmorputu ciayuaj d = 1. Hera je ¢ mpoct mesmmmar 6poja

tg(a+p) =

OPETXOMIHOM, Cana je u = 1g30° = tg(6 - 5)° € Q, kouTpaTUKIH]a.
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a+b u r mpoct menuaan 6poja a-q? ! +b. Tana je r # q. 3aucra, ako je
r=q,Tanauzr|a-q¢"t+bcremar | b, naus q|a+bcaenu q | a, mro je y
cynporroctu ca d = 1. ITocmaTtpajmo Gpojese n obannka (¢—1)(1+k(r—1)),
rze je k mpousBosman npuponan 6poj. lokaxmMo ga cy 3a oBako omabpane
6pojese n, 6pojeBu a-p" +b caokenu. Axko je p # g, omga Ha ocHOBY MaJe
depmaoBe TEOpPEME MMAMO

a-pt+b=a-(pPUNHHFECD L hp =44+ b=0 (mod q), (1)
IOK 3a p = ¢ (360r ¢ # ), Ha OCHOBY KHCTE€ TEOPEME BAKIU
a-pt+b=a- (@D g0 4 h=a-¢" 4 b=0 (modr). (1)

Jemmaroctu (1) u (1) , umajyhu ma ymy ma je a-p" +b > max{q,r}, ceenoue
na je 6poj a-p"+b cnosken 3a caku npoct 6poj pun = (¢—1)-(1+k(r—1)),
3a k€ N.

3. Hexka AM u AN ceky onucane
KpyskHune rpoyriaosa BQN u PMC
y taukama X # Q u Y # P, penom.
Yersopoyramosu BQNX u PMCY
cy TretmBHU, na je <QBC = <QXN
u <PCB = <PYM, Tako na je 3a
noka3 rBphema <QBC = <PCB no-
BOJHO IOKA3aTU 4 je YeTBOPOYTa0
MNXY TetuBaH, a TO je €KBUBAa-
JIEHTHO Ca

AM/AN = AY JAX.
Heka je 3a AUVW ca S(UVW)

O3HaUCHa BHEroBa INOBPIINHA.

IIP 2012, 3A — 3

Kako crpanunama BM u CN (koje cy jemHakux my:xuHa) Tpoyraosa ABM
u ACN oxrosapajy jemmake Bucune, 10 je S(ABM) = S(ACN), omaocuo

AM - AB -sin<MAB = AN - AC - sin <N AC. (1)

C npyre crpame, kKako je <BXA = <BNQ = <CAY u <AYC =
<PMC = <X AB, o cy tpoyraosu ABX u YCA caununn, na je AY /AX =
CY /AB. (1) llpumenom cunyche teopeMe Ha Tpoyrao ACY nobujamo

sin<<MAB/AC =sin<NAC/CY,

wro 3ajenso ca (1) u (I) maje Tpaskeso.

4. Hera je A = {a1,a9,...,a30} u a1 < a2 < ... < agg. JacuHo je ma 3a
cBaky CKym S Koju 3am0BosbaBa yciose 3amaTka min(S) m max(S) mopajy
6utu O6pojeBu a; u a; TakBu 1a je j — i > 4. TakBux maposa OpojeBa nMa
26+254...+1= (22). Ioraskumo na je moryhe mahwu ckyn A Tako ma ce
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3aucra gooduje (227) paszmuuutux Bpenaoctu 3a r(S). Heka jea; =1luzal <
n<30 Heka je a, npousBoman npupogan 6poj sehiu ox 2-(a1+as+...+an—1).
Ha Taj mauwn moOujamMo ma Ccy CBe pPAa3jMKE a4, — Q; PA3JIUYUTE OO CBUX
pa3muKa GOPMUPAHUX O IPETXOJHO Ae(pUHUCAHNX OpojeBa, Tj. OX a; — ai
3a 1<k <j<n (jep je an—a; > a1+az+...+ap—1 > aj—ay). Cuemujanuo,
cBe mMoryhe pasnnke max(S) — min(S) cy pasanunre.

YerspTu paspen, A kareropuja

1. IIpeTrmocTaBUMO MPBO A& Ce MPOCT OPOj P MOKE 3aMUcaTU y IaTOM
obnuky. Hera je d = H3(n,m) u n = ds, m = dt. Tana Baxu:

Cont—mt dMst =) d(s—t)(s+t)(s®+ 1) d(s—t)(s* +t?)
PE3md T BB+ (i —st1£2) S —st+i?

IoxaxuMmo na je 6poj s2 — st + t2 y3ajaMuO TpoCT u ca s —t, u ca s2 + t2.
Baucta, u3 q | s> — st +t> u q | s —t (3a merku mpoct 6poj ¢) ciremuao 6u
q| (s> —st+t?) —(s—t)?> =st, 1j. ¢ | s mmma ¢ | t, mTo y3 q | s —t maje q | s,t,
KOHTpaIWKNuja (s W t Cy y3ajaMHO TPOCTM); CAWYHO, U3 q | 82 — st + 2 u
q | s®+t% cnemuno 6m q | (s2 +12?) — (s* — st + t?) = st, u MOHOBO q | § WM
q|t, mro ca q| s% +t? omer BOmM MO KOHTPAIUKIA]E.

Hakne, numamo:

p= (s —t)(s* + 7).

§2 — st +t2
—_——
€N

Byzyhu na je p mpoct 6poj u s2 +t2 > 1, ciemn m =1,s—t=1m
p = s2+t2. V3 mocnenme mBe kKoHcTaTamije caenu s = t+1up = (t+1)2+¢2,
mTo je u Tpebasio moKa3aTu.

Horaskrmo m apyrum cmep garor tBpbhema. Ha ocmoBy pasmarpama
CIIPOBEIEHOr y MPETXOMHOM ey 3aJaTkKa, 3aKbydyjeMo Oa ce 6poj p =
(t 4+ 1) + t? moke 3anucaTu y 0b6IUKY

(B2 +t+1)E+1)N* = (2 +t+ 1))
(B2 +t+1)E+1)2+ (2 +t+1))3

2

. . n°—1

2. Jloka:KUMO Ha je TpaKeHU MaKCUMyM jeTHAK EETOR
n

ITo mejemnarocTu uzmebhy cpenuna, 3a cse z; >0, 1 <i < n, Baxn

1
zf—|—...+z2>m-(zl+...+zn)3,



95

na Kako je x;Tir1(T; — Tiy1) = %(x? — xf_H — (z — wi31)3), mMamo

S
|
—

Wl =
i
(=)

n—1
D wiwivi (e —zin) = (27 —afps — (2 = 2is1)?®)
=0

1 n—1
_ 3 3 ) 3
R A § (Ti — @it1)
i=0
1 1 n?—1
< S (1-= (zg—2,)?°) = ——
=3 n? ( n) 3n2
JemrarocT ce mocTwKe M TO Kada Cy CBE DPA3JIMKE T; — Tijy] JeOHAKE, Tj. 38
: 2
? . . . n°—1
zi=1——,0< 1< n, na je TDAKEHU MAKCUMYM 3aUCTa j€HAHAK e
n n

3. Ioxrasxkumo na Mwuiom n Ana umajy mobeqHuYKy CTPATEru;jy.
Pacoopen kapara MoskeMoO mocMaTpaTu Kao mepMyTanujy m oOpojeBa om 1
1o 2n (7 (i) je 6poj ma i-toj kaptu). Hera je 7¥(i) = n(...7(i)...), 3a k>1,
k

u 70(i) = i. 3a cBako i ckym {7¥(i) |k >0} hemo 3Barm ,murmyc”. [luky-
CH Cy KOHAUHU, a KaKO je m Oujexnuja cBaka OBa Cy WIU NUCjYHKTHA WU
jemmaxa. Ha osaj maumn ckyn {1,2,...,2n} nmomemen je HA IMC]jyHKTHE IU-
rayce. Kama nmpube cromy Mumom mocMaTpa muKIyce mepMyTanuje. Kako
je m mepMmyTanuja 2n ejeMeHaTa, MOCTOJU HAJBUIIE jelaH MUKIYC CA BUIIE
onx n erxeMeHara. AKO OBakaB IUKJIYC HE MOCTOju MUJIOI HE MEHa MECTa
KapTaMma, a ako osakas murayc {7¥(i) |k >0} mocToju u mma m erxemenara,
Munom mema kapre Ha Mectuma 7' (i) u 7™71(i), rme je | = [Z]. Ha
OBaj HAYWH Ha CTOJIY OCTaje HU3 KapaTa KOju OAroBapa MepMYTAIWjU YUju
CBaKM IUKIyC nMma HajBumie n exemenara. Cama, ako boie rasxke 6poj j,
Ana orBapamenm kapata m¢(j), 3a k> 1, Tj. kapara ua Mectuma 7, 7(j), . . .,
y HajBUINE N MOKYyIIaja MPOHAJIA3U KApPTy Ha KOjO] je 3ammcaH Opoj j.

4. Heka je 3a nmpousBo/man yerBopoyrao XY ZT, merosa MOBPIINHA O3HA~
ueHa ca S(XYZT). IoraxuMo Ia IpU TOME BAKU

S(XYZT) < % (XY - ZT+YZ TX).

Saucra, ako je T’ Tauyka cumMeTpu-
yHa Tauyku 1y OMHOCY Ha CuUMe-
tpaay ny:xu XZ, 3a S = S(XYZT)

BaEUn

S:

(XY ZT")
(YZT')+ S(T'XY)

(YZ-ZT' +T'X - XY)

<

(YZ -TX + XY - ZT). AP 2012, 4A - 4

N =Nl —0n 0
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Heka je ABCD uetBopoyrao ca AB =a, BC =b,CD =cu DA = d, n neka
cy M u N cpemumra crpanuna BC u DA, penom. IIpema nperxomHoMm je

5(ABMN)<%-(AN-MB+MN-AB):%-bd+%-a-MN

u, anasoruo, S(CDNM) < % -bd + % -¢- MN. Cabupamem nobujamo

1 1
S(ABCD) = S(AMND)+ S(BMNC) < 1 bd + 5 (a+c¢)- MN.
Kako je m3 mejemnaxoctn tpoyrna MN = |Ml\_7| = %|E + C—I>9| <i(AB+
CD) = %(a + ¢), TBpheme 3anaTKa je JOKA3aHO.

PEIIEILA 3AIJATAKA NPKABHOI' TAKMMYEILEILA M3
MATEMATHURE YJEHUKA CPEIILNX IIIKOJIA, 17.03.2012.

Ilpeu pa3pen, B kareropuja

1. Kaxoje]\ﬂ:m—i—ﬂmm:m—i—ﬁ, TO je

9. MA—3.MB+MC=2-BA+ BC,

mTo He 3aBucu on nouokaja tauke M. (Tamremra 65, ctp. 38, ITucmenu
3azany, 3a1aTaK b)

2. a) Moryhe je. Jemam on msa moryha pacmopema mpu KOM Cy CBU
oarosopu uctunutu je Baca — npsBu, Ana — npyru, Bopa — tpehu, 'opan
— YEeTBPTH.

6) IIpernocraBumo na Ana He roBopu MCTHHY. Tana je OH CTUrao IpPBU
WU TOCTEIU, aju TO Huje TadHo jep je Baca mpsu, a ['opam mocsenmu.
[Ipema tome, Ana roBopu ucTuny.

Axo mpermocraBuMmo ma Bopa naske, 3HAUM Oa je OH CTUTAO MOCIEIHU.
MebyTum, TO HE MOsKe OUTU TAYHO jep je oHaa u ['opaH cTUrao moCaemmu.
3uaun, u bopa rosopu uctuny.

Axo 6u ['opan narao u taj ciayvaj 6u 6mo HemMoryh jep oHIa HUKO He Ou
6ro nocaenwmu. lakme, u 'opan roBopu ucruny.

Kako Ana, Bopa u 'opar rosope uctuny, ocraje na je Baca marao.

Ha ocuoBy I'opanoBe mu3jase 3uaMo0 na je oH mocienmu. Ha ocuoBy Anumnue
u3jaBe 1 Bacune usjaBe mmaMo Ja BUX IBOjULA HE MOTY OUTH IPBU (KAO
Hu [opan 3a kora cmo Beh nobuiu na je mocaenmu), na je Gopa npsu.
Hakne mmaMo 2 pemnociena KOju 3aJ0BOJLABAjy YCJIOBe 3amaTka: bopa,
Ana, Baca, T'opan; Bopa, Baca, Ana, 'opan. Crora ca curypuomhy
MOKeMO TBPAUTU caMo na je Bopa mpsu, a ['opan mocnenwu.

3. Heka jea=2—y,b =y —2,¢c =2 —2x. Tanma je mo yciaoBy 3amaTka
a,b,c# 0, npu uemy je a4+ b+ c=0. Onasne, Kako je —c = a + b, umamo

— = (a+b)®=a>+3ab(a+b) +b> = a® + 3ab(—c) + b°,
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Te je a® 4+ b% + ¢3 = 3abc. U3 mocnenme jenmaxocTu, Kako je abc # 0, TO je
a®+ b3+ ¢ #0, mro je u Tpebano mOKa3ATH.

4. Hera ce 6e3 yMamema ONIITOCTA
Tauka A Hasasu Ha Kpy:RHUIU K.
Tama ce 360r maTor pacmnopena Ta-
uyra C HANA3W Ha KPYy:KHUIU ki, a
Tauke B u D Ha Kpy:RHUIU ko, U
npu ToMe Baku <APB = <APQ —
<BPQR. FKako je <APQ = <ACQ
(yrnoBu man reruBoM A(Q) KpysKHUIE
k1) n <BPQ = <BDQ (yraosu Hax
retuBoM B() kpyskuune ko), TO je

JIP 2012, 15 — 4
<APB = <ACQ — <«BDQ = «CQ@QD, mro je u Tpebayio mMOKa3aTU.

5. IIpso morasumo nma 2 | n. IIpermocraBuMo CympoTHO, Tj. Aa je n
HemapaH. Tanma m3 m3jaBe APYyror Myzapala 3aK/bydyjeMo na je n maJju-
HAPOM KOjW MMa mapaH Opoj numdpapa, a caMuM TUM UMa U napaH 30up
mudapa. 3aro 36up mupapa 6poja n He MOke OUTHU 5, Ma M3 U3jaBe METOT
Myapana ciaemu na b | n. Mebyrum, Tamna u3 usjaBe mpsor myapana 3a-
KDydyjemo ma je 6poj n — 1 mpoct. Kako je n — 1 mapan 6poj To je n = 3,
mro je 36or 5 | n memoryhe. Ilakse, n Mopa GuTu mapas.

Kako n Huje y3ajamuo npoct ca 6, 13 u3jaBe mMeCTOr MyAPala 3aKJbydy)jeMo
na je bpoj menmnana 6poja n jenuak 6. Omasme ciienu na n He MOMKE UMATU
BUINE OJ ABa MPOCTa Gakropa. AKO MMa CaMO jemaH IPOCT (PAKTOD, OHIA
je n = 2% = 32, mMTO je Yy KOHTPAIWKIWJU Ca M3jaBOM UETBPTOT MYIPAIA.
Ako n mma mBa mpocTa dakropa, oHma je n = 22-p mwmu n = 2 - p?, rae je
p HemapaH npoctT 6poj. okakumo ma apyru ciaydaj Huje moryh. 3awucra,
ako je p = 3, ouma je n = 18, ma meTu MyzOpall HUje PEKAO UCTUHY; aKO
p # 3, ouma 3 { n, a n uMa Gap Tpu Hemapua mesumona (1, p u p?), mTo
je y cymporHOCcTH ca m3jaBoM Tpeher myapara. Jlakiae, morpebHo je jorr
ucnuratu ciydaj n = 4p. Tana u3 usjaBe 4eTBPTOr MyApana 3aKbYydy]eMO
na Opoj m MMa TavYHO YeTUpU Iudpe y MEeKaTHOM 3amucy, na je p > 250.
Cnenujasno 51 n, na je 36up mudpapa 6poja n jemuax 5 (360r usjase meTor
myapana). Kopucrehu oo u nemusoct 6poja n ca 4, 3akbydyjeMo na cy
jemmuu kauaunaTu Opojesu 1004, 1112, 2012. 3a npsa aBa 6poja pedyeHUna
npBOT MyZnpana Huje TadHa, a 3a 0poj 2012 mposepom yrBpbhyjemo ma cy
peuenne cBux Myapana uctuaute, na je 2012 jemmuum 6poj ca TpaskeHUM
CBOjCTBOM.

Ipyru pa3spen, B kareropuja

1. Moxe. Ywomuko jea =c=1ub=2, Tama je 2* +22°+1 =0 &
(22+41)?2 =0 < 22 = —1, ma npBa jeHAUMHA HEMA PEAJHO PelleHe, a jeIHo
pelewme npyre jenqHauuse je r = —1.
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2. Pemmmo majupe Hejemmaumny log, ;o 2> log,2 z2. OBa Hejemmaumna
nMa cMumcia camo 3a 6pojese z > 0. Mmamo

1 log 22
log, 1o > log,2,4 z? 08T > 08T
log(z +1) = log(z2+1)
log x log x

2log(z + 1) ~ log(x2 + 1)
logz - (log(z? + 1) — log(x + 1)?)
log(z + 1)2 - log(z2 + 1)

= 0.

(ca log o3mauen je morapuram ca ocuosom 10). 3a z > 0 Baskm (z+1)% > 1
u (z+ 1) > 22 + 1, ma ¥ako je jorapuraMcka (yHKOUja ca ocHOBOM 10
pactyha, To je log(z +1)? > 0, log(z? + 1) > 0 u log(x + 1)? > log(z? + 1).
3aTo je moja3Ha HEjeTHAKOCT ekBuBajeHTHa ca logx < 0, ompocuo 0 <
x < 1. OBuM cMO nOKa3aju Aa CBe HEjeTHAKOCTU MOTY BAKUTH CaMO 3a
6pojese x € (0,1]. Horaxmmo ma cy 3a csako z € (0,1] 3amoBomene cBe
HejenHakocTu. 3a & = 1 TO je ouwrienHo ciaydaj (CBU HABEIEHU U3DPa3U
jemIHAKM Cy HyJd), Ia je HOBOJLHO HOKA3aTy Ja 3a cBako n € N m cBako
z € (0,1) Bamm Hejemmakoct log,n g 2" > log,mii g 2. Hera je a = 2" n
b=a"". 3Baze€(0,1)Bassn 0 <b=a"Tt=a" .2 <" -1=a<1. Jllakme,
MOBOJBLHO je NoKaszaTu na 3a 6pojese 1 > a > b > 0 saxu logy, , a > logy ., b.
Kako je morapuramcka ¢yurmuja ca ocaoBoMm Behowm on 1 pacryha, Baxknu
log,,,a >logy,,b. Ilomro je log(1+ a) >log(l+b) >0 u logh <0, To je

_ logd - logb
~log(a+1) " log(b+1)

logy4q b = logy 1 b,

YyuMe je N0Ka3 3aBPIIeH.

3. Ilpumerumo na 3a x = 504 u y = 2 Baxu 2012 | %. Hoxrasknmo

na mopa butm x +y < 504 + 2 = 506. IIpermocraBumo cymporuo. U3
! !

503 | ' T ' | ! mmamo 503 | 2!, na kako je 503 nupoct 6poj
yl- (@ —y)! oyl (z —y)!
Basku = > 503. Kaxo je z+y < 505, To je (x,y) € {(503,1), (503,2), (504,1)}.
Mebytum, 6 'BML&—503L3!_503251ML4!_504
COVTIRL PPOJEBE Foor 1t = 7% Bol- 2 5031-11

uucy messuBu ca 2012, kourpaguknuja. OBUM CMO JOKA3aJM 14 je TPasKeHU
MUHUMYM jenHak 506.

4. Heka je D upecek nmpaBux BC u M E, a F upecek npasux AB u NE.
Kako je BC || EF u AB || DE, 10 je uerBopoyrao BDEF napanenorpam
u sasu <BNF = <MBD, NBF = <BMD, <FAE = <DEC, <FEA =
<DCE. Camum tum je AFBN ~ ABMD n AAFE ~ ADCE, na je

NF BD EF AF DE BF
FB~ DM DM’ FE DC DC
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IlememeM oOBUX jemHakocTu HO0OU- M
jamo NF/FA = DC/DM, na kako
je <AFN = <M DC, to je NAFN ~ B
AMDC. Cana je
<JACM = <MCD+<«DCE
JANE + <FEA,

na je <NAC + <ACM = 180° u A B ¢
cavum tum AN || MC. P 2012, 2B - 4

5. Ila Ou Heka cujasuna Ouia yramera, OHA MOPa OUTH YETBPTA CHUjaIIUIA
y HEKOM ney 2 X 2 y KOM Cy OCTaJie CHjaJuIle yralleHe. 3aTO Ce CBAKU
neo 2 X 2 MOsKe MCKOPUCTUTHU CaMO JeIHOM 3a Talllelkhe cujanauie. Kako y
tabaurm nocroju tauno 2009-2011 memoBa 2 X 2, HAJBUIIE TOJIUKO CUjAIIAIA
ce MOsKe yracuTu, na ce He mMory yracutu cse cujasure. (Tanrenrta 60,
crp. 5, Harpanuu 3amanu, M864)

Tpehu paspen, b kareropuja

1. Heka je « = b—c, f = c—auy = a—b. Hoxrazaliemo na je |a| = |B] = |y| >
0, omariyie cienu qa Tayke KOMIJIEKCHE DABHU KOje OaroBapajy OpojeBuma
a, b, c YMHE TEeMeHa jeqHAKOCTPAHUYHOT Tpoyrua. M3 jennakoctu |(2a+b)—
(2b+c¢)| = |(2b+¢) — (2¢+a)|, mmamo |y— | = |a—|, na kako je a+ LB+ =0
mobujamo |a + 28| = [2a + B]. Cana je

la+28° =20+ 8> & (a+28)(@+2B) = (2a+ B)(2a+ B)
& 3laf =38 & |a| = |5].
Amnasorso oBoMm npo6ujamo | = |y|. Ocraje na moraxemo nma je |a| > 0.
IIpernocraBumo cymporao. Tama 6mu 6uso a = b = ¢, Te ce Tauke Koje

oaroeapajy OpojeBuma 2a + b, 2b + ¢, 2¢ + a noknanajy. Kourpamuknuja.
OBuM je MOKa3 KOMIUIETUPAH.

2. Hoxkaxumo na je 6poj 4° + 1 sehu ox 6poja 2% + 37.

. -1 . .
Kako je % > 1, To 3a x > 1 Baskm (%)I > 1, ma je 471 > 3*~1. 3aro je

4241 -2"-3* = 4.4 141922 _3.3271
> 4.4%7t 4197 _3.4771
et 1 -7 = (2= —1)2 > 0.
3. Ilpumerumo ma je
f(x) = 2* 522 4+4+63= (2 —4) (2 —1)+63
= (z—2)(z—1)(z+1)(z+2)+63.

Kako 3a « £ 0 (mod 3) Baku 3 | (x —2)(zx — 1) m 3 | (x + 1)(z + 2), cnemmn
na 3a oBakBe x Baxku 9 | f(x), ma je 36up mmdapa 6poja f(p), 3a cBakru
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npoct 6poj p # 3, 6ap 9. Kaxro je f(3) =103, Tj. 36up mudapa 6poja f(3)
je 4, ciemu ma je HajMamu Moryhum 36up 4 U HOCTU:KE Ce AKO M CaMO aKo
jep=3.

4. Heka cy Ai, B;,C; mnomaoxja
mopMmasia um3 tauxke (O Ha mpase
BC,CA,AB, pemnowm. Kako je
<AB1O = <AC10 = 90°, 1o je
uyerBopoyrao AB;OC; TetuBan ca
npeunukoMm AQ, ma je

B,Cy = AO - sin<BAC = 04 . B¢ A >

2R’ JIP 2012, 3B — 4
rae je R momynpenpeunur kpyra omucanor oko AABC. Awmamoruo je

CA AB
C1A1 = OB - IR u AiB; = OC - IR ma je 36or maror yciaosa A1Bp =
B1C1 = C1 Ay, mTo je u Tpebasio moka3arwu.

5. a) Tpouuppenux GpojeBa uuje cy cBe muppe HEmapHE UMa YKYITHO
5% = 125. Ilpumerunmo ma ce y oBUM OpojeBuMa cBaka on madapa 1,3,5,7,9
mojaBipyje uctu Opoj myTa Kao mudpa jeIuHUna, TEeCeTUId W CTOTUHA, U

1253 _ 95 nyra. Ilakme, Tpamenu 36up je jeaHax

TO O 5%

(1+34+547+9)-(1+10+ 100) - 25 = 69375.

6) Tpouudpenux GpojeBa kKoju He canpxke mudppy 3 uma 8 -9 -9 = 648.
Kako ce cpara nmdppa paznumuura on 3 mojaBibyje jenHar Opoj myTa Kao
mocienma nuppa OBUX OpOjeBa, TO Ce CBaka IOjaBJbYje 65& = 72 nyrTa.

CaMmuM TuM, TpaskeHa nudppa jemHara je mociaenmo] mudpu 6poja
72-(04+14+24+44+5+6+7+84+9)="72-42 = 3024,

OJMHOCHO jemHaka je 4.
(TanrenTa 66, ctp. 38, [lucmenu 3anamu, 3anatak 1)

YerspTu paspen, b kareropuja

1. Kaxko je P(z)® mommuom meBertor cremena, to je P(x) mommmom Tpeher
cremena, ma je P(x) = ax®+bx’+cr+d, 3a mexe a,b,c,d € R. IocmaTpamem
roedumujenta y3 r° mommuoma P(z)® nobujamo ma je a® =1, 1j. a =1, a
cio6Gomaor unana nobujamo ma je d° = 1, 1j. d = 1. Oxpeaumo KoedunujenT
y3 ¢ monunoma P(z). Ila 6ucmo y pa3sBojy

(az® + bx? + cx + d) - (az® 4+ ba® + cx + d) - (ax® + ba® + ca + d)

no0UIM MOHOM TIPBOT CTEMEHa, MOTPEOHO je ma W3 ABa UMHUJIALA TATOT
npousBona ,uzabepemo” d, a u3 jemmor cx. Ilakme, y pasBojy mocToje
% = 3 Tpu MOHOMa cTemeHa 1 ¥ CBaku O BUX je jenHak cd’z, ma je
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3cd? = 15, 1j. ¢ = 5. Ilame, Kako je 36up kKoedumjenara moguaoMa P(x)3
jemnar P(1)® mmamo ma je 6 = P(1) =13 +b-12+5-1+1=6, 1j. b= —1.
Tume cmo nobumu ma je P(x) = 2® — 2% + 52 + 1.

Hame, n3 BueroBux ¢opmyna mmamo na je xj + T2 + x3 = —_Tl =—1m
T1To + X123 + Toxy = % =5, na je

1%+ 1?4 ﬂ?32 = (r1+xz2+ $3)2 — 2 (x122 + 2123 + T2T3)
(-1)>-2-5=—9.

2. Heka je n merko pememe mare jenHaumae. Kako je n - arctg% > 0, To
je arctg 17 < arctg % Oryna, kako je ¢pyuruuja arctg pacryha, mopa 6utu
o < %, omuocHO n < 3. Ilakme, HOBOJHO je MCHOMTATHU & JU j€ HEKU OL
o6pojeBa n =1, n =2, OQHOCHO N = 3 3aUCTa PEMICHE.
: 1 1 1 :
e Hera je n = 1 m a1 = arctg 17, b1 = arctg= m 7 = arctg . Ako je

=~
+
INI=

a1 + B =, onna je u tg(an + B1) = tgy1, omrocHo M1 = 1, mToO
Huje TauyHo. [lakme, n = 1 Huje pememne.
e Hera je n = 2 u ay = arctg %, Bo = arctg% u vy = arctg%. Tana je

2 .
tg 282 = 175522 = %, Te je

tg oz + tg 25 Tt 1
t 2. = = = —=4t .
Bl ¥ 2 ) = e o, 1- 2. 2 8™

Kako cy yrimosu o+ 202 u y2 omrpu (ag,202 < arctgl = 7), a umajy
jenHake TaHTeHce, TO je ag + 2- Py = 9, ma je n = 2 pemieme moJia3He
jemHavnHe.

e Hexa je n = 3 u ag = arctg %, Bs = arctg% uy3 = arctg%. Tana je
tg 203 = %, ma je

tgfs +tg28s 73

tg 303 = tg(Fs + 203) = ¢ —tgfBs-tg2Bs 161

Kako tg 383 > tgys, To je 383 > 3, ma n = 3 HUje pememne moCMaTpaHe
jenHAYMHE.
OBuM CMO JOKa3adu ma je n = 2 jeArHu TpupoaaH OPOj KOju je peureme
MOJIa3HE jeqHAYUHE.

3. Heka je k nmpousBosman mpupoman 6poj 3a kKoju Baku k < [%] = 83.
JlokasxknMo na cy undpe jemuuumna u xumbana Opoja 2012 - £ mebhycobHo
jemnare. Kaxko je 2012-k = 2000-k+12-k = 1000-2-k+12 -k, umajyhu na ymy
na je 12 - k majBume TpouudpeH O6poj, 3akbydyjeMo na je mudpa Xmbanga
opoja 2012 -k jemuaka mudpu jenununa 6poja 2-k, a oHa je jemHaxa mudpu
jenmamia 6poja 12 - k. IHaxme, n > 2012 - 84, na xako je 84 -2012 = 169008,
85-2012 = 171020, 86-2012 = 173032, 87-2012 = 175044, 88-2012 = 177056 u
89-2012 = 179068, nobujamo na je HajMawmu OPOj ca HABEIEHUM OCOOMHAMA

179068.
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4. Heka je O menrap EKpy:KHU-
ue k, a F,G, M cpemumra mny:xu
AC AD, AB, pemom. Tana je OF L
AC,0G 1L AD,OM 1 AB. Heka je
<IBAC = a, <OAB = (3, upu uemy je
6e3 ymamema onmroctu > 3 . Ta-
na je AF = AO - cos(a — ) u AG =
AO - cos(a + ), ma je AC + AD =
2-AO-(cos(a—B) +cos(a+f)), onHo-
cao AC+ AD = 4- AO - cosacosf. P 2012, 45 - 4
Kako je AM = AO - cos 3, To je

AC+AD =2- AB - cosa,

Cl
7

IIa He 3aBUCHU O Kpyra k U MOKa3 je 3aBpIIEH.

5. Nranujane moxkemo cmectutu y ,,610K” on 3 cycemue ocobe ua 3! = 6
mauuna. OBaj 60K Moxkemo, 3ajemno ca 4 Ppannysa, pacmopenuTd Ha
5! = 120 wmaumma. Hewmre cama cvmemramo u3amebhy, ucnpen wuau usa
pacnopebenux P®panmysza u 6aorka Wranujama. Ilakmge, 3a BUX UMaMO
6 mMoryhmx mecTa M Ha CBAKO MOKEMO CMECTUTU TAYHO jEAHOT OJ HUX
(jep He cMmejy OuTH jemaH mO APYror), Ia WX MOMKEMO DACIODEIUTH Ha
6-5-4-3

4!
npoussona jeauaxk 6 - 120 - 360 = 259200. (Taurenra 66, crp. 16, Harpanuu
3azanu, M988)

-4! = 360 mauuna. Ykyman Gpoj pacmopena je mpema MpPaBUILy
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