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PRVA EKONOMSKA XKOLA – NEKAD I SAD

XKOLA NEKAD

Godine 1881. Qeh Fraǌo Vixek, po odobreǌu ministra finansija,
otvara Trgovaqko-жelezniqku xkolu. U xkoli rade 32 nastavnika,
od kojih su trojica doktori nauka. Pored opxteobrazovnih predmeta,
izuqavaju se: bankarska i trgovaqka raqunica, kǌigovodstvo, pozna-
vaǌe robe i stenografija.

Tokom osamdesetih godina XIX veka, kada srpska privreda
doжivǉava snaжan razvoj, raste potreba za struqnim kadrovima:
blagajnicima, raqunovo�ama, poreznicima, carinicima. Zbog toga
se Vixekova trgovaqka xkola 1892. pretvara u Drжavnu trgovaqku
xkolu. Direktor xkole ostaje Radovan (Fraǌo) Vixek.

Na kraju xkolovaǌa uqenici su polagali ispit spremnosti iz
12 predmeta. xkolovaǌe je trajalo tri godine. Predavaǌa su obu-
hvatala 21 predmet. Pored ostalih i politiqku raqunicu, nauku
o trgovini, korespondenciju, trgovaqko i meniqno pravo finansije,
carinixtvo.

Godine 1900. Drжavna trgovaqka xkola postaje Srpska kra-
ǉevska drжavna trgovaqka akademija. Ciǉ i zadatak xkole ostaju
uglavnom isti. Ipak, uvodi se jedna novina - po prvi put u Akademiju
nisu primani samo uqenici, ve� i uqenice.

U toku balkanskih ratova, 1912, 1913. xkola radi neredovno.
U vojsku su pozvani neki profesori i izvestan broj uqenika. Bore
se hrabro, dobijaju najvixa odlikovaǌa, mnogi su texko raǌeni, a
znatan broj gine.

Kada je poqeo Prvi svetski rat, Drжavna trgovaqka akademija je
prestala sa radom. Mnogi ǌeni nastavnici i uqenici ponovo odlaze
u rat i junaqki se bore za slobodu svoje zemǉe. Ipak, godine 1916.
francuske vlasti odobravaju i pomaжu osnivaǌe Srpske vixe trgo-
vaqke xkole u Eksu u Provansi za uqenike i uqenice koji su prexli
Albaniju i koje su brodovi zapadnih saveznika prebacili u Fran-
cusku.

Xkolu smextaju u nekadaxǌi stari zapuxteni manastir na
kraju grada. Poha�a je oko 150 ukupno. Nastava u xkoli teqe re-
dovno.

Nastavni plan obuhvata: srpski jezik, francuski jezik, trgova-
qku korespondenciju, francusku korespondenciju, kǌigovodstvo, kon-
toarske radove, trgovaqku i politiqku raqunicu, trgovaqko i steqaj-
no pravo, meniqno pravo, nauku o trgovini, politiqku ekonomiju, po-
znavaǌe robe, carinixtvo, stenografiju i krasnopis.

Godine 1918. po odobreǌu okupacionih vlasti, u Beogradu se
osniva Opxtinska trgovaqka akademija koja poqiǌe sa radom 1. marta,
a zavrxava se 15. avgusta iste godine.
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Srpska vixa trgovaqka xkola napuxta Eks 1919. godine i vra�a
se u Beograd. U
benika nema. Uqenici prave belexke na qasu, a
nastavnici znaqajne delove svojih izlagaǌa diktiraju.

I pored oteжanih uslova, xkola жeli da obezbedi kvalitet
rada, pa primeǌuje i disciplinske mere. Sekretar xkole pravda
izostanke uqenika. Zakaxǌeǌa se ne pravdaju. Predmetni nastavnici
ne smeju da puxtaju uqenike sa qasova. Ukoliko uqenik ima vixe od
20 neopravdanih izostanaka iskǉuquje se na godinu dana.

Godine 1927. poqiǌe da se primeǌuje Pravilnik o radu, redu i
nastavi u drжavnim trgovaqkim akademijama kojim se sve trgovaqke
akademije pretvaraju u qetvorogodixǌe xkole. Tako�e, ovim Pravi-
lnikom uqenicima je zabraǌeno: pose�ivaǌe javnih lokala, puxeǌe u
xkoli i na javnim mestima, qlanstvo u bilo kojoj politiqkoj partiji.

U toku xkolske 1929/1930. Drжavna trgovaqka akademija se
uselila u svoju novu zgradu na uglu ulica Cetiǌske i Bulevara
despota Stefana, koju je za ǌu podigla Uprava zaduжbine Vase i
Nikole Radojkovi�a.

Bra�a Vasa i Nikola Radojkovi� bili su quveni beogradski tr-
govci, koji su se doselili u Beograd iz xapca u prvoj polovini XIX
veka. Vredni, xtedǉivi i snalaжǉivi vrlo brzo su napredovali.
Poxto nisu imali dece, oni su svoju imovinu ostavili ,,na korist
srpske trgovine. Svojim testamentom Nikola je odredio da se moжe
podi�i savremena zgrada za Srpsku akademiju trgovine. U toku 1928.
godine podignuta je danaxǌa zgrada Prve ekonomske xkole. Ona je
sveqano otvorena na dan 22. septembra 1929. godine i predata je ,,srp-
skom narodu i drжavi na besplatno uжivaǌe i slobodno raspolagaǌe
za potrebe Drжavne trgovaqke akademije u Beogradu.

Beogradska drжavna trgovaqka akademija �e se 1939. godine
podeliti na Prvu i Drugu. Pove�a�e se broj uqenika xto �e nepo-
voǉno uticati na disciplinu u xkoli. Prvi put posle Prvog svetskog
rata qu�e se жalbe profesora na: nehat, neurednost, nerad, nevaspi-
taǌe pojedinih uqenika koji svakom prilikom ometaju red i rad u
xkoli. Posle bombardovaǌa Beograda, 6. aprila 1941. godine, Trgo-
vaqka akademija posta�e Drжavni ekonomski tehnikum u kome se stiqe
i sredǌe-ekonomsko obrazovaǌe. Daǉe promene u obrazovnom sistemu
pretvori�e, 1949. godine, naxu xkolu u Ekonomsku sredǌu xkolu. I
tako je vreme prolazilo. Meǌali su se planovi i programi, uqenici,
profesori, direktori, pravilnici, disciplinske mere... Ipak, udeo
naxe xkole u unapre�ivaǌu nastave u struqnim xkolama ove vrste os-
tao je neproceǌiv od ǌenog postanka do danas. U izradi svih planova
i programa za ovu vrstu xkola od 1881. do danas uqestvovali su
profesori ove xkole. Oni su utvr�ivali profil kadra koji xkola
daje i osavremeǌivali nastavu. Tako�e, xkola sa ponosom moжe da
se pohvali da je u ǌoj radilo i radi 120 pisaca i mnogo recenzenata
udжbenika za ekonomsku xkolu.

Me�utim, vaǉanom radu profesora i uqenika u mnogome dopri-
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nose i radnici koji rade na tehniqkom odrжavaǌu xkole i u admini-
straciji.

Direktor, profesori i ostali radnici xkole ponosni su na
svoje uqenike, koji pokazuju veoma dobre rezultate u savla�ivaǌu
gradiva i uspexno predstavǉaju xkolu osvajaju�i prva mesta i na-
grade na mnogobrojnim takmiqeǌima qime se nastavǉa, na najboǉi
naqin, tradicija ove xkole.

XKOLA DANAS

Xkola ima tradiciju dugu vixe od 130 godina i jedna je od elit-
nih xkola, uжivaju�i zasluжeni ugled, na xta su ponosni uqenici,
roditeǉi i profesori. Visok rejting xkole je stican godinama do-
brom organizacijom i kvalitetom nastave, uz negovaǌe svih tradi-
cionalnih vrednosti koje ova renomirana xkola ima, ali i pra�eǌem
savremenih tokova u nastavi, primenom aktivnih metoda, uqex�em u
reformi ekonomske struke itd. Nalazi se u samom centru Beograda.

Otvorena je za saradǌu sa drugim institucijama. Znaqajna i
dugoroqna saradǌa ostvarena je sa svim fakultetom, Ekonomskim in-
stitutom, Savezom raqunovo�a i revizora Srbije, Privrednim savet-
nikom, bankama, preduze�ima, Narodim pozorixtem i drugim kul-
turnim institucijama, Crvenim krstom Beograda, Opxtinom Stari
grad i dr.

U xkoli je dobra, radna atmosfera. Uqenici uжivaju sva za-
konom garantovana prava, u qemu im se pruжa nesebiqna podrxka.
Profesori imaju dobar pristup radu sa uqenicima. Odnosi me�u
kolegama su korektni uz me�usobno uvaжavaǌe i poxtovaǌe. Neguje se
solidarnost, tolerancija me�u uqenicima, praviqnost i takmiqarski
duh uz poxtovaǌe liqnosti i uvaжavaǌe svih razliqitosti. Nas-
tava u xkoli je dobro organizovana, uz mogu�nost korix�eǌa novih
tehnologija i postupnu primenu savremenih metoda rada. Krite-
rijumi rada i evaluacije su veoma visoki. Uqenicima se pruжaju
kvalitetna znaǌa, kako struqna, tako i opxteobrazovna. Uz ve-
liko angaжovaǌe uqenika i profesora, uqenici se osposobǉavaju za
kvalitetan samostalni i timski rad.

Osim redovne nastave, bogata je i vannastavna aktivnost. Ost-
varena je saradǌa sa privrednim i vanprivrednim organizacijama u
funkciji nastave. Uqenici uqestvuju u radu velikog broja sekcija gde
zadovoǉavaju svoje sportske, obrazovne i kulturne potrebe i navike.
Redovno se organizuju ekonomske tribine. Uqenici zajedno sa svojim
profesorima ure�uju xkolske novine Trezor i Godixǌak za matu-
rante. Tako�e, xkola je uvela i virtuelnu banku gde uqenici simuli-
raju rad u banci.

Moжemo ista�i izuzetno uspexnu saradǌu sa roditeǉima. Sa-
vet roditeǉa ima znaqajnu ulogu u razvoju xkole. Uz finansijsku
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podrxku roditeǉa uvedeno je obezbe�eǌe uqenika, video nadzor, raz-
glasna stanica, xtampani materijal za nastavu i drugi vidovi inves-
ticija u ciǉu ostvarivaǌa xto kvalitetnijih uslova za rad.

Uqenici naxe xkole pokazuju znaqajan uspeh na brojnim tak-
miqeǌima opxtinskog, gradskog i republiqkog nivoa. Oblasti takim-
qeǌa: ekonomija, srpski jezik i kǌiжevnost, matematika, sportske
discipline (rukomet, koxarka, kros). Jednako dobar uspeh uqenici
ostvaruju i prilikom upisa na vixe xkole i fakultete.

U xkoli rade kompetentni profesori, od kojih su neki i au-
tori ili recenzenti u
benika. Profesori naxe xkole su i autori
programa - kurikuluma za novi ogledni obrazovni profil - bankarski
sluжbenik.

Mnogo paжǌe posve�uje se urednosti i qisto�i xkolskog pros-
tora. Uqenici, roditeǉi i profesori istiqu da se mnogo vodi raquna
o odrжavaǌu xkole, ǌenoj urednosti i qisto�i i oplemeǌivaǌu xkol-
skog prostora. Znaqajan napor i sredstva se izdvajaju kako bi xkola
bila uredna i qista. xkolski prostor je renoviran tokom posledǌih
pet godina. Rad pomo�no-tehniqkog osobǉa je na visokom nivou.

Xkola je na zadovoǉavaju�i naqin opremǉena modernim nas-
tavnim sredstvima koja su na raspolagaǌu profesorima i uqenicima,
kako u uqionicama, tako i u kabinetima, fiskulturnoj sali itd.
Svake godine ulaжu se napori da se xkola odrжava, oprema i ren-
ovira.

Bezbednost uqenika je na visokom nivou. Kao xto je ve� nave-
deno, roditeǉi finansiraju profesionalno obezbe�eǌe uqenika. Uve-
den je i video nadzor tako da angaжovano osobǉe na visoko profesio-
nalnom nivu obavǉa aktivnosti obezbe�eǌa uz kontinuiranu saradǌu
sa zaposlenima. Uvedene su i obavezne identifikacione kartice za
uqenike. Rukovodstvo xkole je, po proceni svih interesnih grupa
za ǌen razvoj, na veoma visokom profesionalnom nivou. Razvija se
povereǌe, uvaжavaǌe razliqitih mixǉeǌa. Postavǉaju se jasni i
precizni zahtevi koji doprinose efektivnosti rada xkole. Istiqe
se dobra organizacija nastave i drugih aktivnosti, rada profesora,
podsticaǌe uqenika i zaposlenih na profesionalan odnos prema radu.
Usmerava se i uskla�uje veoma uspexno rad struqnih organa xkole,
promovixe i podstiqe timski rad. Tako�e se mnogo radi na daǉoj
afirmaciji i ugledu xkole.

Beograd, Direktor xkole
16. mart 2013. Milibor Sakovi�
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.01.2013.

Prvi razred – A kategorija

1. Duжina visine AD trougla ABC jednaka je polovini duжine stra-
nice BC. Dokazati da ugao kod temena A datog trougla ne moжe biti
tup.

2. Na�i ostatak pri deǉeǌu polinoma x2011 + 1 polinomom (x+ 1)2.

3. Da li postoji prirodan broj n takav da dekadni zapis broja n! ima
oblik

n! = . . . 2012 0 . . .0
︸ ︷︷ ︸

k

,

za neki prirodan broj k?

4. Dat je konveksan qetvorougao ABCD takav da je ∢A + ∢B = 120◦.
Taqke P i Q izabrane su tako da su △ACP i △BDQ jednakostraniqni,
i pritom taqke P i Q leжe u onim poluravnima sa ivicama AC i BD
u kojima nisu taqke B i A, redom. Dokazati da se prave PQ, AD i
BC seku u jednoj taqki.

5. Koliko se najvixe жetona moжe postaviti na poǉa table 7 × 7
tako da nijedan pravougaonik povrxine 6 (sa stranicama duж stranica
poǉa) ne sadrжi vixe od jednog жetona?

Drugi razred – A kategorija

1. Na stranicama AC i AB jednakostraniqnog trougla ABC date su
taqke M i N , redom, tako da je MC : MA = NA : NB = 2 : 1. Ako je
taqka P presek duжi BM i CN , dokazati da je ∢APC = 90◦.

2. Da li postoji broj z ∈ C \ {0} takav da su skupovi

{(z − i)n |n ∈ N} i {(z + i)n |n ∈ N}

konaqni?

3. Neka je funkcija f : R → R zadata sa f(x) = x2+(a+1)x+1. Odrediti
sve vrednosti realnog parametra a takve da za sve realne brojeve x
vaжi ∣

∣
∣
∣

f(x)

x2 + x+ 1

∣
∣
∣
∣
< 3.

4. Dat je trougao ABC. Neka je 2r < min{AB,BC,CA} i kA, kB, kC
kruжnice sa centrima A,B,C, redom, i polupreqnikom r. Na koliko
razliqitih naqina moжemo odabrati taqke A1 ∈ kA,B1 ∈ kB i C1 ∈ kC
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tako da je trougao A1B1C1 sliqan, ali ne i podudaran, sa trouglom
ABC?
(Sa min{a, b, c} oznaqen je najmaǌi od realnih brojeva a, b, c.)

5. Xahovska figura, koju zovemo slon, u jednom potezu pomera se za
jedno poǉe levo, ili za jedno poǉe gore, ili za jedno ili dva poǉa
ukoso gore levo (pod uglom od 135◦). Slon se nalazi na doǌem desnom
poǉu xahovske table dimenzije 8 × 7. Dva igraqa naizmeniqno pome-
raju slona, a gubi onaj igraq koji prvi ne moжe da odigra potez. Koji
igraq ima pobedniqku strategiju?

Tre�i razred – A kategorija

1. Neka su z1, z2,. . . , z2011 kompleksni brojevi modula 1 qiji je zbir
jednak 0, a z proizvoǉan kompleksan broj. U funkciji od z izraqunati
zbir

2011∑

k=1

|z − zk|2.

2. Koliko najvixe realnih nula moжe imati polinom

P (x) = (ax3 + bx+ c)(bx3 + cx+ a)(cx3 + ax+ b),

gde je a, b, c ∈ R \ {0}?
(Svaka nula raquna se onoliko puta kolika je ǌena vixestrukost.)

3. Neka su S(n) i P (n), redom, zbir i proizvod cifara prirodnog
broja n (u dekadnom zapisu). Za k ∈ N, odrediti broj rexeǌa jedna-
qine

P (n)

S(n)
= k.

4. Dat je trougao ABC i taqka M koja ne leжi ni na jednoj od tri
prave koje sadrжe visine tog trougla. Prava kroz M normalna na
AM seqe pravu BC u taqki A1. Taqke B1 i C1 definixu se analogno.
Dokazati da su A1,B1,C1 kolinearne taqke.

5. Koliko se najvixe podskupova skupa Nn = {1, 2, . . . , n} moжe izabra-
ti, tako da je unija svaka dva jednaka skupu Nn?

Qetvrti razred – A kategorija

1. Koliko nula ima funkcija

f(x) =
1

x− a1
+

1

x− a2
+ . . .+

1

x− an
,

gde su a1 < a2 < . . . < an proizvoǉni realni brojevi?
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2. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje vaжi jednakost

3n + 4n + . . .+ (n+ 2)n = (n+ 3)n.

3. Odrediti (ili dokazati da ne postoji) najve�i prirodan broj
n za koji postoji ceo broj a takav da svaka dva me�u brojevima
a, a2, a3, . . . , an daju razliqite ostatke pri deǉeǌu sa 2013.

4. U trouglu ABC taqke S i Sa su centri redom upisanog i spoǉa
pripisanog kruga naspram A, E je taqka preseka simetrale unu-
traxǌeg ugla kod temena A i stranice BC, a N je sredixte luka
BC opisane kruжnice △ABC koji ne sadжi A. Dokazati da vaжi

AS · ASa = AE · AN.

5. Za n ∈ N neka je Nn = {1, 2, . . . , n}. Sa Ln oznaqen je broj podskupova
skupa Nn (ukǉuquju�i i prazan skup) koji ne sadrжe dva uzastopna
prirodna broja, kao ni 1 i n istovremeno. Sa Mn oznaqen je broj
podskupova skupa Nn (ukǉuquju�i i prazan skup) koji ne sadrжe dva
uzastopna prirodna broja. Odrediti sve prirodne brojeve m > 3 za
koje vaжi

Lm > Mm−3 +Mm−1.

Prvi razred – B kategorija

1. Dokazati da n2 + 1 nije deǉiv sa 3 ni za jedan prirodan broj n.

2. Na jednom ostrvu жive samo vile i vextice. Vile uvek govore
istinu, a vextice uvek laжu. Jedan brodolomnik, koji je sve to znao,
susreo se sa dve stanovnice ostrva, osobama A i B, ali ni za jednu
nije znao da li je vila ili vextica. Da bi saznao koga je sreo upitao
je ostvrǉanku A: ,,Da li ste obe vextice?”.

a) Za koji dobijeni odgovor je mogao sa sigurnox�u da odredi kojoj
vrsti koja osoba pripada?

b) Ukoliko ne moжe sa sigurnox�u da odredi kojoj vrsti koja osoba
pripada, brodolomnik postavǉa jox jedno pitaǌe osobi A: ,,Da
li ste vas dve pripadnice razliqitih vrsta?”. Koji je odgovor
brodolomnik dobio, ako je na osnovu ǌega sa sigurnox�u mogao
da odredi kojoj vrsti koja osoba pripada?

(Na postavǉena pitaǌa brodolomnik moжe dobiti samo odgovore DA
i NE.)

3. Data je funkcija f : R → R sa

f(x) =







−x− 1, x6−2

x− 3

x+ 2
, x > −2.
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Dokazati da je f bijekcija i odrediti f−1(x).

4. Neka je ABC jednakokraki trougao (AB = AC). Na pravoj BC
odre�ene su taqke D i E tako da vaжi raspored D − B − C − E i
DB = CE. Ako su F i G podnoжja normala iz D na AC i iz E na AB,
redom, dokazati da je:

a) ∢FDB = ∢GEC;

b) FG ‖ BC.

5. Pomo�u cifara 1, 2, . . . , 9 formirati devetocifreni broj
N = C1C2 . . . C9, tako da je svaki od dvocifrenih brojeva C1C2,
C2C3, . . . , C8C9 deǉiv sa 7 ili sa 13. Koliko rexeǌa ima ovaj za-
datak?
(Svaka cifra se moжe upotrebiti samo jednom.)

Drugi razred – B kategorija

1. Neka je

x =
1

3




3

√

23 +
√
513

4
+

3

√

23−
√
513

4
− 1



 .

Dokazati da je 2x3 + 2x2 + 1 prirodan broj.

2. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu

|x(1 − x)| < 0, 05 .

3. Odrediti sve prirodne brojeve koji su deǉivi sa 5 i sa 9 i imaju
taqno 10 pozitivnih delilaca.

4. Neka je M taqka unutar trougla ABC. Ako prave AM ,BM ,CM
sadrжe centre opisanih krugova trouglova BMC,CMA,AMB, redom,
dokazati da je M centar upisanog kruga trougla ABC.

5. Na�i zbir svih trocifrenih brojeva qije su sve cifre neparne.

Tre�i razred – B kategorija

1. Qetvorougao ABCD je osnova piramide SABCD, a ivica SD je
ǌena visina. Izraqunati zapreminu piramide, ako je AB = BC =

√
5,

AD = DC =
√
2, AC = 2 i SA+ SB = 2 +

√
5.

2. U zavisnosti od realnih parametara a i b u skupu realnih brojeva
rexiti sistem jednaqina

x + y + z = 1,
−x − 2y − 2z = a,
3x + 2y + bz = 4.
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3. Dokazati da je broj 22
n − 4 deǉiv sa 12 za sve n ∈ N.

4. Duжine stranica trougla ABC su AB = 33, AC = 21 i BC = n, gde
je n ∈ N. Taqke D i E izabrane su na stranicama AB i AC, redom,
tako da je AD = DE = EC = m, za neko m ∈ N. Odrediti brojeve n
i m.

5. Na standardnu xahovsku tablu postavǉena su 33 lovca. Dokazati
da se sa table moжe ukloniti 28 lovaca, tako da se preostalih 5 ne
napadaju.
(Lovac napada sva poǉa qiji se centri nalaze na pravoj koja prolazi
kroz centar poǉa u kome se lovac nalazi i zaklapa ugao od 45◦ ili
135◦ sa ivicom table.)

Qetvrti razred – B kategorija

1. Odrediti realne brojeve a i b tako da funkcija f : R → R zadata
sa

f(x) =







sinax

4x
, x < 0,

b2x2 + b(x+ 2), 06 x6 2,

e
1

2−x − 1, x > 2,

bude neprekidna.

2. U skupu kompleksnih brojeva rexiti jednaqinu

x6 − 2x3 + 4 = 0.

3. Odrediti sve proste brojeve p za koje jednaqina

x4 + 4 = p

ima rexeǌa u skupu prirodnih brojeva.

4. Neka je sa x ⋆ y =
xy

x+ y
definisana operacija na skupu pozitivnih

racionalnih brojeva. Dokazati da je

(. . . ((2013 ⋆ 2013) ⋆ 2013) . . . ⋆ 2013) ⋆ 2013
︸ ︷︷ ︸

2013

prirodan broj.
(U prethodnom izrazu broj 2013 se pojavǉuje 2013 puta.)

5. Neka su x1, x2 i x3 koreni polinoma

p(x) = x3 − 2x+ 2010.

Ukoliko su x2
1, x

2
2 i x2

3 koreni polinoma q(x) = x3+ax2+bx+c, odrediti
a, b i c.
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OKRUЖNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 9.02.2013.

Prvi razred – A kategorija

1. Date su dve kruжnice koje se ne seku. Konstruisati ǌihove zaje-
dniqke tangente.

2. Na jednom odbojkaxkom turniru uqestvovalo je n > 1 ekipa i svake
dve ekipe odigrale su taqno jedan me�usobni meq. Dokazati da je ti-
move mogu�e numerisati brojevima 1, 2, . . . ,n tako da je tim numerisan
brojem i pobedio u me�usobnom duelu tim numerisan brojem i + 1, za
svako i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.
(U odbojci nema nerexenih rezultata.)

3. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu

x! + 76 = y2.

4. Podudarne kruжnice k1, k2 i k sadrжe taqku P , i seku se jox u
taqkama: k i k1 u A, k i k2 u B, k1 i k2 u N . Kruжnice kA, sa centrom
u A, i kB, sa centrom u B, sadrжe taqku N . Dokazati da kruжnice
kA, kB i k imaju zajedniqku taqku.

5. Neka je n > 2 prirodan broj. Poǉa kvadratne tablice A formata
n×n popuǌena su brojevima 1 i −1. Za svako i ∈ {1, 2, . . . , n} oznaqimo
sa ki, odnosno vi, proizvod brojeva u i–toj koloni, odnosno i–toj vrsti.
Tablica se zove savrxena ako je

k1 + k2 + . . .+ kn + v1 + v2 + . . .+ vn = 0.

Odrediti sve prirodne brojeve n>2 za koje postoji savrxena tablica.

Drugi razred – A kategorija

1. Dokazati da ne postoji x ∈ R tako da vaжi

tg 2x · ctg 3x ∈
(
2

3
, 9

)

.

2. Neka su ma, mb, mc teжixne duжi i ra, rb, rc polupreqnici
odgovaraju�ih spoǉa pripisanih krugova proizvoǉnog trougla ABC.
Dokazati da vaжi nejednakost

1

m2
a

+
1

m2
b

+
1

m2
c

6
1

r2a
+

1

r2b
+

1

r2c
.
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3. Da li postoji prirodan broj n tako da za svaku ure�enu petorku
celih brojeva (x1, x2, x3, x4, x5) vaжi implikacija

x4
1 + x4

2 + x4
3 + x4

4 = n · x4
5 =⇒ x1 = 0?

4. Dat je oxtrougli trougao ABC. Neka su P i Q taqke na stranicama
AB i AC, redom, takve da prave PQ i BC nisu paralelne. Oznaqimo
sa M i N sredixta duжi BP i CQ, redom. Dokazati da kruжnice
opisane oko △ABC, △APQ i △AMN osim taqke A imaju jox jednu
zajedniqku taqku.

5. Na nekom skupu kome prisustvuje n > 1 ǉudi uqesnici govore na
ukupno n − 1 razliqitih jezika, pri qemu svaki uqesnik govori sve
jezike. Za koje n je mogu�e da svaki uqesnik prilikom pozdravǉaǌa sa
ostalim uqesnicima upotrebi svih n− 1 jezika? (Svaka dva uqesnika
se pozdravǉaju na taqno jednom jeziku.)

Tre�i razred – A kategorija

1. Neka je n ∈ N. Da li postoji realan broj c takav da za svako x ∈ R
vaжi

sin2n x+ c · sin2 x · cos2 x+ cos2n x = 1 ?

2. Da li postoji matrica A, qiji su elementi kompleksni brojevi,
takva da za neke prirodne brojeve k i n vaжi

Ak =

[
1 2
3 4

]

i An =

[
2 2
3 5

]

?

3. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje postoji delilac d broja
n4 + 1 takav da je n2 < d6 n2 + 3n+ 7.

4. Neka je ABC jednakokraki trougao (AB = AC) i neka je D taqka na
stranici BC takva da su polupreqnici kruga upisanog u trougao ABD
i kruga pripisanog stranici CD trougla ACD jednaki. Dokazati
da su ovi polupreqnici jednaki qetvrtini visine trougla ABC iz
temena B.

5. Neka su n i k prirodni brojevi i S = {1, 2, . . . , n}. Odrediti broj
ure�enih k–torki (A1, A2, . . . , Ak) podskupova skupa S qija je unija je-
dnaka S.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Moniqni polinom p(x) stepena m + n ima m–tostruku nulu a i
n–tostruku nulu b, pri qemu je n paran i vaжi a < b. Dokazati da u
taqki

c =
mb+ na

m+ n
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funkcija p(x) ima lokalni maksimum.
(Polinom je moniqan ako mu je koeficijent uz monom najve�eg stepena
jednak 1.)

2. Binarna operacija ∗ definisana na skupu realnih brojeva je takva
da za sve a, b, c ∈ R vaжi

(a ∗ b) ∗ c = a+ b+ c.

Dokazati da je a ∗ b = a+ b.

3. Neka je x prirodan broj. Dokazati da se x − 1 i x + 1 mogu pred-
staviti u obliku zbira dva kvadrata celih brojeva ako i samo ako
postoje celi brojevi u i v takvi da je u + v = 2x i uv − 1 potpun
kvadrat.

4. Neka su KL i MN tangente na upisani krug romba ABCD, gde su
K,L,M ,N taqke na stranicama AB,BC,CD,DA, redom. Dokazati da
je KN ‖ LM .

5. Na koliko naqina se n nula i m jedinica mogu pore�ati u niz tako
da se na taqno k mesta moжe uoqiti par razliqitih susednih brojeva?

Prvi razred – B kategorija

1. Neka je O presek dijagonala trapeza ABCD kod koga je−−→
AB = 2

−−→
DC i taqka M sredixte stranice AB. Ako je

−−→
BC = ~a i

−−→
DC = ~b,

izraziti vektore
−−→
AD,

−−→
MD,

−→
OA i

−−→
OM preko ~a i ~b.

2. Funkcija f : R \ {0, 1} → R data je sa

f(x) =
(x2 − x+ 1)3

x2(x− 1)2
.

Dokazati da je f(x) = f(1− x) = f(1/x), za sve x ∈ R \ {0, 1}.
3. Dokazati da ne postoje prirodni brojevi a, b, c, d takvi da je

9a + 2b + 2013c = 2014d.

4. U trouglu ABC, sa najkra�om stranicom BC, izabrane su taqke P
i Q na stranicama AB i AC, redom, tako da je

∢PCB = ∢QBC = ∢BAC.

Dokazati da centar O opisane kruжnice trougla APQ leжi na sime-
trali stranice BC.

5. Koliko ima qetvorocifrenih brojeva koji sadrжe bar dve cifre 5?
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Drugi razred – B kategorija

1. Odrediti kompleksan broj z za koji vaжi

|z − 1| = |z − 3− 2i| i |z| = |z − 4|.

2. Parabola y = ax2 + bx + c seqe y-osu u taqki (0, 8), dok je ǌena
jedina zajedniqka taqka sa x-osom taqka (2, 0). Koliko celobrojnih
taqaka (m,n), takvih da je −20126m6 2012 i −20126n6 2012, leжi na
ovoj paraboli?

3. Neka je n > 10 prirodan broj. Od ǌega dobijamo broj m tako xto
cifre broja n napixemo u obrnutom redosledu (ukoliko se n zavrxava
nulama, ǌih ne pixemo u broju m), a zatim broj p kao p = |n − m|.
Neka je p1 zbir cifara broja p. Zatim, neka je p2 zbir cifara broja
p1, itd. Na ovaj naqin dobijen je jednocifren broj pk, za neko k > 1.
Odrediti pk.

4. Dokazati da je u svakom konveksnom qetvorouglu zbir dijagonala
ve�i od poluobima, a maǌi od obima.

5. Aca, Bane i Vlada pripadaju porodicama Laжeti�a i Isti-
noǉubi�a (svako pripada samo jednoj od te dve porodice). Kao xto im
i prezimena govore svaki Laжeti� uvek laжe, a svaki Istinoǉubi�
uvek govori istinu. Aca je rekao slede�e:

,,Ili Bane ili ja pripadamo razliqitoj porodici od ostale
dvojice.”

a) U kojim sluqajevima je prethodni iskaz taqan?

b) Qije prezime sa sigurnox�u moжemo da utvrdimo?

Tre�i razred – B kategorija

1. Neka su ~m, ~n, ~p vektori takvi da je |~m| = 2, |~n| = 3, |~p| = 2, ∢(~m,~n) =
∢(~n, ~p) = π/3, ∢(~m, ~p) = π/2. Ako je

~a = 3~m+ 2~n− ~p, ~b = ~m− ~n+ 2~p,

odrediti |~a| i |~b|. (Sa ∢(~u,~v) oznaqen je ugao izme�u vektora ~u i ~v.)

2. Dokazati da ne postoji x ∈ R tako da vaжi

tg 2x · ctg 3x ∈
(
2

3
, 9

)

.

3. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu

x! + 76 = y2.
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(Sa x! oznaqen je broj 1 · 2 · . . . · x.)

4. Dokazati da proizvoǉnu trostranu piramidu moжemo prese�i
ravni tako da se u preseku dobije romb.

5. Na kontrolnoj veжbi svaki uqenik dobio je zadatke jedne od dve
grupe zadataka. Ukoliko odeǉeǌe ima 20 uqenika, a po 10 uqenika
radi svaku grupu zadataka, na koliko naqina ih deжurni nastavnik
moжe pore�ati u dva reda tako da uqenici koji su dobili istu grupu
zadataka sede jedan iza drugog, a da uqenici koji sede jedan do drugog
rade razliqite grupe zadataka?

Qetvrti razred – B kategorija

1. Odrediti dimenzije prave kutije bez poklopca sa kvadratnom osno-
vom i zapreminom V za qije pravǉeǌe je potrebna minimalna koliqina
materijala.

2. Neka je a ∈ R \ {0, 1}. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

(x2 − x+ 1)3

x2(x − 1)2
=

(a2 − a+ 1)3

a2(a− 1)2
.

3. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

⌊

x+
1

6

⌋

+

⌊

x+
3

6

⌋

+

⌊

x+
5

6

⌋

= ⌊x⌋+
⌊

x+
2

6

⌋

+

⌊

x+
4

6

⌋

.

(⌊x⌋ je ceo deo broja x, odnosno najve�i ceo broj ne ve�i od x.)

4. Presek paralelopipeda i ravni je petougao kod koga su sve stranice
duжine 1 ili 2. Odrediti uglove tog petougla.

5. Koliko ima funkcija f : {a, b, c, d} → {a, b, c, d} koje nisu bijekcije i
nisu konstantne funkcije?

DRЖAVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 16.03.2013.

Prvi razred – A kategorija

1. Neka je k > 0. Na stranicama A1B1,B1C1 i C1A1 trougla A1B1C1

uoqene su taqke C2,A2 i B2, redom, takve da je

A1C2

C2B1
=

B1A2

A2C1
=

C1B2

B2A1
= k.
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Daǉe, za svako 2 6 i 6 2012, na stranicama AiBi,BiCi i CiAi trougla
AiBiCi uoqene su taqke Ci+1,Ai+1 i Bi+1, redom, takve da je

AiCi+1

Ci+1Bi

=
BiAi+1

Ai+1Ci

=
CiBi+1

Bi+1Ai

=

{
k, i ≡ 1 (mod 2)
1
k
, i ≡ 0 (mod 2)

.

Dokazati da se prave A1A2013,B1B2013 i C1C2013 seku u jednoj taqki.

2. Neka je p prost broj. Ako postoji k ∈ N takvo da je

k3 + pk2

potpun kub, dokazati da 3 | p− 1.

3. Neka su a, b, c i d realni brojevi za koje vaжi abcd = 1 i

a+ b+ c+ d =
1

a
+

1

b
+

1

c
+

1

d
.

Dokazati da su neka dva od brojeva ab, ac, ad, bc, bd, cd jednaka.

4. Na 41 poǉe xahovske table stavǉen je po jedan kraǉ. Dokazati da
se me�u ǌima mogu na�i tri disjunktna skupa takva da svaki sadrжi
bar 5 kraǉeva koji se me�usobno ne napadaju.

Drugi razred – A kategorija

1. Neka je F figura koja odgovara skupu taqaka sa koordinatama (b, c)
(u pravouglom koordinatnom sistemu) pri qemu su b i c takvi realni
brojevi da su moduli oba rexeǌa kvadratne jednaqine x2 + bx + c = 0
ne ve�i od 1. Odrediti povrxinu figure F .

2. U prostoru je dat beskonaqan skup S taqaka me�u kojima ne postoje
tri kolinearne. Svake dve taqke skupa S spojene su duжima, a svaka
duж oznaqena je sa + ili −. Pri tome, skup S ima slede�u osobinu:
za svaka dva konaqna disjunktna podskupa {A1, . . . , Am} i {B1, . . . , Bn}
skupa S postoji taqka iz S koja je povezana duжima oznaqenim sa + sa
svim taqkama A1, . . . ,Am, a duжima oznaqenim sa − sa svim taqkama
B1, . . . ,Bn.
Ako se obrixe konaqno mnogo taqaka skupa S, dokazati da preostale
i daǉe imaju opisanu osobinu.

3. Na stolu se nalazi 2014 kartica na kojima redom pixu brojevi

20, 21, 22, . . . , 22013.

Aca i Branko naizmeniqno uzimaju po jednu karticu sa stola, a prvi
karticu uzima Aca. Nakon xto je uzeta i posledǌa kartica, Aca
izraquna zbir brojeva koji se nalaze na karticama koje je on iz-
abrao, a Branko uradi isto sa svojim karticama. Obeleжimo sa
A i B zbirove koji su dobili Aca i Branko, redom. Ukoliko je
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NZD(A,B) > 1 pobedio je Aca, a u suprotnom je pobedio Branko.
Odrediti koji igraq ima pobedniqku strategiju.

4. Neka su AD i BE visine, H ortocentar i O centar opisane kru-
жnice oxtrouglog trougla ABC. Ako je K ortocentar trougla AOB,
dokazati da prava HK polovi duж DE.

Tre�i razred – A kategorija

1. Za skup prirodnih brojeva A kaжemo da je skup-interval ako po-
stoje prirodni brojevi a 6 b takvi da je A = {i ∈ N | a 6 i 6 b}. Za date
prirodne brojeve n i k, koliko ima ure�enih k-torki skup-intervala
(A1, A2, . . . , Ak) takvih da je

A1 ⊆ A2 ⊆ . . . ⊆ Ak ⊆ {1, 2, . . . , n}?

2. Odrediti najve�e c ∈ R (ili dokazati da ne postoji) za koje je
taqno slede�e tvr�eǌe:
Ako je α nula polinoma

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

gde su a0, a1, . . . , an ∈ C i n ∈ N takvi da je |a0| = |a1| = . . . = |an| > 0,
tada je |α| > c.

3. Za prirodan broj kaжemo da je palindrom ako se prilikom qitaǌa
ǌegovih cifara (u dekadnom zapisu) sleva nadesno i zdesna nalevo
dobija isti broj. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je broj nk

palindrom za svaki prirodan broj k.

4. U oxtrouglom trouglu ABC povuqene su visine AA1, BB1 i CC1.
Taqke M i N na duжima A1C1 i C1B1 su takve da je

∢MAA1 = ∢NAC.

Dokazati da je MA simetrala ugla C1MN .

Qetvrti razred – A kategorija

1. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje jednaqina

3(x+ 1)√
x

= a+
x+ 1√

x2 − x+ 1

ima taqno jedno rexeǌe u skupu realnih brojeva.

2. Prirodan broj m nazivamo skoro binarni ako se moжe predstaviti
kao zbir razliqitih brojeva iz skupa

{2k − 1 | k ∈ N}.
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Od svih skoro binarnih brojeva neka je N onaj koji je 20142012-ti po
veliqini, poqev od najmaǌeg. Da li je broj N − 2013 skoro binarni?

3. Neka je H ortocentar oxtrouglog trougla ABC, a B1 i C1 redom
podnoжja visina iz temena B i C. Prava ℓ, koja sadrжi H i paralelna
je sa B1C1, seqe pravu BC u taqki K i kruжnicu opisanu oko trougla
HB1C1 u taqki L (L 6= H). Kruжnice opisane oko trouglova HB1C1 i
ABC se seku u taqkama A i D. Ako prava AH seqe kruжnicu opisanu
oko trougla ABC u taqki E (E 6= A), i ako je M sredixte duжi BC,
dokazati da taqke D,E,K,L,M leжe na istoj kruжnici.

4. Odrediti sve prirodne brojeve n > 2 za koje postoji funkcija
f : {0, 1}n → {1, 2, . . . , n} koja zadovoǉava:

Ako su (x1, x2, . . . , xn) i (y1, y2, . . . , yn) dva niza iz skupa {0, 1}n takva da
je |x1 − y1|+ |x2 − y2|+ . . .+ |xn − yn| = 2, onda vaжi

f(x1, x2, . . . , xn) 6= f(y1, y2, . . . , yn).

Prvi razred – B kategorija

1. U zavisnosti od realnog parametra a, u skupu realnih brojeva
rexiti jednaqinu

|x− 1|+ |x+ 2| = a− 2x.

2. Dati su trouglovi ABC i A1B1C1 takvi da je ∢BAC > ∢B1A1C1,
AB = A1B1 i AC = A1C1. Dokazati da je BC > B1C1.

3. Dokazati da me�u 6 uzastopnih prirodnih brojeva postoji bar jedan
koji je uzajamno prost sa svakim od ostalih 5.

4. Kruжnice k1, sa centrom O1 i polupreqnikom r, i k2, sa centrom
O2 i polupreqnikom 2r, dodiruju se iznutra. Tetiva AB kruжnice k2
dodiruje kruжnicu k1 u taqki T . Neka je prava p normala iz O2 na
AB, i neka je ǌen drugi presek s kruжnicom k1 taqka C. Neka je D
ona taqka preseka p i k2 koja je sa suprotne strane od O2 u odnosu na
AB. Dokazati da je prava AB simetrala duжi CD.

5. Dato je 7 taqaka u ravni. Neka je p broj razliqitih pravih koje
odre�uju parovi ovih taqaka. Koje sve vrednosti moжe imati p?

Drugi razred – B kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

√
x− 30 +

√
2x+ 4 = 8.

2. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu

3x + 4x − 5x

x3 + x4 − x5
> 0.
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3. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu

2!! · 4!! · 6!! · . . . · (2k)!! = (k(k + 1))!!.

(Sa (2k)!! oznaqen je proizvod parnih prirodnih brojeva ne ve�ih od
2k. Npr. 8!! = 2 · 4 · 6 · 8.)
4. U tetivnom qetvorouglu ABCD vaжi CD = AD + BC. Dokazati
da preseqna taqka simetrala uglova u temenima A i B pripada
stranici CD.

5. Neka je n prirodan broj, a k ceo broj, tako da je 06k6n. Dokazati
da u skupu {0, 1, 2, . . . , n} jednaqine

x+ y = n− k i x+ y = n+ k

imaju isti broj rexeǌa.

Tre�i razred – B kategorija

1. Osnovica AB jednakokrakog trougla povrxine 15 pripada pravoj
x − 2y + 20 = 0, a vrh mu je taqka C(1, 8). Odrediti jednaqine pravih
kojima pripadaju kraci tog trougla.

2. Dokazati nejednakost

sin 26◦ · sin 58◦ · sin 74◦ · sin 82◦ · sin 86◦ · sin 88◦ · sin 89◦ >
45

√
2

64π
.

3. Odrediti cifru jedinica i cifru desetica broja 163
2013

.

4. Koja je najmaǌa povrxina pravougaonog lista papira, koji se moжe
saviti tako da se prekrije celokupna povrxina tetraedra kod koga su
sve ivice duжine 1?

5. Dva igraqa, Aca i Branko, igraju slede�u igru:

• Prvo Aca bira prirodan broj m > 2 koji nije deǉiv sa 3;
• Zatim Branko bira prirodan broj n;
• Onda Aca na tabli dimenzija m× n iseca jedno poǉe;
• Zatim Branko stavǉa na tu tablu trimino figure (figure se mogu
okretati) koje se ne mogu preklapati.

Igru dobija Branko ako moжe pokriti celu tablu trimino figurama,
a u protivnom dobija Aca. Ko od ǌih ima dobitnu strategiju?
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Qetvrti razred – B kategorija

1. Dati su kompleksni brojevi

a = (i+ 1) · (i + 2) · . . . · (i+ 2013) i b = (i− 1) · (i− 2) · . . . · (i− 2013).

Uporediti module ovih brojeva.

2. Odrediti ostatak pri deǉeǌu polinoma

x2013 + x2010 + . . .+ x3 + 8

polinomom x2 − x+ 1.

3. Odrediti sve qetvorocifrene brojeve n = abcd takve da je
2n

3
qetvorocifren broj qije su cifre hiǉada, stotina, desetica i je-
dinica redom b+ 1, a+ 1, d+ 1 i c+ 1.

4. Neka je H ortocentar oxtrouglog trougla ABC, a B1 i C1 redom
podnoжja visina iz temena B i C. Prava ℓ, koja sadrжi H i paralelna
je sa B1C1, seqe pravu BC u taqki K i kruжnicu opisanu oko trougla
HB1C1 u taqki L (L 6= H). Kruжnice opisane oko trouglova HB1C1 i
ABC se seku u taqkama A i D. Ako prava AH seqe kruжnicu opisanu
oko trougla ABC u taqki E (E 6= A), dokazati da taqke D,E,K,L leжe
na istoj kruжnici.

5. Za date prirodne brojeve n i k, koliko ima ure�enih k-torki
skupova (A1, A2, . . . , Ak) takvih da je

A1 ⊆ A2 ⊆ . . . ⊆ Ak ⊆ {1, 2, . . . , n}?
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REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.01.2013.

Prvi razred - A kategorija

1. Neka je O sredixte strani-
ce BC i k kruжnica sa preqni-
kom BC. Kako je AO > AD =
BC/2, to se taqka A ne nalazi
unutar kruжnice k. Dakle, kru-
жnica k seqe duж AO u taqki
A′ (mogu�e je A = A′), pa je
∢BA′O = ∢ABA′+∢BAA′>∢BAA′

i ∢CA′O = ∢ACA′ + ∢CAA′ >

∢CAA′.

B C

A

A′

O

Op2013 1A 1

Sabiraǌem ovih nejednakosti dobijamo 90◦ = ∢BA′C > ∢BAC, xto je
i trebalo dokazati. (Tangenta 69, str. 33, zad. 3)

2. Neka je P (x) = x2011+1. Tada je P (x) = (x+1)·(x2010−x2009+. . .−x+1).
Zato, odredimo ostatak pri deǉeǌu polinoma

Q(x) = x2010 − x2009 + . . .− x+ 1

sa x+ 1. Kako je Q(−1) = 2011, to je po Bezuovom stavu Q(x) = (x+ 1) ·
R(x) + 2011, a samim tim

P (x) = (x+ 1) · ((x + 1) · R(x) + 2011) = (x+ 1)2 ·R(x) + 2011(x+ 1),

pa je traжeni ostatak jednak 2011x+2011. (Tangenta 67, str. 4, M1014)

3. Dokaжimo da takav prirodan broj n ne postoji. Pretpostavimo
suprotno. Neka je a ∈ N najve�i eksponent broja 2 koji deli n!, tj.
2a | n!, 2a+1 ∤ n!, a b najve�i eksponent broja 5 koji deli n!, tj. 5b | n!,
5b+1 ∤ n!. Na osnovu Leжandrove formule imamo

a =
[ n

21

]

+
[ n

22

]

+
[ n

23

]

+ . . . i b =
[ n

51

]

+
[ n

52

]

+
[ n

53

]

+ . . . ,

gde je sa [x] oznaqen ceo deo broja x. Kako po uslovu zadatka 10k | n!
i 10k+1 ∤ n!, to je k = min{a, b} = b. Dekadni zapis broja n!

10k
zavrxava

se nizom cifara 2012, te je on deǉiv sa 22, a nije deǉiv sa 23. Otuda
mora biti a− b = 2. Sada je

2 = a− b>
[n

2

]

−
[n

5

]

>
n− 1

2
− n

5
,

pa je n 6 8. Sa druge strane, broj n! ima bar 5 cifara, pa je n > 8.
Ovim smo dobili da je n = 8. Me�utim, kako je 8! = 40320 dolazimo do
kontradikcije.
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4. Neka je AD ∩ BC = {R}.
Iz zbira uglova trougla ABR za-
kǉuqujemo

180◦ = ∢ RAB + ∢ABR + ∢ARB

=120◦ + ∢ARB,

odnosno ∢ARB = 60◦. Kako
je ∢APC = ∢ARB, qetvorougao
ACRP je tetivan. Odatle je
∢PRA = ∢PCA = 60◦. Analogno,
∢QRB = ∢QDB = 60◦. Kako je
∢PRA + ∢ARB + ∢QRB = 180◦ to
su taqke P , R i Q kolinearne, xto
je i trebalo dokazati.

A B

R

C

P

D

Q

Op2013 1A 4

5. Primer na slici 1 pokazuje da je na tablu mogu�e postaviti 7
жetona.
Pretpostavimo da se na tablu moжe postaviti 8 жetona. Ako se u
svakom uglu table nalazi po jedan жeton, preostala 4 жetona se moraju
nalaziti u osenqenom delu slike 2. Me�utim, taj osenqeni deo se moжe
podeliti na tri dela (kao na slici 2), od kojih ni u jedan ne moжe
da stane vixe od jednog жetona. Kontradikcija! Ako u nekom uglu
nema жetona, onda neka podtablica dimenzije 6 × 7 (slika 3) sadrжi
barem 7 жetona. Dokaжimo da je to nemogu�e. Pretpostavimo da je
mogu�e. Tada u svakoj vrsti imamo bar po jedan жeton, a u jednoj od
ǌih (recimo W ) imamo dva, i to, prema uslovu zadatka, u krajǌim
poǉima. Neka je W1 ǌoj susedna vrsta, a W2 vrsta razliqita od W
susedna W1 (slika 3). U W1 жeton moжe da se nalazi samo u sredǌem
poǉu, ali tada u W2 nema mesta ni za jedan жeton, xto nije mogu�e.
Dakle, na tablu je mogu�e postaviti najvixe 7 жetona.

•
•

•
•

•
•

•

• •

• •

• •
•

W
W1

W2

Slika 1. Slika 2. Slika 3.
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Drugi razred - A kategorija

1. Neka je ∢ACN = ϕ i AB = 3a.
Tada je ∢ANC = 120◦ − ϕ. Pri-
menom sinusne teoreme na △ACN

dobijamo
AN

sinϕ
=

AC

sin(120◦ − ϕ)
, pa

je

3

2
=

sin(120◦ − ϕ)

sinϕ
=

√
3

2
· ctgϕ+

1

2
,

odnosno ctgϕ = 2/
√
3.

A B

C

N

M

ϕ

P
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Kako je 0 < ϕ < π/2, to je cosϕ = 2/
√
7 i sinϕ =

√
3/

√
7. Kako je

∢MBC = ϕ, to je ∢MPC = ∢PCB+∢PBC = 60◦, pa je ∢CMP = 120◦−ϕ.

Sada, primenom sinusne teoreme na △MPC dobijamo
CP

sin(120◦ − ϕ)
=

CM

sin 60◦
, pa je

CP = 2a ·
(

cosϕ+
sinϕ√

3

)

=
6a√
7
= AC · cosϕ,

odnosno ∢APC = 90◦. (Tangenta 67, str. 5, M1019)

2. Neka ω ∈ C ima osobinu da je skup S = {ωn |n ∈ N} konaqan. Kako
vaжi |ωn| = |ω|n, to za |ω| > 1 imamo |ω| < |ω2| < |ω3| < . . . < |ωn| < . . . ,
odnosno skup S nije konaqan. Sliqno, ako je 0 < |ω| < 1 imamo |ω| >
|ω2| > |ω3| > . . . > |ωn| > . . . , pa ni u ovom sluqaju skup S nije konaqan.
Dakle, ako je S konaqan skup, onda je |ω| = 1 ili ω = 0.
Pretpostavimo da broj z ∈ C\{0} sa navedenom osobinom postoji. Tada
na osnovu prethodnog dela rexeǌa imamo |z− i| = 1 ili z− i = 0, kao i
|z+ i| = 1 ili z+ i = 0. Kako z = i i z = −i ne zadovoǉavaju ove uslove,
to je |z − i| = |z + i| = 1. Neka je z = x+ yi, x, y ∈ R, rexeǌe posledǌeg
sistema jednaqina. Tada je x2 + (y − 1)2 = x2 + (y + 1)2 = 1, pa je y = 0
i x = 0, odnosno z = 0. Dakle, broj z ∈ C \ {0} sa navedenom osobinom
ne postoji.

3. Kako je x2+x+1 =
(
x+ 1

2

)2
+ 3

4 > 0, to je data nejednakost ekvivalenta
sa

−3x2 − 3x− 3 < f(x) < 3x2 + 3x+ 3.

Leva nejednakost je ekvivalentna sa 4x2 +(a+4)x+4 > 0, koja vaжi za
svako x ∈ R ako i samo ako je D1 = (a+4)2−64 < 0, odnosno −12 < a < 4.
Desna nejednakost je ekvivalentna sa 2x2+(2−a)x+2 > 0, koja vaжi za
svako x ∈ R ako i samo ako je D2 = (2− a)2− 16 < 0, odnosno −2 < a < 6.
Dakle, rexeǌa zadatka qine interval (−2, 4). (Tangenta 66, str. 17,
M992)
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4. Dokaza�emo da za proizvoǉnu taqku A1 ∈ kA postoje taqke B1 ∈ kB
i C1 ∈ kC takve da je trougao A1B1C1 sliqan, ali ne i podudaran, sa
trouglom ABC.

Neka je O centar opisane
kruжnice trougla ABC, a A1

proizvoǉna taqka kruжnice kA.
Konstruiximo na kruжnicama kB
i kC , redom, taqke B1 i C1, takve
da su ∢OBB1 i ∢OCC1 jednaki
i iste orijentacije kao ∢OAA1

(ovakve taqke postoje i jedin-
stveno su odre�ene). Kako je
OA = OB, ∢OAA1 = ∢OBB1 i
AA1 = BB1, to su trouglovi OAA1

i OBB1 podudarni.

A B

C

O
A1

C1

B1

Op2013 2A 4

Odavde je OA1 = OB1 i ∢A1OB1 = ∢AOB, pa su trouglovi ABO i
A1B1O sliqni. Zato je A1B1

AB
= OA1

OA
. Analogno, B1C1

BC
= OB1

OB
i C1A1

CA
=

OC1

OC
. Iz posledǌe tri jednakosti, imaju�i na umu da je OA1 = OB1 =

OC1 i OA = OB = OC, dobijamo A1B1

AB
= B1C1

BC
= C1A1

CA
, pa su trouglovi

A1B1C1 i ABC sliqni. Ukoliko je OA1 6= OA ovi trouglovi ne�e
biti podudarni. Kako ovakvih odabira taqke A1 ∈ kA ima beskonaqno
mnogo, to i traжenih odabira ima tako�e beskonaqno mnogo.

5. Poǉe table u i-tom redu i j-toj koloni oznaqi�emo sa (i, j).
Ako je slon na poǉu (1,1), oqigledno pobe�uje igraq koji nije na potezu
– obeleжimo to poǉe sa 2. Za svako drugo poǉe (i, j) uradimo slede�e:

• Ako je bar jedno poǉe na koje slon moжe da do�e sa poǉa (i, j) u
jednom potezu obeleжeno sa 2, obeleжimo poǉe (i, j) sa 1;

• Ako su sva poǉa na koja slon moжe da do�e sa poǉa (i, j) u jednom
potezu obeleжena sa 1, obeleжimo poǉe (i, j) sa 2.

Obeleжavaǌem poǉa na ovaj naqin dobijamo da u svakom trenutku
vaжi: ukoliko se slon nalazi na poǉu obeleжenom sa 1 pobe�uje igraq
koji je na potezu, a u suprotnom gubi.
Poxtovaǌem prethodnog algoritma, dobijamo da su poǉa obeleжena
kao na slici. Kako je doǌe desno poǉe obeleжeno sa 2, zakǉuqujemo
da drugi igraq ima pobedniqku strategiju.

2 1 2 1 2 1 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 2 1 2 1 2
1 1 2 1 1 1 1 1
2 1 1 1 2 1 2 1
1 1 2 1 1 1 1 1
2 1 1 1 2 1 1 2
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Tre�i razred - A kategorija

1. Kako za w ∈ C vaжi |w|2 = w · w, imamo

2011∑

k=1

|z − zk|2 =

2011∑

k=1

(z − zk)(z − zk) =

2011∑

k=1

(z − zk)(z − zk)

=

2011∑

k=1

(zz + zkzk − zzk − zzk) =

2011∑

k=1

(|z|2 + 1− zzk − zzk)

=2011(|z|2 + 1)− z

2011∑

k=1

zk − z

2011∑

k=1

zk

=2011(|z|2 + 1).

(Tangenta 65, str. 19, M968)

2. Neka su α1,α2,α3 nule polinoma A(x) = ax3 + bx + c, β1, β2, β3 nule
polinoma B(x) = bx3+cx+a i γ1, γ2, γ3 nule polinoma C(x) = cx3+ax+b.
Na osnovu Vijetovih formula za polinom A(x) imamo

α2
1 + α2

2 + α2
3 = (α1 + α2 + α3)

2 − 2(α1α2 + α2α3 + α3α1) = −2b/a. (1)

Analogno,

β2
1 + β2

2 + β2
3 = −2c/b, γ2

1 + γ2
2 + γ2

3 = −2a/c. (2)

Pretpostavimo da su brojevi αi, βi, γi ∈ R, za 16i63. Tada iz (1) i (2)
imamo −2b/a> 0, −2c/b> 0 i −2a/c> 0. Mnoжeǌem ovih nejednakosti
dobijamo −8 = (−2b/a) (−2c/b) (−2a/c)> 0, xto je oqigledna kontradik-
cija. Ovim smo dokazali da polinom P (x) nema svih 9 realnih nula.
Kako je on polinom sa realnim koeficijentima, to je broj ǌegovih
nula koje su iz C \ R paran. Otuda dobijamo da P (x) ne moжe imati
vixe od 7 realnih nula. Odredimo sada primer polinoma P (x) koji
ima taqno 7 realnih nula. Posmatrajmo ure�ene trojke (a, b, c) za koje
vaжi a + b + c = 0. Tada je A(1) = 0, pa je A(x) = (x − 1)A1(x), gde je
A1(x) = ax2 + ax − c. Zato polinom A(x) ima tri realne nule ako i
samo ako je a2 + 4ac> 0. Analogno, polinom B(x) ima tri realne nule
ako i samo ako je b2 + 4ba > 0. Za a = 1, b = −4 i c = 3 oqigledno su
zadovoǉene posledǌe dve nejednakosti. To nam garantuje da polinomi
A(x) i B(x) imaju po tri realne nule. Polinom C(x) ima nulu x = 1.
Dakle, odabirom a = 1, b = −4 i c = 3 polinom P (x) ima 7 realnih
nula.

Drugo rexeǌe. Polinom Q(x) = x3 + px+ q, p, q ∈ R ima sve tri realne

nule ako i samo ako je ǌegova diskriminanta D =
q2

4
+

p3

27
nepozi-

tivna. Pretpostavimo da polinom P (x) ima 9 realnih nula. Tada bi
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vaжilo
c2

4a2
+

b3

27a3
6 0,

a2

4b2
+

c3

27b3
6 0 i

b2

4c2
+

a3

27c3
6 0. Da bi navedene

nejednakosti vaжile nuжno je da vaжi
b

a
,
c

b
,
a

c
6 0. Me�utim, tada je

1 =
b

a
· c
b
· a
c
6 0, kontradikcija. Ukoliko odaberemo brojeve a, b i c

tako da su zadovoǉene nejednakosti
c2

4a2
+

b3

27a3
6 0,

a2

4b2
+

c3

27b3
6 0, onda

�e polinom P (x) imati 7 realnih nula (nejednakosti obezbe�uju da
polinom ima bar 6 realnih nula, ali poxto je neparnog stepena i ima
realne koeficijente, onda on ima neparno mnogo realnih nula). Jedan
takav odabir je a = 1, c = 3 i b = −4. Ovim smo dokazali da polinom
P (x) moжe imati najvixe 7 realnih nula.

3. Koristi�emo slede�e tvr�eǌe.

Lema. Za proizvoǉan nenegativan ceo broj a nejednaqina

a < 2b − 2b

ima beskonaqno mnogo rexeǌa u skupu prirodnih brojeva.
Dokaz. Dokaжimo da za a> 0 vaжi

a < 2a+3 − 2(a+ 3), (∗)

tj. da je jedno rexeǌe date nejednaqine b = a + 3. Dokaz izvodimo
principom matematiqke indukcije. Tvr�eǌe trivijalno vaжi za a = 0.
Zato, pretpostavimo da tvr�eǌe vaжi za a i dokaжimo da vaжi i za
a+ 1. Tada je

2a+4 = 2 · 2a+3 > 2(3a+ 6) > 3a+ 9,

qime je tvr�eǌe (∗) dokazano.
Kako je za b> 3 ispuǌeno 2b − 2b < 2b+1 − 2(b+ 1), to je i svako b> a+ 3
rexeǌa date nejednaqine, pa nejednaqina zaista ima beskonaqno mnogo
rexeǌa. ✷

Ukoliko broj k ima prost delilac ve�i od 7, onda on mora da deli
i P (n), pa je P (n) = 0, kontradikcija. Dakle, za sve brojeve k koji
imaju bar jedan prost delilac ve�i od 7, data jednaqina nema rexeǌa.
Dokaza�emo da za sve ostale vrednosti prirodnog broja k posmatrana
jednaqina ima beskonaqno mnogo rexeǌa. Zapiximo broj k u obliku
k = 2α · 3β · 5γ · 7δ, gde su α, β, γ, δ ∈ N0 (N0 = N ∪ {0}). Posmatrajmo
broj n koji u dekadnom zapisu ima i jedinica, α + j dvojki, β trojki,
γ petica i δ sedmica. Za ovako izabran broj n je

P (n)

S(n)
= k ⇔ 1i · 2α+j · 3β · 5γ · 7δ

i+ 2(α+ j) + 3β + 5γ + 7δ
= 2α · 3β · 5γ · 7δ

⇔ i+ 2α+ 3β + 5γ + 7δ = 2j − 2j.
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Po Lemi, nejednaqina 2α+3β+5γ +7δ < 2j − 2j ima beskonaqno mnogo
rexeǌa (po j), pa postoji i beskonaqno mnogo ure�enih parova priro-
dnih brojeva (i, j) za koje vaжi

i + 2α+ 3β + 5γ + 7δ = 2j − 2j.

Svaki od ovih ure�enih parova odre�uje jedan broj n koji je rexeǌe
poqetne jednaqine. Zato, ako broj k nema prost delilac ve�i od 7,
posmatrana jednaqina ima beskonaqno mnogo rexeǌa.

4. Tvr�eǌe �emo dokazata primenom Menelajeve teoreme, tj. dokaza-
�emo da vaжi

AB1

CB1
· BC1

AC1
· CA1

BA1
= 1.

Neka je MA = x, MB = y, MC = z.
Razmotrimo poloжaj taqke A1 u
odnosu na poloжaj taqke M . Uko-
liko se taqka M nalazi unutar
△ABC taqka A1 se nalazi na duжi
BC ako i samo ako je bar jedan
od uglova AMB i AMC oxtar, a
ako se taqka M nalazi van △ABC
taqka A1 se nalazi na duжi BC
ako i samo ako je bar jedan od
uglova AMB i AMC tup.

A B

C

M

C1

B1
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Zato, od taqaka A1, B1, C1 se ili taqno dve ili nijedna nalaze na
stranicama trougla ABC. Pretpostavimo da se taqke A1 i C1 nalaze
na stranicama trougla ABC, jer se ostali sluqajevi sliqno rexavaju.

Primenom sinusne teoreme je

BC1

AC1
=

BC1/MC1

AC1/MC1
=
sin(∢AMB + ∢AMC − 90◦)/ sin∢MBA

sin(90◦ − ∢AMC)/ sin∢MAB

=
sin(∢AMB + ∢AMC − 90◦)

sin(90◦ − ∢AMC)
· sin∢MAB

sin∢MBA

=
sin(∢AMB + ∢AMC − 90◦)

sin(90◦ − ∢AMC)
· y
x
.

Analogno,

CA1

BA1
=

sin(90◦ − ∢AMC)

sin(∢AMC + ∢BMC − 90◦)
· z
y
.
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Vode�i raquna o raporedu imamo i

AB1

CB1
=

AB1/MB1

CB1/MB1
=
sin(∢AMB − 90◦)/ sin(∢180◦ − ∢CAM)

sin(∢AMB + ∢AMC − 90◦)/ sin∢ACM

=
sin(∢AMB − 90◦)

sin(∢AMB + ∢AMC − 90◦)
· sin∢ACM

sin∢CAM

=
sin(∢AMB − 90◦)

sin(∢AMB + ∢AMC − 90◦)
· x
z
.

Kako je ∢AMB + ∢BMC − 90◦ + ∢AMB − 90◦ = 180◦, to je

sin(∢AMB + ∢BMC − 90◦) = sin(∢AMB − 90◦),

pa traжena jednakost sledi mnoжeǌem dobijenih izraza. (Tangenta
64, str. 15, M962)

5. Primetimo da je mogu�e izabrati n+1 podskup sa traжenom osobi-
nom – dovoǉno je odabrati sve podskupove skupa Nn koji sadrжe n − 1
elemenata i skup Nn.

Pretpostavimo da je izdvojeno n+2 podskupova sa traжenom osobinom.
Tada bar n + 1 od ǌih nisu jednaki celom skupu Nn. Zato, prema
Dirihleovom principu postoji k ∈ Nn koji se ne nalazi u barem dva
od ǌih, pa ǌihova unija nije jednaka Nn. Kontradikcija.

Dakle, moжe se izabrati najvixe n+ 1 skup sa traжenom osobinom.

Qetvrti razred - A kategorija

1. Domen date funkcije je R\{a1, a2 . . . , an}. Kako je limx→a
±

i

f(x) = ±∞,

funkcija ima vertikalnu asimptotu u svakoj taqki ai, 16i6n. Tako�e
je i limx→±∞ f(x) = 0. Kako je izvod date funkcije (na domenu) jednak
f ′(x) = −∑n

i=1
1

(x−ai)2
< 0, to je f opadaju�a na svakom od intervala

(ai, ai+1), 16 i 6 n− 1, pa po Bolcano-Koxijevoj teoremi na svakom od
ovih intervala ima taqno jednu nulu. Kako za x < a1 vaжi f(x) < 0, a
za x > an vaжi f(x) > 0, to f ima taqno n− 1 nulu. (Tangenta 67, str.
6, M1035)

2. Neka je

(
n+ 2

n+ 3

)n

= c. Kako za 3 6 k < n+ 2 vaжi
k

k + 1
<

n+ 2

n+ 3
, to

je

(
k

k + 1

)n

< c. Sada za 36 k < n+ 2 vaжi

(
k

n+ 3

)n

=

(
k

k + 1

)n

·
(
k + 1

k + 2

)n

· . . . ·
(
n+ 2

n+ 3

)n

< cn−k+3,
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pa je

(n+ 3)n = 3n + 4n + . . .+ (n+ 2)n < (cn + cn−1 + . . .+ c) · (n+ 3)n

=
c · (1− cn)

1− c
· (n+ 3)n

<
c

1− c
· (n+ 3)n.

Dakle c >
1

2
, odnosno

(
n+ 3

n+ 2

)n

< 2. Neka je n > 3. Po binomnoj

formuli vaжi
(
n+ 3

n+ 2

)n

=

(

1 +
1

n+ 2

)n

> 1 +
n

n+ 2
+

(
n

2

)

· 1

(n+ 2)2
= S,

pa je prema prethodnom 2 > S. Posle sre�ivaǌa, ovo je ekvivalentno
sa n6 6.
Kako je 32 + 42 = 52 i 33 + 43 + 53 = 63, to su n = 2 i n = 3 rexeǌa
date jednaqine. Tako�e, 34 +44 +54 +64 6= 74 (jer je 34 +44 +55 +64 ≡ 2
(mod 3), a 74 ≡ 1 (mod 3)), 35 + 45 + 55 + 65 + 75 6= 85 (jer je 35 + 45 +
55 + 65 + 75 neparan, a 85 paran) i 36 + 46 + 56 + 66 + 76 + 86 6= 96 (jer je
36 + 46 + 56 + 66 + 76 + 86 ≡ 3 (mod 4), a 96 ≡ 1 (mod 4)), pa su n = 2 i
n = 3 jedina rexeǌa date jednaqine.

3. Za n > 2013 me�u datim brojevima, po Dirihleovom principu, dva
daju isti ostatak pri deǉeǌu sa 2013, dok za n = a = 2 nema bro-
jeva koji daju isti ostatak. Zato postoji najve�i broj n sa navede-
nom osobinom. Dokaжimo da za proizvoǉan ceo broj a vaжi a61 ≡ a
(mod 2013), odnosno a61 ≡ a (mod 3), a61 ≡ a (mod 11) i a61 ≡ a (mod 61).
Ako je (3, a) = 1, po Maloj Fermaovoj teoremi vaжi a2 ≡ 1 (mod 3), pa je
a60 ≡ (a2)30 ≡ 1 (mod 3), a time i a61 ≡ a (mod 3). Posledǌa jednakost
oqigledno vaжi za brojeve a koji su deǉivi sa 3. Sliqno prethod-
nom, ako je (11, a) = 1, po Maloj Fermaovoj teoremi imamo a10 ≡ 1
(mod 11), pa je a61 ≡ (a10)6 · a ≡ a61 (mod 11). Ukoliko 11 | a, oqito
vaжi a61 ≡ a (mod 11). Napokon, na osnovu posledice Male Fermaove
teoreme, vaжi a61 ≡ a (mod 61). Dakle, a61 ≡ a (mod 2013) za svaki
ceo broj a, pa je n < 61. Dokaжimo da je najve�a mogu�a vrednost
broja n jednaka 60. Dovoǉno je dokazati da brojevi 2, 22, 23, . . . , 260

daju razliqite ostatke pri deǉeǌu sa 2013. Neka je sa rp(k) oz-
naqen poredak broja a po modulu p. Za r61(2) vaжi r61(2) | 60, odnosno
r61(2) ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60}. Kako je 230 ≡ −1 (mod 61), to

je r61(2) 6= 30. Ako r61(2) | 30, onda 1 ≡ (2r61(2))
30

r61(2) ≡ 230 (mod 61),
kontradikcija. Zato je r61(2) ∈ {4, 12, 15, 60}. Kako je jox i 24 ≡ 16
(mod 61), 212 ≡ 210 ≡ 48 · 4 ≡ 9 (mod 61), 215 ≡ 212 · 8 ≡ 72 (mod 61), to je
r61(2) = 60. Pretpostavimo da me�u brojevima 2, 22, 23,. . . , 260 postoje
neka dva koja daju isti ostatak pri deǉeǌu sa 2013. Tada 2x ≡2013 2y,
za neke 1 6 x < y 6 60. Me�utim, onda je 1 ≡ 2y−x (mod 61), pa vaжi
60 = r61(2) | y − x. Me�utim, 0 < y − x < 60, kontradikcija.
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Na ovaj naqin smo dokazali da je najve�a mogu�a vrednost broja n
jednaka 60.

4. Neka je AB = c, BC = a, CA = b
i ∢BAC = α. Primetimo da je
N taqka preseka simetrale ∢BAC
i opisane kruжnice trougla ABC.
Samim tim, ∢BAE = ∢NAC, a
kako je i ∢ABE = ∢ANC, to je

△ABE ∼ △ANC, pa je
AE

c
=

b

AN
,

odnosno AE · AN = bc.
Neka je C′ taqka dodira prave AB
i kruжnice upisane u △ABC, a C′′

taqka dodira prave AB i spoǉa
pripisane kruжnice naspram A.

A

B C
S

Sa

NC′′

E

Op2013 4A 4

Tada je AS =
AC′

cos (α/2)
i ASa =

AC′′

cos (α/2)
, pa kako je AC′ =

b+ c− a

2
,

AC′′ =
a+ b+ c

2
i cosα =

b2 + c2 − a2

2bc
, to je

AS ·ASa =
(b + c− a) · (a+ b+ c)

4 · cos2(α/2) =
(b+ c)2 − a2

2 · (cosα+ 1)
= bc,

xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 68, str. 9, M1037)

5. Dokaza�emo da za svako m ∈ N vaжi Lm = Mm−3 +Mm−1, tj. da ne
postoji m sa traжenom osobinom.
Za svako S ⊆ Nm, koji brojimo u Lm, imamo dve mogu�nosti:
1◦ m 6∈ S. Tada je S ⊆ Nm−1, pri qemu S ne sadrжi dva uzastopna
prirodna broja. Samim tim, ovakvih skupova S ima Mm−1.
2◦ m ∈ S. Tada se u skupu S ne mogu nalaziti brojevi 1 i m−1, pa vaжi
S \ {m} ⊆ Nm−2 \ {1}, pri qemu S ne sadrжi dva uzastopna prirodna
broja. Samim tim, ovakvih skupova S ima Mm−3.
Iz 1◦ i 2◦ zakǉuqujemo da je zaista Lm = Mm−3 +Mm−1.

Prvi razred - B kategorija

1. Prirodan broj n moжe biti oblika 3k, 3k − 1 ili 3k − 2, za neki
prirodan broj k. Ako je n = 3k, tada je n2+1 = 9k2+1, xto nije deǉivo
sa 3. Ako je n = 3k − 1, tada je n2 + 1 = (3k − 1)2 + 1 = 3(3k2 − 2k) + 2,
xto nije deǉivo sa 3. Ako je n = 3k− 2, tada je n2 + 1 = (3k− 2)2 + 1 =
3(3k2 − 4k + 1) + 2, xto tako�e nije deǉivo sa 3. Ovim je dokaz u
potpunosti zavrxen. (Tangenta 69, str. 28, zad. 5)

2. Neka je p prvo, a q drugo postavǉeno pitaǌe, i neka su sa τ(p) i τ(q)
oznaqene istinitosne vrednosti odgovora na ova pitaǌa. Razmotrimo
slede�e sluqajeve:
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1) Obe osobe su vile. Tada je τ(p) = ⊥ i τ(q) = ⊥.
2) Obe osobe su vextice. Tada je τ(p) = ⊥ i τ(q) = ⊤.
3) Osoba A je vila, a osoba B vextica. Tada je τ(p) = ⊥ i τ(q) = ⊤.
4) Osoba A je vextica, a osoba B vila. Tada je τ(p) = ⊤ i τ(q) = ⊥.
Dakle, da bi brodolomnik sa sigurnox�u mogao da odredi koja osoba
kojoj vrsti pripada, na prvo pitaǌe odgovor mora biti DA (tada je
osoba A vextica, a osoba B vila). Ako je na prvo pitaǌe odgovor bio
NE, a brodolomnik posle drugog pitaǌa moжe odrediti kojoj vrsti
koja osoba pripada, odgovor na drugo pitaǌe je NE, odnosno obe osobe
su vile.

3. Dokaжimo da je funkcija f 1-1. Neka je f(a) = f(b). Ako je a, b6−2,

tada je −a−1 = −b−1, pa je a = b. Ako je a, b > −2, tada je
a− 3

a+ 2
=

b− 3

b+ 2
,

odnosno ab− 3b+ 2a− 6 = (a− 3)(b+ 2) = (b− 3)(a+ 2) = ba− 3a+ 2b− 6,

tj. a = b. Ako je a 6 −2 i b > −2, tada je −a − 1 =
b− 3

b+ 2
, odnosno

b − 3 = (−a − 1)(b + 2) = −ab − b − 2a − 2, tj. 0 = ab + 2a + 2b − 1 =
a(b+ 2) + 2(b+ 2)− 5 = (a+ 2)(b+ 2)− 5. Me�utim, a+ 26 0 i b+ 2 > 0,
pa je (a + 2)(b + 2) − 5 < −5, odnosno ovaj sluqaj nije mogu�. Sliqno
dokazujemo i da sluqaj a > −2 i b 6 −2 nije mogu�. Dakle, ako je
f(a) = f(b) tada je a = b, pa je f 1-1.
Dokaжimo da je funkija f na. Ako je b > 1, tada je −b − 1 6 2, pa je
f(−b − 1) = −(−b − 1) − 1 = b. Ako je b < 1 odredimo a > −2 tako da

je f(a) = b, tj.
a− 3

a+ 2
= b. Posledǌe je ekvivalentno sa

a+ 2− 5

a+ 2
=

1− 5

a+ 2
= b, odnosno a =

5

1− b
− 2 =

3 + 2b

1− b
> −2. Dakle, za svako b ∈ R

postoji a ∈ R tako da je f(a) = b, pa je f na.
Iz prethodnog zakǉuqujemo da je f bijekcija i da je

f−1(x) =







−x− 1, x> 1

3 + 2x

1− x
, x < 1.

(Tangenta 65, str. 36, zad. 4)

4. Kako je DB = CE, to je
DC = DB + BC = CE + BC = EB.
Trougao ABC je jednakokraki, pa
je ∢ABC = ∢ACB. Kako je DC =
EB, ∢BGE = ∢CFD = 90◦ i
∢EBG = ∢DCF , to je △BGE ∼=
△CFD. Samim tim, FC = GB, pa
je i

AG = AB −GB = AC − FC = AF,

tj. △AGF je jednakokraki.

A

B C

FG

D E

Op2013 1B4
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Sada je

180◦ = ∢AGF + ∢AFG+ ∢GAF = 2 · ∢AGF + ∢BAC,

180◦ = ∢ABC + ∢BCA+ ∢BAC = 2 · ∢ABC + ∢BAC,

pa je ∢AGF = ∢ABC, odnosno FG ‖ BC. (Tangenta 62, str. 36, zad. 5)

5. Dvocifreni brojevi deǉivi sa 13 su 13, 26, 39, 52, 65, 78, 91,
a deǉivi sa 7 su 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70, 77, 84, 91. Od
ovih brojeva jedino 78 sadrжi cifru 7 i ispuǌava uslove zadatka,
pa je C1 = 7 i C2 = 8. Kako je od ovih brojeva jedino broju 84 cifra
desetica 8, to je C3 = 4. Sada je C4 = 2 ili C4 = 9. Razmotrimo zato
slede�a dva sluqaja.
1◦ C4 = 2. Tada je C5 = 1 ili C5 = 6. Ako je C5 = 1, tada je C6 = 3.
Sada je C7 = 5 (jer ne moжe biti C7 = 9), pa je C8 = 6. Me�utim, tada
nije mogu�e izabrati C9. Neka je zato C5 = 6. Tada je C6 = 3 (jer
ne moжe biti C6 = 5), pa C7 moжe biti jednako 5 ili 9. Me�utim,
za C7 = 5 nije mogu�e izabrati C8, pa je C7 = 9 i samim tim C8 = 1.
Me�utim, u ovom sluqaju C9 nije mogu�e izabrati.
2◦ C4 = 9. Tada je C5 = 1, pa je C6 = 3 i C7 = 5. Sada je C8 = 2 ili
C8 = 6. Ako je C8 = 2, tada je C9 = 6. Ako je C8 = 6, tada C9 nije
mogu�e izabrati.
Dakle, jedino rexeǌe zadatka je broj 784913526.

Drugi razred - B kategorija

1. Neka je a =
3

√

23 +
√
513

4
i b =

3

√

23−
√
513

4
. Tada je a3 + b3 =

23

2
i

ab =
3

√

(23 +
√
513)(23−

√
513)

16
=

3

√

232 − 513

16
= 1.

Sada, kubiraǌem izraza 3x+ 1 = a+ b dobijamo

27x3 + 27x2 + 9x+ 1 = a3 + b3 + 3ab(a+ b) =
23

2
+ 3(3x+ 1) =

29

2
+ 9x,

pa je 2x3 + 2x2 + 1 = 2.

2. Data nejednaqina ekvivalentna je sa −1 < 20x − 20x2 < 1,
odnosno 20x2 − 20x − 1 < 0 i 20x2 − 20x + 1 > 0. Diskriminanta
prve nejednaqine jednaka je D1 = 480, a druge D2 = 320. Samim

tim rexeǌa prve nejednaqine qine skup
(

5−
√
30

10 , 5+
√
30

10

)

, a druge skup
(

−∞, 5−2
√
5

10

)

∪
(

5+2
√
5

10 ,+∞
)

. Dakle, rexeǌa date jednaqine qine skup
(

5−
√
30

10 , 5−2
√
5

10

)

∪
(

5+2
√
5

10 , 5+
√
30

10

)

. (Tangenta 66, str. 37, zad. 5)
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3. Neka je traжeni broj n. Po uslovu zadatka je n = 32 · 5 ·m. Ako je n
deǉiv nekim prostim brojem p 6∈ {3, 5}, tada n ima barem 12 razliqitih
delioca 1, 3, 5, 9, 15, 45 p, 3p, 5p, 9p, 15p, 45p. Dakle, n je oblika 3k · 5l, za
neko k > 2 i l > 1. Primetimo da su delioci broja n taqno brojevi
oblika 3a · 5b, za 0 6 a 6 k i 0 6 b 6 l, pa n ima (k + 1)(l + 1) delilaca.
Po uslovu zadatka je (k + 1)(l + 1) = 5 · 2, pa je k = 4 i l = 1, odnosno
n = 34 · 5 = 405. (Tangenta 68, str. 31, zad. 2)

4. Neko je Oa centar kruжnice
opisane oko △BMC. Tada je
∢BOaM = 2 · ∢BCM , a iz trougla
BMOa, 180◦ = 2·∢BMOa+∢BOaM .
Dakle,

∢BMOa = 90◦ − ∢BCM,

pa je ∢BMA = 180◦ − ∢BMOa =
90◦ + ∢BCM .

A

B C

M

Oa

Op2013 2B4

Analogno (posmatraǌem kruжnice opisane oko △AMC) dobijamo
∢AMB = 90◦ + ∢ACM , pa je ∢BCM = ∢ACM , tj. CM je simetrala
ugla BCA. Sliqno dokazujemo da su AM i BM simetrale uglova
BAC i ABC, redom, pa je M centar upisane kruжnice △ABC.

5. Trocifrenih brojeva qije su sve cifre neparne ima 53 = 125. Pri
tome svaka cifra se pojavǉuje po 25 puta kao cifra jedinica, 25 puta
kao cifra desetica i 25 puta kao cifra stotina u ovim brojevima, pa
je traжeni zbir jednak

25 · (1 + 3 + 5 + 7 + 9) · (1 + 10 + 100) = 69375.

(Tangenta 66, str. 38, zad. 1)

Tre�i razred - B kategorija

1. Primetimo najpre da je qetvorougao ABCD nekonveksan. U supro-
tnom je SA > AD =

√
2 i SB > DB = 3, xto je nemogu�e, jer je

SA+ SB = 2+
√
5 < 3 +

√
2.

Neka je AC ∩ BD = {O}. Kako su ABC i ADC jednakokraki trou-
glovi, to je BO ⊥ AC i O sredixte duжi AC (ABCD je deltoid). Iz
Pitagorine teoreme vaжi DO2 = AD2−AO2 = 1 i BO2 = AB2−AO2 = 4,

pa je povrxina qetvorougla ABCD jednaka
AC · BO

2
− AC ·DO

2
= 1.

Daǉe, primenom Pitagorine teoreme na trouglove SDA i SDB do-
bijamo SA2 = SD2 + DA2 i SB2 = SD2 + DB2. Sada je SA2 − SB2 =
DA2 −DB2 = 1, pa je

SA− SB =
1

2 +
√
5
=

√
5− 2.
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Posledǌa jednakost, zajedno sa SA + SB = 2 +
√
5, daje SA =

√
5 i

SB = 2. Dakle, SD =
√
SA2 −DA2 =

√
3, pa je zapremina piramide

√
3

3
.

(Tangenta 69, str. 12, M1066)

A C

B

D

O
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A

C

BD

S
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2. Determinante ovog sistema su

∆ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1
−1 −2 −2
3 2 b

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2− b, ∆x =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1
a −2 −2
4 2 b

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −ab+ 2a− 2b+ 4,

∆y =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1
−1 a −2
3 4 b

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −ab− 3a+ b− 2, ∆z =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1
−1 −2 a
3 2 4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= a.

Razmotrimo zato slede�e sluqajeve.

1◦ ∆ = 0, tj. b = 2. Tada je ∆x = 0, ∆y = −a, ∆z = a, pa imamo
slede�a dva podsluqaja.

1.1◦ a 6= 0. Jednaqina nema rexeǌa.

1.2◦ a = 0. U ovom sluqaju je ∆ = ∆x = ∆y = ∆z = 0, pa sistem
rexavamo Gausovim metodom eliminacije. Polazni sistem
je ekvivalentan sa

x+ y + z = 1,

−y − z = 1,

0 = 0.

Dakle, z je slobodna promenǉiva, tj. z = t za t ∈ R. Daǉe,
iz druge i prve jednaqine redom dobijamo y = −1− t i x = 2.
Skup rexeǌa jednaqine u ovom sluqaju je {(2,−1−t, t) | t ∈ R}.

2◦ ∆ 6= 0, tj. b 6= 2. U ovom sluqaju jednaqina ima jedin-

stveno rexeǌe, x =
∆x

∆
, y =

∆y

∆
, z =

∆z

∆
, odnosno (x, y, z) =

(

a+ 2,
ab− 3a+ b− 2

2− b
,

a

2− b

)

.
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(Tangenta 66, str. 17, M996)

3. Za n > 1 je 2n > 2, pa je 22
n − 4 = 4 · (22n−1 − 1), odnosno dati broj

je deǉiv sa 4. Tako�e, broj 22
n

= (22
n−1

)2 nije deǉiv sa 3, pa kako
je potpun kvadrat, daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3. Samim tim, dati
broj je deǉiv i sa 3, qime je dokaz zavrxen. (Tangenta 67, str. 27,
zad. 5)

4. Neka je ∢CAB = ϕ. Primenom kosinusne teoreme na △ADE, dobi-
jamo

cosϕ =
AD2 +AE2 − ED2

2 · AD · AE =
(21−m)2 +m2 −m2

2m · (21−m)
=

21−m

2m
.

Sada, primenom kosinusne teoreme na △ABC dobijamo

n2 = 332 + 212 − 2 · 33 · 21 · 21−m

2m
= 2223− 33 · 72 · 11

m
. (∗)

Kako je m < 21 (jer je EC < AC), to je m ∈ {3, 7, 9, 11}. Proverom ovih
vrednosti dobijamo da su jedina rexeǌa jednaqine (∗) m = 7, n = 12 i
m = 11, n = 30. Me�utim, za n = 12 je AC+BC = AB, xto nije mogu�e,
tako da je jedino rexeǌe zadatka m = 11, n = 30.

5. Primetimo da se dva lovca koja se nalaze u istoj vrsti ne napadaju.
Kako je lovaca 33, a vrsta 8, to se, po Dirihleovom principu, u barem
jednoj vrsti nalazi 5 lovaca. Dakle, dovoǉno je ukloniti preostalih
28 lovaca.

Qetvrti razred - B kategorija

1. Na intervalima (−∞, 0), (0, 2) i (2,+∞) funkcija je neprekidna,
tako da je dovoǉno odrediti brojeve a i b tako da funkcija bude
neprekidna u taqkama 0 i 2. Primetimo da je f(0) = 2b, f(2) = 4b2+4b i
limx→2+ f(x) = −1, pa zbog neprekidnosti u taqki 2 vaжi 4b2 +4b = −1,
odnosno b = −1/2. Samim tim, zbog neprekidnosti u taqki 0 je a 6= 0,
pa je

−1 = lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

sin(ax)

4x
= lim

x→0−

sin(ax)

ax
· a
4
=

a

4
,

odnosno a = −4. Dakle, (a, b) =

(

−4,−1

2

)

. (Tangenta 65, str. 19,

M973)

2. Uvedimo smenu t = x3. Tada je t2 − 2t + 4 = 0, pa je t1,2 = 1 ± i
√
3.

Zapiximo ove brojeve u trigonometrijskom obliku. Kako je |t1,2| = 2,
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to je

t1 =2 ·
(

1

2
+ i ·

√
3

2

)

= 2 ·
(

cos
π

3
+ i sin

π

3

)

,

t2 =2 ·
(

1

2
− i ·

√
3

2

)

= 2 ·
(

cos
5π

3
+ i sin

5π

3

)

,

pa je dovoǉno rexiti jednaqine

x3 = 2 ·
(

cos
π

3
+ i sin

π

3

)

i x3 = 2 ·
(

cos
5π

3
+ i sin

5π

3

)

.

Rexeǌa ovih jednaqina su

x1,2,3 =
3
√
2 ·
(

cos

(
π

9
+

2kπ

3

)

+ i sin

(
π

9
+

2kπ

3

))

, 06 k 6 2,

x4,5,6 =
3
√
2 ·
(

cos

(
5π

9
+

2kπ

3

)

+ i sin

(
5π

9
+

2kπ

3

))

, 06 k 6 2,

pa su rexeǌa polazne jednaqine xi, 1 6 i 6 6. (Tangenta 68, str. 28,
zad. 4)

3. Primetimo da vaжi

p = x4+4 = x4+4x2+4−4x2 = (x2+2)2−(2x)2 = (x2+2x+2) ·(x2−2x+2).

Kako je p prost broj, a x2 + 2x + 2 > 1, to je x2 − 2x + 2 = 1, odnosno
x = 1, a p = 5.

4. Principom matematiqke indukcije �emo dokazati da vaжi

(. . . ((2013 ⋆ 2013) ⋆ 2013) . . . ⋆ 2013) ⋆ 2013
︸ ︷︷ ︸

n

=
2013

n
.

Za n = 1 tvr�eǌe trivijalno vaжi. Pretpostavimo da tvr�eǌe vaжi
za n i dokaжimo da vaжi i za n+ 1. Imamo

(. . . (2013 ⋆ 2013) . . . ⋆ 2013) ⋆ 2013
︸ ︷︷ ︸

n+1

=(. . . (2013 ⋆ 2013) . . . ⋆ 2013)
︸ ︷︷ ︸

n

⋆ 2013

=
2013

n
⋆ 2013 =

2013
n

· 2013
2013
n

+ 2013
=

2013

n+ 1
.

Dakle, vrednost datog izraza jednaka je 1.

5. Iz Vijetovih formula za polinom p(x) dobijamo

x1 + x2 + x3 = 0,

x1x2 + x2x3 + x3x1 = −2,

x1x2x3 = −2010.
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Sada je

x2
1 + x2

2 + x2
3 = (x1 + x2 + x3)

2 − 2(x1x2 + x2x3 + x3x1) = 4,

x2
1x

2
2 + x2

2x
2
3 + x2

3x
2
1 = (x1x2 + x2x3 + x3x1)

2 − 2x1x2x3(x1 + x2 + x3) = 4,

x2
1x

2
2x

2
3 = (x1x2x3)

2 = 20102,

pa kako je iz Vijetovih formula za polinom q(x)

x2
1 + x2

2 + x2
3 = −a,

x2
1x

2
2 + x2

2x
2
3 + x2

3x
2
1 = b,

x2
1x

2
2x

2
3 = −c,

to je a = −4, b = 4 i c = −20102. (Tangenta 64, str. 39, zad. 8)
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REXEǋA ZADATAKA OKRUЖNOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 9.02.2013.

Prvi razred - A kategorija

1. Neka su date kruжnice k, sa centrom O i polupreqnikom R, i k′, sa
centrom O′ i polupreqnikom r, gde je R> r.
Analiza. Neka zajedniqka spoǉaxǌa tangenta t1 dodiruje kruжnice
k i k′ u taqkama A1 i A′

1, redom. Izaberimo taqku B1 na duжi A1O
tako da je A1B1 = A′

1O
′ (tada je OB1 = R − r). Kako je A1O ‖ A′

1O
′ i

A1B1 = A′
1O

′, A1A
′
1O

′B1 je pravougaonik, pa je ∢OB1O
′ = 90◦.

Neka zajedniqka unutraxǌa tangenta t2 dodiruje kruжnice k i k′ u
taqkama A2 i A′

2, redom. Izaberimo taqku B2 na pravoj A2O tako da je
A2B2 = A′

2O
′ i da vaжi raspored O−A2−B2 (tada je OB2 = R+r). Kako

je A2O ‖ A′
2O

′ i A2B2 = A′
2O

′, qetvorougao A2A
′
2O

′B2 je pravougaonik,
pa je ∢OB2O

′ = 90◦.
Konstrukcija. Konstruiximo kruжnicu l nad preqnikom OO′. Kon-
stuiximo kruжnice l1 i l2 sa centrom O i polupreqnicima R−r i R+r,
redom. Neka su B1 i B′

1 taqke preseka kruжnica l i l1, a B2 i B′
2 taqke

preseka kruжnica l i l2. Neka su A1, C1, A2, C2 preseci polupravih
OB1, OB′

1, OB2, OB′
2 sa kruжnicom k, redom. Konstruiximo prave ti

i t′i, i ∈ {1, 2}, tako da je ti ⊥ AiO i t′i ⊥ CiO. Prave t1, t2, t′1 i t′2 su
zajedniqke tangente kruжnica k1 i k2.
Dokaz. Izvodi se sliqno kao analiza.
Diskusija. Ukoliko je jedna kruжnica unutar druge, tj. OO′ < R− r,
zadatak nema rexeǌa, a inaqe postoje taqno qetiri zajedniqke tan-
gente ovih kruжnica.
(Tangenta br. 67, str. 4, M1012)

O O′

B1

A1

A′

1

Ok2013 1A 1a

O O′

B2

A2

A′

2

Ok 2013 1A 1b

2. Zadatak �emo rexiti indukcijom po broju n. Za n = 2 numeriximo
pobedniqku ekipu brojem 1, a onu koja je izgubila u me�usobnom du-
elu brojem 2. Pretpostavimo zato da tvr�eǌe vaжi za proizvoǉnih
n> 2 ekipa i dokaжimo da odatle sledi i za n + 1 ekipa. Odaberimo
proizvoǉnu ekipu X me�u tih n+1 i numeriximo preostalih n prema
induktivnoj pretpostavci brojevima od 1 do n. Ako je ekipa X izgu-
bila sve meqeve moжemo je numerisati brojem n+1 i za ovih n+1 ekipa
�e vaжiti uslovi zadatka. Pretpostavimo zato da je ekipa X pobe-
dila bar jednom i neka je j broj kojim je numerisan tim sa najmaǌim
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indeksom me�u onima koji su izgubili od ove ekipe. Sada, timove koji
su bili numerisani brojevima j do n, numeriximo brojevima j + 1 do
n+1, redom, ekipama numerisanim od 1 do j−1 (ako je j > 1) zadrжimo
numeraciju, a ekipu X numeriximo sa j. Kako je ekipa numerisana sa
j − 1 (ako je j > 1) pobedila ekipu X, uslovi zadatka su ispuǌeni i
dokaz je zavrxen. (Tangenta 67, str. 5, M1018)

3. Pretpostavimo prvo da je x > 7. Tada leva strana jednaqine daje
ostatak 6 pri deǉeǌu sa 7. Me�utim, kako kvadrat nijednog prirodnog
broja ne daje ostatak 6 pri deǉeǌu sa 7 (mogu�i ostaci su: 02 = 0,
(±1)2 = 1, (±2)2 = 4 i (±3)2 ≡ 2 (mod 7)), u ovom sluqaju jednaqina nema
rexeǌa. Preostaje jox da se ispitaju sluqajevi 1 6 x 6 6. Direktnom
proverom se ustanovǉava da su rexeǌa (x, y) ∈ {(4, 10), (5, 14)} (tada
imamo 4! + 76 = 24 + 76 = 100 = 102 i 5! + 76 = 120 + 76 = 196 = 142).

4. Koristi�emo slede�e tvr�eǌe:

Neka su γ1 i γ2 kruжnice sa centrima C1 i C2, redom, koje se
seku u taqkama X i Y . Tada je ∢C1XC2 = ∢C1Y C2, ∢XC1C2 =
∢Y C1C2 i ∢XC2C1 = ∢Y C2C1.

Neka su O1, O2 i O centri kruжnica k1, k2 i k, redom, a M , M 6= N ,
taqka presek kruжnica kA i kB. Trouglovi NO1P i NO2P su po-
dudarni i jednakokraki, pa je O1N ‖ O2P . Sliqno, trouglovi POB
i PO2B su podudarni i jednakokraki, pa je O2P ‖ OB, odnosno iz
prethodnog O1N ‖ OB. Kako je i O1N = OB, to je qetvoruougao
O1OBN paralelogram, pa je OO1 = BN . Analogno je OO2 = AN i
O1O2 = AB, pa su trouglovi ABN i O2O1O podudarni. Iz ove po-
dudarnosti je ∢ANB = ∢O2OO1. Daǉe, primenom navedenog tvr�eǌa,
imamo ∢POO2 = ∢BOO2 i ∢POO1 = ∢AOO1, pa je ∢AOB = 2∢O1OO2 =
2 ∢ ANB. Ponovnom primenom navedenog tvr�eǌa je ∢ANB = ∢AMB,
pa je ∢AOB = 2 ∢ AMB. Samim tim, kako se taqke O i M nalaze sa
iste strane prave AB, M se nalazi i na kruжnici k, qime je dokaz
zavrxen.

5. Neka je sa aij oznaqen broj koji je zapisan u poǉu koje se nalazi u
i-toj vrsti i j-toj koloni.
Za svaki paran broj n slede�a tablica je savrxena:

aij =

{
−1, i = 1
1, inaqe

,

jer je tada ki = −1 i vi = 1, za 16 i6 n.
Neka je n neparan broj. Iz k1 + . . . + kn + v1 + . . . + vn = 0 sledi da je
taqno n od brojeva k1, . . . , kn, v1, . . . , vn jednako 1 i taqno n jednako −1.
To znaqi da je k1k2 · . . . · knv1v2 · . . . · vn = (−1)n = −1. Ovo je nemogu�e,
jer je k1k2 · . . . · knv1v2 · . . . · vn = P 2 = 1, gde je sa P oznaqen proizvod
svih brojeva tablice.
Savrxena tablica postoji ako i samo ako je n paran broj.
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O1

O

O2

B

A

N
P

M

Ok2013 1A 4

Drugi razred - A kategorija

1. Pretpostavimo da je tg 2x · ctg 3x ∈ (2/3, 9). Primetimo da x nije
oblika π/2 + kπ, za neko k ∈ Z, jer je u suprotnom tg 2x = 0. Dakle,

tg x je definisano, pa vaжi tg 2x =
2tg x

1− tg 2x
. Tako�e, ctg 3x 6= 0, pa je i

tg 3x definisan i po adicionim formulama vaжi tg 3x =
3tgx− tg 3x

1− 3tg 2x
.

Neka je

y = tg 2x · ctg 3x =
2tgx

1− tg 2x
· 1− 3tg 2x

3tgx− tg 3x

=
2− 6tg 2x

3− 4tg 2x+ tg 4x
=

2− 6m

3− 4m+m2
∈
(
2

3
, 9

)

,

gde je m = tg 2x. Tada je

y ·m2 + (6− 4y) ·m+ (3y − 2) = 0. (∗)

Prema prethodnom, kvadratna jednaqina (∗) (po m) ima nenegativno
rexeǌe. Dakle, D = (6− 4y)2 − 4y(3y− 2)> 0, odnosno 4y2 − 40y+36> 0.
Rexavaǌem ove kvadratne nejednaqine dobijamo da je y > 9 ili y 6 1,
pa je prema prethodnom y ∈ (2/3, 1]. Me�utim, tada je y > 0, 6−4y > 0 i
3y−2 > 0, pa je po Vijetovim formulama zbir rexeǌa jednaqine (∗) ne-
gativan, a proizvod pozitivan, a samim tim oba rexeǌa su negativna.
Kontradikcija.

2. Neka je AB = c, BC = a i CA = b. Izvedimo formulu za
polupreqnik spoǉa pripisane kruжnice trougla. Neka su sa S i Sa

oznaqeni centri upisane i spoǉa pripisane kruжnice stranici BC
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trougla ABC, redom, a sa S′ i S′
a podnoжja normala ovih taqaka

na pravu AB, redom. Trouglovi ASS′ i ASaS
′
a su sliqni, pa je

r

ra
=

AS′

AS′
a

=
(b+ c− a)/2

(a+ b+ c)/2
=

b+ c− a

a+ b+ c
. Kako je 2S = r(a + b + c), gde

je S povrxina trougla ABC, to je ra =
2S

b+ c− a
.

Neka je p =
a+ b+ c

2
poluobim trougla ABC. Iz prethodnog zakǉuqu-

jemo da je desna strana traжene nejednakosti jednaka

D =
1

r2a
+

1

r2b
+

1

r2c
=

(p− a)2 + (p− b)2 + (p− c)2

S2
.

Daǉe, po nejednakosti izme�u kvadratne i aritmetiqke sredine je

m2
a =

2b2 + 2c2 − a2

4
>

(b+ c)2 − a2

4
= p(p− a),

pa je

1

m2
a

+
1

m2
b

+
1

m2
c

6
1

p

(
1

p− a
+

1

p− b
+

1

p− c

)

=
(p− b)(p− c) + (p− c)(p− a) + (p− a)(p− b)

p(p− a)(p− b)(p− c)
.

Po Heronovom obrasci je S2 = p(p − a)(p − b)(p − c), pa traжena neje-
dnakost sledi na osnovu nejednakosti

(p− a)2 + (p− b)2 + (p− c)2 > (p− a)(p− b) + (p− b)(p− c) + (p− c)(p− a).

Jednakost vaжi ako i samo ako je a = b = c. (Tangenta 66, str. 19,
M1011)

3. Dokaжimo da broj n = 5 ima svojstvo opisano u zadatku, taqnije da
je jedino rexeǌe jednaqine x4

1 + x4
2 + x4

3 + x4
4 = 5x4

5 petorka (0, 0, 0, 0, 0).
Pretpostavimo da postoji neko rexeǌe za koje je x5 6= 0. Neka je d
najve�i zajedniqki delilac brojeva xi, 1 6 i 6 5, i neka je xi = x′

i · d,
16 i6 5. Deǉeǌem jednaqine sa d4, dobijamo jednaqinu

x′4
1 + x′4

2 + x′4
3 + x′4

4 = 5 · x′4
5 ,

pri qemu je NZD (x′
1, x

′
2, x

′
3, x

′
4, x

′
5) = 1. Kako je (±2)4 ≡ 1 (mod 5),

(±1)4 ≡ 1 (mod 5), 04 ≡ 0 (mod 5), zakǉuqujemo da qetvrti stepen ma
kog celog broja pri deǉeǌu sa 5 daje ostatak 0 ili 1. Odavde imamo
da je zbir x′4

1 + x′4
2 + x′4

3 + x′4
4 deǉiv sa 5 jedino ako su svi brojevi

x′
1, x

′
2, x

′
3, x

′
4 deǉivi sa 5. Me�utim, tada 54 | x′4

1 + x′4
2 + x′4

3 + x′4
4 = 5x′4

5 ,
odakle 5 | x′

5. Ovim smo dobili da su brojevi x′
i, 1 6 i 6 5, deǉivi sa

5, pa ǌihov najve�i zajedniqki delilac nije 1, xto je kontradikcija.
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4. Neka je X, X 6= A, preseqna
taqka kruжnica opisanih oko
△APQ i △ABC. Tada je ∢XPA =
∢XQA i ∢XBA = ∢XCA xto
znaqi da je △XBP ∼ △XCQ.
Sada imamo

BM

CN
=

BP/2

CQ/2
=

BP

CQ
=

XB

XC

xto zajedno sa ∢XBM = ∢XCN
daje △XBM ∼ △XCN . Za-
kǉuqujemo da je ∢XMA = ∢XNA,
pa taqka X pripada kruжnici
opisanoj oko △AMN .

A

B C

P

Q
X

M

N

Ok 2013 2A4

5. Dokaжimo da je traжeno mogu�e ako i samo ako je n paran broj.
Pretpostavimo da je n neparan i da je traжeno mogu�e. Tada je ukupan

broj pozdravǉaǌa
n(n− 1)

2
. Kako je svaki jezik upotrebǉen jednak

broj puta, to je svaki jezik upotrebǉen po
n

2
puta, xto nije ceo broj.

Kontradikcija.
Dokaжimo da je traжeno mogu�e ukoliko je n paran broj. Numeriximo
uqesnike skupa brojevima od 1 do n. Neka su se uqesnici numerisani
sa a i b, gde n 6∈ {a, b}, pozdravili jezikom koji je kongruentan sa a+ b
po modulu n − 1, a uqesnici a i n, a 6= n, pozdravili jezikom koji je
kongruentan sa 2a po modulu n − 1. Tada se uqesnik numerisan sa a,
za a 6= n, pozdravio na jezicima koji su po modulu n − 1 kongruentni
sa a+ i, 1 6 i 6 n− 1, pa kako ovi brojevi daju razliqite ostatke pri
deǉeǌu sa n− 1, to se uqesnik numerisan sa a pozdravio na svih n− 1
jezika. Uqesnik numerisan sa n pozdravio se na jezicima koji su po
modulu n− 1 kongruentni sa 2i, 1 6 i 6 n− 1, pa kako ovi brojevi daju
razliqite ostatke pri deǉeǌu sa n− 1, to se i uqesnik numerisan sa
n pozdravio na svih n− 1 jezika.

Tre�i razred - A kategorija

1. Primetimo da za funkciju f : R → R, definisanu sa f(x) = sin2 x
vaжi f(R) = [0, 1]. Zato je

(∀x ∈ R)(sin2n x+c · sin2 x · cos2 x+ cos2n x = 1)

⇔(∀y ∈ [0, 1])(yn + cy(1− y) + (1− y)n − 1 = 0).

Posmatrajmo polinom P (y) = yn+cy(1−y)+(1−y)n−1. Ako je P (y) = 0 za
svako y ∈ [0, 1], to polinom P ima beskonaqno mnogo nula, pa je P nula
polinom. Obrnuto, ako je P nula polinom vaжi P (y) = 0, za y ∈ [0, 1].
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Dakle, traжena konstanta c postoji akko P (y) ≡ 0. Posmatrajmo najpre
sluqaj n > 3. Na osnovu binomne formule zakǉuqujemo da je za parne
brojeve n stepen polinoma P jednak n, a za neparne brojeve n jednak
n− 1. Ovim smo dokazali da za n > 3 polinom P (y) nije nula polinom,
pa c ne postoji. Ostaje da razmotrimo sluqajeve n ∈ {1, 2, 3}. Za n = 1
imamo P (y) = −cy2 + cy, xto je nula polinom akko je c = 0. Za n = 2
imamo P (y) = (2− c)y2 + (c− 2)y, xto je nula polinom akko je c = 2. Za
n = 3 imamo P (y) = (3−c)y2+(c−3)y, xto je nula polinom akko je c = 3.
Dakle, c postoji ako i samo je n6 3.

Drugo rexeǌe. Da bi traжena jednakost vaжila za svako x ∈ R, ona
mora vaжiti i za x = π/4 i x = π/3. Zamenom ovih vrednosti redom
dobijamo

c = 4− 1

2n−3
, c =

1

3
·
(

16− 3n + 1

4n−2

)

.

Zato, za postojaǌe traжene konstante c potrebno je da vaжi 12− 3

2n−3
=

16− 3n + 1

4n−2
. Sre�ivaǌem posledǌe jednakosti dobijamo

3n + 1 = 22n−2 + 3 · 2n−1. (∗)

Kako za n>5 vaжi nejednakost 22n−2 > 3n (xto se moжe dokazati prin-
cipom matematiqke indukcije) i 3 · 2n−1 > 1, to je za n > 5 u (∗) leva
strana ve�a od desne. Za n < 5 proverom dobijamo da jednakost (∗)
vaжi za n ∈ {1, 2, 3}. Ovim je dokazano da za n > 3 traжeno c ne po-
stoji. Razmotrimo sada sluqajeve n6 3. Nije texko uveriti se da za
n = 1, n = 2, odnosno n = 3, konstante c = 0, c = 2, odnosno c = 3,
zadovoǉavaju uslov zadatka.

2. Pretpostavimo da matrica sa navedenim osobinama postoji. Ozna-
qimo ǌenu determinantu sa d. Na osnovu Koxi-Bineove teoreme imamo
−2 = detAk = (detA)k = dk i 4 = detAn = (detA)n = dn. Odavde je
d2k = dn, pa je |d|2k = |d|n. Kako je |d| > 1, a eksponencijalna funkcija sa
osnovom ve�om od 1 strogo rastu�a, dobijamo 2k = n. Me�utim, tada
bi vaжilo (Ak)2 = An, xto nije taqno. Dakle, matrica sa navedenim
osobinama ne postoji.

3. Neka je d = n2 + a. Kako je n = 1 rexeǌe zadatka, pretpostavimo da
je n > 1. Tada d deli (n4 +1)− (n4 − a2) = a2 +1, tj. (n2 + a) · b = a2 + 1,
za neko b ∈ N. Iz ove jednakosti je

a2 − ba+ 1− n2b = 0, (∗)

pa je 3n + 7 > a =
b

2
+

√
4n2b+ b2 − 4

2
. Primetimo da za b > 13 vaжi

b +
√
4n2b+ b2 − 4 > 13 + 7n > 14 + 6n, xto je u kontradikciji sa

prethodnom nejednakox�u, pa je b 6 12. Iz b | a2 + 1 sledi da b ne
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moжe biti deǉiv sa 4, a ni sa prostim brojem oblika 4k− 1 (jer tada
−1 nije kvadratni ostatak). Dakle, b 6∈ {3, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 12} (ovo se
moжe dokazati i direktno, bez korix�eǌa prethodno navedenih qiǌe-
nica). Daǉe, ne moжe biti ni b = 1, jer jednaqina n2 = a2 − a+1, zbog
(a− 1)2 < a2 + 1 − a < a2, nema rexeǌa u skupu prirodnih brojeva. Za

b = 2 je n2 =
(a− 1)2

2
, xto tako�e nije mogu�e. Dakle, b ∈ {5, 10}.

Neka je b = 5. Tada je 5n2 = a2 − 5a+1 ≡ (a− 1)2 (mod 3), pa su brojevi
n i a − 1 deǉivi sa 3. Me�utim, tada 9 | 3a = (a − 1)2 − 5n2, pa je i a
deǉivo sa 3, xto nije mogu�e.
Najzad, neka je b = 10. Rexavaǌem jednaqine (∗) dobijamo a = 5 +√
10n2 + 24, a uslov a 6 3n + 7 ekvivalentan je sa 0 > n2 − 12n + 20,

odnosno n 6 10. Kako je 10n2 + 24 potpun kvadrat, to je n paran (u
suprotnom je 10n2+24 ≡ 2 (mod 4)). Proverom dobijamo da je za n6 10
broj a prirodan jedino za n ∈ {2, 10}. Za n = 2 broj d = 17, a za n = 10
broj d = 137, zadovoǉava uslove zadatka.
Traжeni brojevi su 1, 2 i 10.

4. Oznaqimo traжeni polupreqnik sa r. Neka je sa S(X) oznaqena
povrxina figure X.
Vaжi S(ABD) = r(AB +AD +BD)/2 i S(ACD) = r(AD + AC − CD)/2
(za izvo�eǌe ove formule pogledati rexeǌe 2. zadatka za 2. razred),
pa je

BD

CD
=

S(ABD)

S(ACD)
=

AB + AD +BD

AC + AD − CD
.

Koriste�i AB = AC, odavde dobijamo BD(AB+AD−CD) = CD(AB +
AD+BD), odnosno 2BD ·CD = (BD−CD)(AB+AD). Daǉe, po Stjuar-
tovoj teoremi je AB2 − AD2 = BD · CD, pa zamenom u prethodnu jed-
nakost dobijamo BD − CD = 2(AB −AD).
Sada imamo hb · AC = 2S(ABC) = 2S(ABD) + 2S(ACD) = r(AB + AD +
BD)+ r(AC +AD−CD) = r(2AB+2AD+BD−CD) = 4r ·AB. Deǉeǌem
sa AB dobijamo traжeno tvr�eǌe.

5. Svakom skupu Ai, 16i6k, moжemo dodeliti jednu n-torku qija je l-ta
koordinata, za 16 l6n, jednaka 1 ako l ∈ Ai, a 0 inaqe. Da bi traжeni
uslov bio zadovoǉen potrebno je da za svako l, 16 l6n, postoji barem
jedno i, 1 6 i 6 k, tako da je l-ta koordinata niza dodeǉenog skupu
Ai jednaka 1. Zato l-te koordinate skupova A1, A2, . . . , Ak moжemo
odabrati na 2k − 1 naqina, za svako 1 6 l 6 n, pa samim tim k-torki
(A1, A2, . . . , Ak) ima (2k − 1)n. (Tangenta 63, str. 12, M932)

Qetvrti razred - A kategorija

1. Kako je (m + n)c = mb + na, a (m + n)a < mb + na < (m + n)b, to je
a < c < b. Iz uslova zadatka sledi da je p(x) = (x − a)m(x− b)n. Daǉe

p′(x) =m(x− a)m−1(x− b)n + (x − a)mn(x− b)n−1

=(x− a)m−1(x− b)n−1((m+ n)x− (mb+ na)),
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pa je p′(c) = 0 i p′(x) neprekidna funkcija. Neka je ε > 0 takvo da
je a < c − ε < c + ε < b. Tada za c < d < c + ε vaжi (d − a)m−1 > 0,
(d− b)n−1 < 0 (jer je n paran) i (m+n)d− (mb+na) = (m+n)(d− c) > 0,
odnosno p′(d) < 0. Sliqno, za c− ε < d < c vaжi p′(d) > 0, xto dokazuje
da je c lokalni maksimum date funkcije.

2. Primetimo da iz a ∗ b = a ∗ d sledi a+ b+ c = (a ∗ b) ∗ c = (a ∗ d) ∗ c =
a + d + c i odatle b = d. Sliqno, iz a ∗ b = d ∗ b sledi a = d. Sada iz
(a∗b)∗c = (b∗a)∗c = a+b+c dobijamo a∗b = b∗a. Oznaqimo x = a∗0. Tada
je x ∗ 0 = (a ∗ 0) ∗ 0 = a, pa je 2x = (x ∗ 0) ∗x = a ∗x = x ∗ a = (a ∗ 0) ∗ a = 2a,
dakle x = a ∗ 0 = a. Konaqno, korix�eǌem posledǌe osobine dobijamo
a ∗ b = (a ∗ b) ∗ 0 = a+ b.

3. Koristi�emo slede�e poznato tvr�eǌe:

Prirodan broj se moжe predstaviti kao zbir dva kvadrata
ako i samo ako se svaki ǌegov prost delilac oblika 4k − 1,
k ∈ N, javǉa sa parnim eksponentom.

Kako je NZD(x − 1, x + 1) ∈ {1, 2}, iz prethodnog tvr�eǌa zakǉuqujemo
da su x− 1 i x+ 1 zbirovi dva kvadrata ako i samo ako je to i ǌihov
proizvod x2−1. Ovo je, opet, ekvivalentno postojaǌu celih brojeva v i
w za koje je x2−1 = (x−v)2+w2. Sre�ivaǌem dobijamo v2+w2+1 = 2vx,
pa v | w2 + 1, odnosno w2 + 1 = uv. Konaqno 2x = u + v, a uv − 1 = w2,
odnosno uv − 1 je potpun kvadrat.

4. Neka je O centar kruga up-
isanog u romb. Oznaqimo ∢BAC =
∢BCA = α, ∢AKO = ∢OKL =
x i ∢KLO = ∢OLC = y. Iz
zbira uglova qetvorougla AKLC
je 360◦ = 2α + 2x + 2y, tj. α + x +
y = 180◦. Daǉe, iz zbira uglova
trougla AKO je ∢KOA = y, a
iz zbira uglova trougla CLO je
∢LOC = x.

A B

CD

O

K

L
α x

α

y
x

y
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Dakle, trouglovi KOA i OLC su sliqni, pa imamo AK ·CL = AO·CO =
AO2. Analogno je i AN · CM = AO2, odakle sledi KA/AN = MC/CL.
Kako je jox i ∢NAK = ∢LCM , trouglovi KAN i MCL su sliqni, pa
je ∢AKN = ∢CML, tj. KN ‖ LM .

5. Koristi�emo slede�e tvr�eǌe:

Neka je a, b ∈ N. Tada se a (jednakih) objekata moжe rapore-

diti u b nepraznih grupa na

(
a− 1

b− 1

)

naqina.

Razmotrimo prvo sluqaj kada je k = 2r−1 neparan broj. Tada traжeni
nizovi mogu biti oblika J1N1J2N2 . . . JrNr ili N1J1N2J2 . . . NrJr, gde
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su Ji i Ni, za 1 6 i 6 r, neprazni nizovi jedinica i nula, redom. Da
bismo dobili niz koji je nekog od ovih oblika dovoǉno je rasporediti
m jedinica u r nepraznih grupa i n nula u r nepraznih grupa. Dakle,

nizova prvog i drugog oblika ima po

(
m− 1

r − 1

)(
n− 1

r − 1

)

, pa je ukupan

broj nizova jednak 2

(
m− 1

r − 1

)(
n− 1

r − 1

)

.

U sluqaju da je k = 2r paran broj traжeni nizovi mogu biti oblika
J1N1J2N2 . . . JrNrJr+1 ili N1J1N2J2 . . . NrJrNr+1, gde su opet Ji i Ni, za
1 6 i 6 r, neprazni nizovi jedinica i nula, redom. Da bismo dobili
niz prvog oblika dovoǉno je rasporediti m jedinica u r+1 nepraznu
grupu i n nula u r nepraznih grupa, a da bismo dobili niz drugog
oblika dovoǉno je rasporediti m jedinica u r nepraznih grupa i n
nula u r+1 nepraznu grupu. Dakle, traжeni broj nizova u ovom sluqaju
jednak je

(
m− 1

r

)(
n− 1

r − 1

)

+

(
m− 1

r − 1

)(
n− 1

r

)

.

(Tangenta 62, str. 15, M906)

Prvi razred - B kategorija

1. Iz uslova zadatka je
−−→
AD =

−−→
AB+

−−→
BC+

−−→
CD = 2~b+~a−~b = ~a+~b. Kako je−−→

MA = −~b, to je iz prethodnog
−−→
MD =

−−→
MA+

−−→
AD = −~b+~a+~b = ~a. Taqke A,

O i C su kolinearne, pa je
−→
AO = λ

−→
AC, za neko λ ∈ R, a kako su taqke B,

O i D kolinearne dobijamo
−−→
BO = µ

−−→
BD. Daǉe,

−→
AC =

−−→
AB +

−−→
BC = 2~b+~a

i
−−→
BD =

−−→
BA +

−−→
AD = −2~b+ ~a+~b = ~a−~b, pa kako je

−→
AO +

−−→
OB =

−−→
AB = 2~b,

iz prethodnih jednakosti dobijamo

2~b = λ(2~b+ ~a)− µ(~a−~b) = (λ− µ)~a+ (2λ+ µ)~b.

Dakle, 0 = λ − µ i 2 = 2λ + µ. Rexavaǌem ovog sistema dobijamo
λ = µ = 2/3, pa je

−→
OA = −−→

AO = −2

3
·
(

~a+ 2~b
)

i
−−→
OM =

−→
OA+

−−→
AM = −1

3
·
(

2~a+~b
)

.

(Tangenta br. 62, str. 36, zad. 3)

2. Traжene jednakosti slede iz

f(1− x) =
((1 − x)2 − (1 − x) + 1)3

(1 − x)2(1− x− 1)2
=

(x2 − x+ 1)3

x2(x− 1)2
,

f

(
1

x

)

=

((
1
x

)2 − 1
x
+ 1
)3

(
1
x

)2 ( 1
x
− 1
)2 =

(
1−x+x2

x2

)3

1
x2 ·

(
1−x
x

)2 =
(1−x+x2)3

x6

(1−x)2

x4

=
(x2 − x+ 1)3

x2(x− 1)2
.
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3. Brojevi 9a i 2013c deǉivi su sa 3, pa brojevi 2b i 2014d daju isti
ostatak pri deǉeǌu sa 3. Primetimo da broj 2014 daje ostatak 1 pri
deǉeǌu sa 3, pa i svaki ǌegov stepen daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa
3. Samim tim, 2b daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3. Primetimo da je
22k = 4k i 22k+1 = 22k ·2 = 4k ·2, za svako k ∈ N, pa 22k daje ostatak 1 pri
deǉeǌu sa 3, a 22k+1 ostatak 2 pri deǉeǌu sa 3. Dakle, b mora biti
paran broj. Odavde je b > 2, pa je 2b = 4 · 2b−2 deǉivo sa 4. Brojevi
9 i 2013 daju ostatak 1 pri deǉeǌu sa 4, pa i brojevi 9a i 2013c daju
ostatak 1 pri deǉeǌu sa 4. Odavde zakǉuqujemo da 2014d daje ostatak
2 pri deǉeǌu sa 4, pa kako je 2014 paran, to je d = 1. Me�utim,
brojevi a, b, c su prirodni, pa je 9a+2b+2013c>9+2+2013> 2014, xto
dokazuje da data jednaqina nema rexeǌa u skupu prirodnih brojeva.

4. Neka je S taqka preseka pravih
BQ i CP , a α = ∢BAC. Iz
zbira uglova trougla BCS imamo
180◦ = ∢SBC + ∢SCB + ∢BSC =
2α + ∢BSC, pa je ∢BSC = 180◦ −
2α. Daǉe, posmatraju�i kru-
жnicu opisanu oko trougla APQ
imamo ∢POQ = 2 ∢ PAQ = 2α, a
kako je ∢PSQ = ∢BSC = 180◦ −
2α (kao unakrsni uglovi), to je
∢POQ + ∢PSQ = 180◦, pa taqke
P , O, Q i S leжe na istoj kru-
жnici k.

B C

A

QP

O

S

Ok2013 1B4

Kako je PO = QO (kao polupreqnici kruжnice opisane oko trougla
PAQ), to su uglovi nad ovim tetivama kruжnice k jednaki, odnosno
∢PSO = ∢OSQ. Iz jednakosti unakrsnih uglova zakǉuqujemo da je
prava OS simetrala ∢BSC. Kako je ∢SBC = ∢BCS, to je trougao BCS
jednakokraki, pa se simetrala ∢BSC poklapa sa simetralom stranice
BC, odnosno OS je simetrala stranice BC.

5. Broj 5555 je jedini qetvorocifreni broj koji ima qetiri cifre
5. Odredimo koliko ima qetvorocifrenih brojeva koji imaju taqno
tri cifre 5. Ima taqno ǌih 8 kod kojih cifra hiǉada nije jednaka 5
(cifra hiǉada ne moжe biti 0 ili 5, dok su ostale cifre jednake 5) i
taqno ǌih 3·9 = 27 kod kojih cifra jedinica, desetica ili stotina nije
jednaka 5. Odredimo koliko ima qetvorocifrenih brojeva kojima su
taqno dve cifre jednake 5. Ukoliko je cifra hiǉada jednaka 5, tada
imamo tri mogu�nosti za preostalu cifru 5 (ona moжe biti cifra
jedinica, desetica ili stotina), a zatim za svaku od preostale dve
cifre imamo 9 mogu�nosti, tj. ovih brojeva ima 3 ·9 ·9 = 243. Ukoliko
cifra hiǉada nije jednaka 5, cifru hiǉada moжemo odabrati na 8
naqina, a zatim i mesto za preostalu cifru koja nije jednaka 5 na 3
naqina i tu cifru na 9 naqina, tj. ovih brojeva ima 8 · 3 · 9 = 216.
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Brojeva sa traжenim svojstvom ima 1+8+27+243+216 = 495. (Tangenta
64, str. 34, zad. 6)

Drugi razred - B kategorija

1. Neka je z = x+ yi, za x, y ∈ R. Date jednakosti se svode na

(x− 1)2 + y2 = (x− 3)2 + (y − 2)2, x2 + y2 = (x− 4)2 + y2.

Prva jednaqina ekvivalentna je sa x+ y = 3, a druga sa x = 2. Odavde
dobijamo x = 2 i y = 1, pa je traжeni broj z = 2+ i. (Tangenta 69, str.
29, zad. 5)

2. Kako parabola dodiruje x-osu u taqki (2, 0) imamo da je y = a(x−2)2,
a kako je ǌen presek sa y-osom taqka (0, 8) imamo i 8 = a(0−2)2. Odavde
je a = 2, pa je data parabola y = 2(x − 2)2. Primetimo da je za sve
(x, y) sa parabole ispuǌeno y > 0, i da ako je y 6 2012, vaжi i −2012 <
−
√
1006 + 2 6 x 6

√
1006 + 2 < 2012, pa je dovoǉno ispitati koliko

celobrojnih taqaka (m,n) takvih da je n 6 2012 leжi na paraboli.
Tako�e, za svaku celobrojnu vrednost broja m ∈ (−

√
1006+2,

√
1006+2),

postoji taqno jedna celobrojna vrednost broja n takva da je taqka
(m,n) na datoj paraboli. Dakle, broj traжenih taqaka je jednak broju
celih brojeva u intervalu (−

√
1006 + 2,

√
1006 + 2), tj. 63.

3. Ukoliko je broj p jednak 0, tj. ukoliko je m = n (ovakve brojeve n
nazivamo palindromima), tada je p1 = 0 pa je traжeni broj jednak 0.
Ukoliko je p 6= 0 tada je svaki od narednih brojeva ve�i od nule, kao
zbir cifara nenula celog broja. Primetimo da zbir cifara broja
daje isti ostatak kao i sam broj pri deǉeǌu sa 9. Samim tim, kako
brojevi m i n imaju isti zbir cifara, oni daju isti ostatak pri
deǉeǌu sa 9, pa je p deǉiv sa 9. Korix�eǌem istog svojstva dobijamo
da je p1, kao i svaki naredni broj, deǉiv sa 9. Samim tim, pk je deǉiv
sa 9, jednocifren i ve�i od nule, pa je pk = 9.

4. Neka je ABCD dati qetvorougao i O presek ǌegovih dijagonala.
Primenom nejednakosti trougla na △ABC, △BCD, △CDA, △DAB do-
bijamo redom

AB +BC > AC, BC + CD > BD, CD +DA > AC, DA+AB > BD.

Sabiraǌem ovih nejednakosti dobijamo

2(AB +BC + CD +DA) > 2(AC +BD),

odnosno da je zbir dijagonala qetvorougla maǌi od obima.
Primenom nejednakosti trougla na △ABO, △BCO, △CDO, △DAO do-
bijamo redom

AO +BO > AB, BO + CO > BC, CO +DO > CD, DO +AO > DA.
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Sabiraǌem ovih nejednakosti dobijamo

2(AO +BO + CO +DO) > AB +BC + CD +DA,

odnosno AC+BD > (AB+BC+CD+DA)/2, tj. zbir dijagonala qetvo-
rougla je ve�i od poluobima. (Tangenta 65, str. 38, zad. 4)

5. Oznaqimo sa a iskaz ,,Aca je Istinoǉubi�”, tj. a =,,Aca je Isti-
noǉubi�” (tada imamo da je ¬a =,,Aca je Laжeti�”), sa b =,,Bane je
Istinoǉubi�” i sa c =,,Vlada je Istinoǉubi�”. Acina izjava, ,,Ili
ja ili Bane pripadamo razliqitoj porodici od ostale dvojice”, se
moжe predstaviti kao:

A =
(

(a ⊻ b) ∧ (a ⊻ c)
)

⊻

(

(a ⊻ b) ∧ (b ⊻ c)
)

.

Oznaqimo levi deo ovog iskaza sa L =
(

(a ⊻ b) ∧ (a ⊻ c)
)

, a desni sa

D =
(

(a ⊻ b) ∧ (b ⊻ c)
)

. Napravimo odgovaraju�u tablicu istinitosti

(u gorǌoj polovini tablice, gde je Aca Laжeti�, moramo da stavimo
i iskaz ¬A, jer je on taqan):

a b c a ⊻ b a ⊻ c b ⊻ c L D L ⊻D ¬A
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 1 1 0 0 0 1
0 1 0 1 0 1 0 1 1 0
0 1 1 1 1 0 1 0 1 0
1 0 0 1 1 0 1 0 1
1 0 1 1 0 1 0 1 1
1 1 0 0 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0

Iskaz A je taqan u slede�im sluqajevima: a = 0, b = 1, c = 0; a = 0,
b = 1, c = 1; a = 1, b = 0, c = 0 i a = 1, b = 0, c = 1. Me�utim, u
sluqajevima a = 0, b = 1, c = 0 i a = 0, b = 1, c = 1 Aca uvek laжe, tako
da on nije mogao da izgovori iskaz A. Dakle, dati iskaz je taqan samo
u sluqajevima a = 1, b = 0, c = 0 i a = 1, b = 0, c = 1. Ako Aca laжe,
onda posmatramo negaciju ¬A i ona je taqna u sluqajevima a = 0, b = 0,
c = 0 i a = 0, b = 0, c = 1. Zajedniqko za sva ova 4 sluqaja je b = 0, tj.
Bane je Laжeti�.

Tre�i razred - B kategorija

1. Iz datih uslova je ~m · ~m = |~m|2 = 4, ~n · ~n = |~n|2 = 9, ~p · ~p = |~p|2 = 4,
~m · ~n = |~m| · |~n| · cos(π/3) = 3, ~m · ~p = |~m| · |~p| · cos(π/2) = 0, ~n · ~p =
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|~n| · |~p| · cos(π/3) = 3, pa je

|~a|2 =(3~m+ 2~n− ~p) · (3~m+ 2~n− ~p)

= 9~m · ~m+ 4~n · ~n+ ~p · ~p+ 12~m · ~n− 4~n · ~p− 6~m · ~p = 100,

|~b|2 =(~m− ~n+ 2~p) · (~m− ~n+ 2~p)

= ~m · ~m+ ~n · ~n+ 4~p · ~p− 2~m · ~n− 4~n · ~p+ 4~m · ~p = 11.

Odavde je |~a| = 10 i |~b| =
√
11. (Tangenta 66, str. 38, zad. 2)

2. Videti 1. zadatak za 2. razred A kategorije.

3. Pretpostavimo prvo da je x > 7. Tada leva strana jednaqine daje
ostatak 6 pri deǉeǌu sa 7. Me�utim, kako kvadrat nijednog prirodnog
broja ne daje ostatak 6 pri deǉeǌu sa 7 (mogu�i ostaci su: 02 = 0,
(±1)2 = 1, (±2)2 = 4, (±3)2 ≡ 2 (mod 7)), u ovom sluqaju jednaqina nema
rexeǌa. Preostaje jox da se ispitaju sluqajevi 1 6 x 6 6. Direktnom
proverom se ustanovǉava da su rexeǌa (x, y) ∈ {(4, 10), (5, 14)} (tada
imamo 4! + 76 = 24 + 76 = 100 = 102 i 5! + 76 = 120 + 76 = 196 = 142).

4. Neka je AB = a i CD = b. Izaberimo taqku P na stranici BC
tako da vaжi BP/PC = a/b. Zatim, izaberimo taqku N ∈ BD tako
da je NP ‖ CD, a zatim i taqku M ∈ AD tako da je MN ‖ AB.
Konaqno izaberimo taqku Q ∈ AC tako da je MQ ‖ DC. Dovoǉno
je dokazati da je MNPQ romb, jer tada taqke M , N , P , Q pri-
padaju istoj ravni. Zbog naqina odabira taqaka i Talesove teoreme
je BP/PC = BN/ND = AM/MD = AQ/QC, pa je QP ‖ AB, i samim
tim MNPQ je paralelogram. Daǉe, iz QP ‖ AB i NP ‖ DC je po

Talesovoj teoremi
QP

a
=

CP

BC
i

NP

b
=

BP

BC
, pa je

NP

QP
=

b ·BP

a · CP
= 1,

xto zavrxava nax dokaz.

A
C

B

D

P

N

M

Q
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5. Odredimo uqenike koji �e sedeti u prvom redu. Ovo su uqenici
koji rade prvu ili drugu grupu zadataka, tako da to moжemo uraditi
na 2 naqina. Zatim, u svakom redu treba rasporediti po 10 uqenika
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u proizvoǉnom redosledu. Za svaki red to moжemo uraditi na 10!
naqina, tako da je traжeni broj rasporeda jednak 2 · (10!)2. (Tangenta
62, str. 38, zad. 1)

Qetvrti razred - B kategorija

1. Neka je duжina stranice kvadrata koji qini osnovu kutije jednaka
a, a duжina visine jednaka b. Tada je V = a2b, a povrxina kutije
jednaka je P = a2 + 4ab. Po uslovu zadatka, potrebno je odrediti a
i b tako da pri uslovu V = a2b povrxina kutije bude minimalna. Iz

datog uslova je b =
V

a2
, pa je potrebno odrediti minimalnu vrednost

funckije

P (x) = x2 +
4V

x
.

Da bi u taqki a funkcija P (x) imala minimum potrebno je da je 0 =

P ′(a) = 2a− 4V

a2
, odnosno a = 3

√
2V . Kako je P ′(x) > 0 za x > a, a P ′(x) < 0

za 0 < x < a, u taqki a je minimum funkcije P (x).
Dakle, da bi se upotrebilo minimalno materijala potrebno je napravi-

ti kutiju qija je osnova kvadrat stranice a = 3
√
2V , a visina b = 3

√

V

4
.

(Tangenta 66, str. 38, zad. 3)

2. Uvedimo smene x(x − 1) = t i a(a− 1) = b i reximo jednaqinu

0 = b2(t+ 1)3 − (b+ 1)3t2 = b2t3 − (b3 + 3b+ 1)t2 + 3b2t+ b2. (∗)

Iz polazne jednaqine znamo da je b jedno rexeǌe jednaqine (∗), pa
deǉeǌem b2t3 − (b3 + 3b+ 1)t2 + 3b2t+ b2 sa t− b dobijamo

0 = (t− b)(b2t2 − (3b+ 1)t− b).

Samim tim, rexeǌa jednaqine (∗) su t1 = b i

t2,3 =
3b+ 1±

√
9b2 + 6b+ 1 + 4b3

2b2
.

Primetimo da je

4b3 + 9b2 + 6b+ 1 =4a3(a− 1)3 + 9a2(a− 1)2 + 6a(a− 1) + 1

=4a6 − 12a5 + 21a4 − 22a3 + 15a2 − 6a+ 1

=(2a3 − 3a2 + 3a− 1)2,

pa je t2 =
a

(a− 1)2
, a t3 =

−2a3 + 6a2 − 6a+ 2

2a2(a− 1)2
=

−2(a− 1)3

a2(a− 1)2
= −a− 1

a2
.

Dakle, dovoǉno je rexiti slede�e tri jednaqine

x(x − 1) = a(a− 1), x(x − 1) =
a

(a− 1)2
, x(x− 1) = −a− 1

a2
.
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Rexeǌa prve jednaqine su x1,2 =
1±

√

1 + 4a(a− 1)

2
=

1± (2a− 1)

2
,

odnosno x1 = a i x2 = 1− a. Rexeǌa druge jednaqine su

x3,4 =
1

2
·
(

1±
√

1 +
4a

(a− 1)2

)

=
1

2
·
(

1±
∣
∣
∣
∣

a+ 1

a− 1

∣
∣
∣
∣

)

,

odnosno x3 =
a

a− 1
i x4 =

1

1− a
. Rexeǌa tre�e jednaqine su

x5,6 =
1

2
·
(

1±
√

1− 4(a− 1)

a2

)

=
1

2
·
(

1±
∣
∣
∣
∣

a− 2

a

∣
∣
∣
∣

)

,

odnosno x5 =
a− 1

a
i x6 =

1

a
. Kako je xi 6∈ {0, 1}, za 16 i6 6, to su xi, za

16 i6 6, rexeǌa poqetne jednaqine.

3. Primetimo da je ⌊x + 1
6⌋> ⌊x⌋, ⌊x + 3

6⌋> ⌊x + 2
6⌋ i ⌊x + 5

6⌋ > ⌊x + 4
6⌋.

Data jednaqina ekvivalentna je sistemu koji se dobija kada se svuda
nejednakost zameni jednakox�u.
Broj x ∈ R nije rexeǌe jednaqina ⌊x + 1

6⌋ = ⌊x⌋ ako i samo ako je
x ∈

[
k + 5

6 , k + 1
)
za neki ceo broj k. Samim tim, skup rexeǌa prethodne

jednaqine je R \
⋃

k∈Z

[
k + 5

6 , k + 1
)
. Sliqno, jednaqina ⌊x+ 3

6⌋ = ⌊x+ 2
6⌋

ima skup rexeǌa R \
⋃

k∈Z

[
k + 3

6 , k + 4
6

)
, a jednaqina ⌊x + 5

6⌋ = ⌊x + 4
6⌋

skup rexeǌa R \⋃k∈Z

[
k + 1

6 , k + 2
6

)
. Skup rexeǌa poqetne jednaqine je

presek ovih skupova, odnosno:

⋃

k∈Z

([

k, k +
1

6

)

∪
[

k +
2

6
, k +

3

6

)

∪
[

k +
4

6
, k +

5

6

))

.

4. Poxto je presek ravni i paralelopipeda petougao, to ravan preseca
5 strana paralelopipeda. Neka je KLMHP dati petougao, tako da je
K ∈ AA1, L ∈ BB1, M ∈ CC1, H ∈ C1D1 i P ∈ D1A1 (videti sliku).
Taqke K, L, M , H se nalaze u istoj ravni, pa kako se prave KL i HM
ne seku, to je KL ‖ HM . Sliqno je LM ‖ KP .
Produжimo duжi KP i MH do ǌihovog preseka O. Tada je KLMO
paralelogram, pa je

LM = KO = KP + PO i LK = MO = MH +HO.

Kako je LM,KP,LK,MH ∈ {1, 2}, dobijamo da je LM = LK = 2 i KP =
MH = 1, a zatim i HO = PO = 1.
Razmotrimo sada △POH. Kako je PH ∈ {1, 2} i zbog nejednakosti
trougla PH < PO +HO = 1 + 1 = 2, dobijamo da je PH = 1, tj. da je
△POH jednakostraniqni. Odatle imamo da je ∢PHO = ∢HPO = 60◦,
pa je ∢PHM = ∢HPK = 120◦. Iz paralelograma KLMO je ∢KLM =
∢POH = 60◦ i ∢LKP = ∢LMH = 120◦.
Dakle, qetiri ugla datog petougla jednaka su 120◦, a jedan 60◦.
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A B

CD

A1

C1D1 H

B1

K

L

M
P

O

Ok2013 4B4

5. Broj bijekcija na skupu od qetiri elementa je jednak broju per-
mutacija na skupu od qetiri elementa, odnosno 4 · 3 · 2 · 1 = 24. Kako
konstantnih funkcija ima 4, a ukupan broj funkcija je 44 (svaki el-
ement skupa {a, b, c, d} se moжe slikati u proizvoǉan element skupa
{a, b, c, d}), to je traжeni broj jednak 44 − 24 − 4 = 228. (Tangenta 69,
str. 12, M1062)
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REXEǋA ZADATAKA DRЖAVNOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 16.03.2013.

Prvi razred , A kategorija

1. Oznaqimo sa Ti, i = 1, 2013, teжixte trougla AiBiCi. Neka je ~ai =−−→
TAi, ~bi =

−−→
TBi i ~ci =

−−→
TCi, i = 1, 2013, gde je T ≡ T1. Dokaжimo najpre da

je T1 ≡ T2, xto za posledicu ima Ti ≡ T , i = 1, 2013. Poxto je T teжixte
trougla A1B1C1, vaжi ~a1 + ~b1 + ~c1 = 0. Iz definicjije taqaka A2, B2 i

C2 imamo ~a2 = 1
k+1 (

~b1 + k~c1), ~b2 = 1
k+1 (~c1 + k ~a1) i ~c2 = 1

k+1 ( ~a1 + k~b1), pa je

~a2 + ~b2 + ~c2 = 0, odnosno T je teжixte trougla A2B2C2.

Iz definicije taqke A3 imamo

~a3 =
1

k + 1

(

k~b2 + ~c2

)

=
1

(k + 1)2

(

k~c1 + k2 ~a1 + ~a1 + k~b1

)

=
1

(k + 1)2

(

k( ~a1 + ~b1 + ~c1 + (k2 − k + 1) ~a1)
)

=
k2 − k + 1

(k + 1)2
· ~a1.

Posledǌa jednakost ukazuje da su taqke T , A1 i A3 kolinearne, pa
prava A1A3 sadrжi taqku T . Analogno, prave B1B3 i C1C3 sadrжe
taqku T , pa se prave A1A3, B1B3 i C1C3 seku u taqki T . Sliqno, za-
kǉuqujemo da se prave A2k+1A2k+3, B2k+1B2k+3 i C2k+1C2k+3, k = 1, 1005,
seku u taqki T . Dakle, prave A1A3, A3A5, . . . , A2011A2013 sadrжe taqku
T , pa su taqke A1, A3, A5, . . . , A2013 i T kolinearne. Otuda prava
A1A2013 sadrжi taqku T . Analogno i prave B1B2013 i C1C2013 sadrжe
taqku T , pa se prave A1A2013, B1B2013 i C1C2013 seku u taqki T .

2. Neka je k3 + pk2 = a3, tj.

k2(k + p) = a3. (∗)

Dokaжimo najpre da p ∤ k. Pretpostavimo suprotno, tj. da je k = pl za
neko l ∈ Z. Tada se posmatrana jednaqina svodi na p2l2(pl + p) = a3,
tj. p3l2(l + 1) = a3. Odatle l2(l + 1) = l3 + l2 mora biti potpun kub.
Me�utim, vaжi l3 < l3 + l2 < l3 + 3l2 + 3l + 1 = (l + 1)3, kontradikcija.
Time je dokazano da p ∤ k, tj. da su k i p uzajamno prosti. Me�utim,
tada su i k i k + p uzajamno prosti, pa iz jednaqine (∗) zakǉuqujemo
da k2 i k + p oba moraju biti potpuni kubovi. Odatle je k = k31 i
k31 + p = b3, pa je p = b3 − k31 = (b − k1)(b

2 + bk1 + k21). Kako je p prost
broj i b2 + bk1 + k21 > 1, mora vaжiti b − k1 = 1, tj. k1 = b − 1. Dakle,
p = b3−(b−1)3 = 3b2−3b+1, odakle neposredno sledi tvr�eǌe zadatka.

3. Dokaжimo da je vrednost izraza (ab− 1)(ac− 1)(ad− 1) jednaka nuli.
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Korix�eǌem datih uslova imamo

(ab− 1)(ac− 1)(ad− 1) = a3bcd− a2(bc+ bd+ cd) + a(b+ c+ d)− 1

= a2 − a(abc+ abd+ acd) + a(b+ c+ d)− 1

= a2 − a(abc+ abd+ acd+ bcd) + abcd+ a(a+ b+ c+ d)− a2 − 1

= a

(

a+ b+ c+ d− 1

a
− 1

b
− 1

c
− 1

d

)

= 0.

Ovim smo dokazali da je 1 ∈ {ab, ac, ad}, pa kako je abcd = 1, to je i
1 ∈ {cd, bd, bc}, a samim tim su barem dva od brojeva ab, ac, ad, bc, bd,
cd jednaka.

4. Razloжimo tablu na qetiri skupa poǉa qiji su elementi oznaqeni
istim brojem na narednoj slici:

1 2 1 2 1 2 1 2
4 3 4 3 4 3 4 3
1 2 1 2 1 2 1 2
4 3 4 3 4 3 4 3
1 2 1 2 1 2 1 2
4 3 4 3 4 3 4 3
1 2 1 2 1 2 1 2
4 3 4 3 4 3 4 3

Dr 2013 1A 4

Kraǉevi unutar istog skupa se ne napadaju. Posmatrajmo kraǉeve
koji je postavǉen na tablu. Ukoliko neka tri od oznaqena qetiri
skupa sadrжe po bar 5 kraǉa, dokaz je zavrxen. U suprotnom u bar
dva od ovih skupova se ne nalazi vixe od 4 kraǉa. Me�utim, tada se
bar 41− 8 = 33 kraǉa nalazi u dva skupa, xto je nemogu�e, jer svaki
skup sadrжi po 16 poǉa.

Drugi razred - A kategorija

1. U zavisnosti od D = b2 − 4c razlikujemo slede�e sluqajeve:
1◦ D > 0. Tada su rexeǌa x1,2 realni brojevi, te je dati uslov ek-
vivalentan sa x1,2 ∈ (−1, 1). Oznaqimo kvadratnu funkciju x2 + bx + c
sa f(x). Potrebni i dovoǉni uslovi da su obe ǌene nule u intervalu
(−1, 1) su:

f(−1) > 0, f(1) > 0, −1 < − b

2
< 1.

Rexavaǌem odgovaraju�ih nejednaqina dobijamo −2 < b < 2, c > b − 1,
c > −b+1. Taqke ravni bOc koje zadovoǉavaju ove uslove su sve taqke
iznad pravih c = b − 1 i c = −b − 1, za koje vaжi −2 < b < 2. Uz
to iz uslova D > 0 imamo da vaжi c 6 b2/4. Posledǌu nejednakost
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zadovoǉavaju taqke ispod grafika kvadratne funkcije c = b2/4. Kako
je b2/4 > b − 1, to je grafik kvadratne funkcije c = b2/4 iznad prave
c = b − 1, pri qemu imaju zajedniqku taqku (2, 1). Sliqno, zbog b2/4 >

b−1, grafik funkcije c = b2/4 je iznad prave c = −b−1, pri qemu imaju
zajedniqku taqku (−2, 1). Iz svega navedenog dobijamo da su rexeǌa u
ovom sluqaju sve taqke oblasti F1 (videti sliku uz zadatak).
2◦ D < 0. U ovom sluqaju rexeǌa su konjugovano-kompleksni brojevi.
Zato je |x1| = |x2|. Kako je na osnovu Vijetovih formula |c| = |x1x2| =
|x1||x2| = |x1|2, to je |x1| < 1 ⇔ |c| < 1. Dakle, u ovom sluqaju dobijamo
taqke iznad grafika kvadratne funkcije c = b2/4 za koje vaжi c ∈
(−1, 1). Time smo dobili oblast F2.
Traжena oblast F predstavǉa uniju oblasti F1 i F2, odnosno to je
trougao sa temenima A(−2, 1), B(2, 1) i C(0,−1). Zato je povrxina
oblasti F jednaka 4.

C

A B

F1

F2

Dr 2013 2A 1

2. Neka su izbrisane taqke T1, T2, . . . , Tk. Neka su me�u preostalim
taqkama data dva disjunktna skupa {A1, A2, . . . , Am} i {B1, B2, . . . , Bn}.
Prema opisanoj osobini, u polaznom skupu postoji taqka koja je
povezana duжima oznaqenim sa + sa taqkama A1, A2, . . . , Am, T1, T2, . . . , Tk,
a oznaqenim sa − sa taqkama B1, B2, . . . , Bn. Ona je oqigledno razli-
qita od svih izbrisanih. Dakle, skup preostalih taqaka zadovoǉava
datu osobinu.

3. Dokaжimo da Aca ima pobedniqku strategiju.
Podelimo kartice u parove: (20, 21007), (21, 21008), . . . , (21006, 22013). Tada
Aca bira kartice tako da iz svakog para izabere taqno jednu karticu
(xto on oqigledno moжe uqiniti).
Brojevi koji se nalaze na karticama u istom paru daju isti osta-
tak pri deǉeǌu sa 21007 − 1. Zaista, parovi su oblika (2i, 2i+1007), za
i ∈ {0, 1, 2, . . . , 1006}, a vaжi 2i+1007 − 2i = 2i(21007 − 1), xto je deǉivo
sa 21007 − 1. Kako Aca iz svakog para bira po jednu karticu to je
A ≡ 20 + 21 + 22 + . . .+ 21006 ≡ 21007 − 1 ≡ 0 (mod 21007 − 1), pa je broj A
deǉiv sa 21007− 1. Broj A+B je zbir brojeva na svim karticama, zato
je A+B = 22014−1 = (21007−1)(21007+1). Kako je A deǉivo sa 21007−1, iz
prethodnog je i B deǉivo sa 21007−1, a samim tim NZD(A,B)>21007−1,
qime je dokaz zavrxen.
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4. Oznaqimo sa M i N redom sredixta duжi AB i DE. Neka je H ′

taqka simetriqna taqki H u odnosu na N . Tada je qetvorougao EHDH ′

paralelogram (jer mu se dijagonale polove), pa je ∢H ′DE = ∢DEB =
90◦ − ∢CED i ∢H ′ED = ∢EDH = 90◦ − ∢EDC. Iz ovih jednakosti
zakǉuqujemo da H ′ ortocentar trougla CDE.
Trouglovi CAB i CDE su sliqni. Pri toj sliqnosti taqkama M
i H u △CAB odgovaraju taqke N i H ′ u △CDE. Neka je M ′ taqka
simetriqna taqki M u odnosu na taqku N . Dokaжimo da u pretho-
dnoj sliqnosti taqka M ′ odgovara taqki K. Trougao MED je je-
dnakokraki, pa kako je N sredixte duжi ED, to je MN ⊥ ED, i
samim tim M ′E = M ′D. Tako�e, qetvorougao EMDM ′ je paralelo-
gram, pa je ∢M ′DE = ∢MED = ∢ACB. Kako je K ortocentar trougla
AOB, to je ∢KAB = 90◦ − ∢OBA = ∢ACB, pa je △DEM ′ ∼ △ABK,
xto je i trebalo dokazati. Sada je ∢NH ′M ′ = ∢MHK, pa kako je
∢MHH ′ = ∢NH ′M ′ (jer je HMH ′M ′ paralelogram), to je ∢MHK =
∢MHN , odnosno taqke H,N i K su zaista kolinearne.

A B

C

D

E

H

H′

K

M

M ′

N
O

Dr 2013 2A 4

Tre�i razred - A kategorija

1. Za svaku k-torku skup-intervala (A1, A2 . . . , Ak) koja zadovoǉava
uslove zadatka uradi�emo slede�e: napixemo redom elemente skupa
{1, 2, . . . , n}, na svaki od krajeva svakog od skup-intervala dopixemo
,,pregradu”, i zatim brojeve zamenimo kruжi�ima. Na primer, za k =
2, n = 4 i skupove A1 = {2}, A2 = {2, 3, 4}, napisali bismo

1 | | 2 | 3 4 |
◦ | | ◦ | ◦ ◦ |

Na ovaj naqin dobijamo raspored n kruжi�a i 2k pregrada. S obzirom
da je skup A1 neprazan, izme�u k-te i (k+1)-ve pregrade mora se nala-
ziti bar jedan kruжi�. Dakle, ako uklonimo jedan kruжi� izme�u
te dve pregrade, dobijamo raspored n − 1 kruжi�a i 2k pregrada.
Primetimo i da je ova veza k-torki skup-intervala koji zadovoǉavaju
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uslove zadatka i rasporeda n − 1 kruжi�a i 2k pregrada bijektivna,

pa traжenih rasporeda ima

(
n+ 2k − 1

2k

)

.

2. Neka je S skup svih realnih konstanti c koje zadovoǉavaju navedeni
uslov.
Dokaжimo najpre da je svaka nula posmatranog polinoma po modulu

ve�a od
1

2
. Pretpostavimo suprotno, neka je P (α) = 0 i |α| 6 1

2
. Tada

je na osnovu produжene nejednakosti trougla

|a0| = |anαn + an−1α
n−1 + . . .+ a1α| 6 |anαn|+ |an−1α

n−1|+ . . .+ |a1α|

= |an||α|n + |an−1||α|n−1 + . . .+ |a1||α| 6 |a0| ·
(

1

2n
+

1

2n−1
+ . . .+

1

2

)

= |a0| ·
(

1− 1

2n

)

.

Iz posledǌe nejednakosti dobijamo da je |a0| = 0, xto je u suprotnosti

sa uslovima zadatka. Dakle,
1

2
∈ S.

Posmatrajmo polinom Pn(x) = xn + xn−1 + . . .+ x− 1 i dokaжimo da za

n > 2 ovaj polinom ima nulu u intervalu

(
1

2
,
1

2
+

1

2n

)

. Korix�eǌem

nejednakosti

(

1 +
1

n

)n

< e, za sve n ∈ N, i 2n−1 > n+ 1, za n > 2,

imamo

Pn

(
1

2
+

1

2n

)

=

(
1

2
+

1

2n

)

· 1− (12 + 1
2n )

n

1− (12 + 1
2n )

− 1

=
n+ 1

n− 1
·
(

1− 1

2n
·
(

1 +
1

n

)n)

− 1

=
2− n+1

2n · (1 + 1
n
)n

n− 1
>

2− n+1
2n · e

n− 1
>

2− 1
2 · e

n− 1
> 0.

Kako je jox Pn

(
1

2

)

= − 1

2n
< 0, a Pn(x) neprekidna funkcija, zakǉuqu-

jemo da postoji broj an ∈
(
1

2
,
1

2
+

1

2n

)

takav da je Pn(an) = 0.

Pretpostavimo da postoji c ∈ S tako da je c >
1

2
. Tada je c = 1

2 + ε, za

neko ε > 0 i postoji prirodan broj n0 takav da je
1

2n0
< ε. Tada za broj

an0 , koji je nula polinoma Pn0 vaжi |an0 | < c, xto je u suprotnosti sa
uslovom koji treba da zadovoǉi konstanta c. Dakle, skup S ne sadrжi
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konstantu koja je ve�a od
1

2
. Otuda, kako je

1

2
∈ S, zakǉuqujemo da

traжena konstanta postoji i da je ǌena vrednost c =
1

2
.

3. Prona�imo najpre traжene brojeve kojima je cifra jedinica (u
dekadnom zapisu) jednaka 1. Broj 1 oqigledno zadovoǉava uslove za-
datka. Neka je zato n = 1a1 . . . ak1, k > 0, palindrom za koji su i brojevi
n2,n3, . . . palindromi. Oni se zavrxavaju cifrom 1. Dokaza�emo da
postoji stepen broja n koji ne poqiǌe cifrom 1. Prva cifra broja nl,
l ∈ N, jednaka je prvoj cifri broja (1 + h)l, gde je h = 0, a1 . . . ak1. Neka
je i najve�i prirodan broj za koji je (1 + h)i < 2 (takav broj postoji,
jer je 1 + h < 2, a limn→+∞(1 + h)n = +∞). Tada je:

2 6 (1 + h)i+1 < 2(1 + h) < 4,

te je prva cifra broja (1 + h)i+1, a time i broja ni+1, jednaka 2 ili
3. Dakle, jedini broj koji se zavrxava cifrom 1 i zadovoǉava uslove
zadatka je broj 1.

Ako je n broj koji zadovoǉava uslove zadatka qije je posledǌa cifra
jednaka 9, onda bi i brojevi n2, (n2)2, (n2)3, . . . bili palindromi sa
posledǌom cifrom 1, xto smo dokazali da nije mogu�e. Sliqno, ako
je posledǌa cifra broja n cifra 3 ili 7 i ako bi on zadovoǉavao
uslov zadatka, onda bi i brojevi n4, (n4)2, (n4)3, . . . bili palindromi
sa posledǌom cifrom 1, xto opet nije mogu�e. Ukoliko je posled-
ǌa (a time i prva) cifra broja n cifra 5 ili 6, onda broj n2 poqiǌe
cifrom 2 ili 3 ako se n zavrxava cifrom 5, a cifrom 3 ili 4 u sluqaju
da se n zavrxava cifrom 6. Zato se broj n ne moжe zavrxavati cifrom
5 ili 6. U sluqaju da se broj n zavrxava cifrom 2 ili 8, onda bi se
brojevi n4, (n4)2, (n4)3, . . . zavrxavali cifrom 6 i bili bi palinromi,
xto smo videli da nije mogu�e. Sliqno, ako je posledǌa cifra broja
n jednaka 2, onda bi se brojevi n2, (n2)2, (n2)3, . . . zavrxavali cifrom 6
i bili bi palindromi, xto je nemogu�e. Kako posledǌa cifra broja n
ne moжe biti 0, dokazali smo da je jedini broj sa traжenom osobinom
broj n = 1.

4. Kako je 2∢A1AC = ∢A1C1B1, a iz uslova zadatka ∢MAN = ∢A1AC,
to je ∢MAN = 1

2 ∢ A1C1B1. Neka prava simetriqna AN u odnosu na
AM seqe A1C1 u taqki K. Tada iz ∢NAK = 2∢MAN = ∢NC1K sledi
da taqke K,C1, A i N leжe na istom krugu. Daǉe, ∢NKA = ∢NC1A =
90◦ − 1

2 ∢ A1C1B1 = 90◦ − 1
2 ∢ NAK, pa je trougao ANK jednakokraki,

tj. AK = AN . Dakle, trouglovi AMK i AMN su podudarni, pa je
∢KMA = ∢AMN , xto je i trebalo dokazati.
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Qetvrti razred - A kategorija

1. Polazna jednaqina je definisana za brojeve koji zadovoǉavaju
uslove x > 0 i x2 − x + 1 > 0. Kako druga nejednakost vaжi za
sve realne brojeve, to je dovoǉno da je x > 0. Posmatrajmo izraz

L(x) =
3(x+ 1)√

x
− x+ 1√

x2 − x+ 1
. Kako je x > 0 vaжi

L(x) = 3

(√
x+

1√
x

)

−
x+1√

x
√
x2−x+1√

x

= 3

(√
x+

1√
x

)

−
√
x+ 1√

x
√

x− 1 + 1
x

,

pa je L
(
1
x

)
= L(x). Zbog ove jednakosti zakǉuqujemo da ukoliko je neki

broj x rexeǌe jednaqine L(x) = a, onda je rexeǌe te jednaqine i broj
1

x
. Dakle, da bi jednaqina L(x) = a imala taqno jedno rexeǌe, nuжno

je da brojevi x i
1

x
budu jednaki, pa kako je x > 0, to je x = 1. Poxto je

L(1) = 4, jedina vrednost parametra a koja moжe biti rexeǌe zadatka
je a = 4.

Reximo jednaqinu L(x) = 4. Neka je y =
√
x +

1√
x
. Naxa jednaqina je

ekvivalentna sa y ·
(

3− 1
√

y2 − 3

)

= 4, pri qemu vaжi

y =
√
x+

1√
x
> 2

√

√
x · 1√

x
= 2.

Funkcija f : [2,∞) → R definisana sa f(y) =
1

√

y2 − 3
je strogo

opadaju�a, pa je ǌena najve�a vrednost f(2) = 1. Zato je (na istom

intervalu) funkcija g(y) = y ·
(

3− 1
√

y2 − 3

)

kao proizvod dve po-

zitivne rastu�e funkcije rastu�a. Dakle, jednaqina g(y) = 4 moжe
imati (po y) najvixe jedno rexeǌe. Oqigledno rexeǌe te jednaqine
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je y = 2, a zbog navedenog i jedino. Iz y = 2 dobijamo x = 1. Ovim smo
dokazali da je 4 jedina vrednost za a takva da polazna jednaqina ima
taqno jedno rexeǌe.

Drugo rexeǌe. Neka je L : (0,∞) → R, definisana sa

L(x) =
3(x+ 1)√

x
− x+ 1√

x2 − x+ 1
.

Nije texko utvrditi da je

L′(x) =
3

2
· (x− 1) ·

(

x− 3
2 + (x2 − x+ 1)−

3
2

)

,

odakle zakǉuqujemo da je posmatrana funkcija strogo opadaju�a na
intervalu (0, 1), dok je na intervalu (1,+∞) strogo rastu�a. Odavde,
kako je limx→0+ L(x) = +∞ i limx→+∞ L(x) = +∞, zbog neprekidnosti
funkcije , imamo da jednaqina L(x) = a ima jedinstveno rexeǌe akko
je a = L(1) = 4 (za a > 4 posmatrana jednaqina ima taqno dva rexeǌa,
dok za a < 4 nema rexeǌa). Iz svega navedenog zakǉuqujemo da je a = 4
jedina vrednost parametra koja zadovoǉava uslove zadatka.

2. Obeleжimo sa A skup svih skoro binarnih (s.b.) brojeva, a sa B
skup B = {n − b(n) : n ∈ N \ {1}}, gde je b(n) broj jedinica u binarnom
zapisu broja n. Skupovi A i B su jednaki. Zaista, za svaki s.b. broj
m vaжi

m = (2a1 − 1) + . . .+ (2ak − 1) = 2a1 + . . .+ 2ak − b(2a1 + . . .+ 2ak) ∈ B.

Vaжi i obrnuto, ako je m ∈ B, tada je m = n − b(n) za neki prirodan
broj n ve�i od 1, pa je n = 2a1 + . . .+ 2ak i zato je

m = n− b(n) = 2a1 + . . .+ 2ak − k = (2a1 − 1) + . . .+ (2ak − 1) ∈ A.

Prona�imo 20142012-ti broj po veliqini u skupu B. Funkcija f(n) =
n− b(n) je neopadaju�a i pritom vaжi:

f(2n) = f(2n+ 1) i f(2n+ 1) < f(2n+ 2),

za svaki prirodan broj n. Zaista, paran broj 2n u binarnom zapisu
se zavrxava sa 0, pa je b(2n + 1) = b(2n) + 1 i otud f(2n) = f(2n + 1);
ako se neparan broj 2n + 1 u binarnom zapisu zavrxava sa taqno k
jedinica (k > 1), tada je b(2n+ 1) = b(2n+ 2)− 1 + k > b(2n+ 2) i zato
je f(2n+ 1) < f(2n+ 2). Dakle, vaжi f(2) = f(3) < f(4) = f(5) < f(6) =
f(7) < . . . pa je k-ti broj po veliqini u skupu B zapravo f(2 · k) =
f(2 · k + 1) i zato je N = f(2 · 20142012) = 2 · 20142012 − b(2 · 20142012). S
obzirom da 22013 | 2 · 20142012, a 22014 ∤ 2 · 20142012, zakǉuqujemo da su
posledǌih 2014 cifara broja 2 · 20142012 u binarnom zapisu 1 00 . . .00

︸ ︷︷ ︸

2013

.

Posledǌih 2014 cifara u binarnom zapisu broja 2 · 20142012 − 1 su
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0 11 . . .11
︸ ︷︷ ︸

2013

. Ostale cifre u binarnom zapisu oba broja se podudaraju

i zato je b(2 · 20142012 − 1) − b(2 · 20142012) = 2012, odakle sledi da je
N − 2013 = f(2 · 20142012)− 2013 = f(2 · 20142012 − 1), pa je i N − 2013 s.b.
broj.

3. Oznaqimo sa O centar opisane kruжnice trougla ABC, a sa M i
O1 redom sredixta duжi BC i AH. Kako je O1H = OM i O1H ‖ OM
qetvorougao O1HMO je paralelogram, pa je MH ‖ OO1. Taqke A i D
su preseqne taqke kruжnica opisanih oko trouglova HB1C1 i ABC,
pa je AD normalno na pravu koja prolazi kroz center ovih kruжnica,
odnosno OO1 ⊥ AD. Kako je i DH ⊥ AD, zakǉuqujemo da taqke D, H, M
pripadaju jednoj pravoj. Ovoj pravoj pripada i taqka F simetriqna
sa A u odnosu na O (AF je preqnik kruжnice opisane oko trougla
ABC, pa je ∢ADF = 90◦). Zbog EF ⊥ AE i BC ⊥ AE zakǉuqujemo
da je EF ‖ BC, pa je H ortocentar trougla AFT , gde je T preseqna
taqka pravih AD i EF . Odavde je TH ⊥ AF , a vaжi i HL ⊥ AF ,
pa T pripada pravoj ℓ. Daǉe, kako je BCFE jednakokraki trapez, to
je ME = MF , pa iz HM = EM (jer su taqke H i E simetriqne u
odnosu na pravu BC) zakǉuqujemo da je HM = MF . Sada, iz Talesove
teoreme imamo TK/KH = FM/MH = 1, pa je K sredixte TH, odnosno
taqke D, E, K, L, M i O leжe na Ojlerovoj kruжnici trougla AFT .

A

B C

B1

C1

D

E F

H

K

L

M

O

T
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4. Pretpostavimo da za n ∈ N opisana funkcija f postoji. Za
x = (x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}n i i ∈ {1, 2, . . . , n}, oznaqimo sa ϕi(x) niz iz
skupa {0, 1}n koji se dobija zamenom broja xi brojem 1 − xi u nizu x.
Preciznije,

ϕi(x) = (x1, . . . , xi−1, 1− xi, xi+1, . . . , xn).

Za svako x imamo da je {f(ϕ1(x)), . . . , f(ϕn(x))} = {1, 2, . . . , n}, jer je zbog
datog uslova f(ϕi(x)) = f(ϕj(x)), za 16 i < j 6 n.
Oznaqimo sa S skup svih parova (x,y) ∈ {0, 1}n × {0, 1}n takvih da se
x i y razlikuju u taqno jednoj koordinati i za koje je f(y) = 1. Na
osnovu prethodnog zakǉuqujemo da je |S| = 2n. Neka je k =

∣
∣f−1{1}

∣
∣.
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Za svako y ∈ f−1{1} postoji taqno n nizova x koji se od y razlikuju u
taqno jednoj koordinati, pa je |S| = k · n. Iz ovoga sledi da n | 2n pa
postoji prirodan broj m takav da je n = 2m.
Pretpostavimo sada da je m dati ceo broj i da je n = 2m. Za svako
x ∈ {0, 1}n, oznaqimo x = (x1, . . . , xn). Definiximo f(x) kao nim zbir
svih onih indeksa i < n za koje je xi = 1 ukoliko je ovaj zbir razliqit
od 0 ili kao n ako je ovaj nim zbir jednak 0 (nim zbir brojeva a i b je
broj qija je k-ta cifra u binarnom zapisu jednaka 1 ako i samo ako su
k-te cifre u binarnim zapisima brojeva a i b razliqite). Primetimo
da je na ovaj naqin funkcija f dobro definisana, jer je nim zbir
brojeva maǌih od 2m uvek maǌi od 2m. Tako�e, za nizove x i y koji se
razlikuju u taqno dve koordinate i i j, ne moжe vaжiti f(x) = f(y), jer
su u suprotnom brojevi i i j jednaki. Dakle, svako n = 2m zadovoǉava
uslove zadatka.

Prvi razred - B kategorija

1. Neka je f(x) = |x− 1|+ |x+ 2|+ 2x. Tada je

f(x) =







−1, x < −2
2x+ 3, −2 6 x < 1
4x+ 1, x > 1.

Dakle, f(x) > −1, pa za a < −1 jednaqina nema rexeǌa. Ako je a = −1
skup rexeǌa jednaqine je (−∞,−2]. Daǉe, primetimo da za −2 6 x < 1
vaжi −1 6 f(x) < 5, a za x > 1 vaжi f(x) > 5. Dakle, ako je −1 < a < 5
jednaqina se svodi na 2x + 3 = a, a za a > 5 na 4x + 1 = a. U prvom

sluqaju rexeǌe je x =
a− 3

2
, a u drugom x =

a− 1

4
. (Tangenta 68,

str. 9, M1036)

2. Neka je C2 taqka u unu-
traxǌosti ugla BAC takva da
je ∢BAC2 = ∢B1A1C1 i AC2 =
AC. Tada zbog naqina odabira
taqke C2 i AB = A1B1 vaжi
△ABC2

∼= △A1B1C1, pa je BC2 =
B1C1. Kako je AC = AC2,
to je △ACC2 jednakokraki, pa
je ∢ACC2 = ∢AC2C. Sada je
∢BCC2 < ∢ACC2 = ∢AC2C <
∢BC2C, pa kako je nad ve�im
uglom trougla BCC2 ve�a stran-
ica, to je BC > BC2 = B1C1, xto
je i trebalo dokazati.

B C

C2

A

Dr 2013 1B 2
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3. Neka su dati brojevi a, a + 1, a + 2, a + 3, a + 4, a + 5. Me�u datim
brojevima postoje 3 parna i tri neparna i taqno jedan od brojeva a i
a+5 je neparan. Neka je a neparan broj (sliqno postupamo ukoliko je
a+ 5 neparan). Posmatrajmo brojeve a, a+ 2 i a+ 4. Primetimo da je
taqno jedan od ovih brojeva deǉiv sa 3 (ako je a deǉiv sa 3 tada a+2
i a + 4 nisu deǉivi sa 3; ako a daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3 broj
a+ 2 je deǉiv sa 3, a a+ 4 nije; ako a daje ostatak 2 pri deǉeǌu sa 3
tada je a+4 deǉiv sa 3, a a+2 nije). Neka je b onaj od brojeva a+2 i
a+4 koji nije deǉiv sa 3. Dokaжimo da b zadovoǉava uslove zadatka.
Pretpostavimo suprotno. Neka je c ∈ {a, a+1, a+2, a+3, a+4, a+5}\{b}
broj koji nije uzajamno prost sa c i neka je d > 1 zajedniqki delilac
brojeva b i c. Tada d deli i b − c, pa kako je |b − c| 6 3 (zbog naqina
odabira broja b), to d moжe biti 2 ili 3. Me�utim, b nije deǉiv ni
sa 2 ni sa 3. Kontradikcija.

4. Neka je E sredixte duжi CO2.
Kako je O1C = O1O2 = r trougao
O1O2C je jednakokraki, pa je O1E
ǌegova visina, a samim tim i
∢O1EO2 = 90◦. Neka je presek
pravih CD i AB taqka F . Prema
uslovu zadatka je ∢TFE = 90◦, a
AB je tangenta kruжnice k1, pa
je i ∢O1TF = 90◦. Dakle, qetvo-
rougao O1EFT je pravougaonik, pa
je EF = O1T = r. Neka je CE = x.
Prema prethodnom je O2E = CE =
x, O2F = EF − O2E = r − x, i
CF = CE + EF = r + x. Tako�e,
FD = O2D − O2F = 2r − (r − x) =
r+x, pa je CF = FD, xto je i tre-
balo dokazati.

T

A

B

D

C

O2O1

E

F
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5. U dokazu �emo vixe puta koristiti qiǌenicu da ukoliko su l i l′

prave neke ravni takve da se na prvoj nalazi m, a na drugoj n taqaka,
pri qemu se prave l i l′ ne seku u nekoj od ovih m + n taqaka, tada
parovi ovih taqaka odre�uju ukupno mn+ 2 pravih.
Neka su date taqke T = {A1, A2, A3, A4, A5, A6}. Neka je m(T ) najve�i
broj taqaka ovog skupa koje leжe na istoj pravoj. Razmotrimo slede�e
sluqajeve:
1◦ m(T ) = 6. Tada je p = 1.
2◦ m(T ) = 5. Tada je pet taqaka kolinearno, a preostala taqka sa
svakom od ovih taqaka odre�uje po jednu pravu, tako da je p = 1+5 = 6.
3◦ m(T ) = 4. Neka su bez umaǌeǌa opxtosti kolinearne taqke A1, A2,
A3, A4 i neka se one nalaze na pravoj l. Taqke A5 i A6 odre�uju pravu
l′. Ako se prave l i l′ ne seku ili se seku u taqki razliqitoj od taqaka
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skupa T , tada je p = 4 · 2 + 2 = 10. Ako se prave l i l′ seku u taqki iz T
to mora biti neka od taqaka A1, A2, A3, A4 (jer je inaqe m(T ) = 5), pa
je p = 3 · 2 + 2 = 8.
4◦ m(T ) = 3. Neka su bez umaǌeǌa opxtosti taqke A1, A2 i A3 koline-
arne i neka odre�uju pravu l. Pretpostavimo prvo da su i preostale
taqke kolinearne i da odre�uju pravu l′. Tada presek pravih l i l′

(ako postoji) ne moжe biti taqka iz T (jer je inaqe m(T ) = 4), pa
je p = 3 · 3 + 2 = 11. Pretpostavimo zato da taqke A4, A5 i A6 nisu
kolinearne. Ukoliko prave A4A5, A5A6 i A6A4 ne seku l u nekoj od
taqaka iz T , tada je p = 3 · 3 + 3 + 1 = 13 (parovi taqaka iz T odre�uju
prave AiAj, za 1 6 i 6 3, 4 6 j 6 6, prave A4A5, A5A6, A6A4 i pravu l).
Pretpostavimo zato da, bez umaǌeǌa opxtosti, prava A4A5 seqe pravu
l u taqki A3. Tada, parovi taqaka skupa T \ {A6} odre�uju 2 · 2 + 2 = 6
pravih. Ukoliko se A6 nalazi na nekoj od ovih pravih, bez umaǌeǌa
opxtosti, na A1A4, tada je p = 6 + 3 = 9. Ukoliko se taqka ne nalazi
ni na jednoj od ovih pravih, tada je p = 6 + 5 = 11.
5◦ m(T ) = 2. U ovom sluqaju svake dve od datih taqaka odre�uju

razliqitu pravu, tako da je p =
6 · 5
2

= 15.

Dakle, mogu�e vrednosti za p su iz skupa {1, 6, 8, 9, 10, 11, 13, 15}.

Drugi razred - B kategorija

1. Primetimo da je dati izraz definisan ako i samo ako je x > 30.
Me�utim, za x > 30 vaжi 2x+ 4 > 64, te je

√
x− 30 +

√
2x+ 4 > 0 + 8 = 8,

odnosno jedino rexeǌe date jednaqine je x = 30. (Tangenta 62, str. 3,
Primer 5)

2. Da bi izraz na levoj strani nejednaqine bio definisan mora da
vaжi x3 + x4 − x5 6= 0, odnosno x3(1+ x− x2) 6= 0. Zato data nejednaqina

ima smisla za x ∈ D = R \
{

1−
√
5

2
, 0,

1 +
√
5

2

}

.

Neka je f(x) = 3x+4x−5x i g(x) = x3+x4−x5. Reximo nejednaqine f(x) >
0 i g(x) > 0. Nejednaqina f(x) > 0 nakon deǉeǌa sa 5x ekvivalentna

je sa h(x) =

(
3

5

)x

+

(
4

5

)x

> 1. Kako je h(x) zbir dve strogo opadaju�e

funkcije (poxto je eksponencijalna funkcija sa osnovom izme�u 0 i 1
strogo opadaju�a) i sama je strogo opadaju�a. Zato jednaqina h(x) = 1
moжe imati najvixe jedno rexeǌe. Oqigledno rexeǌe te jednaqine
je x = 2, pa su zbog navedene monotonosti funkcije h(x) sva rexeǌa
nejednaqine h(x) > 1 zapravo x 6 2. Dakle, f(x) > 0 ⇔ x 6 2. Rexavaǌe
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nejednaqine g(x) > 0 svodi se na rexavaǌe kvadratne nejednaqine, uz
razlikovaǌe sluqajeva x > 0, odnosno x < 0. Dobijamo

g(x) > 0 ⇔ x ∈
(

−∞,
1−

√
5

2

)

∪
(

0,
1 +

√
5

2

)

.

Odavde, imaju�i na umu skup D na kom polazna nejednaqina ima
smisla, dobijamo da su rexeǌa polazne nejednaqine

x ∈
(

−∞,
1−

√
5

2

)

∪
(

0,
1 +

√
5

2

)

∪ [2,∞).

3. Jedno rexeǌe je k = 1: tada leva strana iznosi 2!! = 2, a desna
(1 · 2)!! = 2!! = 2. Dokaжimo da ne postoji k > 2 koje je rexeǌe date
jednaqine. Pretpostavimo suprotno. Primetimo da je prvi dvostruki
faktorijel s leve strane sastavǉen samo od jednog qinioca, drugi od
dva qinioca, tre�i od tri qinioca, itd. posledǌi od k qinilaca.

Dakle, leva strana proizvod je ukupno 1+2+3+· · ·+k = k(k+1)
2 qinilaca.

Dvostruki faktorijel na desnoj strani sastavǉen je tako�e od k(k+1)
2

qinilaca. Primetimo da su qinioci s leve strane jednaki, redom: 2,
2, 4, 2, 4, 6, . . . , 2k − 2, 2k, dok su qinioci s desne strane jednaki: 2,
4, 6, 8, . . . , k(k + 1)− 2, k(k + 1). Odavde je jasno da je svaki qinilac
na levoj strani maǌi od ǌemu odgovaraju�eg po redu na desnoj strani
(osim prvog, kada vaжi jednakost), te je za k > 2 leva strana strogo
maǌa od desne.

4. Neka je ∢DAB = α i ∢ABC =
β, a F preseqna taqka simetrala
ugla ABC i stranice CD. Neka je
E taqka stranice CD takva da je
DA = DE. Po uslovu zadatka je
EC = CB. Qetvorougao ABCD je
tetivan, pa je ∢ADE = 180◦ − β, i
samim tim

∢DAE =
180◦ − ∢ADE

2
=

β

2
.

B

A

DC
EF
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Analogno je ∢CBE = α/2. Bez umaǌeǌa opxtosti moжemo pret-
postaviti da je α > β (u sluqaju α = β je E = F ). Tada vaжi raspored
D−E−F −C, pa iz ∢AEF = 180◦−β/2 i ∢ABF = β/2, zakǉuqujemo da
je BFEA tetivan qetvorougao. Odavde je ∢EAF = ∢EBF = (α − β)/2,
pa je ∢DAF = β/2 + (α− β)/2 = α/2, xto je i trebalo dokazati.

5. Odredimo prvo broj rexeǌa jednaqine x+ y = n− k u datom skupu.
Tada je x 6 n− k i za svako 0 6 x 6 n− k postoji taqno jedno 0 6 y 6 n
tako da je x+ y = n− k. Dakle, ova jednaqina ima n− k + 1 rexeǌa.
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Dokaжimo i da jednaqina x + y = n + k ima n − k + 1 u datom skupu.
Kako je 0 6 y 6 n, to je x > k. Tako�e, za svako k 6 x 6 n postoji taqno
jedno 0 6 y 6 n takvo da vaжi x + y = n + k, pa i ova jednaqina ima
taqno n− k + 1 rexeǌa u datom skupu.

Tre�i razred - B kategorija

1. Odredimo jednaqinu prave q koja sadrжi visinu iz temena C datog
trougla. Koeficijent pravca prave koja sadrжi osnovicu AB je 1/2,
pa je koeficijent pravca prave q jednak −2. Dakle, jednaqina ove
prave je y = −2x+ c, za neko c ∈ R. Kako je C ∈ q, to je 8 = −2 + c, pa
je c = 10, odnosno jednaqina prave q je y = −2x + 10. Neka je D(u, v)
taqka preseka pravih p i q. Tada je u − 2v = −20 i 2u + v = 10, pa je
D(0, 10). Dakle, CD =

√

(1− 0)2 + (8− 10)2 =
√
5, pa kako je CD visina

trougla ABC, a 15 ǌegova povrxina, to je AB = 6
√
5. Neka je A(a1, a2),

B(b1, b2) (moжemo pretpostaviti da je a2 6 b2). Taqka D je sredixte
duжi AB, pa je a1 + b1 = 0 i a2 + b2 = 20, a samim tim a2 6 10. Daǉe,
prema prethodnom je 3

√
5 = AD =

√

(a1 − 0)2 + (a2 − 10)2, pa kako je
a1 = 2a2 − 20, to kvadriraǌem prethodne jednakosti dobijamo

45 = (2a2 − 20)2 + (a2 − 10)2 = 5a22 − 100a2 + 500,

tj. a2 = 7. Sada je A(−6, 7) i B(6, 13), pa je jednaqina prave koja sadrжi
krak AC : x − 7y + 55 = 0, a prave koja sadrжi krak BC : x − y + 7 = 0.
(Tangenta 63, str. 33, zad. 2)

2. Neka je S = sin 26◦ · sin 58◦ · sin 74◦ · sin 82◦ · sin 86◦ · sin 88◦ · sin 89◦.
Koriste�i sinα = cos(90◦ − α), kao i sin 2α = 2 sinα cosα, imamo

S =cos 64◦ · cos 32◦ · cos 16◦ · cos 8◦ · cos 4◦ · cos 2◦ · cos 1◦

=
cos 64◦ · cos 32◦ · cos 16◦ · cos 8◦ · cos 4◦ · cos 2◦ · cos 1◦ · sin 1◦

sin 1◦

=
cos 64◦ · cos 32◦ · cos 16◦ · cos 8◦ · cos 4◦ · cos 2◦ · sin 2◦

21 sin 1◦

=
cos 64◦ · cos 32◦ · cos 16◦ · cos 8◦ · cos 4◦ · sin 4◦

22 sin 1◦

= . . . =
cos 64◦ · sin 64◦

26 sin 1◦
=

sin 128◦

27 sin 1◦
.

Poxto je sinx < x, za svako pozitivno x, a sin 128◦ > sin 135◦, dobijamo

S =
sin 128◦

27 sin 1◦
>

sin 135◦

27 sin 1◦
=

√
2

28 sin π
180

>

√
2

28 · π
180

=
45

√
2

64π
,

xto je i trebalo dokazati.

3. Primetimo da je 165 = 220 = (210)2 = 10242 ≡ (−1)2 = 1 (mod 25).
Odredimo zato ostatak pri deǉeǌu 32013 sa 5. Kako je 34 ≡ 1 (mod 5),
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to je 32013 ≡ 3 (mod 5), pa je 163
2013 ≡ 163 ≡ −4 (mod 25). Pri tome

163
2013

je deǉiv sa 4, pa posledǌe dve cifre u dekadnom zapisu qine
broj koji je deǉiv sa 4 i daje ostatak 21 pri deǉeǌu sa 25. Jedini
ovakav broj je 96, pa je cifra desetica datog broja 9, a cifra je-
dinica 6.

4. Neka je ABCD pravilan tetraedar stranice 1. ǋegova povrxina
je

√
3, pa povrxina lista papira koji ga prekriva mora biti bar

√
3.

Na slici je prikazan papir povrxine
√
3 kojim se moжe prekriti dati

tetraedar (E je sredixte duжi BD).

A AC

B EDE

a b c d

A C

B

D

E

a b

cd

Dr 2013 3B 4

5. Dokaжimo da Aca uvek moжe pobediti bez obzira na to kako igra
Branko. Naime, ako Branko bira n = 1 Aca oqigledno pobe�uje, a
inaqe on igra na slede�i naqin: u prvom potezu bira m = 5, a u dru-
gom iseca poǉe koje se nalazi u tre�oj vrsti i drugoj koloni. Pret-
postavimo da naxa tvrdǌa nije taqna, tj. da za neko n > 2 Branko moжe
prekriti dobijenu tablu triminima. Tada trimino koji prekriva
poǉe koje se nalazi u tre�oj vrsti i prvoj koloni preostala dva
poǉa ima u drugoj ili qetvrtoj vrsti. Zbog simetrije, moжemo pret-
postaviti da preostala dva poǉa ima u drugoj vrsti. Me�utim, tada
ne postoji trimino koji bez preklapaǌa sa ostalima moжe prekriti
prvo poǉe u prvoj vrsti. Kontradikcija.

Qetvrti razred - B kategorija

1. Primetimo da je

|a| =
√

12 + 12 ·
√

22 + 12 · . . . ·
√

20132 + 12

|b| =
√

(−1)2 + 12 ·
√

(−2)2 + 12 · . . . ·
√

(−2013)2 + 12,

pa je |a| = |b|.
2. Neka je p(x) = x2013+x2010+. . .+x3+8 i q(x) = x2−x+1. Primetimo da
q(x) ima dve razliqite nule α i β. Mnoжeǌem jednakosti α2−α+1 = 0
sa α+ 1 dobijamo α3 + 1 = 0, i sliqno β3 + 1 = 0.
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Ostatak pri deǉeǌu polinoma p(x) sa q(x) je stepena najvixe 1, pa

p(x) = q(x) · r(x) + ax+ b, (∗)

za neke r(x) ∈ R[X ] i a, b ∈ R. Primetimo da je

P (α) = α2013 + α2010 + . . .+ α3 + 8 = (α3)671 + (α3)670 + . . .+ α3 + 8 = 7

i sliqno P (β) = 7. Sada, zamenom x = α i x = β u (∗) dobijamo 7 = aα+b
i 7 = aβ + b, pa kako je α 6= β, to je a = 0 i b = 7, odnosno traжeni
ostatak je 7. (Tangenta 64, str. 40, zad. 15)

3. Kako su a+ 1, b+ 1, c+ 1 i d+ 1 cifre, to je a, b, c, d 6 8. Iz uslova
2n

3
=

2(1000a+ 100b+ 10c+ d)

3
= 1000(b+ 1)+ 100(a+1)+ 10(d+1)+ c+1

nakon sre�ivaǌa dobijamo

100(17a− 28b) = 3333 + 28d− 17c. (∗)

Kako su d i c cifre ne ve�e od 8, imamo

−136 = 28 · 0− 17 · 8 6 28d− 17c 6 28 · 8− 17 · 0 = 224,

pa za desnu stranu jednaqine (∗) vaжi 3197 6 3333 + 28d − 17c 6 3557.
Tako�e zbog (∗) imamo 100 | 3333 + 28d − 17c, pa na osnovu prethodnih
nejednakosti imamo da je 17a − 28b ∈ {32, 33, 34, 35}. Razmotrimo zato
slede�e sluqajeve:
1◦ 17a− 28b = 32. Kako 4 deli 28 i 32 to 4 deli a. Kako je a cifra (i
ve�a je od 0), to jedino moжe biti a ∈ {4, 8}. Neposlednom proverom
za a = 4, odnosno a = 8, dobijamo b /∈ Z. Zato u ovom sluqaju nema
rexeǌa.
2◦ 17a − 28b = 33. Iz 17(a − b) = 11(3 + b) dobijamo da 11 | 17(a − b),
odnosno 11 | a − b. Kako su a i b cifre, to je |a − b| < 11, pa je a = b.
Me�utim, za a = b nema rexeǌa, jer je 17(a− b) = 0 < 11(3 + b).
3◦ 17a−28b = 34. Kako 17 deli 17 i 34, to 17 | b. Otuda, kako je b cifra,
mora biti b = 0. Tada je a = 2. Sada zbog (∗) treba rexiti jednaqinu
28d− 17c = 67. Oqito c ne moжe biti parna cifra. Za c = 1 dobijamo
d = 3. Neposrednom proverom za c ∈ {3, 5, 7} dobijamo da d 6∈ Z. Zato je
u ovom sluqaju jedino rexeǌe n = 2013.
3◦ 17a−28b = 35. Kako 7 deli 28 i 35, to 7 | a. Zato je a = 7 (jer je a 6= 0),
odakle je b = 3. Sada ostaje da reximo jednaqinu 28d−17c = 167. Zbog
28d> 167 imamo d > 6. Neposrednom proverom za d ∈ {6, 7, 8} dobijamo
da c 6∈ Z. Zato i u ovom sluqaju nema rexeǌa.
Iz svega navedenog zakǉuqujemo da je jedini broj koji zadovoǉava
uslove zadatka n = 2013.

4. Neka je ∢BAC = α, ∢ABC = β, ∢BCA = γ (β > γ) i neka je A1 presek
pravih AE i BC. Kako je AE prolazi kroz ortocentar trougla ABC,
to je AA1 ⊥ BC. Tako�e, kako je ∢HC1A = ∢HB1A = 90◦, to se taqka
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A nalazi na kruжnici opisanoj oko trougla HB1C1. Primetimo da je
∢HBA1 = 180◦ −∢BB1C −∢BCB1 = 90◦ − γ i ∢EBA1 = ∢EAC = 90◦ − γ
(kao uglovi nad tetivom EC kruжnice opisane oko trougla ABC), pa
je kako je ∢BA1H = ∢BA1E, to je △BA1H ∼= BA1E, a samim tim HA1 =
EA1. Sada je △KHA1

∼= KEA1, pa je ∢HKA1 = ∢EKA1, a samim tim
i ∢HKE = 2 ∢ HKC. Neka je M taqka preseka pravih AB i HL.
Tada je ∢AMH = ∢AC1B1 = γ (uglovi sa paralelnim kracima), pa je
∢HKC = ∢MKC = ∢MBC −∢AMH = β − γ, odnosno ∢EKL = 2(β− γ).
Daǉe, ∢EDA = ∢EBA (kao uglovi nad tetivom EA kruжnice opisane
oko trougla ABC), pa je ∢EDA = ∢ABC + ∢CBE = β + ∢B1BC = β +
90◦− γ. Tako�e, ∢LDA = ∢LHA (kao uglovi nad tetivom LA kruжnice
opisane oko trougla HB1C1), a kako je ∢HAL = ∢HKC (kao uglovi sa
normalnim kracima), to je ∢LDA = 90◦−∢HAL = 90◦−(β−γ). Konaqno
∢EDL = ∢EDA−∢LDA = β+90◦−γ− (90◦− (β−γ)) = 2(β−γ) = ∢EKL,
pa taqke D, L, E i K zaista leжe na istoj kruжnici.
(Videti sliku uz 3. zadatak za 4. razred A kategorije.)

5. Za svaku k-torku skupova (A1, A2 . . . , Ak) koja zadovoǉava uslove
zadatka imamo particiju skupa {1, 2, . . . , n} na k + 1 skupova – A1,
A2 \ A1, A3 \ A2, . . . , {1, 2, . . . , n} \ Ak. Tako�e, od svake particije
(P1, P2, . . . , Pk+1) skupa {1, 2, . . . , n} na k + 1 skupova moжemo dobiti
jednu k-torku (A1, A2, . . . , Ak) sa traжenom osobinom (ako je A1 = P1,
A2 = P1 ∪P2, . . . , Ak = P1∪ . . .∪Pk i Ak+1 = P1 ∪ . . .∪Pk+1). Dakle, broj
traжenih k-torki jednak je broju rasporeda brojeva skupa {1, 2, . . . , n}
u k + 1 skupova (svaki broj u jedan skup), xto je mogu�e uraditi na
(k + 1)n naqina.
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