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Zapis o Beogradu

Beograd, grad veoma burne istorije, jedan je od najstarijih u Evropi.
ǋegova istorija traje punih 7 000 godina. Prostor oko velikih reka Save
i Dunava bio je naseǉen jox u paleolitskom periodu. Iz starijeg kamenog
doba potiqu ostaci ǉudskih kostiju i lobaǌa neandertalaca, prona�eni u
kamenolomu kod Lextana, u pe�ini na Qukarici i u blizini Bajlonijeve
pijace.

Ostaci kulture mla�eg kamenog doba prona�eni su u Vinqi, �arkovu i
Gorǌem gradu, iznad ux�a Save u Dunav. To ukazuje da je prostor Beograda
bio naseǉen u kontinuitetu i da je intezitet tog naseǉavaǌa bivao sve jaqi.
Mnoga danaxǌa naseǉa beogradske okoline le�e na kulturnim slojevima
ranijih praistorijskih naseobina.

Vinqa kraj Beograda spada u red najznaqajnijih naseobina i kulturnih
nalazixta praistorijskog perioda. Arheoloxke iskopine na Rospi �upriji,
Gorǌem gradu, Karaburmi, Zemunu i Vinqi potvr�uju pretpostavke da je
podruqje Beograda bilo intezivno naseǉeno i da se ǌegovo stanovnixtvo
bavilo plu�nom zemǉoradǌom i drugim prate�im privrednim delatnostima.
Na ovim lokalitetima otkrivene su nekropole bronzanog i metalnog doba,
kao i dokazi razliqitih kulturnih uticaja.

Beograd je sredixte kulture i umetnosti Srbije. U Beogradu stvaraju
mnogi naxi znaqajni umetnici, godixǌe se odr�i vixe od 9 000 pozorixnih
predstava, izlo�bi, koncerata, performansa i drugih umetniqkih programa,
gostuju brojni eminentni stvaraoci iz sveta umetnosti. Beograd je sedixte
najvixih dr�avnih i nacionalnih institucija kulture i umetnosti: Srpske
akademije nauka i umetnosti, Narodne biblioteke Srbije, Narodnog muzeja,
Narodnog pozorixta, Univerziteta u Beogradu, Univerziteta umetnosti.

U Beogradu se nalaze znaqajna dela arhitekture, Kalemegdan i Beograd-
ska tvr�ava, spomenici kulture i druga nepokretna kulturna dobra, brojna
arheoloxka nalazixta sa materijalnim ostacima koji svedoqe o razvijenoj
civilizaciji i kulturi na tlu Beograda od praistorije do danas.

Grad Beograd osnivaq je 36 ustanova kulture (11 pozorixta, 8 ustanova
zaxtite, 4 biblioteke, 13 centara za kulturu i galerija) i 2 javna preduze�a
za koje obezbe�uje uslove rada, a istovremeno poma�e realizaciju programa
i programskih projekata 101 ustanove i umetniqke asocijacije.

Beograd, kao univerzitetski centar, ima 2 dr�avna univerziteta i vixe
privatnih visokoobrazovnih institucija. U Beogradu ima 280 osnovnih i
sredǌih xkola. Od 195 osnovnih xkola – 162 su redovne osnovne, 14 je
specijalnih osnovnih xkola, 15 umetniqkih i 4 xkole za osnovno obrazo-
vaǌe odraslih.

Beograd je i sedixte vrhunskih nauqnih i istra�ivaqkih ustanova iz
svih oblasti.
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O Devetoj gimnaziji
Deveta gimnazija ,,Mihailo Petrovi� Alas“ (Novi Beograd, Bulevar

marxala Tolbuhina 41) osnovana je 30. juna 1961. godine i od 1. septembra
te godine poqela je sa radom. Pod imenom Gimnazija ,,Novi Beograd“ xkola
prvu xkolsku godinu zapoqiǌe u zgradi Osnovne xkole ,,Vladimir Iǉiq
Leǌin“ upisavxi u prvi razred 176 uqenika raspore�enih u pet odeǉeǌa.
Najve�i problem Gimnazije bio je nedostatak adekvatnog prostora jer se
nastava odr�avala i u Osnovnoj xkoli ,,Ivan Gunduli�“ poxto xkola nije
imala sopstvenu zgradu. U julu 1964. godine Gimnazija se konaqno useǉava
u svoju zgradu, podignutu za potrebe Osnovne xkole ,,�ikica Jovanovi�
Xpanac“, blizu Studentskog grada. U to vreme ona je bila prva sredǌa
xkola i zadugo jedina gimnazija na Novom Beogradu. U Odluci o osni-
vaǌu Gimnazije uneseni su i ǌeni osnovni zadaci: ,,Proxiriti i produbiti
znaǌe prirodnih i druxtvenih nauka i opxte-tehniqkog obrazovaǌa: negovati
i podsticati liqne sposobnosti i sklonosti uqenika i pomagati im u izboru
daǉeg xkolovaǌa i poziva: doprinositi daǉem intelektualnom, fiziqkom,
druxtvenom, moralnom i estetskom vaspitaǌu i usavrxavaǌu uqenika radi
ǌihovog osposobǉavaǌa za aktivan druxtveni rad, kao i za zdrav i kulturan
�ivot“. Xkolske 1961/62. godine Gimnazija je primila u radni odnos 4 a
naredne godine jox 17 nastavnika, kada je upisala u prvi i drugi razred
456 uqenika. Iste xkolske godine gimnazija je otvorila i tre�i razred,
jedno odeǉeǌe druxtveno-jeziqkog i dva odeǉeǌa prirodno-matematiqkog
smera, upisavxi 81 uqenika. Xkola je vremenom meǌala nazive. Godine
1963. upisana je u registar kao Gimnazija ,,Novi Beograd“ a 1965. kao
Deveta beogradska gimnazija ,,Novi Beograd“. Gimnazija nije mogla da
izbegne ni usmereno obrazovaǌe, ni integraciju. Od 1979. do 1984. godine
bila je integrisana sa Obrazovnim centrom ,,Prvi maj“. Tada je imala
i polaznike Veqerǌe xkole. Posle neuspele integracije registrovana je
1984. kod Okru�nog privrednog suda u Beogradu kao Radna organizacija
matematiqko-tehniqka sredǌa xkola ,,Mihailo Petrovi� Alas“, a tri go-
dine kasnije kod istog suda meǌa naziv u Matematiqka xkola ,,Mihailo
Petrovi� Alas“. Sadaxǌi naziv – Deveta gimnazija ,,Mihailo Petrovi�
Alas“ – nosi od decembra 1990. godine. Posle gotovo dve decenije od osni-
vaǌa ova uzorna xkola dobila je ime velikog nauqnika Mihaila Petrovi�a
– Mike Alasa – imanentno ǌenom profilu i ugledu me�u gimnazijama.

Danas je ovo savremena xkola koju poha�a pribli�no 1000 uqenika ras-
pore�enih u 32 odeǉeǌa – po osam odeǉeǌa u svakom razredu od kojih su tri
odeǉeǌa druxtveno-jeziqkog i pet odeǉeǌa prirodno-matemariqkog smera.
Devetu gimnaziju upisuju najboǉi i najuspexniji uqenici Republike Srbije
i grada Beograda. U Gimnaziji posledǌih godina uspexno rade: �aqki par-
lament, debatni klub, dramska, muziqka, recitatorska, literarna, bioloxka
i antiqka sekcija, kao i razne sportske sekcije. Uqenici Devete gimnazije
osvajali su i osvajaju najvixa priznaǌa i nagrade na razliqitim takmiqe-
ǌima i olimpijadama znaǌa iz gotovo svih nastavnih predmeta, na sportskim
takmiqeǌima, konkursima i smotrama. Stoga oni lako obezbe�uju prohod-
nost na �eǉeni fakultet i u Srbiji i u inostranstvu. Brojni uqenici svake
godine poha�aju programe u Istra�ivaqkoj stanici Petnica kao i u Regio-
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nalnom centru za talente. Isto tako, kontinuirano i uspexno, naxi uqenici
se bave i humanitarnim radom – sara�uju sa Crvenim krstom Srbije, Do-
mom za decu ometenu u razvoju u Sremqici i Centrom za zaxtitu odojqadi,
dece i omladine u Zveqanskoj ulici i ǌihovim Domom na Vo�dovcu. Prote-
klih godina uqestvovali su u brojnim projektima poput Zdravo Evropo, Eko
Deveta, Internest, Viki gimnazijalac, Uqeniqko preduze�e ,,Alasi“. Neko-
liko uzastopnih generacija Gimnazija ima uspexne predstavnike u projektu
BeoGradska KulTura u organizaciji Zavoda za zaxtitu spomenika kulture
grada Beograda.

Deveta gimnazija je ostvarila i uspexnu me�unarodnu saradǌu sa gi-
mnazijama u Rusiji i Sloveniji, kao i vixegodixǌu kulturno-prosvetnu
saradǌu sa Ruskim domom i Ruskom xkolom u Beogradu.

Od juna 2007. godine uprava Gimnazije ustanovila je sveqani prijem i
nagrade za najuspexnije uqenike koji su svojim anga�ovaǌem u razliqitim
vannastavnim aktivnostima dostojno i uspexno predstavili svoju xkolu u
teku�oj xkolskoj godini. Ovom prilikom obiqno se nagra�uje oko 50 uqenika
koji su ostvarili najboǉe rezultate na me�unarodnim, republiqkim i grad-
skim takmiqeǌima iz matematike, fizike, hemije, biologije, istorije, ge-
ografije, srpskog jezika, stranih jezika, kǌi�evnosti, filozofije, razli-
qitih sportova. Me�u ǌima su i uqenici koji su svojim muziqkim ume�em
obogatili kulturni �ivot u xkoli.

Uqenici naxe xkole su uvek pokazivali posebnu zainteresovanost za
matematiku i raqunarstvo i informatiku. To pokazuju ǌihovi odliqni
rezultati na dosadaxǌim takmiqeǌima. Zato su u velikom broju uqestvo-
vali na okru�nim, a u zavidnom broju na dr�avnim takmiqeǌima iz ovih
predmeta. Nastavnici naxe xkole, zadovoǉni takvim rezultatima, preuzeli
su odgovornost da u vixe navrata budu doma�ini okru�nim takmiqeǌima, a
ove godine su doma�ini Dr�avnom takmiqeǌu iz matematike.

Posle pet i po decenija trajaǌa i vixe od 13 000 izvedenih maturanata,
Deveta gimnazija s ponosom mo�e re�i da je ostvarila svoju prosvetnu,
pedagoxku i kulturnu misiju koja joj je poverena jox davne 1961. godine.
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DR�AVNA KOMISIJA
za takmiqeǌa iz matematike uqenika sredǌih xkola,

xkolska godina 2016/2017.

1. Balti� dr Vladimir, Matematiqka gimnazija, Beograd

2. Baxi� dr Bojan, PMF, Novi Sad – predsednik komisije

3. Bo�in dr Vladimir, Matematiqki fakultet, Beograd

4. Varga B. Jo�ef, OX ,,Petar Koqi�“, Temerin

5. Gajovi� Stevan, Matematiqki institut, Beograd

6. Dugoxija dr �or�e, Matematiqki fakultet, Beograd

7. �iki� dr Marko, PMF, Nix

8. �uki� Duxan, Maxinski fakultet, Beograd

9. Ili� dr Aleksandar, PMF, Nix

10. Kne�evi� dr Miǉan, Matematiqki fakultet, Beograd

11. Luki� dr Milivoje, Rajs, SAD

12. Marinkovi� Rastko, Kǌa�evaqka gimnazija, Kǌa�evac

13. Markovi� dr Petar, PMF, Novi Sad

14. Mati� dr Ivan, Djuk, SAD

15. Milosavǉevi� Milox, Gimnazija ,,Svetozar Markovi�“, Nix

16. Petrovi� dr Nikola, Institut za fiziku, Beograd

17. Radovanovi� dr Marko, Matematiqki fakultet, Beograd

18. Seniqi� mr Aleksandar, Gimnazija, Kraǉevo

19. Stojakovi� dr Milox, PMF, Novi Sad

20. Tomi� Ivanka, Gimnazija, Vaǉevo

21. Qikox Pajor Gizela, Gimnazija ,,Boǉai“, Senta

Prevod na ma�arski jezik:

1. Ago Balog Kristina, PMF, Novi Sad
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 21. 1. 2017.

Prvi razred – A kategorija

1. U parku oblika kvadrata qija du�ina stranice iznosi 1 km postoji
4567 stabala preqnika ne ve�eg od 50 cm (svako stablo se qitavo nalazi u
parku). Dokazati da se u tom parku mo�e na�i prostor veliqine 10 m× 20 m
unutar kog se ne nalazi nijedno stablo (niti deo stabla).

2. U qetvorouglu ABCD va�i ]ABC = 104◦, ]ADC = 128◦ i AB = BC = 2.
Izraqunati du�inu dijagonale BD.

3. Rexiti jednaqinu
12x + 10y = 7102z

u skupu prirodnih brojeva.

4. Za qetvorku taqaka A, B, C, D u ravni, me�u kojima nikoje tri nisu
kolinearne, neka f(A,B,C,D) oznaqava meru najve�eg ugla koji obrazuju ove
taqke (od ukupno 12 takvih uglova). Odrediti min f(A,B,C,D), gde se mini-
mum uzima nad svim posmatranim qetvorkama taqaka.

5. Odrediti koliko razliqitih rexeǌa ima jednaqina

|| · · · |||x| − 1| − 2| · · · − 2016| − 2017| = 2017.

Drugi razred – A kategorija

1. Na livadi se nalaze 3 mraviǌaka: A, B i C. Rastojaǌe izme�u mra-
viǌaka A i B iznosi 260 mm a izme�u mraviǌaka B i C iznosi 1200 mm, i
pritom va�i ]ABC = 60◦. Iz mraviǌaka A kre�e mrav a ka mraviǌaku B,
idu�i pravolinijski, kre�u�i se brzinom 1 mm

s . U istom trenutku iz mravi-
ǌaka B kre�e mrav b ka mraviǌaku C, tako�e pravolinijski, idu�i brzinom
3 mm

s . U kom trenutku �e rastojaǌe izme�u mrava a i b biti minimalno?

2. Neka je T te�ixte 4ABC, i neka je t proizvoǉna prava kroz T takva da
su temena A i B s jedne ǌene strane, a teme C s druge. Neka su taqke A0, B0

i C0 ortogonalne projekcije taqaka A, B i C, redom, na pravu t. Dokazati:

AA0 +BB0 = CC0.

3. Pqela se kre�e po beskonaqnom sa�u (ravni poploqanoj pravilnim xe-
stouglovima). Pqela polazi sa unapred utvr�enog xestougla, u svakom ko-
raku mora pre�i na susedan xestougao (xestouglovi su susedni ako imaju
zajedniqku ivicu), i ne sme do�i na xestougao na kom je ve� bila. Za bilo
koji prirodan broj n, oznaqimo sa xn broj mogu�ih putaǌa od n koraka.
Dokazati:

2 · 3n 6 xn 6 6 · 5n−1.
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4. Rexiti sistem jednaqina:

b2xc+ bxc+ b7xc = 2017;

3{x}{5x} = 4{2x}{6x}.

(Sa bxc oznaqavamo najve�i ceo broj ne ve�i od x, a sa {x} oznaqavamo x−bxc.)

5. Odrediti za koje prirodne brojeve n postoje prirodni brojevi x, y1,
y2, . . . , yn takvi da va�i

x2 = 2(y2
1 + y2

2 + · · ·+ y2
n).

Tre�i razred – A kategorija

1. Dat je konveksan qetvorougao ABCD. Za uoqenu taqku O unutar ǌega,
neka je pO prava kroz O paralelna sa AB, i neka su PO i QO taqke preseka
prave pO sa stranicama AD i BC, redom; sliqno, neka je qO prava kroz O
paralelna sa CD, i neka su RO i SO taqke preseka prave qO sa stranicama
AD i BC, redom. Dokazati da su slede�i uslovi ekvivalentni:

• postoji taqka O ∈ intABCD za koju va�i POO ·OQO = ROO ·OSO;

• za svaku taqku O ∈ intABCD va�i POO ·OQO = ROO ·OSO.

(Sa intABCD oznaqavamo unutraxǌost qetvorougla ABCD.)

2. Dokazati da je za svako n ∈ N broj

2n + 3n+3 + 5n + 7n+4

slo�en.

3. Dule se kre�e po beskonaqnoj xahovskoj tabli (ravni poploqanoj
kvadratima) a pqela po beskonaqnom sa�u (ravni poploqanoj pravilnim
xestouglovima). Oboje kre�u sa unapred utvr�enog poqetnog poǉa (,,poǉa“
su kvadrati za Duleta, a xestouglovi za pqelu), u svakom koraku moraju
pre�i na susedno poǉe (poǉa su susedna ako imaju zajedniqku ivicu) i ne
smeju do�i na poǉe na kom su ve� bili. Za ma koji prirodan broj n, dokazati
da pqela ima vixe mogu�ih putaǌa od n koraka nego Dule.

4. Neka su zadati realni brojevi a1 6 a2 6 . . . 6 an i b1 6 b2 6 . . . 6 bn
takvi da za svako x ∈ R va�i

|x− b1|+ |x− b2|+ · · ·+ |x− bn| 6 |x− a1|+ |x− a2|+ · · ·+ |x− an|.

Dokazati:
a1 + a2 + · · ·+ an = b1 + b2 + · · ·+ bn,

i, za svako k, 1 6 k 6 n− 1:

a1 + a2 + · · ·+ ak 6 b1 + b2 + · · ·+ bk.
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5. Na kru�nici k uoqene su taqke A, B, C i D u tom poretku. Prave AB
i CD seku se u taqki E, a prave AD i BC u taqki F . Uoqene su kru�nice k1

i k2, s centrima u taqkama E i F , redom, normalne na kru�nicu k. Dokazati
da su kru�nice k1 i k2 me�usobno normalne.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Za realne brojeve x, y ∈ [e−3, e] dokazati nejednakost����ln xxyy
���� 6 2|x− y|.

2. Ako je a paran broj, dokazati da

(a+ 1)2017 | a(a+1)2016 + 1.

3. Na svakoj od n pozicija u sali za fiziqko stoji po jedan uqenik. Sa
pozicije P1 mo�e se sigurno dodati lopta na poziciju P2 ako se u krugu
sa preqnikom P1P2 ne nalazi nijedna od ostalih pozicija. Neka su Ivica i
Marica dvoje uqenika u sali, i neka se lopta inicijalno nalazi kod Ivice.
Dokazati da, na kojim se god oni pozicijama nalazili, postoji niz sigurnih
dodavaǌa kojim se mo�e proslediti lopta od Ivice do Marice.

4. Neka je R+ skup svih pozitivnih realnih brojeva. Na�i sve funkcije
f : R+ → R+ takve da va�i

f
�
x+ f(y) + f(f(z))

�
= yf

�
1 + f(f(y))(x+ z)

�
za sve x, y, z ∈ R+.

5. Dat je oxtrougli 4ABC. Neka je D presek simetrale ]A i stranice
BC, a E presek simetrale ]B i stranice AC. Neka su D0 i E0 ortogonalne
projekcije taqaka D i E, redom, na stranicu AB. Oznaqimo sa A1 taqku osno-
simetriqnu taqki A u odnosu na pravu CE0, a sa B1 taqku osnosimetriqnu
taqki B u odnosu na pravu CD0. Dokazati da 4AA1C i 4BB1C nemaju zaje-
dniqkih taqaka osim taqke C.

Prvi razred – B kategorija

1. Date su cifre a i b, razliqite me�usobno i razliqite od nule. Koliko
ima qetvorocifrenih brojeva deǉivih sa 11 koji se mogu zapisati iskǉuqivo
pomo�u cifara a i b (ne moraju obe cifre biti upotrebǉene u zapisu)?

2. Dati su skupovi A, B i C takvi da va�i:

• A ∪B ∪ C = {1, 2, 3, . . . , 100};

• A je skup svih prirodnih brojeva ne ve�ih od 100 koji su deǉivi sa 2;

• B je skup svih prirodnih brojeva ne ve�ih od 100 koji su deǉivi sa 3;
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• B∩C je skup svih prirodnih brojeva ne ve�ih od 100 qiji je zbir cifara
jednak 9;

• (A ∩ C) \ B je skup svih dvocifrenih brojeva koji nisu deǉivi sa 3 i
qija je cifra jedinica jednaka 4.

Odrediti broj elemenata skupa C.

3. U jednoj kutiji se nalaze kuglice plave, zelene i crvene boje. Ako �e-
limo da izvuqemo odre�en broj kuglica a da budemo sigurni da me�u ǌima
postoji bar po jedna kuglica svake boje, neophodno je izvu�i 11 kuglica. Ako
�elimo da budemo sigurni da me�u izvuqenim kuglicama postoji kuglica ze-
lene boje, neophodno je izvu�i 10 kuglica. Ako �elimo da budemo sigurni da
me�u izvuqenim kuglicama postoji kuglica crvene boje, neophodno je izvu�i
8 kuglica. Koliko kuglica od svake boje ima u kutiji?

4. Na polukru�nici qiji je preqnik AB uoqene su taqke P i Q. U preseku
pravih AP i BQ dobijena je taqka M , a u preseku pravih AQ i BP dobijena
je taqka N . Dokazati: MN ⊥ AB.

5. U ovom trenutku A ima tri puta toliko godina koliko je B imao kada
je A imao toliko godina koliko sada ima B. Kada B bude imao toliko godina
koliko sada ima A, ǌih dvojica �e u zbiru imati 70 godina. Koliko svako
od ǌih ima godina?

Drugi razred – B kategorija

1. Dijagonale konveksnog qetvorougla ABCD seku se u taqki O. Dokazati
da centri kru�nica opisanih oko 4ABO, 4BCO, 4CDO i 4DAO obrazuju
temena paralelograma.

2. Starac ima odre�en broj jabuka i o ǌima je izrekao slede�e reqenice.

• Ako mi do�e dvoje unuka, ne�u mo�i da im podelim jabuke na jednak
broj oboma.

• Ako mi do�e troje unuka, mo�i �u da im podelim jabuke na jednak broj
svima.

• Ako mi do�e qetvoro unuka, mo�i �u da im podelim jabuke na jednak
broj svima.

• Ako mi do�e petoro unuka, mo�i �u da im podelim jabuke na jednak broj
svima.

• Ako mi do�e xestoro unuka, ne�u mo�i da im podelim jabuke na jednak
broj svima.

Me�utim, starac je malo zaboravan, pa mu taqno jedna reqenica nije isti-
nita. Pri ovim uslovima, koliko najmaǌe jabuka mo�e imati starac?

3. Odrediti najve�i prost broj qije su sve cifre razliqite takav da se
pri svakoj permutaciji ǌegovih cifara dobija ponovo prost broj.
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4. Za koje vrednosti realnog parametra m jednaqina

x2 − (m+ 1)x+ 2m− 4 = 0

ima realna rexeǌa, a da je pritom zbir ǌihovih kvadrata najmaǌi mogu�?

5. Rexiti sistem jednaqina:

x2 + y2 = 9;

y2 + z2 = 16;

y2 = xz.

Tre�i razred – B kategorija

1. Odrediti sve realne brojeve x za koje va�i

sinx = sin 2x = sin 3x = · · · = sin 2017x.

2. Pet uqenika se takmiqi u trci na 10 km. Poznato je da je posle 5 km
prvi bio Aca, drugi Bojan, tre�i Vuk, qetvrti Goran a peti Dejan, dok je
na kraju prvi bio Vuk, drugi Dejan, tre�i Aca, qetvrti Goran a peti Bojan.
Koliko je najmaǌe razliqitih rasporeda bilo tokom ove trke? (Ne raqunaju
se rasporedi u kojima su neki uqenici izjednaqeni, i smatra se da se tokom
trke ne dexavaju dva preticaǌa u isto vreme.)

3. Rexiti sistem jednaqina:

x− y + xy = 17;

x2 + y2 = 34.

4. Dijagonale qetvorougla dele taj qetvorougao na qetiri trougla sa
celobrojnim povrxinama. Da li je mogu�e da se proizvod tih povrxina za-
vrxava na 2017?

5. Rexiti jednaqinu u skupu celih brojeva:

a) m2n6 −m4n4 +m6n2 = 2017;

b) m2n6 −m4n4 +m6n2 = 2016.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Na�i maksimalnu vrednost funkcije f(x) = (sinx)cos x na intervaluh
0,
π

2

i
.

2. Odredi najmaǌi prirodan broj koji je deǉiv brojem 13, a pri deǉeǌu
brojevima 2, 3, ..., 11, 12 daje ostatak 1.
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3. Neka su a, b, c du�ine stranica 4ABC naspram temena A, B, C, redom,
i neka one zadovoǉavaju

a2 = b2 + bc.

Dokazati: ]A ∼= 2]B.

4. Rexiti sistem jednaqina:

x2 + 2yz = 1;

y2 + 2xz = 2;

z2 + 2xy = 1

u skupu realnih brojeva.

5. Ana je tri puta bacala kockicu i u svakom bacaǌu dobila prirodan
broj od 1 do 6. Ona je proizvod ta tri (ne nu�no razliqita) broja rekla
Petru, a zbir Zoranu (pri qemu obojica znaju xta predstavǉaju obe saop-
xtene vrednosti). Izme�u Petra i Zorana se vodio slede�i razgovor:

– Petar: ,,Ne mogu sa sigurnox�u da odredim sva tri broja koja je Ana
dobila.“

– Zoran: ,,Znao sam da ne mo�ex.“
– Petar: ,,Iako dosad nisam znao qak ni koji je najmaǌi broj koji je Ana

dobila, zahvaǉuju�i tvom komentaru sad znam.“
Koja je tri broja (u nekoj permutaciji) Ana dobila?

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19. 2. 2017.

Prvi razred – A kategorija

1. Za konaqne skupove A, B, C i D va�i D ⊆ A ∪B, D ⊆ C i

|A4B|+ |B \ C|+ |C \D|+ |B ∩D| = |A|.

a) Dokazati da va�i B ∪ C ⊆ A.

b) Da li mora va�iti neka od inkluzija B ⊆ C ili C ⊆ B?

2. Data je kru�nica k s centrom u taqki O i taqka T u ǌenoj spoǉaxǌosti.
Tangente iz T na k dodiruju k u taqkama A i B. Neka je k′ kru�nica s centrom
u taqki T koja prolazi kroz taqke A i B. Neka je C proizvoǉna taqka na k′

koja je pritom u spoǉaxǌosti kru�nice k, pri qemu prave CA i CB seku
kru�nicu k jox u taqkama D i E, redom, i va�i poredak C−A−D i C−E−B.
Dokazati da je DE preqnik kru�nice k.

3. Na jednom koxarkaxkom turniru uqestvuje 16 ekipa koje igraju dvokru-
�no, tj. svaka ekipa igra po dva puta sa svakom drugom. Prolaz na naredni
turnir ostvaruje prvoplasiranih 8 ekipa. Poredak ekipa se odre�uje na
osnovu broja pobeda, a ukoliko postoji vixe ekipa s istim brojem pobeda,
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ǌihov me�usobni poredak se utvr�uje �rebom. Koliko je najmaǌe pobeda
potrebno jednom timu da bi osigurao prolaz?

4. Odrediti sve prirodne brojeve n koji imaju slede�a svojstva: n je
deǉiv sa 2 ali ne i sa 4, zbir cifara broja n je jednak 6, broj delilaca
broja n je jednak 8, zbir delilaca broja n je deǉiv sa 10 i n ne daje ostatak
12 niti 14 pri deǉeǌu sa 16.

5. Du�ine stranica nekog trougla su me�usobno razliqiti prirodni bro-
jevi, a ǌegova povrxina je tako�e prirodan broj. Da li taj trougao mora
biti pravougli?

Drugi razred – A kategorija

1. Na�i sve funkcije f : R → R takve da za sve x ∈ R va�i f(x) 6 x i za
sve x, y ∈ R va�i f(x+ y) 6 f(x) + f(y).

2. Odrediti sve qetvorocifrene prirodne brojeve abcd, gde razliqitim
slovima odgovaraju razliqite cifre, za koje va�i

abcd = da
2
+ db+c − da+b+c − da + 1.

3. Dat je 4ABC u kom je ]C tup. Na ǌegovim stranicama uoqene su taqke
D ∈ AC, E ∈ AB i F ∈ BC takve da je qetvorougao CDEF romb. Ako va�i
AE = 140, BE = 84 i r = 15

√
3, gde je r polupreqnik kru�nice upisane u romb

CDEF , izraqunati povrxinu 4ABC.

4. Neka su a, b i c stranice nekog trougla. Dokazati nejednakost
√
ab

a+ b− c
+

√
bc

b+ c− a
+

√
ca

c+ a− b
> 3.

5. Na velikom stolu se nalaze qokoladice numerisane brojevima od 1 do
2017, pore�ane redom po tim brojevima. Maxa i Medved igraju slede�u igru.
Maxa igra prva, ǌih dvoje vuku poteze naizmeniqno, i igra se zavrxava
nakon 63 odigrana poteza. U k-tom potezu igraq koji igra jede k uzastopnih
qokoladica sa stola. (Dakle, prvo Maxa jede 1 qokoladicu, pa Medved jede 2
uzastopne qokoladice, pa Maxa 3 i tako daǉe, dok u 63. potezu Maxa ne po-
jede 63 uzastopne qokoladice, posle qega preostaje jedna qokoladica.) Maxa
pobe�uje ako posledǌa preostala qokoladica ima neparan broj, a Medved
ako je taj broj paran. Ko ima pobedniqku strategiju? (Napomena: uzastopne
qokoladice ne moraju nu�no biti numerisane uzastopnim prirodnim broje-
vima, tj. qokoladice i i j za i < j − 1 smatramo uzastopnima ukoliko su sve
qokoladice numerisane brojevima izme�u i i j ve� pojedene.)
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Tre�i razred – A kategorija

1. U datom trouglu polupreqnik upisane kru�nice i polupreqnici pri-
pisanih kru�nica qine (u nekom poretku) uzastopne qlanove geometrijske
progresije. Odrediti najve�i ugao tog trougla.

2. Na�i sve vrednosti realnog parametra a za koje neka dva razliqita
rexeǌa jednaqine

x4 − ax3 + x2 + a = 0

(u skupu C) imaju zbir jednak 1.

3. Neka u, v, w, z ∈ C. Dokazati nejednakost:

2 Re(uz + vw) 6 4(|u|2 + |v|2) +
1
4
(|z|2 + |w|2).

4. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n za koje se
skup delilaca broja n mo�e podeliti na disjunktne skupove (bar dva) takve
da je zbir elemenata u svakom od tih skupova potpun kvadrat.

5. U prostoru je dat skup S koji se sastoji od 100 taqaka takvih da nikoje
3 nisu kolinearne i nikoje 4 nisu komplanarne. Svake dve taqke skupa S
spojene su du�ima, a zatim su du�i obojene tako da je taqno ǌih 2017 obojeno
crvenom, a preostale plavom bojom. Dokazati da postoji trougao sa temenima
u S qija je taqno jedna stranica obojena plavom bojom ili tetraedar sa
temenima u S qija je taqno jedna ivica obojena crvenom bojom.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Dati su vektori ~a = (2, 1, p) i ~b = (2, p+ 1, 4).

a) Odrediti sve mogu�e vrednosti parametra p za koje postoji vektor ~v
takav da va�i:

~a · ~v =
��~b��;

~a× ~v = ~b.

b) Za svaku takvu vrednost p odrediti sve takve vektore ~v, i za svaki od
ǌih odrediti uglove koje on zaklapa sa ~a i ~b.

2. Koliko postoji rastu�ih konaqnih nizova prirodnih brojeva qiji je
prvi element jednak 1, posledǌi element jednak 25, i svaka dva uzastopna
qlana se razlikuju za 2 ili 3?

3. Dat je prirodan broj n. Neka je N broj brojeva koji zapisani u sistemu
sa osnovom n + 1 imaju sve cifre razliqite od 0 i razliqite me�usobno.
Dokazati:

|n!e−N | < 1 +
1
n
.
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4. Iz taqke P su konstruisane tangente PA i PB na kru�nicu γ (gde
A,B ∈ γ). Na pravoj PA uoqena je taqka Q takva da va�i raspored P −A−Q
i PA ∼= AQ, a C je proizvoǉna taqka na du�i AB razliqita od A i B.
Kru�nica opisana oko 4PBC seqe kru�nicu γ u taqki D, D 6≡ B. Dokazati:
]PBD ∼= ]QCA.

5. U skupu nenegativnih celih brojeva rexiti jednaqinu

p3 + 41 = 7(7q!− r3).

Prvi razred – B kategorija

1. Neka je ρ relacija na skupu R definisana sa:

x ρ y ako i samo ako va�i x2 − y2 > 0.

Ispitati da li je relacija ρ refleksivna, simetriqna, antisimetriqna i
tranzitivna, da li je relacija ekvivalencije, i da li je relacija poretka.

2. Neka su a, b i c prirodni brojevi qiji je zbir jednak 100. Posmatrajmo
sve razlike neka dva od ova tri broja. Ako je poznato da je jedna od ovih
razlika jednaka 60 i jedna jednaka 38, odrediti brojeve a, b i c.

3. Dat je jednakokraki 4ABC u kom va�i AB ∼= AC i ]BAC = 80◦. Neka je
AD visina ovog trougla. Taqka E je izabrana u ǌegovoj ravni tako da va�i
AD ∼= EB, ]AED = 50◦ i taqke E i B se nalaze sa iste strane prave AD.
Dokazati da je qetvorougao ACDE paralelogram.

4. Na�i sve qetvorocifrene brojeve koji pri deǉeǌu sa 197 daju ostatak
47, a pri deǉeǌu sa 198 daju ostatak 37.

5. Koliko ima prirodnih brojeva maǌih od 100 000 deǉivih sa 4 u qijem
dekadnom zapisu uqestvuju samo cifre 0, 1, 2, 3 i 5? (Cifre se mogu pona-
vǉati i ne mora se svaka od ǌih pojaviti u zapisu takvog broja.)

Drugi razred – B kategorija

1. Odrediti vrednost parametra k tako da za rexeǌa x1 i x2 jednaqine

2x2 + 3x+ 3k + 1 = 0

va�i
2x1 − x2 = 3.

2. Konstruisati 4ABC ako su u ravni zadate slede�e ǌegove znaqajne
taqke: teme A, te�ixte T i centar opisane kru�nice O.

3. Da li je mogu�e u izrazu

TRI · TRI = DEVET
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dodeliti istim slovima iste a razliqitim slovima razliqite cifre (i
pritom T,D 6= 0) a da se dobije taqna jednakost?

4. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

x(x+ 1)(x2 + x+ 1) = 6.

5. Data je kvadratna tablica n×n. Potrebno je u svako ǌeno poǉe upisati
po jedan realan broj tako da na svakoj dijagonali zbir brojeva iznosi 2017.
(Pritom posmatramo dijagonale svih mogu�ih du�ina: dakle, dve dijagonale
du�ine n, qetiri dijagonale du�ine n − 1, qetiri dijagonale du�ine n − 2,
. . . , qetiri dijagonale du�ine 2 i qetiri dijagonale du�ine 1.) Da li je ovo
mogu�e posti�i za:

a) n = 5;

b) n = 2017?

Tre�i razred – B kategorija

1. Rexiti jednaqinu:

ctg x− tg x
3 sinx+ cos 2x

= ctg 2x.

2. Dat je 4ABC. Prava paralelna sa AC seqe stranicu AB u taqki P ,
te�ixnu du� AA1 u taqki K, a stranicu BC u taqki L. Ako va�i PK = 7 i
KL = 5, odrediti du�inu stranice AC.

3. Na�i sve vrednosti realnog parametra m za koje sistem jednaqina

x2 + y2 = 4;

(x+m)2 + (y −m)2 = 1

ima taqno jedno rexeǌe.

4. Na�i sve prirodne brojeve n za koje su svi brojevi n + 1, n + 3, n + 7,
n+ 9, n+ 13 i n+ 15 prosti.

5. U kutiji postoji 67 kuglica koje dolaze u dve veliqine (male i velike)
i dve boje (bele i crvene). Poznato je:

• broj crvenih kuglica je deǉiv sa 5;

• broj velikih crvenih kuglica jednak je broju belih kuglica;

• od sve qetiri vrste kuglica, najmaǌe ima malih belih;

• broj kuglica svake vrste je prost.

Odrediti koliko u kutiji ima kuglica od svake vrste.
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Qetvrti razred – B kategorija

1. Ako va�i jednakostp
172 + 172 + 172 + · · ·+ 172 + 172 + 172 = 172 + 172 + 172,

koliko puta se 172 javǉa kao sabirak pod korenom?

2. Od svih jednakokrakih trapeza kojima ugao na osnovici iznosi 60◦ i
qija je povrxina jednaka 6

√
3, odrediti onaj koji ima minimalni obim.

3. Koliko ima prirodnih brojeva maǌih od 10 000 u qijem se dekadnom
zapisu ne pojavǉuju cifre 4, 8 i 9, a cifra 1 se pojavǉuje taqno jedanput?
(Preostale cifre se mogu pojavǉivati proizvoǉan broj puta, ukǉuquju�i i
mogu�nost da se ne pojave uopxte.)

4. Dokazati da broj 20172017 + 19 nije potpun stepen (ve�i od prvog) ni-
jednog prirodnog broja.

5. Rexiti jednaqinu
x4 + (x+ 2)4 = 2.

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE UQENIKA
SREDǋIH XKOLA, 11. 3. 2017.

Prvi razred – A kategorija

1. Da li je mogu�e u svako poǉe tablice formata 2017× 2017 upisati po
jedan od brojeva 1, 2, 3, . . . , 2017 na takav naqin da se u svakoj vrsti, u svakoj
koloni i na svakoj dijagonali svaki od brojeva pojavǉuje najvixe jedanput?
(Pritom posmatramo dijagonale svih mogu�ih du�ina: dakle, dve dijagonale
du�ine 2017, qetiri dijagonale du�ine 2016, qetiri dijagonale du�ine 2015,
. . . , qetiri dijagonale du�ine 2 i qetiri dijagonale du�ine 1.)

2. Odrediti sve prirodne brojeve a i b za koje je broj

a4b+ 3b− 2a2b2 − a2 − 3b3

stepen dvojke.

3. Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi za koje va�i a + b + c = 3.
Dokazati:

1√
a2 + ab+ bc

+
1√

b2 + bc+ ca
+

1√
c2 + ca+ ab

>
√

3.

4. Dokazati da u 4ABC simetrala ]A, prava odre�ena sredixtima stra-
nica AC i BC, kao i prava odre�ena dodirnim taqkama upisane kru�nice i
stranica AB i BC, sve prolaze kroz istu taqku.
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Drugi razred – A kategorija

1. Koliko najvixe stranica mo�e imati konveksan mnogougao kome su
du�ine svih dijagonala jednake?

2. U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina:

x+ y + cos z = 3;

2x− y + sin{z} = 1;

x− 3y − arctg z2 = −2.

(Sa {z} oznaqavamo razlomǉeni deo broja z, tj. {z} = z − bzc.)

3. Neka funkcija odraz preslikava cifre 0, 1, 2, 5, 8 u cifre 0, 1, 5, 2, 8, re-
dom. Prirodan broj n = tktk−1 · · · t1t0 nazivamo odrazabilan ako su mu sve
cifre iz skupa {0, 1, 2, 5, 8} i pritom va�i t0 6= 0, i definixemo

odraz(n) = odraz(t0)odraz(t1) · · · odraz(tk−1)odraz(tk)

(drugim reqima, funkcija odraz predstavǉa odraz u ogledalu broja na ekranu
kalkulatora). Na�i sve prirodne brojeve n sa slede�im osobinama:

1◦ n je odrazabilan i odraz(n) = n;

2◦ n2 je odrazabilan i odraz(n2) = n2.

4. Baron Minhauzen �ivi u zemǉi Z u kojoj su gradovi u vlasti kance-
lara Ota i kraǉa Fraǌe (svaki grad u vlasnixtvu taqno jednog od ǌih). Ti
gradovi su povezani nekim putevima (putevima je mogu�e kretati se u oba
smera), pri qemu: svaka dva grada su povezana najvixe jednim putem; svaki
put povezuje grad kancelara Ota sa gradom kraǉa Fraǌe; svaki grad je putem
povezan sa taqno k drugih gradova, k > 2; iz svakog grada je putevima mogu�e
sti�i do svakog drugog grada. Zemǉa Z je u ratu sa zemǉom W . Baron Min-
hauzen je javio neprijateǉima iz zemǉeW da postoji put takav da, ukoliko se
on unixti, postoja�e neka dva grada takva da vixe ne�e biti mogu�e sti�i
iz jednog u drugi preostalim putevima. Da li Baron Minhauzen la�e?

Tre�i razred – A kategorija

1. Dat je 4ABC. Taqke Ia, Ib i Ic su centri ǌegovih pripisanih kru�ni-
ca, a taqke A1, B1 i C1 su taqke dodira tih pripisanih kru�nica s odgo-
varaju�im stranicama, redom. Dokazati da se prave IaA1, IbB1 i IcC1 seku u
jednoj taqki.

2. a) Dokazati da postoji jedinstvena funkcija f : N0 → N0 takva da va�i:

• f(p) = 1 za sve proste brojeve p;

• f(ab) = f(a)b+ af(b) za sve a, b ∈ N0;
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• f(0) = f(1) = 0.

b) Odrediti sve prirodne brojeve n maǌe od 100 za koje va�i f(f(n)) = 1,
gde je f funkcija iz dela pod a).

3. Dokazati da za svaki polinom P (x) sa realnim koeficijentima postoje
polinomi Q(x) i R(x) takvi da va�i

P (x) = Q(x2) +R((x+ 1)2).

4. Sveqanoj veqeri prisustvuje 6k + 3 braqnih parova, gde je k prirodan
broj. Zvanice sede na 12k + 6 ravnomerno raspore�enih mesta oko okruglog
stola. Svaki muxkarac me�u zvanicama ima taqno jednu sestru, a svaka �ena
taqno jednog brata (brat i sestra ne mogu biti u braku). Zvanice su ras-
pore�ene za stolom tako da svaki muxkarac sedi bli�e svojoj supruzi nego
svojoj sestri. Neka je f(k) maksimalan mogu� broj �ena koje sede bli�e svom
bratu nego svom mu�u, gde maksimum posmatramo nad svim mogu�im raspore-
dima i nad svim mogu�im skupovima zvanica koje ispuǌavaju uslove zadatka.
Dokazati: f(k) = 6k.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Date su funkcije f(x) = x2 + x + 2 i g(x) = x2 − x + 2. Da li postoji
funkcija h : R→ R takva da za svako x ∈ R va�i

h(f(x)) + h(g(x)) = g(f(x)) ?

2.Xifra za zakǉuqavaǌe Kikinog telefona formira se na slede�i naqin.
Na mre�i taqaka 3 × 3 potrebno je nacrtati putaǌu saqiǌenu od nekoliko
du�i, gde svaka du� povezuje neke dve od posmatranih taqaka, i pritom je po-
lazna taqka slede�e du�i uvek zavrxna taqka prethodne. Tokom iscrtavaǌa
putaǌe, svaki put kada putaǌa pre�e preko neke taqke (bilo kao unutraxǌe
ili krajǌe taqke neke du�i), ta taqka vixe ne mo�e biti korix�ena kao
krajǌa taqka nijedne naredne du�i (s izuzetkom uslova da je polazna taqka
slede�e du�i uvek zavrxna taqka prethodne), ali jeste dozvoǉeno da takva
taqka bude unutraxǌa taqka narednih du�i. Kiki �eli da ǌena xifra na
telefonu ispuǌava slede�e uslove:

1◦ svih 9 taqaka moraju le�ati na iscrtanoj putaǌi;

2◦ trag koji putaǌa ostavi je osnosimetriqan (pod tragom podrazumevamo
uniju du�i kao geometrijskih objekata, dakle bez informacija o ǌi-
hovom redosledu, smeru kretaǌa i eventualnom preklapaǌu nekih de-
lova razliqitih du�i);

3◦ na tragu putaǌe postoje taqno dve taqke (od posmatranih 9) koje su
spojene samo s po jednom drugom taqkom.
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Da li Kiki mo�e da postavi ovakvu xifru na svom telefonu? Ako mo�e,
izme�u koliko xifara mo�e da bira (do na rotaciju i/ili simetriju)?

3. Dat je oxtrougli 4ABC. Neka su ka, kb i kc ǌegove pripisane kru�nice
naspram temena A, B i C, respektivno. Neka su O i I centar opisane i upisane
kru�nice. Oznaqimo sa ta, tb i tc spoǉne zajedniqke tangente parova kru�nica
kb i kc, kc i ka, ka i kb, respektivno, razliqite od pravih BC, CA i AB.
Dokazati da centar upisane kru�nice trougla odre�enog pravima ta, tb i tc
le�i na pravoj OI.

4. Na�i sve prirodne brojeve n qiji se skup pravih delilaca (tj. svih
delilaca izuzev n) mo�e podeliti u dva disjunktna skupa od po bar 2 ele-
menta na takav naqin da u jednom skupu budu uzastopni Fibonaqijevi brojevi,
a u drugom uzastopni trougaoni brojevi.

Prvi razred – B kategorija

1. Neka su AB i CD osnovice trapeza ABCD, a E sredixte kraka BC.
Ako va�i AE = 10, DE = 8 i ]AED = 30◦, odrediti povrxinu ovog trapeza.

2. U dr�avi Neznaliji, direktor korporacije PropastTM je obavestio
radnike da �e im ove godine plata biti smaǌena za 10%, slede�e godine
pove�ana za 11%, naredne godine smaǌena za 12%, godine posle toga pove�ana
za 13% itd. idu�ih 90 godina. Da li �e u nekom trenutku zaposleni imati
ve�u platu od trenutne?

3. U koliko najmaǌe poteza mo�e skakaq iz doǌeg levog poǉa xahovske
table (a1) sti�i do gorǌeg desnog (h8)? Dokazati!

4. Koliko ima parnih petocifrenih brojeva koji nisu deǉivi sa 3 i u
qijem zapisu nema cifre 9?

5. Rexiti rebus:
PET ·PET = DESET

(istim slovima odgovaraju iste a razliqitim slovima razliqite cifre, i
pritom P,D 6= 0).

Drugi razred – B kategorija

1. Za koje vrednosti parametara p i q jednaqinaÈ
x2 + px+ q + x = 2017

ima vixe od 2017 razliqitih realnih rexeǌa?

2. U 4ABC taqke A0, B0 i C0 su podno�ja visina iz temena A, B i C,
redom, i pritom va�i 4ABC ∼ 4A0B0C0.

a) Ako se zna da je 4ABC oxtrougli, izraqunati ǌegove uglove.

b) Ako se zna da je 4ABC tupougli, izraqunati ǌegove uglove.
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3. Odredi najmaǌi prirodan broj n za koji se nijedan od razlomaka

7
n+ 9

,
8

n+ 10
,

9
n+ 11

, . . . ,
2015

n+ 2017
ne mo�e skratiti.

4. Na�i sve vrednosti realnog parametra a za koje jednaqina

ax2 − (a+ 2)x+ (a+ 1) = 0

ima dva razliqita realna rexeǌa ve�a od 1.

5. Data je figura na slici dole, saqiǌena od xest jediniqnih kvadrati�a.
Da li je mogu�e od neparnog broja kopija ove figure sastaviti pravougaonik?

Tre�i razred – B kategorija

1. U intervalu [0, 2π] rexiti jednaqinu

cos2 x+ cos2 2x+ cos2 3x = 1.

2. Osnova piramide MABC je jednakokraki 4ABC (AB ∼= AC). Podno�je
visine piramide iz vrha M je na sredini visine AA0 u 4ABC. Kroz ivicu
BC je postavǉena ravan koja je normalna na ivicu MA i seqe je u taqki S.
Poznato je da ta ravan zaklapa ugao od 30◦ sa ravni ABC. Ako zapremina
piramide SABC iznosi 2017, na�i zapreminu piramide MSBC.

3. Da li je mogu�e broj 2017 predstaviti kao zbir tri prirodna broja
takva da nikoja dva me�u ǌima nisu uzajamno prosti?

4. Date su taqke A(1, 0) i B(4, 3). Za realan broj p, oznaqimo sa Np taqku
na pravoj AB koja je najbli�a kru�nici

(x− p)2 + (y − 1− p2)2 = 1

(pod rastojaǌem taqke od kru�nice podrazumevamo rastojaǌe od te taqke do
ǌoj najbli�e taqke na kru�nici). Za koje vrednosti parametra p se taqka Np
nalazi strogo izme�u taqaka A i B?

5. Odrediti broj naqina da se prirodan broj n predstavi kao zbir neko-
liko (dva ili vixe) prirodnih brojeva, pri qemu je bitan poredak. (Na
primer, za n = 4 imamo slede�e mogu�nosti: 3 + 1, 2 + 2, 1 + 3, 2 + 1 + 1,
1 + 2 + 1, 1 + 1 + 2, 1 + 1 + 1 + 1, tj. ukupno 7 tra�enih naqina.)
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Qetvrti razred – B kategorija

1. Date su parabole y = x2+3x+6 i y = x2+5x+3. Na�i jednaqinu ǌihove
zajedniqke tangente, kao i taqke dodira te tangente sa ovim parabolama.

2. Ako je n2 + 2n prost broj za neki prirodan broj n > 1, dokazati da je n
deǉiv sa 3 ali nije deǉiv sa 6.

3. U svako poǉe tablice formata n × n potrebno je upisati po jedan od
brojeva 1, 2, 3, . . . , n na takav naqin da se u svakoj vrsti, u svakoj koloni i
na svakoj dijagonali svaki od brojeva pojavǉuje najvixe jedanput. (Pritom
posmatramo dijagonale svih mogu�ih du�ina: dakle, dve dijagonale du�ine
n, qetiri dijagonale du�ine n−1, qetiri dijagonale du�ine n−2, . . . , qetiri
dijagonale du�ine 2 i qetiri dijagonale du�ine 1.) Da li je ovo mogu�e
posti�i za:

a) n = 4;

b) n = 5?

4. Izraqunati$ É
2017 +

q
2017 + · · ·+

È
2017 +

√
2017| {z }

2017 korenova

%
.

(Sa bxc oznaqavamo najve�i ceo broj ne ve�i od x.)

5. Dat je 4ABC, ]C = 90◦. Uoqeni su kvadrati AEDC i CFGB u ǌegovoj
spoǉaxǌosti. Du� EB suqe du�i AC i AG redom u taqkama H i I. Du�
AG seqe du� BC u taqki J . Ako povrxina 4AIB iznosi 2017, izraqunati
povrxinu qetvorougla HCJI.
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REXEǋA ZADATAKA SA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 21. 1. 2017.

Prvi razred – A kategorija

1. Povrx parka mo�emo popuniti pravougaonicima dimenzija 10,5× 20,5,
gde u jednom redu mo�emo pore�ati 95 takvih pravougaonika a imamo ukupno
48 redova (zbog 1000

10,5 > 95 i 1000
20,5 > 48). Time smo dobili ukupno 4560 takvih

pravougaonika. Xtavixe, poxto va�i 1000−48·20,5 = 1000−984 = 16 > 10,5, u
preostalu traku mo�emo smestiti jox 48 takvih pravougaonika rotiranih za
90◦, qime ukupan broj pravougaonika postaje 4608. Kako imamo 4567 stabala,
po Dirihleovom principu postoji pravougaonik u kom se ne nalazi centar
nijednog stabla. Me�utim, tada sredixǌi deo tog pravougaonika formata
10×20 predstavǉa prostor unutar kog se ne nalazi nijedno stablo (niti deo
stabla).

Op 2017 1A 2

2. Opiximo kru�nicu k sa centrom u B i
polupreqnikom 2. Na ǌoj se nalaze taqke A i
C. U toj kru�nici periferijski uglovi nad
kra�im lukom ÷AC iznose 104◦

2 = 52◦, pa peri-
ferijski uglovi nad du�im lukom ÷AC iznose
180◦ − 52◦ = 128◦. Odatle zakǉuqujemo D ∈ k,
pa sledi BD = 2.

3. Imamo 12x + 10y ≡ 1 + (−1)y ∈ {0, 2}
(mod 11). Poxto 11 - 7102, y mora biti parno
i strane jednaqine daju ostatak 2 pri deǉeǌu
sa 11. Ostaci pri deǉeǌu broja 7102z sa 11,
za z = 1, 2, 3 . . . , ponavǉaju se u periodima ob-
lika (7, 5, 2, 3, 10, 4, 6, 9, 8, 1), pa poxto je period
du�ine 10, zakǉuqujemo z = 10k+ 3. Daǉe, po-
smatraǌem jednaqine po modulu 5 dobijamo da je leva strana kongruentna
sa 2x a desna sa 2z. Ostaci pri deǉeǌu stepena dvojke sa 5 ponavǉaju se u
periodima oblika (2, 4, 3, 1), pa poxto je period du�ine 4, sledi da x i z daju
isti ostatak pri deǉeǌu sa 4; specijalno, poxto je z neparan broj, sledi da
je i x neparan broj.

Poxto 2 | 7102 ali 4 - 7102, najve�i stepen dvojke koji deli desnu stranu
je 2z. Daǉe, najve�i stepen dvojke koji deli 12x je 22x, a najve�i stepen
dvojke koji deli 10y je 2y; ukoliko bi ovi stepeni bili razliqiti, tada bi
najve�i stepen dvojke koji deli levu stranu iznosio 2min{2x,y}, ali poxto
su 2x i y parni brojevi, ova vrednost ne bi mogla biti jednaka 2z (jer,
podsetimo se, 2 - z). Preostaje y = 2x, i tada jednaqinu mo�emo zapisati kao
12x+100x = 7102z. No, kako je x neparan broj, leva strana mo�e se faktorisati
kao (12 + 100)(12x−1 − 12x−2100 + · · · − 12 · 100x−2 + 100x−1), tj. leva strana je
deǉiva sa 112, ali poxto 112 - 7102, sledi da postavǉena jednaqina nema
rexeǌa.

4. Posmatrajmo prvo qetiri taqke A,B,C,D takve da je jedna od ǌih u
unutraxǌosti trougla koji obrazuju preostale tri (bez umaǌeǌa opxtosti,
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neka D ∈ int4ABC). Poxto me�u uglovima ]ADB,]ADC,]BDC postoji bar
jedan ne maǌi od 120◦, u ovom sluqaju sledi f(A,B,C,D) > 120◦.

Posmatrajmo sada sluqaj kada nijedna od taqaka A,B,C,D ne le�i u unu-
traxǌosti trougla koji obrazuju preostale tri, tj. kada one obrazuju kon-
veksan qetvorougao (bez umaǌeǌa opxtosti, qetvorougao ABCD). Kako va�i
]ABC + ]BCD + ]CDA + ]DAB = 360◦, bar jedan od ova qetiri ugla mora
biti ne maǌi od 90◦, pa u ovom sluqaju sledi f(A,B,C,D) > 90◦.

Prema tome, zakǉuqujemo min f(A,B,C,D) > 90◦. Ukoliko taqke A,B,C,D
qine temena pravougaonika, tada se ova granica dosti�e, pa je rexeǌe za-
datka 90◦.

5. Koristi�emo slede�e zapa�aǌe: ako va�i ||y| − a| = b i pritom imamo
0 < a < b, tada sledi |y| = a+ b. Zaista, imamo |y| − a = ±b, tj. |y| = a± b, ali
zbog a− b < 0 ostaje |y| = a+ b.

Osloba�aǌem posledǌe apsolutne vrednosti u postavci dobijamo | · · · |||x|−
1| − 2| · · · − 2016| − 2017 = ±2017, tj. | · · · |||x| − 1| − 2| · · · − 2016| ∈ {0, 4034}. Sada
�emo razlikovati ova dva sluqaja.

U prvom sluqaju sledi | · · · |||x|−1|−2| · · ·−2015| = 2016. Primenom zapa�aǌa
s poqetka dobijamo | · · · |||x| − 1| − 2| · · · − 2014| = 2016 + 2015, pa ponovnom pri-
menom istog zapa�aǌa | · · · |||x| − 1| − 2| · · · − 2013| = 2016 + 2015 + 2014 itd. Na
kraju preostaje |x| = 2016+2015+ · · ·+1, pa u ovom sluqaju imamo dva rexeǌa.

Op 2017 2A 1

U drugom sluqaju na isti naqin dobijamo |x| =
4034 + 2016 + 2015 + · · · + 1, pa ovde imamo jox dva
rexeǌa. Dakle, ukupno postoje qetiri rexeǌa po-
stavǉene jednaqine.

Drugi razred – A kategorija

1. Neka t oznaqava protekle sekunde od kada su
mravi a i b zapoqeli svoj put. Neka su A1 i B1 redom
polo�aji mrava a i b posle proteklih t sekundi.
Tada va�i BA1 = 260 − t i BB1 = 3t. Na osnovu
kosinusne teoreme imamo

A1B
2
1 = BA2

1 +BB2
1 − 2BA1 ·BB1 cos 60◦

= (260− t)2 + 9t2 − 2(260− t)3t · 1
2 = 13t2 − 1300t+ 2602.

Op 2017 2A 2

Jasno, rastojaǌe izme�u mrava je minimalno onda
kada je ova vrednost minimalna, a poxto je ovo
kvadratna funkcija po t, ona ima minimum za t =
1300
2·13 = 50. Poxto se nakon 50 sekundi mravi zaista i
daǉe kre�u ka svojim odredixtima, rexeǌe zadatka
je 50 sekundi.

2. Neka je C ′ sredixte stranice AB, a C ′0 ortogo-
nalna projekcija taqke C ′ na pravu t. Qetvorougao
ABB0A0 je trapez a C ′C ′0 je ǌegova sredǌa linija,
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pa imamo AA0 +BB0 = 2C ′C ′0. Poxto su 4CC0T i 4C ′C ′0T sliqni (jer imaju
sve podudarne uglove) s koeficijentom sliqnosti 2 (jer va�i CT

C′T = 2, prema
osobini te�ixta), sledi CC0 = 2C ′C ′0. Iz ova dva zakǉuqka dobijamo AA0 +
BB0 = CC0.

3. U prvom koraku pqela ima 6 mogu�nosti, a u svakom slede�em najvixe 5
(jer se ne mo�e vratiti na poǉe s kog je upravo doxla). Time dobijamo gorǌu
granicu 6 ·5n−1 za broj tra�enih putaǌa. Da bismo dokazali i doǌu granicu,
primetimo da pqela u prvom koraku mo�e birati jednu od 6 mogu�nosti, a u
svakom slede�em koraku postoje tri poǉa takva da se stupaǌem na ǌih pqela
udaǉava od polaznog poǉa; ograniqavaju�i se samo na odabir ovakvih poǉa
u svakom potezu, pqela se obezbe�uje da nikada ne�e nai�i na poǉe na kom
je ve� bila, pa je broj mogu�ih putaǌa bar 6 · 3n−1, tj. 2 · 3n.

4. Sabiraǌem nejednakosti x − 1 < bxc 6 x, 2x − 1 < b2xc 6 2x i 7x − 1 <
b7xc 6 7x dobijamo

10x− 3 < bxc+ b2xc+ b7xc 6 10x,

tj. 10x − 3 < 2017 6 10x. Odatle zakǉuqujemo 201,7 6 x < 202, pa sledi
bxc = 201 i b2xc = 403, te dobijamo i b7xc = 2017− bxc − b2xc = 1413. To daǉe
daje

1413 = b7(bxc+ {x})c = b7bxc+ 7{x}c = b1407 + 7{x}c = 1407 + b7{x}c,

to jest b7{x}c = 6, a onda dobijamo 6
7 6 {x} < 1. Sada sledi b6xc = b6(bxc +

{x})c = b6bxc+6{x}c = 6bxc+b6{x}c, pa s obzirom na nejednakost 36
7 6 6{x} < 6

imamo b6{x}c = 5. Odatle dobijamo

{6x} = 6x− b6xc = 6(bxc+ {x})− (6bxc+ b6{x}c) = 6{x} − 5.

Sliqno sledi i {5x} = 5{x} − 4 i {2x} = 2{x} − 1. Ubacimo sada sve ovo u
drugu jednaqinu. Ona se svodi na

3{x}(5{x} − 4) = 4(2{x} − 1)(6{x} − 5),

xto posle sre�ivaǌa postaje 33{x}2−52{x}+20 = 0. Rexavaǌem ove jednaqine
dobijamo

{x} =
52±

√
522 − 4 · 33 · 20

66
=

52±
√

2704− 2640
66

=
52±

√
64

66
=

52± 8
66

,

tj. {x} = 52+8
66 = 60

66 = 10
11 ili {x} = 52−8

66 = 44
66 = 2

3 . Drugu mogu�nost odbacujemo
jer se ne uklapa u uslov 6

7 6 {x}. Ostaje, dakle, {x} = 10
11 , i jedino rexeǌe

sistema iz postavke je

x = 201 +
10
11

=
2221
11

.

5. Prvo rexeǌe. Za n = 1 imamo x2 = 2y2
1, xto je nemogu�e. Doka�imo sada

da za svako n > 1 postoje tra�eni brojevi. Za n = 2 imamo za (x; y1, . . . , yn)
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rexeǌe (2; 1, 1); za n = 3 imamo (6; 4, 1, 1), za n = 4 imamo (6; 3, 2, 2, 1). Prime-
timo da za sva tri rexeǌa va�i yn = 1. Nadaǉe, ako za neko n imamo rexeǌe
(x; y1, . . . , yn) sa yn = 1, onda za n+ 3 imamo rexeǌe (2x; 2y1, . . . , 2yn−1, 1, 1, 1, 1);
zaista:

2((2y1)2 + · · ·+(2yn−1)2 +12 +12 +12 +12) = 4 · 2(y2
1 + · · ·+ y2

n−1 +1) = 4x2 = (2x)2.

Prema tome, s obzirom na konstruisana rexeǌa za n ∈ {2, 3, 4}, indukcijom
dobijamo egzistenciju rexeǌa za sve n > 1. Ovim je dokaz zavrxen.

Drugo rexeǌe. Doka�imo prvo da za svaki prirodan broj k postoji k
kvadrata prirodnih brojeva qija je suma tako�e kvadrat prirodnog broja.
Dokaz sprovodimo indukcijom po k. Za k = 1 tvr�eǌe je trivijalno taqno.
Daǉe, ako va�i z2

1 + z2
2 + · · ·+ z2

k = u2, tada, ukoliko je u neparan broj, imamo
z2
1+z2

2+· · ·+z2
k+(u

2−1
2 )2 = u2+u4−2u2+1

4 = (u
2+1
2 )2, a ukoliko je u paran broj, tada

je u2 deǉivo sa 4, pa imamo z2
1 + z2

2 + · · ·+ z2
k+(u

2−4
4 )2 = u2 + u4−8u2+16

16 = (u
2+4
2 )2

(tj. mo�emo uzeti zk+1 = u2−1
2 , odnosno zk+1 = u2−4

4 , respektivno).
Sada dokaz egzistencije brojeva iz postavke za zadato n, n > 1, dobijamo

na slede�i naqin: odaberemo y1, y2, . . . , yn−1 takve da suma ǌihovih kvadrata
bude potpun kvadrat, recimo v2, i odaberemo yn = v. Tada imamo

2(y2
1 + y2

2 + · · ·+ y2
n−1 + y2

n) = 2(v2 + v2) = 4v2 = (2v)2,

xto je i trebalo dokazati.

Tre�e rexeǌe. Za n ∈ {2, 3, 4} konstruixemo primere kao u prvom rexeǌu.
Za n > 5 oznaqimo k = n − 4 i uzmimo y1 = y2 = k, y3 = y4 = · · · = yn−2 = 2 i
yn−1 = yn = 1. Tada imamo:

2(y2
1 + y2

2 + · · ·+ y2
n) = 2(k2 + k2 + 22 + 22 + 22 + · · ·+ 22 + 12 + 12)

= 2(2k2 + (n− 4) · 4 + 2) = 4(k2 + 2k + 1) = (2(k + 1))2,

pa mo�emo uzeti xn = 2(k + 1).

Tre�i razred – A kategorija

Op 2017 3A 1

1. Za proizvoǉnu taqku O unutar
qetvorougla ABCD jednakost POO ·
OQO = ROO · OSO je ekvivalentna s
qiǌenicom da su taqke PO, RO, QO i
SO koncikliqne, xto sledi iz poten-
cije taqke O u odnosu na kru�nicu.
Ovo je daǉe ekvivalentno s uslovom
]POROSO ∼= ]POQOSO, ali kako va�i
]POROSO = 180◦ − ]ADC i ]POQOSO ∼=
]ABC, prethodni uslov zapravo je ekvi-
valentan s uslovom ]ADC + ]ABC =
180◦, tj. s uslovom da je qetvorougao
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ABCD tetivan. Dakle, oba uslova iz postavke ekvivalentni su s tetivnox�u
qetvorougla ABCD, pa sledi da su oni ekvivalentni me�usobno.

2. Va�i

2n + 3n+3 + 5n + 7n+4 ≡ (−1)n + 0 + (−1)n + 1 = 2 · (−1)n + 1 (mod 3),

pa je za parno n posmatrani broj deǉiv sa 3 a time i slo�en. Neka je sada n
neparno. Tada va�i

2n + 3n+3 + 5n + 7n+4 ≡ 2n + (−2)n+3 + 0 + 2n+4 = 2n + 2n+3 + 2n+4

= 2n(1 + 8 + 16) = 25 · 2n ≡ 0 (mod 5),

pa je tada posmatrani broj deǉiv sa 5 i prema tome ponovo je slo�en.

3. Oznaqimo sa xn broj mogu�ih pqelinih putaǌa od n koraka, a sa yn
Duletovih. Videti rexeǌe za tre�i zadatak u razredu 2A, gde je pokazana
nejednakost xn > 2 · 3n. Primetimo daǉe da Dule u prvom koraku ima 4
mogu�nosti, a u svakom slede�em najvixe 3 (jer se ne mo�e vratiti na poǉe
s kog je upravo doxao), pa za broj ǌegovih putaǌa dobijamo gorǌu granicu
yn 6 4 · 3n−1. Odatle, xn > 2 · 3n = 6 · 3n−1 > 4 · 3n−1 > yn, xto je i trebalo
dokazati.

4. Ukoliko za x uzmemo realan broj ve�i od svih ai i bi, nejednakost
iz postavke svodi se na −b1 − b2 − · · · − bn 6 −a1 − a2 − · · · − an, a ako za x
uzmemo realan broj maǌi od svih ai i bi, nejednakost iz postavke svodi se na
b1 + b2 + · · ·+ bn 6 a1 + a2 + · · ·+ an. Odatle direktno sledi

b1 + b2 + · · ·+ bn = a1 + a2 + · · ·+ an.

Fiksirajmo sada prirodan broj k, 1 6 k 6 n − 1. Neka je x proizvoǉan
realan broj za koji va�i ak 6 x 6 ak+1. Tada se postavǉena nejednakost
svodi na

|x− b1|+ |x− b2|+ · · ·+ |x− bn| 6 (x−a1)+ · · ·+(x−ak)− (x−ak+1)−· · ·− (x−an).

S druge strane, iz oqiglednih nejednakosti |y| > y i |y| > −y dobijamo

|x− b1|+ |x− b2|+ · · ·+ |x− bn| > (x− b1)+ · · ·+(x− bk)− (x− bk+1)− · · ·− (x− bn),

pa sledi

(x− b1) + · · ·+ (x− bk)− (x− bk+1)− · · · − (x− bn)

6 (x− a1) + · · ·+ (x− ak)− (x− ak+1)− · · · − (x− an).

Sve pojave vrednosti x s obe strane nejednakosti se ispotiru, i oduzimaǌem
od ove nejednakosti ranije dobijenu jednakost b1+b2+· · ·+bn = a1+a2+· · ·+an
dobijamo −2(b1 + b2 + · · · + bk) 6 −2(a1 + a2 + · · · + ak), tj. a1 + a2 + · · · + ak 6
b1 + b2 + · · ·+ bk.
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5. Neka se kru�nice k i
k1 seku u taqkama U i V .
Doka�imo da su taqke F , U
i V kolinearne. Iz ovoga �e
lako slediti tvr�eǌe zadatka:
zaista, iz ik2(k) = k i ko-
linearnosti taqaka F , U i V
dobijamo ik2(U) = V , a oda-
tle i ik2(k1) = k1, tj. k1⊥k2.
Doka�imo zato �eǉenu koline-
arnost.

Neka prava EU (koja je,
primetimo, tangenta na k, xto
sledi iz k⊥k1) seqe pravu FC
u taqki X. Iz osobina spoǉa-
xǌih i periferijskih uglova
dobijamo:

]XFU = ]EXC − ]FUX = (]ECB − ]CEX)− ]EUV

= (]ECB − (]CUX − ]UCE))− ]EUV

= (]ECB + ]UCE)− (]CUX + ]EUV )

= ]UCB − (180◦ − ]CUV ) = ]UCB − ]CBV.

Daǉe, oznaqimo sa Y presek pravih EV i FC. Sliqno kao malopre, izraqu-
navamo:

]Y FV = ]EV U − ]EY B = ]EV U − (]EBC − ]BEY )

= ]EV U − (]EBC − (]BV Y − ]V BE))

= (]EV U + ]BV Y )− (]EBC + ]V BE)

= 180◦ − ]BV U − ]CBV = ]UCB − ]CBV.

Drugim reqima, dobili smo ]XFU = ]Y FV . Odavde direktno sledi da su
taqke F , U i V kolinearne, qime je dokaz zavrxen.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Transformiximo izraz ln xx

yy = x lnx − y ln y. Uoqimo funkciju f(x) =
x lnx. Ova funkcija je neprekidna na [e−3, e] i diferencijabilna na (e−3, e),
i imamo f ′(x) = lnx+ 1. Po teoremi o sredǌoj vrednosti, postoji c ∈ (e−3, e)
takvo da va�i x lnx − y ln y = f ′(c)(x − y) = (ln c + 1)(x − y). Poxto c ∈ (e−3, e),
sledi −2 6 ln c+ 1 6 2, pa dobijamo����ln xxyy

���� = |f ′(c)||x− y| 6 2|x− y|,

xto je i trebalo dokazati.
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2. Dokazujemo indukcijom da za sve m ∈ N va�i (a+ 1)m | a(a+1)m−1
+ 1. Za

m = 1 ovo je oqigledno. Pretpostavimo sada da (a+1)m | a(a+1)m−1
+1 za dato

m. Kako je a paran broj, a+ 1 je neparan, pa imamo

a(a+1)m + 1 =
�
a(a+1)m−1�a+1

+ 1a+1 =
�
a(a+1)m−1

+ 1
� aX
j=0

(−1)j
�
a(a+1)m−1�j

.

Po induktivnoj hipotezi, (a+ 1)m | a(a+1)m−1
+ 1. Daǉe, imamo

aX
j=0

(−1)j
�
a(a+1)m−1�j

≡
aX
j=0

(−1)j
�
(−1)(a+1)m−1�j

=
aX
j=0

(−1)j(−1)j

≡
aX
j=0

1 = a+ 1 ≡ 0 (mod a+ 1),

to jest, a+1 |
Pa
j=0(−1)j

�
a(a+1)m−1

�j
. Ovim smo pokazali (a+1)m+1 | a(a+1)m+1,

qime je dokaz zavrxen.

3. Oznaqimo sa A skup pozicija na kojima su deca do kojih se lopta nizom
sigurnih dodavaǌa mo�e proslediti od Ivice, i oznaqimo sa B komplement
skupa A. Pretpostavimo suprotno, da je Mariqina pozicija u skupu B. Tada
su i A i B neprazni, pa mo�emo uoqiti pozicije PA ∈ A i PB ∈ B qije
je rastojaǌe minimalno. Poxto PA ∈ A a PB ∈ B, izme�u ǌih se ne mo�e
sigurno dodati lopta, xto znaqi da se u krugu sa preqnikom PAPB nalazi bar
jox jedna pozicija PC . Ali bilo da PC ∈ A ili PC ∈ B, to je u kontradikciji
sa minimalnox�u rastojaǌa PA i PB.

4. Ako va�i f(y1) = f(y2) = c, tada za proizvoǉno x i z imamo y1 =
f(x+c+f(f(z)))
f(1+f(c)(x+z)) = y2; odavde zakǉuqujemo da je f ,,1-1“. Sada uvrxtavaǌem
y = z = 1 u jednakost iz postavke i korix�eǌem injektivnosti funkcije f
dobijamo x+ f(1)+ f(f(1)) = 1+ f(f(1))(x+1), xto se svodi na x(1− f(f(1))) =
1−f(1), a ovo je mogu�e za svako x ∈ R+ samo ukoliko va�i 1−f(f(1)) = 0, tj.
f(f(1)) = 1; tada s desne strane dobijamo f(1) = 1. Uvrstimo sada x = y = 1
u jednakost iz postavke, qime dobijamo (ponovo uz injektivnost, kao i uz
f(1) = 1) 1 + 1 + f(f(z)) = 1 + 1 + z, odakle sledi f(f(x)) = x za svako x ∈ R+.
Postavǉena jednaqina se svodi na

f(x+ f(y) + z) = yf(1 + y(x+ z)).

Uvrstimo x+z = 1 u ovaj izraz, qime dobijamo f(1+f(y)) = yf(1+y). Zamenom
y sa f(x) u ovoj jednakosti dobijamo

f(x)f(1 + f(x)) = f(1 + f(f(x))) = f(1 + x) =
f(1 + f(x))

x

(gde smo na kraju jox jednom iskoristili prethodnu jednakost). Odavde
odmah dobijamo f(x) = 1

x , a direktno se proverava da ova funkcija zaista
zadovoǉava uslove zadatka.
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5. Oznaqimo sa B0 i C0 podno�ja visina iz
temena B i C u 4ABC, redom, i neka je F pre-
sek simetrale ]ACC0 sa stranicom AB. Kako
va�i EE0 < EC (jer je E na simetrali ]B),
dobijamo ]ECE0 < ]EE0C ∼= ]E0CC0, a poxto
je CF simetrala ]ACC0, onda sledi ]ACE0 <
]ACF , a odatle daǉe ]ACA1 < ]ACC0. Ovo
znaqi da se 4AA1C ceo nalazi, osim temena C,
u otvorenoj poluravni s ivicom CC0 u kojoj je
taqka A. Analogno se pokazuje da se 4BB1C
ceo nalazi, osim temena C, u otvorenoj polu-
ravni s ivicom CC0 u kojoj je taqka B, odakle
sledi tvr�eǌe zadatka.

Prvi razred – B kategorija

1. Podsetimo se, broj xyzu je deǉiv sa 11
ako i samo ako 11 | (y + u)− (x+ z).

Pretpostavimo prvo da su y i u iste cifre
(a ili b). Tada se uslov svodi na 11 | 2y−(x+z).

Ukoliko va�i x = z, tada imamo 11 | 2(y − x), a poxto su x i y cifre, ovo je
mogu�e samo za x = y = z = u; dakle, u ovom sluqaju dobijamo brojeve aaaa
i bbbb. Ukoliko su x i z razliqite cifre, tada je jedna od ǌih jednaka y a
druga ne; za npr. x = y, z 6= y, uslov se svodi na 11 | y− z, ali ovo je nemogu�e
zbog −8 6 y − z 6 8 i y 6= z.

Neka su sada y i u razliqite cifre. Tada imamo y + u = a+ b. Za x = z ∈
{a, b} uslov 11 | (y + u) − (x + z) svodi se na 11 | b − a ili 11 | a − b, ali ovo
je nemogu�e za a 6= b. Sledi da su i x i z razliqite cifre, pa izlistavaǌem
svih mogu�ih kombinacija ovde dobijamo brojeve aabb, abba, baab i bbaa.

2. Imamo |A| = 50 i |B| = 33, a kako su u skupu A∩B upravo brojevi deǉivi
sa 6, imamo i |A ∩ B| = 16. Daǉe, B ∩ C = {9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90}, pa
imamo |B∩C| = 10, i (A∩C)\B = {14, 34, 44, 64, 74, 94}, pa imamo |(A∩C)\B| = 6.
Sada raqunamo

|(A ∪B) \ C| = |A ∪B| − |B ∩ C| − |(A ∩ C) \B|

= |A|+ |B| − |A ∩B| − |B ∩ C| − |(A ∩ C) \B|

= 50 + 33− 16− 10− 6 = 51,

odakle dobijamo |C| = 100− |(A ∪B) \ C| = 49.

3. Neka je p broj plavih kuglica, z broj zelenih kuglica a c broj crvenih
kuglica. Iz posledǌeg uslova zakǉuqujemo da va�i p + z = 7 (jer 7 kuglica
nije dovoǉno kako bismo bili sigurni da me�u ǌima postoji crvena, tj.
mogu�e je da svih 7 izvuqenih kuglica budu plave ili zelene, a nije mogu�e
izvu�i 8 kuglica koje su sve plave ili zelene). Sliqno, iz pretposledǌeg
uslova zakǉuqujemo da va�i p+c = 9. Konaqno, iz prvog uslova sledi z+c = 10
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(naime, uslov implicira da va�i jedna od jednakosti p + z = 10, p + c = 10
ili z + c = 10, a prve dve su nemogu�e zbog ranijih zakǉuqaka). Sabiraǌe
sve tri dobijene jednakosti daje 2p+ 2z + 2c = 26, tj. p+ z + c = 13, a odatle
dobijamo c = 6, z = 4 i p = 3.

Op 2017 1B 4

4. Va�i ]APB = ]AQB = 90◦ jer su to uglovi
nad preqnikom AB. Prema tome, AP i BQ su visine
u 4ABN , pa jeM ǌegov ortocentar. No, tada jeMN
tre�a visina tog trougla, pa sledi MN ⊥ AB.

5. Neka A sada ima x godina, a B neka ima y
godina. Dakle, A je stariji od B za x − y godina.
Kada je A imao y godina, onda je B imao y− (x−y) =
2y − x godina, pa prvi uslov iz postavke mo�emo
zapisati kao x = 3(2y − x), xto se svodi na 2x =
3y. Kada B bude imao x godina, tada �e A imati

x + (x − y) = 2x − y godina, pa drugi uslov iz postavke mo�emo zapisati kao
2x− y + x = 70, tj. 3x− y = 70. Rexavaǌem sistema dobijamo x = 30 i y = 20.

Drugi razred – B kategorija

Op 2017 2B 1

1. Neka su O1, O2, O3 i O4 centri kru�nica
opisanih oko4ABO,4BCO,4CDO i4DAO, re-
dom. Kako i O1 i O2 pripadaju simetrali du�i
BO, sledi da je prava O1O2 upravo simetrala
du�i BO, pa dobijamo O1O2 ⊥ BO, tj. O1O2 ⊥
BD. Na isti naqin pokazujemo i O3O4 ⊥ BD,
pa odavde sledi O1O2 ‖ O3O4. Analogno, O2O3 ‖
O1O4, pa je O1O2O3O4 paralelogram.

2. Pretpostavimo da je prva starqeva
reqenica neistinita (i tada sve ostale moraju
biti istinite). To znaqi da starac ima paran
broj jabuka, a iz druge reqenice sledi da je broj
jabuka koje ima deǉiv sa 3. Dakle, u tom sluqaju je broj jabuka koje starac
ima deǉiv sa 6, ali tada ǌegova posledǌa reqenica nije istinita, kon-
tradikcija. Prema tome, prva starqeva reqenica mora biti istinita, xto
znaqi da starac ima neparan broj jabuka. U tom sluqaju oqigledno tre�a
reqenica nije istinita, pa sve ostale moraju biti istinite, tj. broj jabuka
mora biti neparan, deǉiv sa 3, deǉiv sa 5, a da nije deǉiv sa 6. Najmaǌi
prirodan broj koji je deǉiv sa 3 i 5 je broj 15, a on oqigledno ispuǌava i
ostale neophodne uslove, pa starac minimalno mo�e imati 15 jabuka.

3. Ako je tra�eni broj bar dvocifren, tada se u ǌegovom zapisu ne smeju
pojavǉivati cifre iz skupa {0, 2, 4, 5, 6, 8} (jer bismo premextaǌem takve
cifre na kraj broja dobili broj koji nije prost). Dakle, ostaju samo qe-
tiri mogu�e cifre: {1, 3, 7, 9}, pa je tra�eni broj najvixe qetvorocifren.
Ukoliko bi bio qetvorocifren, tada bi se svaka od cifara 1, 3, 7 i 9 po-
javǉivala taqno jednom, ali tada bismo permutacijom cifara mogli dobiti
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broj 1397, koji je deǉiv sa 11 pa nije prost. Sliqno, za svaki mogu� izbor
tri od ove qetiri cifre mo�emo prona�i ǌihovu permutaciju u kojoj ne do-
bijamo prost broj: 7 | 371, 11 | 319, 7 | 791, 7 | 973. Prema tome, tra�eni broj
je najvixe dvocifren, a me�u ǌima lako nalazimo najve�i: to je 97 (on jeste
prost, a jedinom mogu�om permutacijom ǌegovih cifara dobijamo broj 79,
koji je tako�e prost).

4. Neka su x1 i x2 rexeǌa postavǉene jednaqine. Iz Vijetovih formula
imamo x1 + x2 = m+ 1 i x1x2 = 2m− 4. Prema tome, sledi

x2
1 + x2

2 = (x1 + x2)2 − 2x1x2 = (m+ 1)2 − 2(2m− 4) = m2 − 2m+ 9.

Funkcija m2−2m+9 ima minimum (teme) u taqki m = −(−2)
2 = 1 (i tada va�i

x2
1 +x2

2 = 8). Poxto za m = 1 jednaqina iz postavke glasi x2−2x−2 = 0 i ǌena
rexeǌa su zaista realna (diskriminanta je pozitivna: (−2)2 + 4 · 2 = 12 > 0),
rexeǌe zadatka je m = 1.

5. Sabiraǌe prve dve jednaqine iz postavke daje x2 + 2y2 + z2 = 25, pa
korix�eǌem tre�e dobijamo x2 + 2xz + z2 = 25, tj. (x + z)2 = 25, a odavde
sledi x + z = ±5, tj. z = ±5 − x. Sada iz prve i tre�e jednaqine, koriste�i
upravo zakǉuqeno, dobijamo 9 = x2 + y2 = x2 + xz = x2 + x(±5 − x) = ±5x, tj.
x = ± 9

5 , a odavde sledi z = ±5 − (± 9
5 ) = ± 16

5 i y2 = xz = (± 9
5 ) · (± 16

5 ) = 144
25 .

Dakle, posmatrani sistem ima qetiri rexeǌa:

(x, y, z) ∈
§�

9
5
,
12
5
,
16
5

�
,

�
9
5
,−12

5
,
16
5

�
,

�
−9

5
,
12
5
,−16

5

�
,

�
−9

5
,−12

5
,−16

5

�ª
.

Tre�i razred – B kategorija

1. Iz prve jednakosti imamo sinx = 2 sinx cosx, tj. sinx(1 − 2 cosx) = 0, a
odavde zakǉuqujemo sinx = 0 ili cosx = 1

2 . U prvom sluqaju imamo x ∈ {kπ :
k ∈ Z}, a vidimo da sve ove vrednosti zaista ispuǌavaju sve jednakosti iz
postavke. U drugom sluqaju imamo x = ±π3 + 2kπ, no tada va�i sinx 6= 0 ali
sin 3x = sin(±π+6kπ) = 0, pa nije zadovoǉen niz jednakosti iz postavke. Dakle,
rexeǌe jednaqine je x ∈ {kπ | k ∈ Z}.

2. Broj razliqitih rasporeda jednak je broju parova uqenika koji su u
me�uvremenu zamenili mesta, uve�anom za 1 (zbog prvog uoqenog rasporeda).
Kako Vuk mora presti�i Acu i Bojana, Dejan mora presti�i Acu, Bojana i
Gorana, a Goran mora presti�i Bojana, broj razliqitih rasporeda je bar 7.
Ukoliko se prestizaǌa doga�aju po redosledu iz prethodne reqenice, broj
razliqitih rasporeda �e biti jednak 7, pa je to tra�eno rexeǌe zadatka.

3. Mno�eǌem prve jednaqine sa −2 i dodavaǌem drugoj dobijamo

0 = x2 − 2xy + y2 − 2(x− y) = (x− y)2 − 2(x− y) = (x− y)(x− y − 2),

odakle sledi x = y ili x = y+2. U prvom sluqaju druga jednaqina se svodi na
2x2 = 34, pa imamo dva rexeǌa: (x, y) = (

√
17,
√

17) i (x, y) = (−
√

17,−
√

17). U
drugom sluqaju druga jednaqina se svodi na 2y2+4y−30 = 0, tj. y2+2y−15 = 0,
qijim rexavaǌem dobijamo y = −2±

√
64

2 = −2±8
2 , tj. y = −5 ili y = 3, pa

dobijamo jox dva rexeǌa: (x, y) = (−3,−5) i (x, y) = (5, 3), te postavǉeni
sistem ima ukupno 4 rexeǌa.
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4. Neka je E presek dijagonala
qetvorougla ABCD, neka su b i d du�ine
du�i BE i DE, i neka su hA i hC uda-
ǉenosti taqaka A i C od prave BD, sve
respektivno. Tada imamo:

P4ABEP4BCEP4CDEP4ADE

=
bhA
2

bhC
2

dhC
2

dhA
2

=
�
bhA
2

�2 �dhC
2

�2

= (P4ABEP4CDE)2.

Stoga, poxto je broj u zagradi ceo, po-
smatrani proizvod je potpun kvadrat. Me�utim, potpun kvadrat se mo�e za-
vrxavati samo nekom od cifara 0, 1, 4, 5, 6 ili 9, tj. ne mo�e se zavrxavati
cifrom 7, pa se ne mo�e zavrxavati ni na 2017.

5. a) Vidimo dam2n2 | m2n6−m4n4+m6n2 = 2017, odakle mora bitimn = ±1
ili mn = ±2017 (jer je 2017 prost broj). Ako bi bilo m = 2017 ili n = 2017,
tada bi leva strana jednakosti bila deǉiva sa 20172, dok desna nije, pa je
to kontradikcija. Prema tome, mn = ±1, ali onda m2n6−m4n4 +m6n2 = 1, pa
jednaqina nema rexeǌa.

b) Uzmimo, bez gubǉeǌa opxtosti, |m| > |n|. Tada imamo 2016 = m2n6 −
m4n4 +m6n2 > n2n6 +m4n2(m2−n2) > n8, xto daje |n| 6 2. Za n = 0 leva strana
je 0, pa tu nemamo rexeǌa. Za |n| = 1, iz m2−m4 +m6 = 2016 sledi da m mora
biti parno, a tako�e i deǉivo sa 3 (jer bi u sluqaju m ≡ ±1 (mod 3) leva
strana davala ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3, dok 3 | 2016), odakle sledi |m| > 6
(nemogu�e je m = 0), a to je kontradikcija zbog

m6 −m4 +m2 = m4(m2 − 1) +m2 > 35m4 > 35 · 64 > 2016.

Konaqno, za |n| = 2 jednaqina postaje 64m2 − 16m4 + 4m6 = 2016, tj. 16m2 −
4m4 + m6 = 504, odakle je m paran broj, ali tada 64 | 16m2 − 4m4 + m6 dok
64 - 504, xto je kontradikcija. Dakle, postavǉena jednaqina nema rexeǌa.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Na posmatranom intervalu va�i 0 6 sinx 6 1 i 0 6 cosx 6 1, pa sledi
(sinx)cos x 6 1cos x = 1. Ova vrednost se zaista i dosti�e za x = π

2 , pa tra�ena
maksimalna vrednost jednaka 1.

2. Ako je x tra�eni broj, tada iz uslova zadatka sledi da je x− 1 deǉivo
sa 2, 3, . . . , 12, pa sledi

27720 = NZS(2, 3, . . . , 12) | x− 1.
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Drugim reqima, x = 27720k + 1 za neki priro-
dan broj k. Uvrxtavaǌem k = 1, 2, 3 . . . do
nailaska na prvi sluqaj kada je x deǉivo sa
13 vidimo da se to doga�a za k = 3, i tada
imamo x = 27720 · 3 + 1 = 83161.

3. Uoqimo taqku D takvu da va�i C−A−D
i AD = c. Tada imamo CD = b + c, a kako iz
jednakosti date u postavci sledi a

b = b+c
a , ovo

zajedno s jednakox�u ]ACB = ]BCD impli-
cira 4ABC ∼ 4BDC. Iz te sliqnosti imamo
]BDC ∼= ]ABC. Kako va�i ]ABD ∼= ]BDC
(zbog AD ∼= AB), dobijamo ]BAC = ]ABD +
]BDC = 2]BDC = 2]ABC, xto je i trebalo dokazati.

4. Sabiraǌem sve 3 jednaqine dobijamo (x+ y + z)2 = 4, tj. x+ y + z = ±2.
Oduzimaǌem tre�e jednaqine od prve dobijamo x2 − z2 + 2y(z − x) = 0, tj.
(x− z)(x+ z − 2y) = 0. Daǉe razlikujemo qetiri sluqaja.
• x+ y + z = 2, x− z = 0:
Zamenom z = x i y = 2− 2x u prvu jednaqinu dobijamo −3x2 + 4x− 1 = 0,
qijim rexavaǌem dobijamo 2 rexeǌa: (x, y, z) = (1, 0, 1) ili (x, y, z) =
( 1
3 ,

4
3 ,

1
3 ).

• x+ y + z = −2, x− z = 0:
Zamenom z = x i y = −2− 2x u prvu jednaqinu dobijamo −3x2 − 4x− 1 =
0, qijim rexavaǌem dobijamo jox 2 rexeǌa: (x, y, z) = (−1, 0,−1) ili
(x, y, z) = (− 1

3 ,−
4
3 ,−

1
3 ).

• x+ y + z = 2, x+ z = 2y:
Odavde sledi 3y = 2 i onda x + z = 2y = 4

3 , a iz druge jednaqine iz

postavke dobijamo xz = 2−y2

2 = 7
9 . Kada ovde uvrstimo z = 4

3−x, dobijamo
x2 − 4

3x + 7
9 = 0, a za diskriminantu ove jednaqine imamo D = 16

9 −
28
9 =

− 4
3 < 0, pa ovde nema realnih rexeǌa.

• x+ y + z = −2, x+ z = 2y:
Odavde sledi 3y = −2 i onda x + z = 2y = − 4

3 , a iz druge jednaqine

iz postavke dobijamo xz = 2−y2

2 = 7
9 . Kada ovde uvrstimo z = − 4

3 − x,
dobijamo x2 + 4

3x+ 7
9 = 0, a za diskriminantu ove jednaqine imamo D =

16
9 −

28
9 = − 4

3 < 0, pa ni ovde nema realnih rexeǌa.
Dakle, posmatrani sistem ima qetiri realna rexeǌa:

(x, y, z) ∈
§

(1, 0, 1), (
1
3
,
4
3
,
1
3
), (−1, 0,−1), (−1

3
,−4

3
,−1

3
)
ª
.

5. Primetimo da za sve mogu�e zbirove osim 6 postoji kombinacija od
tri broja s tim zbirom takva da je na osnovu ǌihovog proizvoda mogu�e
jednoznaqno rekonstruisati ta tri broja: 18 = 6 + 6 + 6, 17 = 6 + 6 + 5, 16 =
6 + 5 + 5, 15 = 5 + 5 + 5, 14 = 5 + 5 + 4, 13 = 5 + 5 + 3, 12 = 5 + 5 + 2, 11 = 5 + 5 + 1,
10 = 4 + 4 + 2, 9 = 3 + 3 + 3, 8 = 5 + 2 + 1, 7 = 5 + 1 + 1, 5 = 3 + 1 + 1, 4 = 2 + 1 + 1
i 3 = 1 + 1 + 1. Primera radi, ako bi Zoranu bio saopxten zbir 14, tada je
jedan od naqina na koji je mogu�e dobiti taj zbir 5 + 5 + 4, a tada bi Petru
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bio saopxten proizvod 100, i u tom sluqaju bi Petar odmah znao sva tri
Anina broja (jedini naqin da se 100 predstavi kao proizvod tri prirodna
broja od 1 do 6 je upravo 5 · 5 · 4: zaista, kako 52 | 100, sledi da dva od ta tri
broja moraju biti jednaki 5, a tre�i onda mora biti 4). Kako je Zoran bio
siguran da Petar ne mo�e na osnovu svog proizvoda rekonstruisati Anine
brojeve, jedini naqin da Zoran bude siguran u to jeste da mu je saopxten
upravo zbir 6.

Ovo znaqi da je Ana dobila jednu od slede�e tri trojke brojeva: (4, 1, 1),
(3, 2, 1) ili (2, 2, 2). U prvom sluqaju Petar bi imao proizvod 4 i dvoumio bi
se izme�u trojki (4, 1, 1) i (2, 2, 1); u drugom sluqaju Petar bi imao proizvod
6 i dvoumio bi se izme�u trojki (3, 2, 1) i (6, 1, 1); u tre�em sluqaju Petar
bi imao proizvod 8 i dvoumio bi se izme�u trojki (4, 2, 1) i (2, 2, 2). Kako je
Petar izjavio da nije znao ni koji je najmaǌi Anin broj, time su prva dva
sluqaja eliminisana, pa ostaje tre�i. Dakle, Ana je u tri bacaǌa svaki put
dobila broj 2.

REXEǋA ZADATAKA SA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19. 2. 2017.

Prvi razred – A kategorija

Ok 2016 1A 1

1. a) Venov dijagram za zadate skupove izgleda
kao na slici, pri qemu su malim slovima oznaqene
kardinalnosti odgovaraju�ih delova. Jednakost iz
postavke se prevodi na

(e+h+k+g+m+j)+(f+g)+(h+i+j+n)+(l+m)

= e+ f + h+ i+ k + l,

a odavde sledi 2g+h+2j+2m+n = 0, te zakǉuqujemo
g = h = j = m = n = 0. Prema tome, B ∪ C se sastoji
samo od delova u kojima su slova f , i, k i l, pa odmah
imamo B ∪ C ⊆ A.

b) Ne mora va�iti nijedna od tih inkluzija. Uzmimo A = {1, 2}, B = {1} i

Ok 2016 1A 2

C = D = {2}. Tada ne va�i nijedna od posma-
tranih inkluzija, a pritom imamo A4B = {2},
B \ C = {1}, C \D = ∅ i B ∩D = ∅, pa je is-
puǌena jednakost iz postavke.

2. Na osnovu osobina periferijskih i cen-
tralnih uglova imamo ]ACB ∼= ]ATB

2
∼= ]ATO

i ]ADB ∼= ]AOB
2
∼= ]AOT . Sada sledi

]DBE = ]DBC = 180◦ − ]ACB − ]ADB

= 180◦ − ]ATO − ]AOT = ]TAO = 90◦,

pa je DE preqnik kru�nice k.
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3. Dokaza�emo da je odgovor 23. Prvo konstruixemo primer kada 22 pobede
nisu dovoǉne za prolazak u slede�i krug. Odaberimo nekih 9 ekipa i neka je
svaka od tih ekipa pobedila oba puta preostalih 7 ekipa, dok za svake dve
ekipe od tih 9 va�i da u me�usobna dva duela imaju po taqno jednu pobedu.
Tada svaka od tih 9 ekipa ima taqno 2 ·7+8 = 22 pobede, a kako 8 ǌih prolazi
daǉe, jedna od tih 9 ne�e pro�i. Dakle, potrebne su bar 23 pobede. One su i
dovoǉne, jer u suprotnom bi bar 9 timova moralo da ima po bar 23 pobede,
xto uz utakmice koje igraju preostalih 7 timova, a takvih je 42, daje da je na
turniru bilo bar 23 ·9+42 = 249 utakmica; me�utim, na turniru je odigrano
15 · 16 = 240 utakmica, kontradikcija.

4. Znamo da je n deǉiv sa 2, a kako mu je zbir cifara deǉiv sa 3, to i n
mora biti deǉiv sa 3. Znamo i da n nije deǉiv sa 4, a tako�e ni sa 9 (jer mu
zbir cifara nije deǉiv sa 9), pa n mora imati jox neki prost faktor, poxto
ima taqno 8 delilaca. Iz ovoga zakǉuqujemo da n mora biti oblika n = 6p,
gde je p prost broj razliqit od 2 i 3. Sada mo�emo odrediti zbir delilaca
broja n: on iznosi 1 + 2 + 3 + 6 + p+ 2p+ 3p+ 6p = 12(p+ 1), a kako je ovaj broj
po uslovu zadatka deǉiv sa 10, mora va�iti 5 | p+ 1. Odavde se prost broj p
zavrxava cifrom 9, a broj n = 6p se zavrxava cifrom 4. Zbir cifara broja
n je 6, xto ostavǉa tri mogu�nosti za dvocifreni zavrxetak tog broja: 04,
14 i 24. Me�utim, ako se broj zavrxava sa 04 ili 24, onda je deǉiv sa 4, xto
ne va�i za n, pa je dvocifreni zavrxetak broja n jednak 14. Poxto je zbir
cifara broja n jednak 6, sledi n = 10x + 14 za neki prirodan broj x > 1. Za
x > 4 va�i n ≡ 14 (mod 16), a ovo je iskǉuqeno uslovom iz postavke. Prema
tome, ostaje jox ispitati mogu�nosti x = 2 i x = 3. U sluqaju x = 2 dobijamo
rexeǌe 114 = 6 · 19 (daje ostatak 2 pri deǉenu sa 16), dok u sluqaju x = 3
nema rexeǌa zbog 1014 = 6 · 169 a 169 nije prost broj (xto je u suprotonosti
sa oblikom n = 6p). Dakle, jedino rexeǌe je n = 114.

5. Ne mora biti pravougli. Primetimo da su trouglovi sa stranicama
du�ine 9, 12 i 15, kao i 5, 12 i 13, pravougli i da imaju celobrojnu povrxinu
(ona iznosi 54, odnosno 30). ǋih mo�emo ,,slepiti“ po zajedniqkoj kateti
du�ine 12, i na taj naqin dobijamo trougao qije su stranice du�ine 13, 15
i 9 + 5 = 14, ǌegova povrxina je 54 + 30 = 84, a ovaj trougao oqigledno nije
pravougli jer 132 + 142 = 365 6= 225 = 152.

Drugi razred – A kategorija

1. Za x = 0 dobijamo iz prvog uslova f(0) 6 0, a iz drugog uslova f(y) 6
f(0) + f(y), tj. 0 6 f(0), pa skupa imamo f(0) = 0. Sada za y = −x, koriste�i
oba zadata uslova, dobijamo

0 = f(0) = f(x+ (−x)) 6 f(x) + f(−x) 6 x+ (−x) = 0,

odakle zakǉuqujemo f(x) = −f(−x) za sve x ∈ R. Kako iz uslova iz postavke
sledi f(−x) 6 −x, dobijamo

x 6 −f(−x) = f(x) 6 x

(na kraju smo ponovo iskoristili uslov iz postavke). Odavde direktno sledi
f(x) = x za sve x ∈ R.
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2. Oqigledno mora va�iti d > 1. Zatim, poxto je broj na desnoj strani
neparan broj, na osnovu leve strane sledi da je i d neparna cifra. Dodatno,
d 6= 5, jer bi u suprotnom leva strana bila deǉiva sa 5 a desna ne. Dakle,
d ∈ {3, 7, 9}. Daǉe, imamo i a > 1, jer bi u suprotnom desna strana bila
negativna.

Doka�imo da va�i a2 > a+b+c. Pretpostavimo suprotno: a2 6 a+b+c−1.
Tada imamo

da
2
+ db+c − da+b+c − da + 1 < da+b+c−1 + da+b+c−1 − da+b+c − da + 1

< d · da+b+c−1 − da+b+c − da + 1 = 1− da < 0,

kontradikcija. Dakle, a2 > a+ b+ c.
Uzmimo prvo a > 3. Ako va�i a2 = a + b + c, tada imamo b + c = a2 − a i

dobijamo:

da
2
+ db+c − da+b+c − da + 1 = da

2−a − da + 1 = d · da2−a−1 − da + 1

> (d− 1)da
2−a−1 + 1 > da

2−a−1,

a ako va�i a2 > a+ b+ c, sledi a+ b+ c 6 a2 − 1, pa dobijamo:

da
2
+ db+c − da+b+c − da + 1 > da

2
− da

2−1 − da + 1 > (d− 2)da
2−1 + 1 > da

2−a−1.

Dakle, svakako smo desnu stranu jednaqine iz postavke ograniqili odozdo
sa da

2−a−1. Me�utim, za a > 4 imamo da
2−a−1 > 311 > 9999, a za a = 3 sledi

d ∈ {7, 9} (jer su a i d razliqite cifre), pa imamo da
2−a−1 > 76 > 9999.

Sve zajedno, za a > 3 broj na desnoj strani ne mo�e biti qetvorocifren, pa
preostaje jedino a = 2.

Za a = 2 sledi 2 > b + c, a poxto su b i c razliqite cifre, mora biti
{b, c} = {0, 1}. Tada 3 | a+b+c, pa 3 - d jer bi u suprotnom broj na levoj strani
bio deǉiv sa 3 (poxto mu je zbir cifara deǉiv sa 3) ali broj na desnoj
strani ne. Dakle, jedina preostala mogu�nost je d = 7, pa izraqunavamo:

abcd = 722
+ 71 − 73 − 72 + 1 = 2401 + 7− 343− 49 + 1 = 2017,

xto je jedino rexeǌe zadatka.

Ok 2017 2A 3

3. Neka su α, β i γ uglovi
posmatranog trougla, i neka su
M i N podno�ja normala iz
E na AC i BC, redom. Poxto
je visina romba jednaka pre-
qniku upisane kru�nice, sledi
EM = EN = 30

√
3. Sada dobi-

jamo sinα = EM
EA = 3

√
3

14 i sinβ =
EN
EB = 5

√
3

14 , a odatle izraqunavamo i cosα =
p

1− sin2 α = 13
14 i cosβ =È

1− sin2 β = 11
14 (ovde smo koristili da su α i β oxtri, jer je γ tup). Odatle

imamo

sin γ = sin (180◦ − γ) = sin (α+ β) = sinα cosβ + sinβ cosα =
98
√

3
196

=
√

3
2
,
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pa kako je γ tup, sledi γ = 120◦. Daǉe, poxto imamo AB = 140 + 84 = 224,
sada iz AB

sin γ = BC
sinα = AC

sin β dobijamo BC = 96 i AC = 160. Odatle nalazimo

P4ABC =
BC ·AC · sin γ

2
= 3840

√
3.

4. Prema nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine va�i
√
ab

a+ b− c
+

√
bc

b+ c− a
+

√
ca

c+ a− b
> 3 3

Ê
abc

(a+ b− c)(b+ c− a)(c+ a− b)
,

pa je dovoǉno pokazati jox abc
(a+b−c)(b+c−a)(c+a−b) > 1. Uvo�eǌem smene x =

b + c − a, y = c + a − b, z = a + b − c (tj. a = y+z
2 , b = x+z

2 , c = x+y
2 ) �eǉena

nejednakost se svodi na (y+z)(x+z)(x+y)
8xyz > 1, a poxto prema nejednakosti izme�u

aritmetiqke i geometrijske sredine va�i y+ z > 2
√
yz, x+ z > 2

√
xz i x+ y >

2
√
xy, mno�eǌem ovih izraza dobijamo (y + z)(x + z)(x + y) > 8xyz, xto smo

i �eleli dokazati (alternativno, umesto uvo�eǌa navedene smene mogu�e je
i raspisati dobijenu nejednakost, qime se ona svodi na a3 + b3 + c3 + 3abc >
a2b+ ab2 + b2c+ bc2 + c2a+ ca2, a xto je Xurova nejednakost).

5. Doka�imo da Maxa ima pobedniqku strategiju. Ona treba u svakom
svom potezu da uzima qokoladice s levog kraja stola (tamo gde se na poqetku
igre nalazi qokoladica s brojem 1). Primetimo da Medved u svakom potezu
jede paran broj uzastopnih qokoladica, pa se, uz ovakvu Maxinu strate-
giju, tokom igre na stolu uvek naizmeniqno smeǌuju qokoladice s parnim
i neparnim brojevima. Tako�e, qokoladica na skroz desnom kraju �e uvek
imati neparan broj, kako god Medved igrao. Prema tome, kada na kraju igre
ostane samo jedna qokoladica, ona �e imati neparan redni broj.

Tre�i razred – A kategorija

1. Neka su a, b i c stranice tog trougla, s ǌegov poluobim, a r, ra, rb
i rc posmatrani polupreqnici. Iz izraza za povrxinu P = rs = ra(s − a) =
rb(s − b) = rc(s − c) zakǉuqujemo da i veliqine s, s − a, s − b i s − c tako�e
obrazuju geometrijsku progresiju. Uz pretpostavku (bez umaǌeǌa opxtosti)
a < b < c sledi s(s− c) = (s− a)(s− b), xto se daǉe svodi na sa+ sb− sc = ab,
tj. (a+ b+ c)(a+ b− c) = 2ab, a odavde imamo a2 + b2− c2 = 0, pa je najve�i ugao
u posmatranom trouglu jednak 90◦.

2. Neka su y, z, u i v nule datog polinoma, gde va�i y+z = 1. Iz Vijetovih
formula imamo y + z + u + v = a, odakle sledi u + v = a − 1; daǉe, (y + z)u +
(y+ z)v+ uv+ yz = 1, tj. u+ v+ uv+ yz = 1, a xto uz prethodni zakǉuqak daje
uv + yz = 1− (u+ v) = 1− (a− 1) = 2− a; i zatim, (y + z)uv + (u+ v)yz = 0, tj.
uv + (a − 1)yz = 0, a oduzimaǌem prethodno dobijene jednakost od ove sledi
(a− 2)yz = a− 2, tj. (a− 2)(yz − 1) = 0.

Ukoliko va�i yz = 1, tada iz prethodnih jednakosti dobijamo uv = 1− a,
pa da bi bila ispuǌena i posledǌa Vijetova formula, yzuv = a, mora va�iti
1− a = a, tj. a = 1

2 . Ova vrednost jeste rexeǌe zadatka jer brojevi y, z, u i v
ispuǌavaju sve qetiri Vijetove formule za posmatrani polinom, a onda oni
zaista moraju biti ǌegove nule.
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U sluqaju a = 2 jednaqina iz postavke svodi se na x4 − 2x3 + x2 + 2 = 0, tj.
0 = (x2−x)2+2 = (x2−x−2i)(x2−x+2i). Iz Vijetovih formula primeǌenih na
polinom u prvoj zagradi (ili drugoj) sledi da je zbir korena tog polinoma
jednak 1, pa i a = 2 jeste mogu�a vrednost.

Dakle, zadatak ima dva rexeǌa: a ∈ { 1
2 , 2}.

3. Va�i

4|u|2 +
|z|2

4
> 2

r
4|u|2 · |z|

2

4
= 2|uz| > 2 Re(uz),

i analogno

4|v|2 +
|w|2

4
> 2 Re(vw).

Sabiraǌem ovih nejednakosti dobijamo nejednakost iz postavke.

4. Potra�imo takve brojeve u obliku n = pk gde je p prost broj. Skup
delilaca broja n je tada {1, p, p2, p3, ..., pk}. Podelimo ovaj skup na slede�e
dvoqlane podskupove: {1, p}, {p2, p3}, . . . , {pk−1, pk}, gde smo postavili dodatan
zahtev da k bude neparan broj i k > 1. Zbir brojeva u svakom ovakvom pod-
skupu je oblika p2i(1 + p), pa da bi ovo bilo potpun kvadrat, dovoǉno je da
1 + p bude potpun kvadrat. Ovo je ispuǌeno npr. za p = 3 (i zapravo samo
za p = 3, ali to nam je dovoǉno). Dakle, uslov iz postavke ispuǌavaju svi
brojevi oblika 3k za k > 1, 2 - k.

5. Uvedimo relaciju ∼ na taqkama skupa S: za A,B ∈ S pixemo A ∼ B akko
je du� AB crvena ili A = B. Pretpostavimo da ne postoji trougao qija je
taqno jedna stranica plava. To znaqi da, kad god su A, B i C razliqite taqke
skupa S za koje va�i A ∼ B i B ∼ C, tada i du� AC mora biti crvena, tj.
A ∼ C. Sledi da je ∼ relacija ekvivalencije. Neka su S1, S2, . . . , Sn sve klase
ekvivalencije. Oqigleno, n > 1. Pretpostavimo n = 2 i oznaqimo |S1| = k i
|S2| = 100− k. Tada crvenih du�i ima ukupno�

k

2

�
+
�

100− k
2

�
=
k(k − 1) + (100− k)(99− k)

2

= k2 − 100k + 4950 = (k − 50)2 + 2450 > 2017,

xto je nemogu�e. Prema tome, n>3. Sada odaberimo proizvoǉne taqke A,B ∈
S1, C ∈ S2 i D ∈ S3: tada je du� AB crvena dok su du�i AC, AD, BC, BD i
CD sve plave, pa je tetraedar ABCD tra�eni.

Qetvrti razred – A kategorija

1. a) Kako iz druge jednaqine sledi ~b ⊥ ~a, imamo ~b·~a = 0, tj. 4+(p+1)+4p = 0,
a odatle dobijamo p = −1. Dakle, ova vrednost jedina dolazi u obzir za
parametar p, ukoliko za ǌu mo�emo na�i vektor ~v kakav je tra�en (a xto �e
se ispostaviti da jeste mogu�e u narednom delu zadatka).

b) Imamo ~a = (2, 1,−1) i ~b = (2, 0, 4), i oznaqimo ~v = (x, y, z). Tada iz prve
jednakosti iz postavke imamo 2x + y − z =

√
22 + 02 + 42 = 2

√
5, a iz druge

(z + y,−2z − x, 2y − x) = (2, 0, 4), tj. jox i z + y = 2 i x + 2z = 0 (posledǌu
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jednaqinu izostavǉamo jer je posledica prve dve). Zamenom npr. x = −2z
i y = 2 − z iz posledǌe dve jednaqine u prvu dobijamo −6z + 2 = 2

√
5, tj.

z = 1−
√

5
3 , pa onda nalazimo ~v = ( 2

√
5−2
3 , 5+

√
5

3 , 1−
√

5
3 ), xto je, dakle, jedinstveno

rexeǌe za ~v. Konaqno, ~v sa ~b zaklapa ugao od 90◦, xto se odmah vidi iz druge
jednakosti iz postavke, a ako sa ϕ oznaqimo ugao koji ~v zaklapa sa ~a, tada
imamo cosϕ = ~a·~v

|~a||~v| = 2
√

5√
6·
√

20
3

=
√

2
2 , tj. ϕ = 45◦.

2. Prvo rexeǌe. Neka je x broj parova uzastopnih qlanova niza koji se
razlikuju za 2, a y broj parova koji se razlikuju za 3. Jasno, mora va�iti
2x+ 3y = 25− 1 = 24, a odatle sledi 3 | x i na osnovu toga lako izlistavamo
sve mogu�nosti:

(x, y) ∈ {(12, 0), (9, 2), (6, 4), (3, 6), (0, 8)}.

Za svaki ovakav par (x, y) prebroja�emo koliko postoji tra�enih nizova qiji
je to korespondentni par. U jednom nizu kom odgovara par (x, y) postoji
ukupno x + y razlika izme�u susednih qlanova, od kojih treba izabrati x
onih koje su jednake 2, i tada su preostalih y jednake 3; dakle, postoji

�x+y
y

�
takvih nizova. Stoga, tra�eni broj je�

12
12

�
+
�

11
9

�
+
�

10
6

�
+
�

9
3

�
+
�

8
0

�
= 1 + 55 + 210 + 84 + 1 = 351.

Drugo rexeǌe. Oznaqimo sa An broj rastu�ih konaqnih nizova qiji je prvi
element 1, posledǌi n, i svaka dva uzastopna qlana se razlikuju za 2 ili 3.
Razdvajaǌem sluqajeva po tome da li je posledǌa razlika jednaka 2 ili 3,
dobijamo rekurentnu formulu An = An−2+An−3. S obzirom na poqetne uslove
A1 = 1, A2 = 0, A3 = 1, lako mo�emo izraqunati prvih 25 elemenata niza:

1, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 16, 21, 28, 37, 49, 65, 86, 114, 151, 200, 265, 351

pa je rexeǌe zadatka A25 = 351.

3. Jednocifrenih brojeva ima taqno n, dvocifrenih n(n−1), trocifrenih
n(n − 1)(n − 2) itd. do n-tocifrenih brojeva (xto je maksimalan mogu� broj
cifara pod zadatim uslovima), kojih ima n!. Dakle,

N = n+ n(n− 1) + n(n− 1)(n− 2) + · · ·+ n! = n!
�

1 +
1
1!

+ ...+
1

(n− 1)!

�
.

Prema tome,

|n!e−N | =

�����n!
∞X
i=0

1
i!
− n!

�
1 +

1
1!

+ ...+
1

(n− 1)!

������ = n!
∞X
i=n

1
i!
,

a koriste�i oqiglednu nejednakost n!
(n+k)! 6 1

(n+1)k
, gde se jednakost dosti�e

samo za k = 0, 1, daǉe imamo
∞X
i=n

n!
i!
<
∞X
k=0

1
(n+ 1)k

=
1

1− 1
n+1

= 1 +
1
n
,

qime je dokaz zavrxen.
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Ok 2017 4A 4

4. Va�i 4BDP ∼ 4ADC,
xto sledi iz ]DBP ∼= ]DAC
(ugao izme�u tetive i tangente) i
]BPD = 180◦ − ]BCD = ]ACD.
Sledi PD

CD = PB
CA = QA

CA (posled-
ǌa jednakost sledi iz PB ∼=
PA ∼= QA), pa uz ]PDC = 180◦ −
]PBC = 180◦ − ]PAB = ]QAC
sledi 4PDC ∼ 4QAC. Odavde do-
bijamo ]PBD ∼= ]PCD ∼= ]QCA.

5. Odgovor: zadata jednaqina
ima sedam rexeǌa, i to su

(p, q, r) ∈ {(1, 0, 1), (1, 1, 1), (1, 2, 2), (2, 0, 0), (2, 1, 0), (4, 3, 3), (18, 5, 1)}.

Posmatra�emo zadatu jednaqinu po modulu 9. Za q > 6 va�i 9 | q!. Tada
mora va�iti p3 + 5 ≡ −7r3 ≡ 2r3 (mod 9). Ostaci kubova pri deǉeǌu sa 9
mogu biti samo 0, 1 ili 8 (xto se direktno proverava). Prema tome, leva
strana prethodne relacije kongruentna je sa 5, 6 ili 4 po modulu 9, dok je
desna strana kongruentna sa 0, 2 ili 7. Odatle zakǉuqujemo da za q > 6 nema
rexeǌa.

Za q = 0 imamo q! = 1, pa se tada zadata jednaqina svodi na p3 = 7(7 −
r3)− 41 = 8− 7r3. Da bi desna strana bila nenegativna (budu�i da leva jeste
nenegativna), mora va�iti r 6 1. Za r = 0 dobijamo dobijamo p = 2, a za r = 1
dobijamo p = 1. Sve identiqno va�i za q = 1. Time smo nabrojali ukupno
qetiri od navedenih sedam rexeǌa.

Posmatrajmo sluqaj q = 2. Tada se zadata jednaqina svodi na p3 = 7(14 −
r3) − 41 = 57 − 7r3, odakle imamo r 6 2. Jedina mogu�nost je r = 2 i p = 1,
qime dobijamo jox jedno rexeǌe. Sliqno, za q = 3 iz qiǌenice da tada desna
strana zadate jednaqine postaje 7(42− r3) sledi r 6 3; direktno se proverava
da za r ∈ {0, 1, 2} nema rexeǌa, dok za r = 3 imamo p3 = 7 · (42 − 27) − 41 =
7 · 15− 41 = 64, tj. p = 4, pa smo dobili i xesto rexeǌe.

Da bismo malo smaǌili broj sluqajeva koje treba ispitati za q = 4 i
q = 5, prethodno �emo napraviti odre�ene zakǉuqke posmatraǌem zadate
jednaqine po modulu 8. Za q > 4 imamo 8 | q!, pa dobijamo 7(7q!−r3) ≡ −7r3 ≡ r3
(mod 8), tj. (uzimaju�i u obzir i levu stranu zadate jednaqine) p3 + 1 ≡ r3

(mod 8). Primetimo jox da za ma koji paran broj a va�i a3 ≡ 0 (mod 8), dok za
neparan broj a va�i a3 ≡ a (mod 8). Odatle, da bi va�ila maloqas dobijena
relacija, direktno sledi da su jedine dve mogu�nosti:

p je paran broj i r ≡ 1 (mod 8), ili r je paran broj i p ≡ 7 (mod 8). (∗)

Uzmimo sada q = 4. Iz uslova 7q! − r3 > 0 dobijamo r3 6 7 · 24 = 168, tj.
r 6 5. Osim toga, imamo i p3 = 7(7q! − r3) − 41 < 49q! = 1176, tj. p 6 10. Prva
mogu�nost iz (∗) direktno daje r = 1, tj. p3 = 7(7·24−1)−41 = 7·167−41 = 1128,
pa ovde ne dobijamo rexeǌe. Druga mogu�nost iz (∗) direktno daje p = 7, ali
tada leva strana zadate jednaqine nije deǉiva sa 7 a desna jeste.
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Najzad, uzmimo q = 5. Sliqno kao malopre, dobijamo r3 6 7 · 120 = 840, tj.
r 6 9, i p3 < 49 · 120 = 5880, tj. p 6 18. Prva mogu�nost iz (∗) daje r = 1 ili
r = 9; za r = 1 dobijamo p3 = 7(7 ·120−1)−41 = 5832, tj. p = 18, xto qini sedmo
rexeǌe, a za r = 9 dobijamo p3 = 7(7 · 120− 729)− 41 = 7 · 111− 41 = 736, pa ovde
nema rexeǌa. Druga mogu�nost iz (∗) daje p = 7, xto je nemogu�e kako je ve�
vi�eno, ili p = 15, u kom sluqaju ostaje r3 = 7q! − p3+41

7 = 7 · 120 − 3375+41
7 =

840− 488 = 352, pa ni ovde nema vixe rexeǌa.

Prvi razred – B kategorija

1. Za svako x ∈ R va�i x2 − x2 = 0 > 0, tj. x ρ x, pa ρ jeste refleksivna.
Pretpostavimo da va�i x ρ y i y ρ x. Tada imamo x2 − y2 > 0 i y2 − x2 > 0,
pa sledi x2 − y2 = 0, tj. x = ±y. Dakle, ρ nije ni simetriqna (jer npr. va�i
1 ρ 0 ali ne va�i 0 ρ 1) ni antisimetriqna (jer npr. va�i 1 ρ −1 i −1 ρ 1, ali
1 6= −1); odmah primetimo, odavde sledi da ρ nije ni relacija ekvivalencije
ni relacija poretka. Konaqno, ako va�i x ρ y i y ρ z, tada imamo x2−y2 > 0 i
y2−z2 > 0, a odatle dobijamo x2−z2 > 0, pa i x ρ z; dakle, ρ jeste tranzitivna.

2. Ako va�i 60 = a − b, tada sledi a > 61, pa b i c mogu biti najvixe
100 − 61 − 1 = 38. Prema tome, razlika brojeva b i c je najvixe 38 − 1 = 37.
Dakle, da bi uslov zadatka bio ispuǌen, jedino je mogu�e da razlika brojeva
a i c bude 38, tj. poxto je a oqigledno ve�e od c, imamo 38 = a−c. Sada zamenom
b = a − 60 i c = a − 38 u a + b + c = 100 dobijamo 3a = 198, tj. a = 66, b = 6 i
c = 28.

Ok 2017 1B 3

3. Va�i ]DBA = 90◦ − ]DAB = 90◦ − 40◦ =
50◦ = ]DEA, pa je qetvorougao ADBE teti-
van. Sada sledi ]AEB = ]ADB = 90◦, pa
po stavu SSU imamo 4ADB ∼= 4BEA. Dakle,
BD ∼= AE, pa qetvorougao ADBE ima dva para
podudarnih naspramnih stranica i on je stoga
paralelogram (xtavixe, pravougaonik). Sada
iz AE ∼= BD ∼= CD i AE ‖ BC sledi da je
ACDE paralelogram.

4. Neka je n tra�eni broj. Tada va�i n =
197k + 47 = 198l + 37 za neke nenegativne cele
brojeve k i l. Odatle sledi 198l − 197k = 10. Poxto va�i 198 − 197 = 1,
jedno oqigledno rexeǌe je k = l = 10, i tada imamo n = 2017. Pretpostavimo
da postoji jox neko rexeǌe. Tada, ukoliko od jednakosti 198l − 197k = 10
oduzmemo jednakost 198 · 10− 197 · 10 = 10, dobijamo 198(l− 10)− 197(k− 10) = 0,
a poxto su 197 i 198 uzajamno prosti, sledi 197 | l−10, tj. l = 197s+10 za neko
s. Ukoliko bi va�ilo s > 0, imali bismo l > 207 i n = 198l+37 > 198·207+37 >
9999, tj. n ne bi bio qetvorocifren broj. Dakle, jedino rexeǌe je n = 2017.

5. Jednocifrenih brojeva nema. Mogu�i dvocifreni su 12, 20, 32 i 52, tj.
ima ih 4. Trocifreni brojevi moraju imati dvocifreni zavrxetak deǉiv sa
4, tj. dvocifreni zavrxetak im mora biti nexto od ovih upravo nabrojanih
brojeva ili pak 00; dakle, to je pet mogu�nosti za dvocifreni zavrxetak i
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jox 4 mogu�nosti za cifru stotina (1, 2, 3 ili 5, ali ne 0), pa trocifrenih
brojeva ima 5·4 = 20. Sliqno, qetvorocifrenih ima 5·5·4 = 100 (5 mogu�nosti
za dvocifreni zavrxetak, 5 mogu�nosti za cifru stotina i 4 mogu�nosti za
cifru hiǉada), a petocifrenih ima 5 · 5 · 5 · 4 = 500. Kako po uslovu zadatka
posmatrani brojevi mogu biti najvixe petocifreni, ukupno ih ima 4 + 20 +
100 + 500 = 624.

Drugi razred – B kategorija

1. Iz Vijetovih formula imamo x1 + x2 = − 3
2 , pa mo�emo zapisati 3 =

2x1 − x2 = 2(x1 + x2)− 3x2 = −3− 3x2, te izraqunavamo x2 = −2. Uvrxtavaǌem
x = −2 u postavǉenu jednaqinu imamo 2(−2)2 +3(−2)+3k+1 = 0, tj. 3+3k = 0,
odakle dobijamo k = −1.

Ok 2017 2B 2

2. Analiza. Sredixte stranice BC, oz-
naqimo ga sa A1, nalazi se na produ�etku
du�i AT preko taqke T i va�i TA1 =
1
2AT , zbog odnosa u kom te�ixte deli svaku
te�ixnu du�. Poxto se centar opisane kru-
�nice nalazi na preseku simetrala stranica,
to je prava OA1 jedna od ǌih, a prava koja
je normalna na OA1 u taqki A1 je prava koja
sadr�i stranicu BC. Taqke B i C se nalaze
u preseku te prave sa kru�nicom s centrom u
O i koja prolazi kroz A.

Konstrukcija. Prvo konstruixemo taqku
A1 u produ�etku AT za du�inu AT

2 . Zatim
povuqemo pravu OA1, a potom i normalu na
OA1 u A1. Na kraju konstruixemo kru�nicu
sa centrom O koja prolazi kroz A, i u ǌenom
preseku sa posledǌom konstruisanom pravom dobijemo taqke B i C.

Dokaz. Po konstrukciji je taqka O centar kru�nice na kojoj le�e taqke
A, B i C, a iz podudarnosti 4OA1B ∼= 4OA1C (po stavu SSU: OB ∼= OC,
OA1

∼= OA1 i ]OA1B = ]OA1C = 90◦) sledu BA1
∼= CA1, tj. A1 je zaista

sredixte stranice BC. Tada je i T te�ixte 4ABC zbog odnosa u kom deli
te�ixnu du� AA1.

Diskusija. Ako posmatrane kru�nica i prava imaju dve preseqne taqke
(a to se dexava ako i samo ako va�i OA > OA1), tada postoji jedinstveno
rexeǌe (do na preimenovaǌe temena B i C). U sluqaju OA 6 OA1 zadatak
nema rexeǌa.

3. Poxto va�i 400 · 400 = 160000 > 99999, zakǉuqujemo T < 4. Poxto
je T zavrxna cifra potpunog kvadrata (TRI 2 se zavrxava sa T ), sledi
T ∈ {0, 1, 4, 5, 6, 9}, a s obzirom na ograniqeǌa T < 4 i T 6= 0, preostaje jedino
T = 1. Odatle sledi I ∈ {1, 9}, me�utim poxto su I i T razliqite cifre,
dobijamo I = 9. Sada direktno proveravamo sve mogu�nosti: 1092 = 11881,
1292 = 16641, 1392 = 19321, 1492 = 22201, 1592 = 25281, 1692 = 28561, 1792 = 32041
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i 1892 = 35721, pa poxto se ni u jednom od ovih sluqajeva ne dobija rezul-
tat koji odgovara obrascu DEVET , sledi da nije mogu�e ispuniti zahtev iz
postavke.

4. Uvedimo smenu y = x2 + x. Tada se jednaqina svodi na y(y + 1) = 6,
tj. y2 + y − 6 = 0, i ǌena rexeǌa su y1/2 = −1±

√
1+24

2 = −1±5
2 , tj. y1 = 2 i

y2 = −3. U drugom sluqaju vra�aǌem smene dobijamo x2 +x+3 = 0, a poxto je
diskriminanta ove jednaqine negativna: 12 − 4 · 3 = −11 < 0, tu nema realnih
rexeǌa. U prvom sluqaju vra�aǌem smene dobijamo x2 + x − 2 = 0, i ǌena
rexeǌa su x1/2 = −1±

√
1+8

2 = −1±3
2 , tj. x1 = 1 i x2 = −2, xto su jedina dva

realna rexeǌa polazne jednaqine.

5. a) Poxto su qetiri ugaona poǉa dijagonale du�ine 1, u svako od ǌih
moramo upisati broj 2017. Poxto sve ostale dijagonale imaju po taqno dva
iviqna poǉa, ako bismo upisali u iviqna poǉa (osim ugaonih) broj 2017

2 , a
u sva preostala poǉa broj 0, na ovaj naqin postigli smo da zbir brojeva
na svakoj dijagonali iznosi 2017, osim za dve najdu�e dijagonale: zbir na
ǌima iznosi 4034. Kako bismo ovo korigovali, primetimo da centralno poǉe
tablice pripada jedino tim dvema najdu�im dijagonalama, pa ukoliko na
ǌega upixemo broj −2017 umesto 0, na taj naqin smo korigovali zbir na
te dve dijagonale, a nismo poremetili zbir na ostalim dijagonalama. Dole
prikazujemo popuǌenu tablicu.

2017 2017
2

2017
2

2017
2 2017

2017
2 0 0 0 2017

2

2017
2 0 −2017 0 2017

2

2017
2 0 0 0 2017

2

2017 2017
2

2017
2

2017
2 2017

b) Imaju�i u vidu istu ideju kao u delu pod a), tablicu mo�emo popuniti
na slede�i naqin: u qetiri ugaona poǉa upixemo broj 2017, u preostala
iviqna poǉa upixemo broj 2017

2 , u centralno poǉe upixemo broj −2017, a u
sva preostala poǉa upixemo broj 0.

Tre�i razred – B kategorija

1. S obzirom na identitete tg x = 1
ctg x i tg 2x = 2 tg x

1−tg2 x , postavǉena jedna-
qina se svodi na

1− tg2 x

tg x(3 sinx+ cos 2x)
=

1− tg2 x

2 tg x
.

Dakle, va�i ili 1 − tg2 x = 0 ili 3 sinx + cos 2x = 2, uz uslov da je tg x
definisan i tg x 6= 0. U prvom sluqaju dobijamo tg x = ±1, xto daje rexeǌa
x = π

4 + kπ
2 , k ∈ Z. U drugom sluqaju iskoristimo identitet cos 2x = 1−2 sin2 x,

qime se posmatrana jednaqina svodi na 2 sin2 x−3 sinx+1 = 0; uvo�eǌem smene
t = sinx i rexavaǌem tako dobijene kvadratne jednaqine, 2t2 − 3t + 1 = 0,
dobijamo t1/2 = 3±

√
9−8

4 = 3±1
4 , tj. t = sinx = 1 ili t = sinx = 1

2 . U sluqaju
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sinx = 1 imamo da tg x nije definisan, pa ostaje sinx = 1
2 , xto daje rexeǌa

x = π
6 + 2kπ ili x = 5π

6 + 2kπ, k ∈ Z. Dakle, sve zajedno dobijamo:

x ∈
§
π

4
+
kπ

2
: k ∈ Z

ª
∪
nπ

6
+ 2kπ : k ∈ Z

o
∪
§

5π
6

+ 2kπ : k ∈ Z
ª
.

Ok 2017 3B 2

2. Postavimo kroz taqku K pravu koja je
paralelna sa BC, a ǌene preseke sa AB i
AC oznaqimo sa D i E. Iz Talesove teoreme
imamo CA1

EK = A1A
KA i BA1

DK = A1A
KA , tj. CA1

EK = BA1
DK ,

a s obzirom na BA1 = CA1, odavde sledi DK =
EK, tj. K je sredixte du�i DE. Prema tome,
KP je sredǌa linija 4ADE i stoga imamo
AE = 2KP = 14. S druge strane, EKLC je pa-
ralelogram, pa va�i EC = KL = 5, a tra�ena
du�ina iznosi AC = 14 + 5 = 19.

3. Prvo rexeǌe. Drugu jednaqinu mo�emo
raspisati kao x2 + 2mx+m2 + y2 − 2my+m2 =
1, a koriste�i ovde prvu jednaqinu, dobijamo 4 + 2m(x − y) + 2m2 = 1, tj.
2m(x−y) = −2m2−3. Odmah vidimo da za m = 0 nema rexeǌa. Pretpostavimo
sada m 6= 0. Tada dobijamo x = y − 2m2+3

2m . Uvrstimo ovo u prvu jednaqinu
sistema, qime dobijamo (y − 2m2+3

2m )2 + y2 = 4, tj.

2y2 − 2m2 + 3
m

y +
4m4 − 4m2 + 9

4m2
= 0.

Ova jednaqina ima taqno jedno rexeǌe ako i samo ako je ǌena diskriminanta
jednaka 0, to jest:

0 =
(2m2 + 3)2

m2
− 8 · 4m

4 − 4m2 + 9
4m2

=
4m4 + 12m2 + 9− 8m4 + 8m2 − 18

m2
= −4m4 − 20m2 + 9

m2
.

Ok 2017 3B 3

Dakle, uz smenu t = m2, imamo 4t2−20t+9 = 0,
qija su rexeǌa t1/2 = 20±

√
400−144
8 = 20±16

8 , tj.
t1 = 9

2 i t2 = 1
2 . Prema tome, postoje qetiri

mogu�e vrednosti parametra m: m = ± 3√
2
i

m = ± 1√
2
.

Drugo rexeǌe. U koordinatnoj ravni posma-
trajmo taqke O(0, 0), A(x, y) i M(−m,m). Tada
va�i OA2 = x2 +y2 i MA2 = (x+m)2 +(y−m)2,
pa iz jednakosti iz postavke sledi da je A
taqka za koju va�i OA = 1 i MA = 2. Drugim
reqima, za datu vrednost m taqka A je u pre-
seku kru�nica k1(O, 1) i k2(M, 2).
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Rexeǌe (x, y) datog sistema je jedinstveno ako i samo ako se kru�nice k1

i k2 dodiruju, a to je ekvivalentno uslovu OM = 2 ± 1, dakle OM = 3 ili
OM = 1. S obzirom na OM = |m|

√
2, sledi m = ± 3√

2
ili m = ± 1√

2
.

4. Jedini takav broj je n = 4 (posmatrani brojevi su tada 5, 7, 11, 13, 17
i 19).

Tvrdimo da je neki od brojeva n+1, n+3, n+7, n+9, n+13 i n+15 deǉiv
sa 5. Zaista, u zavisnosti od toga da li n pri deǉeǌu sa 5 daje ostatak 0, 1,
2, 3 ili 4, deǉiv sa 5 bi�e broj n+15, n+9, n+3, n+7 odnosno n+1, redom.
Dakle, poxto su posmatrani brojevi po uslovu zadatka svi prosti, a me�u
ǌima postoji broj deǉiv sa 5, sledi da neki broj mora biti upravo jednak 5.
To je mogu�e oqigledno samo za brojeve n+1 i n+3. U prvom sluqaju dobijamo
n = 4, xto je ve� navedeno rexeǌe. U drugom sluqaju dobijamo n = 2, ali
tada imamo n+ 7 = 9, xto nije prost broj, pa ovo nije rexeǌe.

5. Neka je C broj velikih crvenih kuglica, c broj malih crvenih kuglica,
B broj velikih belih, a b broj malih belih kuglica. Tada su svi ovi brojevi
prosti i va�i C+c+B+b = 67. Da bi zbir qetiri prosta broja bio neparan,
me�u ǌima mora biti broj 2 (jer je zbir qetiri neparna broja paran). Kako
je 2 najmaǌi prost broj, iz tre�eg uslova sledi b = 2. Ostaje C + c+B = 65.
Poxto 5 | C + c (prvi uslov), sledi 5 | B, pa mora biti B = 5 (jer je B prost
broj). Sada iz drugog uslova dobijamo C = B+ b = 7, a onda preostaje c = 53.
Dakle, kuglica u kutiji ima: 7 velikih crvenih, 53 male crvene, 5 velikih
belih i 2 male bele.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Neka se 172 pojavǉuje pod korenom k puta. Mo�emo zapisati

3·172 = 172+172+172 =
p

172 + 172 + 172 + · · ·+ 172 + 172 + 172 =
√
k · 172 = 17

√
k,

pa odatle sledi k = (3 · 17)2 = 512 = 2601.

Ok 2017 4B 2

2. Prvo rexeǌe. Neka su a i b ve�a
i maǌa osnovica tog trapeza, H ǌegova
visina, α ugao na osnovici, P povrxina
a O obim. Va�i a = b + 2H ctgα, a oda-
tle P = H a+b

2 = H(b + H ctgα). Daǉe,
poxto su kraci ovog trapeza jednaki
H

sinα , imamo O = 2H
sinα + 2b + 2H ctgα =

2( H
sinα + b + H ctgα). Iz malopre�axǌe

formule za povrxinu imamo b+H ctgα =
P
H = 6

√
3

H , pa sledi O = 2( H
sinα + 6

√
3

H ) =
2( 2H√

3
+ 6

√
3

H ), te se zadatak svodi na
nala�eǌe minimuma izraza u zagradi.
Ako taj izraz oznaqimo sa f(H), izvod po H iznosi f ′(H) = 2√

3
− 6

√
3

H2 .

Izjednaqavaǌem ovoga s nulom dobijamo 2√
3

= 6
√

3
H2 , tj. H2 = 9, pa sledi

H = 3 (zbog H > 0). U ovoj taqki zaista se dosti�e minimum jer vidimo
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da va�i f ′(H) < 0 za H ∈ (0, 3), a f ′(H) > 0 za H > 3. Tada dobijamo
b = 6

√
3

3 − 3 ctg 60◦ = 2
√

3− 3
√

3
3 =

√
3, a = b+ 2H ctgα = 3

√
3 i O = 8

√
3.

Drugo rexeǌe. Uz oznake kao u prvom rexeǌu, neka je c krak. Poxto va�i
α = 60◦, uoqavaǌem jednakostraniqnog trougla nad jednim krakom dobijamo
a = b+ c i H = c

√
3

2 . Zato imamo

6
√

3 = P =
c
√

3
2
· a+ b

2
=
√

3
4
c(2b+ c),

te zakǉuqujemo c(2b+c) = 24. Daǉe, imamo O = a+b+2c = 2b+3c, pa primenom
nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine dobijamo

2b+ 3c
2

=
(2b+ c) + (2c)

2
>
È

(2b+ c)(2c) =
√

48,

tj. O > 2
√

48 = 8
√

3. Jednakost se zaista i dosti�e za 2b + c = 2c, tj. c = 2b,
pa je minimalna vrednost obima 8

√
3.

3. Tra�eni brojevi su najvixe qetvorocifreni. Ako svaki takav broj do-
punimo vode�im nulama do ukupno qetiri cifarska mesta (npr. broj 17 za-
pisiva�emo kao 0017), tada, poxto se u broju pojavǉuje taqno jedna cifra 1,
za ǌu imamo izbor od 4 pozicije, a za svaku od preostalih pozicija postoji
po 6 mogu�nosti (sve cifre osim 4, 8, 9 i 1). Prema tome, tra�enih brojeva
ima 4 · 63 = 864.

4. Pretpostavimo suprotno: 20172017 + 19 = nk za neko k > 2. Poxto va�i
2017 ≡ 1 (mod 8), sledi

20172017 + 19 ≡ 12017 + 19 = 20 ≡ 4 (mod 8),

pa je 20172017 + 19 deǉiv sa 4 ali ne i sa 8. Dakle, kako je posmatrani broj
paran, jedina mogu�nost je k = 2 (jer bi za k > 3 on bio deǉiv i sa 8).
Me�utim, 20172017 + 19 ≡ 12017 + 1 = 2 (mod 3), a nijedan potpun kvadrat ne
daje ostatak 2 pri deǉeǌu sa 3 (mogu�i ostaci su 02 = 0, 12 = 1 i 22 = 4 ≡ 1
(mod 3)), pa broj 20172017 +19 nije ni potpun kvadrat. Time je zadatak rexen.

5. Smenom x+ 1 = t postavǉena jednaqina se svodi na (t− 1)4 + (t+ 1)4 = 2,
tj.

2 = ((t− 1)2)2 + ((t+ 1)2)2 = (t2 − 2t+ 1)2 + (t2 + 2t+ 1)2 = 2t4 + 12t2 + 2,

a ovo je daǉe ekvivalentno sa 0 = t4 +6t2 = t2(t2 +6). Rexeǌa ove jednaqine su
t1 = t2 = 0, t3/4 = ±i

√
6. Vra�aǌem smene x = t− 1 dobijamo skup svih rexeǌa

za x: x ∈ {−1,−1 + i
√

6,−1− i
√

6}.
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REXEǋA ZADATAKA SA DR�AVNOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 11. 3. 2017.

Prvi razred – A kategorija

1. Mogu�e je. Na poǉe sa koordinatama (i, j) upiximo broj i + 2j, gde
zbir gledamo po modulu 2017 (tj. uzimamo onaj broj od 1, 2, . . . , 2017 koji daje
isti ostatak kao posmatrana vrednost). Oqigledno, u i-toj vrsti nikoja dva
broja nisu jednaka, jer iz i + 2j1 ≡ i + 2j2 (mod 2017) sledi 2017 | 2(j1 − j2),
tj. 2017 | j1 − j2, a ovo je nemogu�e za j1 6= j2. Na sliqan naqin dobijamo da
u j-toj koloni nikoja dva broja nisu jednaka. Najzad, pretpostavimo da na
nekoj dijagonali postoje dva jednaka broja; drugim reqima, ista vrednost je
upisana na poǉima sa koordinatama (i1, j1) i (i2, j2), gde va�i |i1−i2| = |j1−j2|.
Tada imamo i1 + 2j1 ≡ i2 + 2j2 (mod 2017), tj. i1− i2 ≡ 2(j2− j1) (mod 2017), ali
odavde imamo 1 ≡ ±2 (mod 2017) (jer je 2017 prost broj, pa je uzajamno prost
sa i1 − i2), xto je oqigledna kontradikcija. Dakle, posmatrano popuǌavaǌe
odgovara uslovima zadatka.

2. Va�i

a4b+ 3b− 2a2b2 − a2 − 3b3 = (a2 − 3b)(a2b+ b2 − 1),

pa i brojevi a2 − 3b i a2b+ b2 − 1 moraju biti stepeni dvojke. Jasno, a = b = 1
nije rexeǌe, pa va�i a2b + b2 − 1 > 1, te odatle broj a2b + b2 − 1 mora biti
paran. Odavde sledi da je b neparan a a paran broj, a onda je i a2−3b neparan
broj, tj. a2 − 3b = 1. Dakle, za neko k ∈ N va�i

2k = a2b+ b2 − 1 = a2 a
2 − 1
3

+
�
a2 − 1

3

�2

− 1 =
4a4 − 5a2 − 8

9
.

Odavde je broj 5a2 paran, pa sledi a = 2t i 16t4 − 5t2 − 2 = 9 · 2k−2 (speci-
jalno, k > 2). Za k = 2 dobijamo t2(16t2 − 5) = 11, pa mora biti t = 1 (u
suprotnom je leva strana ve�a od 11), a odatle a = 2 i b = 1, xto jeste re-
xeǌe. Pretpostavimo nadaǉe k > 3. Tada je 5t2 deǉivo sa 2, a onda i sa 4,
te imamo 9 · 2k−2 = 16t4 − 5t2 − 2 ≡ 2 (mod 4), xto implicira k = 3, tj. va�i
20 = 16t4−5t2 = t2(16t2−5). Me�utim, t > 2 (jer je t paran), pa je desna strana
prethodne jednakosti ne maǌa od 244; stoga u ovom sluqaju nema rexeǌa.

Dakle, jedino rexeǌe je (a, b) = (2, 1).

3. Iz nejednakosti izme�u harmonijske i kvadratne sredine imamo

3
1√

a2+ab+bc
+ 1√

b2+bc+ca
+ 1√

c2+ca+ab

6

r
(a2 + ab+ bc) + (b2 + bc+ ca) + (c2 + ca+ ab)

3

=

r
(a+ b+ c)2

3
=

r
32

3
=
√

3,

odakle neposredno sledi postavǉena nejednakost.
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Dr 2017 1A 4

4. Neka su A1, B1 i C1 sredixta stranica BC,
CA i AB, i neka ih upisana kru�nica dodiruje
u taqkama D, E i F , redom. Oznaqimo sa N pre-
sek pravih A1B1 i DF , a sa P presek prave DF i
prave kroz C paralelne sa AB. Iz Talesove teo-
reme imamo PC

CD = FB
BD , pa zbog FB ∼= BD imamo

PC ∼= CD ∼= CE. Qetvorougao PCAF je trapez a
NB1 je ǌegova sredǌa linija, pa va�i

NB1 =
AF + CP

2
=
AE + CE

2
=
AC

2
= AB1.

Drugim reqima, 4ANB1 je jednakokrak, pa odatle imamo ]B1AN ∼= B1NA ∼=
NAB, xto znaqi da je prava AN simetrala ]A, qime je dokaz zavrxen.

Drugi razred – A kategorija

Dr 2017 2A 1

1. Odgovor je 5. Najpre primetimo da pra-
vilan petougao jeste primer takvog mnogougla.
Neka je sada dat konveksan n-tougao A1A2 . . . An za
n > 6. Qetvorougao A1A2An−2An−1 je tako�e kon-
veksan; iz nejednakosti trougla imamo An−1A2 +
A1An−2 > An−1A1 + An−2A2, pa u posmatranom n-
touglu ne mogu sve dijagonale An−1A2, A1An−2,
An−1A1 i An−2A2 biti jednake du�ine.

2. Iz prve jednaqine imamo x+y = 3−cos z > 2.
Poxto va�i 0 6 {z} < 1 < π

2 , zakǉuqujemo
sin{z} > 0, pa iz druge jednaqine sledi 2x − y = 1 − sin{z} 6 1. Iz tre�e
jednaqine imamo x− 3y = −2+arctg z2 > −2+arctg 0 = −2 (jer je arctg rastu�a
funkcija i z2 > 0). Mno�eǌem nejednakosti x + y > 2 sa 3 i sabiraǌem sa
x − 3y > −2 dobijamo 4x > 4, tj. x > 1, a mno�eǌem 2x − y 6 1 sa −3 i sabi-
raǌem sa x− 3y > −2 dobijamo −5x > −5, tj. x 6 1, pa mora biti x = 1. Sada
se dobijene nejednakosti svode na y > 1 i y 6 1, pa sledi y = 1. Konaqno, iz
posledǌe jednakosti iz postavke dobijamo arctg z2 = 0, tj. z = 0, pa je jedino
rexeǌe postavǉenog sistema (x, y, z) = (1, 1, 0).

3. Jedini takav broj je n = 1.
Doka�imo indukcijom po a ∈ N0 slede�e tvr�eǌe: ako broj n = tktk−1 . . . t1t0

ispuǌava postavǉene uslove, za k > a, tada va�i t0 = 1 i t1 = t2 = · · · = ta =
0. Ovo tvr�eǌe direktno rexava problem, budu�i da za k = a > 1 imamo
kontradikciju.

Uzmimo najpre a = 0 i n = tktk−1 . . . t1t0. Jasno, va�i t0 6= 0, 2, 8 (prvi
sluqaj otpada jer bi tada va�ilo i tk = 0, a preostala dva jer bi se tada
n2 zavrxavalo cifrom 4). Pretpostavimo t0 = 5. Tada va�i tk = 2, pa imamo
2 · 10k < n < 3 · 10k. Odatle n2 poqiǌe nekom od cifara 4, 5, . . . , 8 — ali to je
nemogu�e, poxto se n2 zavrxava cifrom 5, pa bi moralo da poqiǌe cifrom
2. Ovim je baza indukcije dokazana.
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Pretpostavimo sada da tvr�eǌe va�i za a−1, i doka�imo ga za a. Neka n =
tktk−1 . . . t1t0 ispuǌava postavǉene uslove, i va�i k > a. Prema induktivnoj
hipotezi, imamo t0 = 1 i t1 = t2 = · · · = ta−1 = 0. Dakle, va�i n = 10a+1x +
10ata+1. Za ta = 2 va�ilo bi n2 ≡ 4 ·10a+1 (mod 10a+1), tj. n2 bi imalo cifru
4, kontradikcija. Sliqno, za ta = 8 va�ilo bi n2 ≡ 6 ·10a+1 (mod 10a+1), opet
kontradikcija. Pretpostavimo sada ta = 1. Tada imamo n2 = . . . 2 00 . . . 00| {z }

a−1

1,

pa sledi n2 = 1 00 . . . 00| {z }
a−1

5 . . . . S druge strane, imamo n = 100 . . . 00| {z }
a−1

1 . . . , tj.

10k + 10k−a < n < 10k + 2 · 10k−a, a odatle

102k + 2 · 102k−a + 102k−2a < n < 102k + 4 · 102k−a + 4 · 102k−2a,

kontradikcija. Sliqnim rezonovaǌem, za ta = 5 dobijamo n2 = 1 00 . . . 00| {z }
a

. . .

ali

102k + 4 · 102k−a + 4 · 102k−2a < n2 < 102k + 6 · 102k−a + 9 · 102k−2a,

i opet kontradikcija. Kao jedina mogu�nost ostaje ta = 0, qime je dokaz
zavrxen.

4. Pretpostavimo da postoji takav put p, i neka on povezuje gradove A i
B. Bez umaǌeǌa opxtosti, neka je A grad kancelara Ota. Oznaqimo sa G skup
gradova do kojih se mo�e do�i od grada A nakon ruxeǌa puta p. Primetimo
da grad B nije u skupu G , jer ukoliko bi se od A moglo do�i do B nakon
ruxeǌa puta p, tada bi se i daǉe moglo od svakog grada do�i do svakog
drugog (naime, ukoliko je neka ruta od jednog do drugog grada pre ruxeǌa
vodila preko puta p, sada put p na toj ruti mo�emo zameniti rutom od A i
B za koju pretpostavǉamo da i daǉe postoji), xto je suprotno pretpostavci.
Daǉe, oznaqimo sa V1 one gradove iz skupa G koji pripadaju kancelaru Otu,
a sa V2 one gradove iz skupa G koji pripadaju kraǉu Fraǌi. Za grad C, sa
d(C) oznaqi�emo broj puteva koji vode iz grada C (ne raqunaju�i put p).
Primetimo da va�i jednakost

P
C∈V1

d(C) =
P
C∈V2

d(C): zaista, poxto svaki
put povezuje jedan Otov s jednim Fraǌinim gradom, na obe strane imamo
upravo ukupan broj puteva izme�u gradova u skupu G . Me�utim, svi sabirci
na desnoj strani jednakosti iznose upravo k, dok na levoj strani jednakosti
svi sabirci sem jednog iznose k, a taj jedan iznosi k− 1 (imamo d(A) = k− 1,
zbog unixtenog puta p). Dakle, desna strana je deǉiva sa k a leva nije,
kontradikcija. Time smo pokazali da Baron Minhauzen la�e.

Tre�i razred – A kategorija

1. Prvo rexeǌe. Taqke Ib, A i Ic su kolinearne budu�i da je prava IbIc
simetrala para unakrsnih uglova, i sliqno za preostale dve posmatrane
simetrale. Va�i ]AIcC1 = 90◦ − 180◦−α

2 = α
2 (gde je α ugao kod temena A). Uz

analogan raqun jox uglova, imaju�i na umu primenu sinusne Qevine teoreme
na 4IaIbIc, dobijamo

sin ]AIcC1

sin ]BIcC1
· sin ]BIaA1

sin ]CIaA1
· sin ]CIbB1

sin ]AIbB1
=

sin α
2

sin β
2

·
sin β

2

sin γ
2

·
sin γ

2

sin α
2

= 1,
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Dr 2017 3A 1

te se prave IaA1, IbB1 i IcC1 zaista seku u
jednoj taqki.

Drugo rexeǌe. Oznaqimo sa U taqku cen-
tralnosimetriqnu taqki I u odnosu na O,
gde su I i O centar upisane i opisane kru-
�nice za 4ABC, redom. Tvrdimo da se pos-
matrane tri prave seku upravo u taqki U .
Neka je A′ taqka dodira upisane kru�nice
i stranice BC. Iz BA′ ∼= A1C (xto je
poznata qiǌenica) sledi da su prave IA′

i IaA1 simetriqne u odnosu na simetralu
du�i BC (na kojoj le�i i taqka O), pa
odatle U ∈ IaA1. Analogno, U ∈ IbB1 i
U ∈ IcC1, qime je tvr�eǌe dokazano.

Napomena. Taqka U je centar kru�nice
opisane oko 4IaIbIc. Zaista, iz ]AIcC1 = ]AIbB1 = α

2 sledi IcU ∼= IbU ;
analogno, IcU ∼= IaU .

2. a) Pretpostavimo prvo da je n oblika pα za neki prost broj p. Doka�imo
indukcijom po α da tada va�i f(n) = αpα−1. Baza oqigledno va�i, a u induk-
cijskom koraku imamo

f(pα) = f(p · pα−1) = f(p)pα−1 + pf(pα−1) = pα−1 + p(α− 1)pα−2 = αpα−1.

Neka je sada prosta faktorizacija broja n data sa n =
Qk
i=1 p

αi
i . Doka�imo

indukcijom po k da va�i f(n) =
Pk
i=1 αi

n
pi

(uz dodefinisan sluqaj f(0) = 0).
Sluqaj k = 1 je dokazan malopre. Pretpostavimo sada da tvr�eǌe va�i za
k − 1 i doka�imo ga za k:

f

 
kY
i=1

pαii

!
= f

 
pαkk

k−1Y
i=1

pαii

!
= αkp

αk−1
k

k−1Y
i=1

pαii + pαkk

k−1X
j=1

αj

Qk−1
i=1 p

αi
i

pj

=
kX
j=1

αj

Qk
i=1 p

αi
i

pj
=

kX
i=1

αi
n

pi
,

xto je i trebalo dokazati. Preostaje jox proveriti da ova funkcija zaista
zadovoǉava sve uslove zadatka. Primetimo najpre da u prostoj faktorizaciji
broja n mo�emo dopustiti i proste faktore s eksponentom 0, bez uticaja na
korektnost posmatrane formule za f(n). To opravdava da zadate prirodne
brojeve a i b zapixemo u obliku a =

Qk
i=1 p

αi
i i b =

Qk
i=1 p

βi
i (dakle, dopuxtamo

da eksponenti budu 0). Tada imamo

f(a)b+ af(b) = b
kX
i=1

αi
a

pi
+ a

kX
i=1

βi
b

pi
=

kX
i=1

(αi + βi)
ab

pi
= f(ab),

xto smo i hteli pokazati.
b) Doka�imo najpre da, ukoliko va�i f(m) = 1, tada je m prost broj;

zaista, tada oqigledno ne mo�e biti m = 0 niti m = 1, a ako bi m bio slo�en
broj, tj. m = ab za neke a, b > 1, tada imamo f(m) = f(a)b+af(b) > b+a > 4 > 1.
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Za n = pkM , gde je p prost broj i k > 2, imamo f(n) = kpk−1M + pkf(M) =
pk−1M ′ i f(f(n)) = (k − 1)pk−2M ′ + pk−1f(M ′) > 1. Dakle, u prostoj fakto-
rizaciji tra�enih brojeva n svi prosti brojevi javǉaju se s eksponentom 1.
Primetimo da proizvod 4 ili vixe prostih brojeva iznosi bar 2 ·3 ·5 ·7 = 210,
pa stoga tra�eni brojevi mogu biti samo oblika pqr ili pq, gde su p, q i r
prosti brojevi.

U sluqaju n = pqr imamo f(n) = qr+ pr+ pq, pa va�i f(f(n)) = 1 ako i samo
ako je qr+pr+pq prost broj. Direktnom proverom svih brojeva maǌih od 100
koji su proizvod tri prosta broja (broj sluqajeva se mo�e dodatno smaǌiti
prime�uju�i da va�i 3 ·5 ·7 = 105 > 100, pa jedan od ta tri prosta broja mora
biti 2) dobijamo da se ovo doga�a za slede�ih pet vrednosti:

30 = 2 · 3 · 5, 42 = 2 · 3 · 7, 66 = 2 · 3 · 11, 70 = 2 · 5 · 7, 78 = 2 · 3 · 13.

U sluqaju n = pq imamo f(n) = q + p, pa va�i f(f(n)) = 1 ako i samo ako je
q + p prost broj. Tada jedan od brojeva p i q mora biti jednak 2, npr. p = 2,
i tada imamo n = 2q. Potrebno je, dakle, na�i sve proste brojeve q maǌe od
50 takve da je i q + 2 prost broj, a direktnom proverom nalazimo slede�e
vrednosti: 3, 5, 11, 17, 29, 41, xto daje jox slede�ih xest vrednosti za n:

6 = 2 · 3, 10 = 2 · 5, 22 = 2 · 11, 34 = 2 · 17, 58 = 2 · 29, 82 = 2 · 41.

Dakle, odgovor je: n ∈ {6, 10, 22, 30, 34, 42, 58, 66, 70, 78, 82}.

3. Radimo indukcijom po degP . Tvr�eǌe va�i za degP = 0. Pretpostavimo
da va�i za sve polinome P sa degP < n i posmatrajmo neki polinom P (x) =
axn+· · · . Bar jedan moniqan polinom stepena n mo�e se predstaviti u obliku
Q(x2) + R((x + 1)2): za n = 2k (k ∈ N) to je npr. T (x) = 1

2 (x2)k + 1
2 ((x + 1)2)k, a

za n = 2k− 1 npr. T (x) = 1
2k ((x+ 1)2)k − 1

2k (x2)k. Po induktivnoj pretpostavci,
polinom P (x)− aT (x), budu�i da je stepena maǌeg od n, mo�e se predstaviti
u obliku Q(x2) +R((x+ 1)2), odakle sledi da to va�i i za polinom P (x).

4. Oznaqimo n = 6k + 3. Pretpostavimo da su zvanice raspore�ene za
stolom tako da maksimalan mogu� broj �ena sedi bli�e svom bratu nego
svom mu�u. Pod rastojaǌem izme�u dve osobe podrazumevamo minimalan broj
stolica koje je potrebno pro�i da bi se stiglo od jedne osobe do druge (raqu-
naju�i i stolicu na kojoj sedi prva osoba, ali ne i onu na kojoj sedi druga
osoba). Neka je A zbir rastojaǌa me�u braqnim parovima, a B zbir rasto-
jaǌa izme�u bra�a i sestara. Po prvom uslovu zadatka imamo A + n 6 B.
Daǉe, postoji f(k) �ena qija je udaǉenost od svog mu�a bar za 1 ve�a nego
ǌena udaǉenost od svog brata, a za svaku od preostalih n− f(k) �ena ǌena
udaǉenost od svog brata je za ne vixe od n− 1 ve�a nego ǌena udaǉenost od
svog mu�a. Odatle zakǉuqujemo B + f(k) − (n − f(k))(n − 1) 6 A, pa kombinu-
ju�i ovu nejednakost s prethodnom dobijamo n + f(k) 6 (n − f(k))(n − 1), tj.
nf(k) 6 n2 − 2n, a odatle f(k) 6 n− 2 = 6k + 1.

Doka�imo da nije mogu�e posti�i vrednost 6k + 1. Nazovimo ciklom niz
osoba gde iza svake muxke osobe dolazi ǌegova sestra, a iza svake �enske oso-
be ǌen mu�, sve dok se cikl ne zavrxi kod osobe od koje je poqeo. U svakom
ciklu mora da postoji bar jedna �ena bli�a svom mu�u nego svom bratu,
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jer bi u suprotnom rastojaǌe za stolom izme�u prethodne i slede�e osobe
u ciklu neprekidno raslo, a xto je nemogu�e budu�i da je cikl zatvoren.
Dakle, postoje ili 2 cikla ili 1 cikl. Pretpostavimo da postoje 2 cikla.
Tada se u svakom od ǌih mora nalaziti taqno po jedna �ena bli�a svom
mu�u nego bratu. Polaze�i od takve �ene i kre�u�i se du� cikla, prate�i
rastojaǌa za stolom izme�u svake dve osobe susedne u ciklu, dobijamo da ta
rastojaǌa moraju iznositi bar, redom, 1, 2, 3, 4 . . . , a odatle sledi da cikl
mo�e biti maksimalne du�ine 6k + 3 (jer je to maksimalno rastojaǌe oso-
ba za stolom). Me�utim, tada oba cikla moraju biti upravo te du�ine (da
bismo obuhvatili svih 12k + 6 osoba), ali ovo je kontradikcija jer ciklovi
ne mogu biti neparne du�ine. Pretpostavimo sada da postoji samo 1 cikl. Da
bi se dostigle jednakosti u nejednakostima iz prethodnog pasusa, za svaku
�enu sem taqno dve ǌena udaǉenost od svog mu�a mora biti taqno za 1 ve�a
nego ǌena udaǉenost od svog brata, a te dve �ene moraju biti taqno za 6k+2
udaǉenije od svog brata nego od mu�a. Lako se vidi da, u tom sluqaju, rasto-
jaǌa za stolom osoba du� cikla moraju iznositi 1, 2, 3, . . . , 6k+3, 1, 2, . . . , 6k+3.
Me�utim, primetimo da je rastojaǌe 6k+3 koje se pojavǉuje u sredini cikla
zapravo rastojaǌe izme�u �ene i mu�a, a taj mu� je na udaǉenosti 1 od svoje
sestre, xto je u kontradikciji s uslovom zadatka. Dakle, f(k) 6 6k.

Konaqno, da�emo konstrukciju koja pokazuje f(k) = 6k. Dakle, postoje
taqno tri �ene koje su bli�e svom mu�u nego bratu. Odaberimo tri stolice
za stolom izme�u kojih ima po 4k + 1 stolica, i neka na ǌima sede bra�a
te tri �ene, a one sede dijametralno suprotno svojoj bra�i. Zatim ostatak
stola popuǌavamo na slede�i naqin: polazimo od jedne od te tri �ene, levo
od ǌe postavimo ǌenog mu�a, desno od ǌih dvoje postavimo ǌegovu sestru,
levo od ǌih troje postavimo ǌenog mu�a, desno od ǌih qetvoro postavimo
ǌegovu sestru itd. dok ne popunimo 4k+1 stolica; na posledǌoj od ǌih sedi
supruga brata osobe od koje smo krenuli. Preostale dve tre�ine stola popu-
nimo analogno. Lako uoqavamo da su na ovaj naqin ispuǌeni tra�eni uslov,
qime je zadatak rexen.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Poxto va�i h(f(1))+h(g(1)) = h(4)+h(2) i h(f(−1))+h(g(−1)) = h(2)+h(4),
sledi h(f(1)) + h(g(1)) = h(f(−1)) + h(g(−1)). Me�utim, prema uslovu zadatka
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bi leva strana morala biti jednaka g(f(1)) = g(4) =
14 a desna g(f(−1)) = g(2) = 4, kontradikcija. Dakle,
takva funkcija h ne postoji.

2. Postoji jedinstvena takva xifra:

8→ 2→ 3→ 6→ 4→ 1→ 7→ 9.

ǋen trag je prikazan na slici.
Numeriximo taqke brojevima od 1 do 9 sleva

nadesno i odozgo nadole. Posmatrajmo one dve du�i
koje spajaju taqke koje imaju jedinstvenog suseda
(iz uslova 3◦) s ǌihovim susedima. Te dve du�i
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oqigledno moraju biti osnosimetriqne, i ne smeju imati zajedniqku taqku
(jer u suprotnom putaǌa ne bi mogla da obuhvata svih 9 taqaka). Dakle, po-
stoje svega tri suxtinski razliqite mogu�nosti za te dve du�i: 1-4 i 8-9
(uz osu simetrije 3-5-7), 1-4 i 3-6 (uz osu simetrije 2-5-8) ili, posledǌe, 2-4
i 6-8 (uz osu simetrije 3-5-7). Razdvajamo ova tri sluqaja.

• 1-4 i 8-9: Pretpostavimo prvo da dve taqke s jedinstvenim susedom (xto
su ovde ili 1 i 9, ili 4 i 8) predstavǉaju upravo poqetak i kraj putaǌe.
Ako putaǌa kre�e npr. od taqke 1, tada ona najpre ide do taqke 4 (a
posledǌi deo putaǌe je pomeraj od 8 do 9); sada, ukoliko je naredna
du� neka od 4-3, 4-5 ili 4-7, tada, zbog simetriqnosti, na tragu putaǌe
mora postojati i du� 3-8, 5-8 odnosno 7-8. U prvom i tre�em sluqaju ona
onda mora biti upravo naredna du� (jer se ne mo�emo posle vratiti u
taqku 3, odnosno 7), i potom se putaǌa mora zavrxiti pomerajem od 8
do 9, kontradikcija (jer nisu sve taqke pokrivene). U drugom sluqaju
postoji jox i mogu�nost da posle 4-5 nastavimo sa du�i 5-6, a da u nekom
kasnijem koraku od 2 do�emo do 8 (i potom do 9); primetimo, me�utim, da
to mo�emo izvesti na slede�ih pet naqina: 6→ 2, 6→ 3→ 2, 6→ 7→ 2,
6→ 3→ 7→ 2 i 6→ 7→ 3→ 2, a u svakom od ǌih ili putaǌa ne prolazi
kroz svih 9 taqaka, ili trag nije osnosimetriqan. Ujedno, ovim smo
razmotrili i mogu�nost da naredna du� bude 4-6. Dakle, naredna du�
mora biti 4-2. Tada, ukoliko od taqke 2 daǉe idemo do taqke 6, potom
moramo odatle oti�i do 8 pa zavrxiti u 9, kontradikcija, a ukoliko
od taqke 2 idemo do 3, 5 ili 7, tada opet dobijamo kontradikciju istim
argumentom kao malopre.

Ukoliko putaǌa kre�e od taqke 4, vrlo sliqnim rezonom dobijamo kon-
tradikciju.

Konaqno, preostaje mogu�nost da poqetna taqka putaǌe nije taqka s
jedinstvenim susedom, tj. da na putaǌi postoji deo, bez umaǌeǌa opxto-
sti, 4 → 1 → 7 (gde taqka 1 ima jedinstvenog suseda na tragu putaǌe).
Tada, zbog simetriqnosti, na putaǌi mora postojati i du� 7-9, pa je
posledǌi deo upravo pomeraj od 7 do 9. Prema tome, putaǌa ne mo�e
poqeti od taqke 4, pa taqka 4 ima jox jednog suseda osim 1 i 3. Me�utim
tada i taqka 8 ima jox jednog suseda (osim 7 i 9, za koje znamo da su
joj susedi zbog posledǌeg poteza), pa sledi da putaǌa mora poqeti bax
iz taqke 8. Ako je prvi korak 8 → 3, odmah dobijamo kontradikciju
zbog simetrije (putaǌa bi morala biti 8 → 3 → 4 → 1 → 7 → 9, xto
ne obuhvata sve taqke). Ako je prvi korak 8 → 6, tada na putaǌi mora
postojati i du� 2-4, pa ukoliko iz taqke 6 odmah odemo u taqku 2, putaǌa
mora biti 8 → 6 → 2 → 4 → 1 → 7 → 9, te ne�e obuhvatiti taqke 3 i 5,
a ukoliko iz taqke 6 odemo u taqku 3, odnosno 5, tada slede�i pomeraj
svakako mora biti do taqke 2 (jer i du� 3-2, odnosno 5-2, mora biti
na tragu putaǌe, a ona onda mora biti upravo naredna du�), pa se
putaǌa opet zavrxava kao malopre i ne obuhvata taqku 5, odnosno 3;
kontradikcija u svakom sluqaju. Konaqno, ako je prvi korak 8 → 5 (u
xta ubrajamo i 8 → 2), tada na tragu putaǌe mora postojati i du�
5-4, ali ona u ovom sluqaju ne mora biti naredna du�, budu�i da je
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ǌu mogu�e nacrtati i kasnije kao deo du�i 6-4. Lako vidimo da se ovo
zaista mo�e posti�i na slede�i naqin: 8→ 2→ 3→ 6→ 4→ 1→ 7→ 9.

• 1-4 i 3-6: Na isti naqin kao malopre dobijamo kontradikciju s pret-
postavkom da dve taqke s jedinstvenim susedom predstavǉaju upravo
poqetak i kraj putaǌe. Preostaje sluqaj da na putaǌi postoji deo
6 → 3 → 9. Kao malopre dobijamo da putaǌa tada mora polaziti iz
taqke 4, a za slede�u taqku izbor su jedino 2, 5 ili 8, koje sve pripadaju
osi simetrije, pa se u svim sluqajevima odmah dobija kontradikcija na
ve� vi�en naqin.

• 2-4 i 6-8: Na isti naqin kao malopre dobijamo kontradikciju s pret-
postavkom da dve taqke s jedinstvenim susedom predstavǉaju upravo
poqetak i kraj putaǌe. U ovom sluqaju, za razliku od prethodna dva, al-
ternativna mogu�nost i ne postoji, pa ovom kontradikcijom zavrxavamo
dokaz.

3. Oznaqimo sa A1, B1 i C1 taqke u kojima upisana kru�nica dodiruje
stranice BC, CA i AB, respektivno. Daǉe, oznaqimo sa Ia, Ib i Ic centre
kru�nica ka, kb i kc, a sa A1, B1 i C1 ǌihove dodirne taqke sa stranicama
BC, CA i AB, sve respektivno. Konaqno, neka se tangente ta i tb seku u taqki
Xc, zatim ta i tc u taqki Xb, a tb i tc u taqki Xa.
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Kako su prave AC i tb zajedniqke spoǉaxǌe tangente za ka i kc, one moraju
biti simetriqne u odnosu na pravu IaIc. Odatle imamo slede�i raqun s ori-
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jentisanim uglovima:

](tb, BC) = ](tb, IaIc) + ](IaIc, BC) = ](IaIc, AC) + ](IaIc, BC)

= 2 ] (IaIc, BC) + ](BC,AC) = ](AB,BC) + ](BC,AC) = ](AB,AC).

Analogno dobijamo ](tc, BC) = ](AC,AB), tj. prave tb i tc grade jednake ali
suprotno orijentisane uglove sa pravom BC. Sledi da simetrala ]tbtc, a to
je prava XaIa, mora biti normalna na pravu BC, te ona prolazi kroz taqku
A2. Analogno, IbB2 i IcC2 su simetrale ]tatc i ]tatb, redom. Prema tome,
centar upisane kru�nice trougla odre�enog pravima ta, tb i tc nalazi se u
preseku pravih IaA2, IbB2 i IcC2.

Oznaqimo sa U taqku centralnosimetriqnu taqki I u odnosu na O.
Tvrdimo da je posmatrani centar upravo taqka U . Zaista, iz BA1

∼= A2C (xto
je poznata qiǌenica) sledi da su prave IA1 i IaA2 simetriqne u odnosu na
simetralu du�i BC (na kojoj le�i i taqka O), pa odatle U ∈ IaA2. Analogno,
U ∈ IbB2 i U ∈ IcC2, qime je tvr�eǌe dokazano.

4. Nazva�emo skup sa uzastopnim trougaonim brojevima T , a skup sa Fi-
bonaqijevim brojevima F . Pretpostavimo da 1 ∈ T . Tada i 3 ∈ T . Ako i 6 ∈ T ,
onda sledi 2 ∈ T (jer je onda i 2 delilac broja n, a ǌemu uzastopni Fibonaqi-
jevi brojevi, 1 i 3, nisu u F ), me�utim kako 2 nije trougaoni broj, sledi da
6 /∈ T , te dobijamo T = {1, 3}. Sada, ako imamo dva uzastopna Fibonaqijeva
broja Fk i Fk+1 u F , tada ili 3Fk ili 3Fk+1 tako�e mora pripadati skupu F ,
jer je bar jedan od ta dva broja pravi delilac broja n (najvixe jedan od Fk,
Fk+1 je deǉiv sa 3, pa ako npr. 3 - Fk, tada 3Fk | n, a ne mo�e biti 3Fk = n jer
Fk+1 | n ali Fk+1 - 3Fk). Me�utim, za proizvoǉan Fibonaqijev broj Fl > 1 broj
3Fl ne mo�e biti Fibonaqijev zbog: Fl+3 = 2Fl+1 +Fl > 3Fl > 2Fl+Fl−1 = Fl+2.
Sledi 1 /∈ T .

Dakle, 1 ∈ F . Tada nu�no i 2 ∈ F . Pretpostavimo prvo F = {1, 2}. Neka
je t najmaǌi broj u T . Tada je t prost broj, jer bi u suprotnom i neki pravi
delilac broja t razliqit od 1 i 2 (takav sigurno postoji zbog t 6= 4, budu�i
da 4 nije trougaoni broj) bio pravi delilac broja n, pa bi bio ili u F ili
u T , a ni jedno ni drugo nije mogu�e. Me�utim, lako se vidi da je broj 3
jedini trougaoni prost broj. Dakle, tada 3 ∈ T , a onda i 6 ∈ T . Ako jox
i 10 ∈ T , onda 5 niti je trougaoni broj niti mo�e u F jer 3 /∈ F , te je to
kontradikcija, a ako bi bilo samo T = {3, 6}, sledi da je 6 pravi delilac
broja n, pa bi n moralo da bude deǉivo bar s jox jednim prostim brojem
razliqitim od 2 (jer 4 /∈ T, F ), ali onda bi postojao pravi delilac broja n
ve�i od 6, kontradikcija.

Dakle, imamo jox i 3 ∈ F . Tada 6 ∈ T (jer 6 | n i n > 6, a 6 nije Fibonaqijev
broj), a onda i 10 ∈ T , te 5 | n, pa i 15 ∈ T (pravi delilac, a nije Fibonaqijev
broj). Ukoliko i 21 ∈ T , tada bi i 7 bio delilac posmatranog broja, ali to
nije ni Fibonaqijev ni trougaoni broj. Sledi T = {6, 10, 15}, a odatle F =
{1, 2, 3, 5} (ne mo�emo imati i 8 ∈ F jer 4 nije ni Fibonaqijev ni trougaoni
broj) i napokon n = 30, xto i jeste broj koji zadovoǉava uslove zadatka, i
to je onda jedino rexeǌe zadatka.
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Prvi razred – B kategorija

1. Neka su a i b osnovice posmatranog trapeza a h ǌegova visina. Tada
visine iz temena E u 4ABE i 4DCE iznose h

2 , pa imamo:
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a+ b

2
h = P (ABCD)

= P (4ABE) + P (4CDE) + P (4ADE)

=
ah

4
+
bh

4
+ P (4ADE),

odakle sledi P (4ADE) = a+b
4 h = P (ABCD)

2 .
Daǉe, ako je h1 visina 4ADE iz temena D, tada imamo h1 = DE

2 = 4 (zbog
]AED = 30◦), i onda P (4ADE) = AE·h1

2 = 10·4
2 = 20. Konaqno, P (ABCD) =

2P (4ADE) = 40.

2. Odgovor je ne.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je posle n godina plata radnika pove�ana.

Mo�emo pretpostaviti da je n paran broj: zaista, ako je n neparan broj, tada
je plata posle n−1 godina bila ve�a nego plata posle n godina, pa je i plata
posle n− 1 godina bila ve�a od poqetne plate.

Oznaqimo n = 2k, a poqetna plata neka je P . Ako je plata posle n godina
jednaka K, va�i

K = P

�
1 −

10

100

��
1 +

11

100

��
1 −

12

100

��
1 +

13

100

�
· · ·
�

1 −
10 + 2k − 2

100

��
1 +

10 + 2k − 1

100

�
.

Posmatrajmo dva po dva uzastopna qlana u ovom proizvodu, tj. proizvode
(1− 10+2l

100 )(1 + 10+2l+1
100 ) za 0 6 l 6 k − 1. Va�i

�
1− 10 + 2l

100

��
1 +

10 + 2l + 1
100

�
= 1 +

1
100
− (10 + 2l)(10 + 2l + 1)

10000

6 1 +
1

100
− 10 · 11

10000
= 1 +

1
100
− 11

1000
< 1,

odakle sledi K < P .

m

m

m

m

m

m

m
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3. Mo�e u 6 poteza: a1→ b3→ c5→ e4→ g5→ f7→ h8.
Poka�imo jox da ne mo�e u maǌe od 6 poteza.

Prvo primetimo u svakom potezu skakaq prelazi s be-
log na crno poǉe i obratno. Kako su poǉa a1 i h8 iste
boje, bi�e potreban paran broj poteza. Daǉe, poka�imo
da skakaq ne mo�e u 4 ili maǌe poteza da do�e od a1 do
h8. Pri kretaǌu od a1 do h8, skakaq se mora pomeriti
ukupno 7 koraka nadesno i 7 koraka navixe, xto je ukupno
14 koraka. Kako skakaq u svakom potezu ide 2 koraka na
jednu stranu i jedan korak na drugu, xto je 3 koraka, to
bi u 4 ili maǌe poteza mogao da se pomeri najvixe za
4 · 3 = 12 < 14 koraka. Stoga je minimalan broj poteza 6.
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4. Posledǌa (peta) cifra mora biti parna, xto je 5 mogu�nosti (0, 2,
4, 6 ili 8). Za prvu cifru imamo ukupno 8 mogu�nosti (bilo koja cifra
razliqita od 0 i 9), a za drugu i tre�u po 9 mogu�nosti (bilo koja cifra
razliqita od 9). Preostaje odabrati qetvrtu cifru. Prilikom ǌenog oda-
bira moramo paziti da zbir cifara ne bude deǉiv sa 3 (kako dobijen broj
ne bi bio deǉiv sa 3). Zbir do sada odabranih cifara daje ostatak 0, 1 ili
2 pri deǉeǌu sa 3; u prvom sluqaju za qetvrtu cifru mo�emo odabrati bilo
koju osim 0, 3 i 6, xto je 6 mogu�nosti; sliqno, i u drugom i tre�em sluqaju
imamo po 6 mogu�nosti (izbegavamo cifre 2, 5 i 8, odnosno 1, 4 i 7). Dakle,
bez obzira na ostatak koji zbir dotle odabranih cifara daje pri deǉeǌu
sa 3, za qetvrtu cifru uvek imamo izbor izme�u 6 mogu�nosti. Prema tome,
takvih brojeva ukupno ima 8 · 9 · 9 · 6 · 5 = 19 440.

5. Poxto va�i 400 · 400 = 160000 > 99999, zakǉuqujemo P < 4. Poxto se
T ·T zavrxava sa T, sledi T ∈ {0, 1, 5, 6}. Iskǉuqujemo mogu�nost T = 0, jer
bi se tada PET 2 zavrxavalo sa 00, a ovo nije mogu�e zbog desne strane.

Primetimo da se broj ET · ET zavrxava sa ET , a poxto imamo ET 2 =
(10 · E + T )2 = 100 · E 2 + 20 · E · T + T 2, zakǉuqujemo da se 20 · E · T + T 2 mora
zavrxavati sa ET . Sada razdvajamo sluqajeve po T .
• T = 1: Tada se 20 · E + 1 mora zavrxavati sa E1, tj. 2 · E se mora za-
vrxavati sa E , a ovo je mogu�e samo za E = 0. Testiraǌem mogu�nosti
P ∈ {2, 3} dobijamo 201 · 201 = 40401, xto nije rexeǌe (zbog D 6= S ), kao
i 301 · 301 = 90601, xto jeste jedno rexeǌe.

• T = 5: Tada se 100 · E + 25 mora zavrxavati sa E5, pa odmah dobijamo
E = 2. Testiraǌem mogu�nosti P ∈ {1, 3} dobijamo 125 · 125 = 15625 i
325 · 325 = 105625, a nixta od ovog nije rexeǌe.

• T = 6: Tada se 120 · E + 36 mora zavrxavati sa E6, tj. 2 · E + 3 se mora
zavrxavati sa E , a ovo je mogu�e samo za E = 7. Testiraǌem mogu�nosti
P ∈ {1, 2, 3} dobijamo 176 ·176 = 30976, 276 ·276 = 76176 i 376 ·376 = 141376,
a nixta od ovog nije rexeǌe.

Dakle, jedino rexeǌe je 301 · 301 = 90601.

Drugi razred – B kategorija

1. Postavǉena jednaqina je ekvivalentna sa
p
x2 + px+ q = 2017−x, odakle

odmah imamo uslov 2017−x > 0, tj. x 6 2017. Sada mo�emo kvadrirati ovu je-
dnaqinu, qime dobijamo x2+px+q = 20172−4034x+x2, tj. (p+4034)x = 20172−q.
U sluqaju p + 4034 6= 0 ova jednaqina ima jedinstveno rexeǌe (xto nam ne
odgovara), pa ostaje p = −4034. Tada za q 6= 20172 imamo kontradikciju, dok
za q = 20172 imamo taqan izraz 0 = 0, pa su u tom sluqaju rexeǌa sve vre-
dnosti x koje ispuǌavaju postavǉeno ograniqeǌe x 6 2017, tj. ceo interval
(−∞, 2017]. Kako u ǌemu ima beskonaqno mnogo taqaka (i samim tim vixe od
2017), zakǉuqujemo da su jedine vrednosti parametara p i q koje ispuǌavaju
uslov zadatka p = −4034 i q = 20172.

2. a) Oznaqimo uglove posmatranog trougla sa α, β i γ, i pretpostavimo,
bez umaǌeǌa opxtosti, α > β > γ. Neka je H ortocentar 4ABC. Kru�nica
nad preqnikom BH sadr�i taqke A0 i C0 (zbog pravih uglova kod A0 i C0),
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i sliqno kru�nica nad preqnikom CH sadr�i taqke A0 i B0, pa iz osobina
periferijskih uglova dobijamo

]B0A0C0 = ]B0A0H + ]HA0C0 = ]B0CH + ]HBC0

=
�π

2
− α

�
+
�π

2
− α

�
= π − 2α.

Analogno, preostala dva ugla u 4A0B0C0 iznose π − 2β i π − 2γ, i za ta
tri ugla va�i poredak π − 2γ > π − 2β > π − 2α. Sada iz sliqnosti date u
postavci sledi α = π − 2γ, β = π − 2β i γ = π − 2α, pa iz druge jednaqine
odmah dobijamo β = π

3 , a oduzimaǌem tre�e od prve imamo α − γ = 2(α − γ),
tj. α = γ, pa dobijamo α = γ = π−π3

2 = π
3 .
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b) Neka sada va�i α > β > γ, ali α > π
2 . Sliqno kao u delu pod a),

izraqunavamo

]B0A0C0 = ]B0A0A+ ]AA0C0 = ]B0BA+ ]ACC0

=
�π

2
− (π − α)

�
+
�π

2
− (π − α)

�
= 2α− π,

]A0B0C0 = ]A0B0A+]AB0C0 = ]A0BA+]CBC0 = 2β i, analogno, ]A0C0B0 =
2γ. Poxto va�i 2β > 2γ, najve�i ugao u 4A0B0C0 je ili 2α − π, ili 2β.
U prvom sluqaju iz zadate sliqnosti imamo α = 2α − π, tj. α = π, xto je
nemogu�e. Ostaje, dakle, α = 2β. Poxto je nemogu�e γ = 2γ, preostaje γ =
2α − π i β = 2γ. Dakle, imamo γ = 2α − π = 4β − π = 8γ − π, tj. γ = π

7 , i onda
β = 2π

7 i α = 4π
7 .

3. Svi dati razlomci su oblika k
k+n+2 . Oni se ne mogu skratiti ako i

samo ako va�i NZD(k, k + n + 2) = 1, a xto je ispuǌeno ako i samo ako va�i
NZD(k, n+ 2) = 1. Dakle, tra�imo najmaǌi prirodan broj n takav da je n+ 2
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uzajamno prost sa 7, 8, 9, . . . , 2015. Za 1 6 n 6 4 lako nalazimo broj iz
posmatranog niza s kojim n+ 2 nije uzajamno prost, za 5 6 n 6 2013 imamo da
je n+ 2 upravo jednako nekom qlanu posmatranog niza (pa time nije uzajamno
prost s ǌim), a za n = 2014 imamo n + 2 = 2016, xto je paran broj, pa oqito
nije uzajamno prost npr. sa 8. Me�utim, za n = 2015 imamo n+2 = 2017, a kako
je 2017 prost broj, on jeste uzajamno prost sa svim qlanovima posmatranog
niza, pa je rexeǌe zadatka n = 2015.

4. Da bi rexeǌa bila realna i razliqita, diskriminanta posmatrane
jednaqine mora biti pozitivna, pa imamo 0 < (a + 2)2 − 4a(a + 1) = 4 − 3a2,
odakle dobijamo |a| < 2√

3
. Rexeǌa posmatrane jednaqine su

x1/2 =
a+ 2±

√
4− 3a2

2a
.

Pretpostavimo prvo da je a pozitivno. Tada imamo a+2+
√

4−3a2

2a > a+2−
√

4−3a2

2a ,

pa treba jox ispuniti uslov a+2−
√

4−3a2

2a > 1. Nakon mno�eǌa ove nejednakosti
sa 2a (xto ne meǌa znak) ona se mo�e transformisati u 2 − a >

√
4− 3a2.

Odatle odmah imamo a < 2 (xto je svakako ispuǌeno s obzirom na |a| < 2√
3
), a

posle kvadriraǌa ostaje 4−4a+a2 > 4−3a2, tj. 4a2 > 4a, xto se svodi na a > 1.
Pretpostavimo sada da je a negativno. Tada imamo a+2−

√
4−3a2

2a > a+2+
√

4−3a2

2a ,

pa treba jox ispuniti uslov a+2+
√

4−3a2

2a > 1. Mno�e�i ovu nejednakost sa
2a (xto sada meǌa znak nejednakosti) dobijamo 2 +

√
4− 3a2 < a, ali ovo

je kontradikcija jer je leva strana pozitivna a desna negativna, pa je ovaj
sluqaj nemogu�.

Dakle, uzimaju�i sve u obzir, rexeǌe zadatka je: a ∈ (1, 2√
3
).

5. Nije mogu�e. Pretpostavimo suprotno: neka je mogu�e sastaviti takav
pravougaonik. Kako se jedna posmatrana figura sastoji od 6 kvadrati�a, xto
je paran broj, i povrxina posmatranog pravougaonika bi�e parna.

Izdelimo posmatrani pravougaonik na jediniqna poǉa i obojimo ih
crnom i belom bojom naizmeniqno (kao xahovsku tablu). Poxto je povrxina
pravougaonika parna, postoji jednak broj crnih i belih poǉa. Primetimo da
svaka kopija posmatrane figure pokriva 2 crna i 4 bela poǉa, ili obratno.
Neka je x broj kopija koje pokrivaju 2 crna i 4 bela poǉa, a y broj preostalih
kopija. Tada je ukupan broj crnih poǉa jednak 2x + 4y, a belih 2y + 4x, pa
imamo 2x+ 4y = 2y+ 4x, tj. x = y; me�utim, ovo je nemogu�e jer ukupno imamo
neparan broj kopija date figure, qime je dokaz zavrxen.

Tre�i razred – B kategorija

1. Uvrxtavaǌem identiteta cos 2x = 2 cos2 x− 1 i cos 3x = 4 cos3 x− 3 cosx u
datu jednaqinu dobijamo

cos2 x+ (2 cos2 x− 1)2 + (4 cos3 x− 3 cosx)2 = 1,

xto nakon sre�ivaǌa daje 16 cos6 x − 20 cos4 x + 6 cos2 x = 0. Uvedimo smenu
y = cos2 x, nakon qega se prethodna jednaqina svodi na 16y3 − 20y2 + 6y = 0,
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tj. y(8y2 − 10y + 3) = 0, qija rexeǌa su y1 = 0 i y2/3 = 10±
√

102−4·8·3
16 = 10±

√
4

16 ,

tj. y2 = 3
4 i y3 = 1

2 . Vra�aǌe smene daje cosx ∈ {0,±
√

3
2 ,±

1
2}, xto u prvom

sluqaju vodi do rexeǌa x ∈ {π2 ,
3π
2 }, u drugom x ∈ {π4 ,

3π
4 ,

5π
4 ,

7π
4 }, a u tre�em

x ∈ {π6 ,
5π
6 ,

7π
6 ,

11π
6 }. Dakle, postavǉena jednaqina ima ukupno 10 rexeǌa na

intervalu[0, 2π].

2. Oznaqimo sa N podno�je normale iz M na ravan ABC, koje se po uslovu
zadatka nalazi na sredini du�i AA0. Iz teoreme o tri normale imamoMA0 ⊥
BC, pa je cela ravan MA0A normalna na BC, a odatle va�i i SA0 ⊥ BC pa
onda upravo ]SA0A = 30◦. Daǉe, poxto A0S le�i u ravni povuqenoj kroz BC
definisanoj u postavci, a ona je normalna na MA, sledi A0S ⊥ MA. Poxto
su 4SAA0 i 4NAM pravougli i imaju zajedniqki ugao u temenu A, oni su

Dr 2017 3B 2

sliqni, pa va�i ]NMA = ]SA0A = 30◦. Dakle,
poxto je 4NMA polovina jednakostraniqnog,
sledi da je 4A0MA jednakostraniqan (budu�i
da je N sredina stranice A0A), a tada je ǌe-
gova visina A0S ujedno i ǌegova te�ixna du�,
tj. SA ∼= SM . Piramide SABC i MSBC imaju
zajedniqku pǉosan SBC, a SA i SM su ǌihove
visine na tu pǉosan, pa poxto su one podu-
darne, zapremine ove dve piramide su jednake.
Prema tome, zapremina piramideMSBC iznosi
tako�e 2017.

3. Mogu�e je. Potra�imo zahtevano pred-
stavǉaǌe u obliku npr. 2017 = 6x + 10y + 15z
(tada za ma koje x, y i z prva dva sabirka imaju
zajedniqki delilac 2, prvi i tre�i zajedniqki
delilac 3, a drugi i tre�i zajedniqki delilac
5, pa nikoja dva nisu uzajamno prosta). Do-

voǉno je na�i jedno rexeǌe ove jednaqine, xto se mo�e uqiniti na mnogo
naqina: na primer, isprobavaǌem malih vrednosti za x i y dok ne nai�emo
na sluqaj kada je izraz 2017− 6x− 10y deǉiv sa 15 (i tada za z mo�emo uzeti
koliqnik ta dva broja) brzo dobijamo da se to dexava (jedna mogu�nost) za
x = 2, y = 1, pa izraqunavamo z = 2017−6·2−10·1

15 = 1995
15 = 133. Dakle, imamo

predstavǉaǌe 2017 = 12 + 10 + 1995.

Dr 2017 3B 4

4. Jednaqina prave koja prolazi kroz taqke A
i B je y = x − 1. Kru�nica iz postavke ima cen-
tar u taqki (p, p2 + 1) i polupreqnik 1. Doka�imo
da ova kru�nica ne seqe pravu AB. U tu svrhu,
odredi�emo najpre normalu kroz taqku (p, p2 + 1)
na pravu AB. ǋen koeficijent pravca je − 1

1 = −1,
pa poxto je ǌena jednaqina oblika y = −x + n,
vrednost n nalazimo iz uslova da povuqena nor-
mala prolazi kroz taqku (p, p2 + 1): imamo p2 + 1 =
−p + n, pa jednaqina posmatrane normale glasi
y = −x + p2 + p + 1. Presek ove normale s pravom
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AB (oznaqimo ga sa (x0, y0)) nalazimo zamenom y = x − 1 u prethodnu jedna-
qinu: ona time postaje x − 1 = −x + p2 + p + 1, odakle dobijamo x0 = p2+p+2

2 ,

a onda i y0 = x0 − 1 = p2+p
2 . Ova taqka s prave AB je, dakle, najbli�a taqki

(p, p2 + 1), pa da bismo dokazali da se posmatrane prava i kru�nica ne seku,
dovoǉno je utvrditi da je udaǉenost centra kru�nice od ove taqke ve�a od
polupreqnika. Raqunamo kvadrat te udaǉenosti:

(x0 − p)2 +
�
y0 − (p2 + 1)

�2
=
�
p2 − p+ 2

2

�2

+
�
−p2 + p− 2

2

�2

= 2
�
p2 − p+ 2

2

�2

=
(p2 − p+ 2)2

2
=

((p− 1
2 )2 + 7

4 )2

2
>

( 7
4 )2

2
=

49
32

> 1,

xto je i trebalo dokazati.
Dakle, budu�i da se prava AB i kru�nica ne seku, taqka s prave AB

najbli�a kru�nici je upravo podno�je normale iz centra kru�nice na pravu
AB, a to je taqka (x0, y0). Da bi se ona nalazila izme�u taqaka A i B, mora
va�iti 1 < x0 < 4, tj. 1 < p2+p+2

2 < 4. Leva nejednakost se svodi na 0 < p2+p =
p(p + 1), xto je ispuǌeno za p < −1 ili p > 0; desna nejednakost se svodi na
p2+p−6 < 0, tj. (p+3)(p−2) < 0, xto je ispuǌeno za −3 < p < 2. Kombinovaǌem
dobijenih ograniqeǌa zakǉuqujemo da je rexeǌe zadatka: p ∈ (−3,−1)∪ (0, 2).

5. Posmatrajmo n objekata (npr. kuglica) pore�anih u vrstu. Svakom pred-
stavǉaǌu iz postavke odgovara postavǉaǌe pregrada izme�u nekih kuglica
na takav naqin da du�ina i-tog po redu bloka uzastopnih kuglica izme�u
kojih nema pregrada predstavǉa upravo i-ti sabirak u posmatranom zbiru.
(Na primer, za n = 11, predstavǉaǌu 11 = 1 + 5 + 3 + 2 odgovara slede�a
konfiguracija kuglica i pregrada: • | • • • • • | • • • | ••.) Oqigledno je ovakvo
pridru�ivaǌe bijekcija, pa je dovoǉno izbrojati na koliko naqina mo�emo
postaviti pregrade izme�u kuglica. Imamo n − 1 mesta na kojima mo�emo
postavǉati pregrade (izme�u svake dve uzastopne kuglice), i za svako od
ǌih biramo ho�emo li tamo postaviti pregradu ili ne�emo; od tako dobi-
jenog broja naqina na kraju oduzimamo 1, poxto ne uraqunavamo mogu�nost
da ne postavimo nijednu pregradu (jer moramo imati bar dva sabirka, po
uslovu zadatka). Dakle, odgovor je 2n−1 − 1.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Neka zajedniqka tangenta dodiruje prvu parabolu u taqki qija je x-
koordinata x1, a drugu parabolu u taqki qija je x-koordinata x2. Izvod
jednaqine prve parabole u taqki x1 iznosi 2x1 +3, xto je koeficijent pravca
tangente u x1, a sliqno, posmatraǌem druge parabole, dobijamo da je koefi-
cijent pravca tangente jednak 2x2 + 5. Ako posmatrana zajedniqka tangenta
ima jednaqinu y = kx + n, tada iz prethodnog imamo 2x1 + 3 = 2x2 + 5 = k,
a odatle x1 = x2 + 1. Daǉe, poxto se taqke dodira nalaze i na tangenti
i na prvoj, odnosno drugoj paraboli, posmatraǌem y-koordinata dobijamo
(2x1 + 3)x1 + n = x2

1 + 3x1 + 6 i (2x2 + 5)x2 + n = x2
2 + 5x2 + 3, odakle sledi
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n = 6−x2
1 = 3−x2

2, tj. x
2
1−x2

2 = 3. Zamenom x1 = x2 +1 u ovu jednakost dobijamo
3 = (x2 + 1)2− x2

2 = 2x2 + 1, a odatle sledi x2 = 1, i onda x1 = x2 + 1 = 2. Daǉe
izraqunavamo k = 2x1+3 = 7 i n = 6−x2

1 = 2, pa jednaqina zajedniqke tangente
glasi y = 7x+ 2, a ona prvu parabolu dodiruje u taqki (x1, 7x1 + 2) = (2, 16),
a drugu u taqki (x2, 7x2 + 2) = (1, 9).

2. Ukoliko je n paran broj, tada je broj n2 + 2n paran i ve�i od 2, pa ne
mo�e biti prost. Dakle, n mora biti neparan broj. Ako je n oblika 6k + 1,
imamo

n2 + 2n = (6k + 1)2 + (26)k · 2 = (6k + 1)2 + 64k · 2 ≡ 12 + 1k · 2 = 3 ≡ 0 (mod 3),

a ako je n oblika 6k + 5, imamo

n2 + 2n = (6k + 5)2 + (26)k · 25 ≡ 52 + 1k · 32 = 57 ≡ 0 (mod 3),

te su oba ova sluqaja nemogu�a, jer je n2 +2n broj ve�i od 3 i deǉiv sa 3, pa
ne mo�e biti prost. Dakle, poxto je n neparan broj a ne daje ostatke niti 1
niti 5 pri deǉeǌu sa 6, preostaje jedino da n daje ostatak 3 pri deǉeǌu sa
6, a to upravo znaqi da je n deǉiv sa 3 ali nije deǉiv sa 6.

3. a) Nije mogu�e. Bez umaǌeǌa opxtosti, neka su u prvoj vrsti upisani
brojevi 1, 2, 3, 4 tim redom. U prvoj koloni na drugom mestu ne sme biti broj 2
jer bismo imali dijagonalu du�ine dva na qija je oba poǉa upisan broj 2. Iz
sliqnog razloga na tre�em mestu ne sme biti broj 3, i na qetvrtom mestu ne
sme biti broj 4. Odatle dobijamo da su jedina dva mogu�a rasporeda u prvoj
koloni 1, 3, 4, 2 ili 1, 4, 2, 3. Me�utim, u oba ta sluqaja se ispostavǉa da ne
mo�emo upisati nijedan broj na poǉe u preseku druge vrste i druge kolone,
jer koji god broj tamo da upixemo, ima�emo vrstu, kolonu ili dijagonalu
koja sadr�i to poǉe a u kojoj se neki broj pojavǉuje dva puta.

1 2 3 4
3 ?
4
2

1 2 3 4
4 ?
2
3

b) Mogu�e je. Ni�e prikazujemo jedan primer takve tablice.

1 2 3 4 5
3 4 5 1 2
5 1 2 3 4
2 3 4 5 1
4 5 1 2 3

Napomena. Zainteresovanim uqenicima preporuqujemo da pogledaju i 1.
zadatak za 1. razred A kategorije.

4. Posmatrajmo niz koji je zadat uslovima a1 =
√

2017 i an+1 =
√

2017 + an.
Tra�ena vrednost u naxem zadatku predstavǉa ba2017c. Kako va�i 442 =
1936 < 2017 < 2025 = 452, imamo 44 < a1 < 45, a odatle sledi ba1c = 44.
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Sada sliqno, kako va�i 452 = 2025 < 2061 < 2017 + a1 < 2062 < 462 = 2116
i a2 =

√
2017 + a1, imamo 45 < a2 < 46, a odatle sledi ba2c = 45. Indukci-

jom �emo pokazati da za sve n > 2 va�i banc = 45. Bazni sluqaj smo upravo
proverili; daǉe, ukoliko pretpostavimo banc = 45, tada imamo 45 6 an < 46
i 452 = 2025 < 2062 6 2017 + an < 2063 < 462 = 2116 i an+1 =

√
2017 + an, te za-

kǉuqujemo 45 < an+1 < 46, odakle sledi ban+1c = 45. Ovim je dokaz indukcijom
zavrxen. Iz dokazanog tvr�eǌa odmah imamo ba2017c = 45.

5. Obele�imo BC = a, AC = b, CJ = x i HC = y. Oqigledno va�i
4AFG ∼ 4ACJ, pa dobijamo a+b

a = b
x , a odatle izraqunavamo x = ab

a+b .
Sliqno, 4DBE ∼ 4CBH, pa dobijamo a+b

b = a
y , a odatle izraqunavamo i

y = ab
a+b . Primetimo sada:

Dr 2017 4B 5

ab

2
= P (4ACB)

= P (4AIB) + P (4ACJ) + P (4BCH)− P (HCJI)

= P (4AIB) +
b ab
a+b

2
+

ab
a+ba

2
− P (HCJI)

= P (4AIB) + (b+ a)
ab
a+b

2
− P (HCJI)

= P (4AIB) +
ab

2
− P (HCJI),

a odavde sledi P (HCJI) = P (4AIB) = 2017.

Sadr�aj

Beograd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Dr�avna komisija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
Opxtinsko takmiqeǌe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
Okru�no takmiqeǌe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
Dr�avno takmiqeǌe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
Rexeǌa zadataka sa opxtinskog takmiqeǌa . . . . . . . . . . . . . . . . 21
Rexeǌa zadataka sa okru�nog takmiqeǌa . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
Rexeǌa zadataka sa dr�avnog takmiqeǌa . . . . . . . . . . . . . . . . . 46


