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JIECKOBAIL 11 OKOJIMHA

Onmruna Jleckosan ca 1024km? mospmure jenna je ox majsehux y Cpbu-
ju. I'panm mexxm Ha HAOIMOPCKOj BUCUMHM On 225m, y3 ropumop E—-10 mHa
280km on Beorpana n 160km on Cromma. I'panm JleckoBall, mpema mommucy
cragoBHumTBa m3 2002. rommue, mMa 156 252 cTaHOBHUKA, KOjU KUBE Y
144 macemena Mecta Ha TepuTopuju ommruuHe. l[Ipema oBuM momanuMma
ONIITUHA CTHana ¥ jedHy o1 HajBehux M HajHACEHEHUJUX Y PEIyOIuiy.

Wcropujy jeckoBadyKOr Kpaja MUCAIU CY CBENOIU €BPOICKe NUBUIU3ALL]E.
yKusesnu cy oBme, paroBamu m ocrasimaiu Tparose Jlapmannu, ABapwu,
Kearn, Pummann u Buzantujuu. V3 tux Bpemena mpouabheHu cy apxeo-
somkn octanu Ha Xucapy uszHan Jleckosmna, na gorkamurery [ 'panan 6am3y
3nokyhana, y Jlanoruuiy, Masoj Ronamaumnu, y nonnan CaaTuHCKe peke,
"a notedy Kase kon I'paenuite utm.

3aHUMJPUBY CY Y BPEIHU HAJIA3U U3 PUMCKOI U PAHOBU3AHTIjCKOT IIEPUOIA.
Hajsehu meo makurTa, cCUTHe IJIACTUKE M MTOCYDhHa M3 OBOT MEPUOIA UyBa CE
y Hapoornom mysejy y Jleckosiy.

Y Bpeme Branasuue Typaka 0BO MeCTO je OMIJIO CequInTe HAXUjE MO UMEHY
Iy6ounna. CpennHoM meBeTHAECTOr Beka JleckoBar je mo BeauduHU OUO
apyru rpan y CpbOuju, mocie Beorpana, a Gesesxu ce ma je mmao 13
¢dhabpura Tekcruia, u 3aTo je KacHuje nobwmo mme ,,Cpuckum Mandgecrep”.
WMsmeby nmBa cBercka para JleckoBall je 6o APy MHAYCTPUJCKU T'PAIL Y
KPAJbeBUHU, a OEJIEKU ce Ia je JIECKOBAaUKu OaceH mpou3Bomuo dak 40%
YKYIHE ByHapCKe MPOU3BOANKE YV KPAJbEBUHU JYTOCIABUjU.

WNameby me3necetrux m ocaMaeceTUX TOAWHA MPOIIJIOT BEKA JECKOBAUKUI
TEKCTUJIa U TeKCTUJIHUX MammmHa 0uo je majsehu cajam te Bpcre y EBponu.
36or Hu3a nparehux MaHudecranuja rpam je sKuBeo ,,01 cajMa 1o cajma’, a
CBU XOTEJN W CMEIITAjHN KANAIUTEeTH Yy TO Bpeme Owiu cy momymenu. Ca
KOJIATICOM TEKCTUJIHE WHIYCTPHUje UCTY CYyAOWMHY MTOKUBEO je JIEeCKOBAUKU
cajaM.

Ilanac ocHOBYy Typuctuure nouyne Jleckosna unae 6pojue MaHudecranuje,
IPUPOTHE ATPAKIMje U MHOTOOPOJHU KYJITYPHO-UCTOPUjCKA CITOMEHUIIH.

Y rpamy u OKOJWHM HaJIA3W C€ MHOI'O KYJITYDPHO-UCOPUjCKAX CIIOMEHUKA
u arpakndja. JemaH O HAj3HAUAJHUJAX apPXEOJIOMKUX JOKAJIUTETA je
Hapuwun 2pad (Jyemunuana npuma). Hamasum ce ma 29km 3amanHo of
JleckoBua, Tkm on Jlebana, y Guusunu cena I[Iperonuenuna. OcuoBao
ra je Jycrurujan I y VI Beky, Ha MecTy ayroxToHe rpanuae Benepujame.
I'pan je cBoj majsehu mpomBaT uMao o4 TpumeceTe o menecere roguuae VI
BeKa, Kaaa cy m3rpalheHu, mopen akpomosie, CPeamby IPAL U, HA MECTy Kac-
HUjer MOomer rpaja, basuinuka u nucrepua. llocie vyectux ymana ABapa u
nadpunarpamuje Caosena, oko 615. rommee rpaj HAOyIITa CTAHOBHUIITBO;
SKMBOT Yy TPaJy Ce racu, BEepOBATHO 300T moskapa Uau mpecenarma BOJOBOIA
Yy BpeMe IOCJIeIBUX OICAaLA.

Ha mamurama nnamumne Kykasune uszuan Byudja, 18km jysxuo on Jleckosma,
HaJiase ce ocranu TBphase nmosuare kao Ckobanmuh epad. To je yrBpheme u3



XV Beka, roje je carpamuo Bojsona Hurkomna Crobamuh, 6panehu nogpydje
Hyb6ouune on Typara. Crobasmuh rpan je Majao, anu 3HAYajHO yTBpheme,
KOj€ TMOTWYE jOIl M3 PUMCKOT WM KACHOAHTUYKOT mO0Oa.

Y nenrpy JleckoBua je crapa uypkea ,, Ouakauja”, rpabena y speme Rapalbo-
pbesor ycranka, ox 1805. mo 1812. romune, obuoBmeHA je 1839. romume.
I'pabeBuna je yromama y 3emiby. ApXuUTEeKTypa HUje 3HAUYajHA, AU je
cuenu@uUYHa IO TOME IITO y HOj IOCTOjU O3UIAH OllaK, IITO je YWHU jenu-
HCTBEHOM y cBery. 1o je jemnoOponna rpabeBuna 6e3 Kymoje; mMa TpeM
ca apraJaMa U IpPBEHUM CTyOOBMMA, a y caMuM 3unoBuMa yrpabusanu cy
3eMJbAHU JIOHIIM HA PAa3MaKy O IO jelaH MeTap, ca IPIAnNUMAa OKPEHYTUM
Ka YHYTPAIIHOCTU IIPKBE, MITO JOMPUHOCU U3Y3E€THO] aKyCTUIIN.
JlecrkoBaura CabopHa HIpPKBa HAJA3W Cce y CAMOM IEeHTPY rpazxa. ['pa-
bena je om 1922. mo 1931. rommue. cBeuyaHOM oOcBehemy IPUCYCTBO-
Bao je kpaJss Jyrocaasuje Anekcammap I Kapabopbesuh. I'pabesuna je
JbYTIKA, KUBOIMUCHA, a UIak MOHyMeHTawHa. CIOj je MOPaBCKE KUTUEHATO-
CTU, KOCOBCKO-METOXU]CKE eJIeBaIlje Ca HENITO MAJO PAIIKAX eJeMEeHATa
CIIOjeHUX y XapMOHWUYHY W UBpCTy mHeauHy. llpkBa je msmyTpa ocamkana
(ppecraMma.

Y unenrpy, y3 Cabopuy upkBy, Hasasu ce kyha Bope IlumurpujeBuha—
[ITukcne, momurayra y npsoj mosnoBuHu XIX Beka. Jemwo Bpeme Ouia je
cenumTe Typckor mame. To je cumerpuvna rpabheBuHa ca YHYTPAITHUAM
CTEIEHUINTEM, OBA €PKepa Ha KOH30JaMa [OIPeMa VIUIA U 3aTBOPEHUM
nabornmHOM Ha aBa crynna. Y kyhwu Bope Huvurpujesuha—Ilukciae nanasu
ce neo nmocraBre HaponHor my3eja u npencraBiba PEKOHCTPYKINU]Y IPALICKE
kyhe ca xpaja XIX Bexa.

Kyha Illon—bokuha mamnasu ce na MacapuroBoM TpPry u crapa je mpeko
120 romuua. Pabena je y OaakamckoM cTuiay rpaheBUHCKE apXUTEKTYype
XIX Beka ca mpusemsmeMm u cuparoM. ¥ HajBehoj cobu TaBanuma je ypa-
bena y mybopesy. Bpso mamno je TakBux TaBaHWUIA CAYYBAHO. 3aHUMJBUBE
cy u pasauunTo obpabene pozere Ha OKBUpHMMA IPO30Pa U BPATA.
3HauajHy MOJIOrY 3a Pa3BOj TypW3Ma HA OBOM IOIAPYYjy NPEICTABIbA)Y
MaHupecranuje. 3abaBHe, KyJITYPHE, CIOPIKE UK CajaMCKe—OHE IPEeICTa-
BJbajy CBOjEBPCAH IMOBOJ 3a MOBODheme TypucTa U Ipes3eHTanujy TypPUCTU-
YKe MOHYE OBOI IOJPYYja.

Powmunujada je marudecranmja mo k0joj ce nupenosnaje Jleckosam. IIpema
Opojy moceTmsala chana y caM BPX TYPUCTUYKUX TOPUPEAOU Y pemy-
Oonnnu. 3a cemaMm JgaHa Tpajama MaHu(pectanujy mnocern mpexo 400000
roctujy. Opranmsarop Pomrumsujane, Typuctuurka opranusamuja Jlecko-
Bal, 4dyBajyhu OCHOBHY nuejy—adupMalujy KyJIUHAPCKUX CIIENNjaJuTeTa
Ol POINTU/ba—UM3 TOAWHE y TOIWHY KOHIENNU]y TpuiaarobhaBa eBPOICKUM
HopMaTmBuMa. Takobe, opranusyje TakMuuema 3a TpaBheme HajBehe
IJbeCKABUIlE HA CBETY, HajBehe M/beckaBuile U3 PyKe, TAKMUYCHEC YUCHUKA
YIOCTUTEJ/FCKUAX IIKOJIA, TAKMUUYEHa MajcTopa poImTuska. .. lakohe, opra-
HU3ATOD BOIM padyHa na ce nparehimm cangpskajuma npusyde maaba momy-
Januja.



Jeckosawko nemo je Hajmy:ka MaHudecranuja y 3eMJbH, a IO Caapikajy u
KOHIENnuju n3 roaue y roaunay nobebhyje cee Behy mawkmy. 3a HEKOJIUKO
IPEeTXOMHUX TOAWHA NPOoduancaio je ¢Boj kaparkrep. OnppskaBa ce y €THO
rommuiekcy [lom-"Boruh, y camom menrpy rpana. I[loumme kam m sero u
Tpaje mo cpenune jymaa. IIporpam je momemen y Tpu cermenta. [IpBu umne
CIIOPTCKE aKTUBHOCTU, APYTU CEIMEHT Cy neduju nmporpamu, a tpehwm cy
3a0aBHO-YMETHUYKN CaIp:;Kaju HaMemeHu rpabancTsy.

Kapnesan je mammpecranuja Koja cagp:KU e€JIeMeHTe JOKaJHE KyJIType
Kpo3 (poNKIOp (rpymle M3BOPHOT U CTUIM3OBAHOT (DOJIKIOPA), TPAIUIU]y
(HOmme, obuYaju, UCTOPUjCKE JIUYHOCTHU, TPAAULNUOHAIHE BEMITUHE. .. ),
MaHU(pecTanuje, CrIopT, TYPUCTUUKE ATPAKIUje, 3aHUMJIBUBOCTH. .. [loBOx
na ce opranm3yje KapHeBaJ HaheH je y KOJIemapCKOj TPaAWIUju, IITO je
busna ocobenoct oBor mesna Cpbuje, a kao obaBe3aH HeTasb MOKJAIHUX
cBeUaHoCTU y 3HaK Oybhema mpomeha. Y JleckoBiy ce TpumeceTux roamHa
MPOIILJIOT BEKa, Kaa je oBaj rpal Ouo jenaH O Haj3HAYAJHUJUX UHIYCTPU-
jcrkux meHrapa KpassesBune Jyrocmasuje, oap:kaBao Y CKPIIBU KAPHEBAJ,
Yrjy Tpaaunujy TakoDhe HAacTaBLAMO.

Jemra on HAJUPECTWKHUjUX CPENHBUX IIKOJA y IPaAy je CBAKAKO HAIIA
l'mvuasuja. Ilamere 1879. rommee mpBU IyT Cy Ce OrJacuiaa 3BOHA 34
32 yueHuKa, KOju Cy KpeHyau y upsBu u apyru paspexn Hwmwxe ['mvuasuje
y JleckoBmy. IIpBu HACTABHUK KOTa jeé MUHUCTAD TPOCBETE OBJIACTUO 34
npenaBava 6uo je Munenko Panunh, yunres u3 Tomone. Hajnemma xyha
y JlecroBmy, kyha Ilamarwha, m3abpama je 3a mroJICKy 3rpamxy. Hosa
IMIKOJICKA 3Tpaja mouesa je na ce 3una texk 1891. roauue, a yuyeHUIM Cy ce
y By ycenuau japyapa 1895.

On Tana je npomio 129 roausa 1 yBEJIUKO Ce IPUIPEMaMO & IPOCIABUAMO
130. pobennan. Ha memaBama y mMKOIM y BEIUKOj MePU Cy YTUNAINA Oy PHUI
uctopujcku morabaju, Koju cy 0OeIeKUIN 1Ie0 ABATECETUH BEK.

Anu jenno je ocrajasio yBek MCTO: rmMHA3ujy cy moxabamawm majbosmn Hamw,
OHU KOjU Cy XTEJU BUIIE, OHU KOjU Cy HAM OTBAPAJIU BUIVKE Ka JICIIIEM
u 60J/beM, OHM KOjU Cy HaC MPeICTaB/baju y HAajOOLEeM CBETIY TIe TOm Ia
KpeHy.

Hanac mkony noxaba oko 880 ydueHuka Ox IPBOr A0 YETBPTOr pa3pena HA
OPYUITBEHO-j€3UYKOM U IPUPOIHO-MaTeMaTudkoMm cmepy. Ca muma pagm
ocamaeceTak mnpodecopa M CTPYYHUX CapaJHUKa, HACTaBa Ce OABUja Y
YUYMOHMIIAMa OINIITe HaMeHe M y KaOuHeTnMa, a IIKOJIa MMa U COICTBe-
HY ¢uckyaTypHy cany. DBeoma je akTtuBaH u baukm mapiaMeHT, a 3a-
XBaJ/pyjyhn HBUXOBO] YIOPHOCTH OPTaHM30BAHO je M M3BEIEHO HEKOJIUKO
BeOMa YCIEUHUX aknuja-u3rpabeH je CyHUaHu caT y MIKOJICKOM OBOPUIITY,
3acabene camgaUIe jaceHa, CTAIHO Ce najy Ipojernuje GpuiIMoBa, a CPEeacTBa
KOja ce TOM IPMJIMKOM Ipukyne ymiahyjy ce y XymMaHnuTapHe CBDXE. . .

CeecHu 3Ha4Yaja 0OPA30BHO-BACIUTHOD Paja U MU KOJU PAIUMO Ca yUEHU-
oyMa CTaJHO Ce TPYIOWMO Ja MM IITO BUIIE OTBOPUMO BUIVKE M 1a UX HE
CIyTaBaMO y HUXOBUM KeJbaMa na OyIoy APYyrauuju ONl OCTAJIUX, & A TO



cBe Oyme muMa y KopucT. Panyjemo ce m Kaga Jbyay BaH HAINE IIKOJIE
moXBaJIe Hallla MOCTUrHyla: Harpaau 3a HajOosmer mpodecopa xemuje of
CPpICKOr XeMUjCKOT APYUITBA, MEAAJBY 3a U3y3€THE PEe3yJiTaTe IMOCTUTHYTE
y obpaszoBHO-BacuuTHOM pany on Ckymmrure ['pana Jleckosna, mexapuma
3a CIIOPTCKe pe3yJTaTre, MOXBAJHMUNM 3a ydemhe W miaacMaH y IOIy(u-
HaJsie kBu3a ,,3apaso Eepono” ox PTC-a, marpamu 3a HajOOBU IIKOJICKUA
vaconuc on IlpymrBa 3a CPICKM jE€3WK M KIBIKEBHOCT, yCIIECHMa, HAIIe
IOpaMCKe CeKIuje Ha APaMCKUM cycperuma y Kparyjesmy. . .

OctBapunu cmo capaamy ca Hapomumm moszopumrem y Beorpamny, Tako
Ia HAIIM YYEHUI MOTY Oa Y:KUBO BUIE BEJUKAHE CPICKe omepe, Gamera,
riryme.

Yuenunu tpehier m 4eTBPTOT paspena Cy UMAJIU IPUIUKE Oa MyTYjy y UHO-
CTPAHCTBO U [a Ce YIO3HA]y ca KyJTypPOM U o0udajumMa HAPOAA Y CPEMHO]
Espomn (Yemra, Cnosaurka u Mabapcka) u ca xkynrypama crapor Puwma,
Benenuje, ®upenrne, benose.

3HAMO Ja MOYKEMO jOIIl BuUIIEe W 0OOJbe. 3aTO U OB€ TOAWHE jyPHUIIaAMO
K& HOBUM CAa3HAWUMA M HOBUM HArpajaMa, Aa JOCTUTHEMO MPeTKe U 14
3a4YKUMO HOKOJLEIbA.
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PEIIY BJIMYKA KOMNCHUJA

3a TAKMMUEHA U3 MaTeMaTuKe YUEHUKA CPeIbUX IIKOJIA,
mkoJicka romuHa 2008/2009.

Apcenosuh ap Munom, Maremarnuru dakynrer, Beorpan

Baatuh Mmp Bramuvmup, $Paxynarer opranm3anmoHux Hayka, bBeorpan
Tajuhi np Bopucnas, Maremaruuku unacruryt CAHY
Huvmurpujesnh mp Caabana, [IM®, Kparyjesarn

IHomuuka np Wrop, IIM®, Hosu Can

Iopocnosauku ap Pane, ®TH, Hosu Can

Hyromuja np bopbe, Marematnuru daxynrer, Beorpan

Dyrnh Hyman, Yuusepsurer y Topoury, Kanana

Kusamesuh np Pane, Maremarnuku uacturyr CAHY

Nronuuosuh ap Hebojma, IIM®, Kparyjesai

. Kuesxkeruh mp Muman, Marematuuku ¢axynarer, Beorpan

. Kpruauh mp DBopbhe, Maremaruurn paxynrer, Beorpamn, npencenauk
. Jlygmh Mwunusoje, Kanrex, CA Il

. Maruh Msan, Gepran, CA Il

. Munuhesuh np Hopbe, Yuusepsurer y Muunureny, CA Il

. Mumnocasmesuh Musom, [TM®, Hum

. Ormanosuh mp Cpbhaun, Maremarnuka rumuasuja, beorpan

. Paguosuh np Munena, Maremaruuku uncturyr CAHY, Beorpan

. Cennunh Anerkcamnap, ['umuasuja, Kpameso

. Cranojesuh Pane, Xamunron uncruryt, Upcka

. Crojakosuh ap Mumom, [IM®, Hosu Can

. Tomuh Usaura, 'mmuasuja, Bameso

. YUyrkuh ap Jbyb6omup, I'pabeBuncrku parymnrer, Beorpan

24.

MTo6ot np Gopuc, IM®, Hou Can

[Tpeson na mabapcku jesuk:

1.
2.

ITenh np Xajmanka, 'pabeBuncku darynrer, Cyboruna

Poxmur mp Amapea, I'pabesunckn dparynrer, Cyboruia



OINIMTVHCRKO TAKMMWYEIHLE 13 MATEMATHVERE
YUEHHMEKA CPEOILUX IITKOJIA, 31.01.2009.

IlpBu pa3pen, A kareropuja

1. Hera je X ymyrpamma tauka tpoyria ABC, a T ®WeroBo TeRwuIITE.
Heka cy M, N raure roje npunanajy crpanunu BC, P, () Ttaure Koje nmpu-
nanajy crpauunu C'A, R, S tauke koje mpunanajy crpanunu AB, Tako na
Basku MQ || AB, PS || BC, RN || CAu MQNPSNRN = {X}. Hera cy
Ay, By, Cy cpenumra ny:xu M N, PQ, RS, penom. JlokaszaTtu na Basku

3 —
XA1+XB1+X01:§~XT.

2. On 16 wymu, meby rojuma cy mo 4 usz Cpbuje, Pymynuje, Byrapcke u
Maxkenouuje, Tpeba nzadbparu 6.

(a) Kosnuko uma takBux m3bopa y KOjUMa je 3aCTYIJbeHA CBAKa 3eMiba’?
(6) Koauko uma rakBux n3bopa y KOjuMa HeMa BUIIE O ABA IPEICTABHUKA
HEKe 3emibe’?

3. Hexka je n € N. Hokazatu na 12141 n? + 3n+ 5.

4. [la mn nocroju Oujexmmja f: R — R raksa na 3a caxo x € R Bamu
f(f(x)) = f(x) = 562 + 20087

5. Hera je S cpemumre mysxu AB, a C u D Tauke kKoje mpumanajy
MOJIYKPY:KHUAIM Han npednukoMm AB, tako na C npunana ayky AD u na je
<CSD =90°. Hexka je E npeceuna tauka npasux AC' u BD, a F npeceuna
rauka npasux AD u BC. Ilokazatu na BEKTOD EF we 3asucu onx uzbopa
ravaka C' u D.

IIpBu pa3pen, b kareropuja

1. Ogpenutu cBe npupoaHe 6pPojeBe n Takse na je npuposaH 0poj.

+ 2
2. Heka je g: R — R, g(z) = 3z + 1.

(a) Onpemuru dpynrmujy f axo je f(x) =9 (g(:v)) - g(m)
(6) HorasaTtu na je f 6ujexrmja u ogpemaru f1(x).

3. Y zaBucuoctu on A u B ompenutu Koje on cienehux CKymoBHUX (o-
pMyJia Cy TadHe:

(a) ANB=0= AUB = B; (6) AN =0= A=0;
(8) ANB=B & AC B; (r) ACB= A\B=0;
(m) AUB=A= ACB.

4. 3a KOje BPEAHOCTU PEAJIHOT mapamerpa ¢ jeIHauvrHa ||£L'| — 1} = a uma
MaKCUMAaJIaH OPOj pa3iMuuTUX PEaJHUX pelnema’

5. Buneru tpehu 3amarak 3a npsu paspen A rareropuje.



Ilpyru pa3spen, A kareropuja
1. Ogpenuru; cBe a,b € R Tako ma 3a cBako x € R Baknu
a(cosz — 1) + b? = cos(az + b?) — 1.

2. Heka je X = {fu(z) =2* + ax —2a — 5 | a € R} (cryn napaGoma).

(a) Hoxrasaru ma cse mapaboiue u3 X ceky z-ocy.

(6) OmpenuTu jemHAUYMHY TEOMETPU)CKOT MECTa TEMEHA CBUX OBUX Napa-
boua.

(B) 3a kojy BpemHocT mapamerpa a je 30uUp KBaApara KODEHA jeIHAUUHE
fao(z) = 0 HAjMamU?

62* 4+ 522+ 6
3244+ 1022+ 3
4. Herka cy a,b,r m y peasuu OpojeBU 3a Koje Baxkum a +b = x +y u
a*+b* = 2* + y*. Ilorazaru ma 3a cako n € N Baku a” + b" = 2" + y™.

3. Ompenutu z € C takBe na je 6poj peaJjiaH.

5. ITneme Brab uma aszdyky koja caup:ku camo cioBa A, B, B u I'. Ha mu-
XOBOM je3UKY CYy CMUCJEHE CBE PeUM KOje Y CBOM 3aluCy HEMAajy ABa UCTA
CJIOBA HA CYCEIHUM MEeCTUMa, NOK OCTajie TO HUCy. KOJIMKO uMa CMUC-
JIEHUX OCMOCJIOBHUX PEYM y je3UKYy OBOT IIJIeMeHa KOje CBAaKO CJIOBO a30yke
campsKe TadHO ABa IyTa’

Ipyru paspen, b kareropuja

1. Ila mu mocroju peanan Gpoj a 3a kKoju jemmaumna 2 — |z| +a = 0 mma
JeIUMHCTBEHO penreme”?

2. Ogppemutu CcBe KOMILIEKCHe OpojeBe z = x + iy, x,y € R, koju cy
KOHjyTOBAHU CBOM KBAa,IPATY.

3. Heka cy a,b, ¢ crpanune, a s nonyobum tpoyriaa ABC. Heka cy tg,ty, te
TERUINHE TY:KU KOje OAroBapajy cTpanumnama a,b,c, pemom. Jlorazatu na

3
je §~s<ta+tb+tc<2s.

4. Bugeru npyru 3anarak 3a qpyru paspen A kareropuje.

5. Ha rarkmuuemy je ydectBoBaso 100 ydeHuWKa, KOju Cy pemiaBaJu IO
metT 3axaTaka. [lo3HaTo je ma je cBakm 3amarak pemmuao 6ap 60 ydeHuka.
JlorazaTu ma mocToje ABa YUEHUKA KOJU Cy 3ajeqHO PEIIUIn CBE 3aaaTKe.

Tpehu pa3pen, A kareropuja
1. Y ckymy peasHuUX OpoOjeBa PEUIATHU jeTHAUUHY
1073218107 + 2 (log}y @ — 2logy z) = 22 + 3a.
2. Hexka cy x,y, 2 peasau O6pojeBu, TaKBU 1a je

r>4, y=5 226 u x2+y2+22>90.



Hoxrazatu mejemuakocT x + y + z > 16. Kama ce y 0oBoj HejemmarocTu mo-
CTIKE jeTHAKOCT?

3. Hera cy m u n pasanuntn npuponuu 6pojesu. Jlokaszatu na mocrtoju
KOMIIEKCaH 6poj z moxyna 1 takas ma je |1 — 2™ + 2| > 2.

4. Hera je n > 3 mpupomaun 6poj. Heka cy ri,ro,...,1, u t1,t2,...,1,
IOTIOYHU CUCTEMU OcTaTaka mo moayiy n. Ilokaszaru ma rity,rots, ..., pty
HUj€e TMOTIIyH CUCTEM OCTATaKa IO MOIYJIY 7.

5. Hexra cy z1, 29, ..., T, TO3UTUBHU peasHU OPOjeBU, TAKBU A4 je T1+ To+
...+ x, = 1. IlokazaTtu HejeTHAKOCT
n
(n —
1—a; )
=1 H

- 1
I (1 ; —) >
T 5
Kamna ce y oBOj HejemHakoCTU HOCTIKE jeTHAKOCT?!

i=1 i

Tpehu pazpen, b kareropuja

1.Hera je m € R. Y ckyny peasrux OpojeBa DPEmUTH CUCTEM

T — Yy + z = 0,
x + (m—=1)y + 2z = 1,
—r + 2y + (2m—-1)z = 3,
r + Yy + 4z = 4.

2. IToBpmuna mpase Kyme je yetupu nyTa Belia ox MOBpIIMHE H-eHE OCHOBE.
OnpemuTu OJHOC BUCHHE U NOJIYIPEYHUKA OCHOBE T€ KyIIe.

3. Bugeru npsu 3amarak 3a gpyru paspen A kareropuje.
4. Bunetu metu 3amaTak 3a apyru pazpen b karteropuje.

5. Buneru npsu 3anarak 3a tpehu paspen A rareropuje.
YerBpTH; pa3pen, A kareropuja

1. V3pauynaTtu TOBPIIMHY NPABUIHE YETBOPOCTPAHE MPU3ME UHUja je 3a-
npemuna V = 12v/3, a 36up Oy:KuHA CBUX MBUIA je HAjMamu Moryhu.

2. Heka je k majmamwm O6poj moresa Koju je MOTpeOHO HAUMHUTHU 3a IIpe-
fanuBame CKakaya U3 JOHEr JIEBOI yIila y FOpEHU JEeCHU yrao IMaXOBCKe
Tabie 8 X 8. Ha KOJIMKO pa3inynuTUX HAUMHA CE TO MOKE YUUHUTU Y TAYHO
k moresa?

3. Hera je H oprouentap, a O nenrap omnucane kpyskuuie Tpoyriaa ABC.
Hopwmamua npojekunja temena A na npasy BC npunaja CUMETPAIU CTPAH-

AC. O —_—.
uIe OpenuTu B0

4. Bugeru tpehu 3anarak 3a tpehu paspen A kareropuje.



5. Heka je (apn)n>1 HU3 npupogaux 6pojesa, koju je, 3a cBako N, mepu-

ommuaH mo Momysy N moueB on HEKOr wiaHa u lim a, = co. Ilokazartu ma
n—oo

s a
je n HU3 (an")n>17 3a cBako N, mepuoamyas 1no Monyiay [N modeB o1 HEKOT
JIaHa.

UYerBpTHu pa3pen, b kareropuja

1. Heka je a € R. Y cryny peannux OpojeBa PEmIUTU CHUCTEM

2 + y - z = -1,
—dr — 2y + az = a,
(a—Dzx + y + 2z = 2

2. VzpauynaTu NOBPIIMHY TapaJiesorpaMa KOHCTPYUCAHOT HAI BEKTOPUMA,

7= ?—i—?? unygq= 2?—3?, npu gemy je |a’| = |€>| =lu< (E),?) = 60°.

3. NzpauynaTu noBpmuHy OpaBuUiIHe TPOCTPAHE IUPAMUIE, OCHOBHE UBUIE
a = 2, yuja cy CBa TPU UBUYHA yTJIa IPU BPXY IPABU.

4. Y cryny peanHux OpojeBa pemIUTH jeTHAUUHY

logy (x(1 —x)) = -2+

.
sin —’ .
T
5. Bumeru npyru 3amartak 3a yerBpTu paspen A kareropuje.

OKPYKHO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
YUEHUEKA CPEOIBUX ITKOJIA, 28.02.2009.

ITpBu pa3pen, A rareropuja

1. Heka cy M m N paznaunuure Tauyke KOje He Tpumanajy mpasoj p. Ko-
ucrpyucaru tpoyrao ABC, takas na crpanuna AB npunana p, a tauxe M
u N cy nmomHoja BUCUHA Tpoyria u3z tremena A u B, pemowm.
1 1 1
2. Hexka cy p, q,r peannu OpojeBu 3a roje Basku —+—+— =0 u p+q+r = 1.
p q T

Hoka3aTu ma 3a cBe peaJjHe a,b, c Baxku
2 12, 2 2 2 2
a®+b°+ ¢ = (pa+gb+re)” + (gqa+rb+ pc)” + (ra+ pb+ qe)”.

3. 3a cBaky TaykKy IPBOI KBAJpPaHTa OAPEIUTH MPAaBY KOja MpPOoJias3u KPo3
TY TAUYKYy, & Ca MO3UTUBHUM IEJIOBUMA KOOPIAUHAHTHUX OCA T'PAIU TPOYTAO
MUHUMAJIHE IIOBPIIUHE.

4. Ogpenury cBe mpupogHe OpojeBe n 3a Koje je Tauno TBpheme:

IIpuponan 6poj x mempuB je ca n aKO U caMo ako je 30up uumdpapa
Opoja x memuB ca n.
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5. IlBa Tuma, cBaku ca o 6 ¢pyznbanepa, numajy Ha pacmojaramy 4 moprca
u 4 majume, y cBakoj on cienehux 6oja — npseHoj, miraBoj u 6emoj. Ha
KOJIMKO HaumHa (Qyadasepu MOTy Oa ce OOYKy 3a yTAKMUILy TAKO N4 CBAKU
¢ynbamep obyue mOPTC 1 MAjUIy, aKO C€ 3HA Aa CBAKU TUM MOpa Ia UMa
CBOJ]y KapaKTepUcCTuuHy 00jy?

Hanomena. Boja je kapakTepucTUyHa 3a TUM aKO CBAKA UTPAY TOT TUMA
uMa Oap jemaH ONeBHU TpeaMeT Te 0oje, a ma TPUTOM HUKO U3 CYIPOTHOT
TUMa HeMa HUjeJaH ONEBHU IMpeaMeT Te 0oje.

IlpBu pa3pen, B kareropuja

2
1. ITokazatu ma je 6poj 21/8 — 7T+ (2\/77 6) panuoHaJIaH.

2. Hera cy D u F tauke koje mpumnanajy xunorenysum BC mnpasoyrior
Tpoyraa ABC, tako na je BE = AB u CD = AC. Nzpauynatu <DAE.
3. Konuko nenobpojunx pemema uMma jensauuna |x| + |y| = 20097

4. Hera je r mogynpedyHuk ynucaHne KpysKHUIE, a h BUCUHA KOja OArOBapa
XUNOTEHY3U MpaBoyrior tpoyriaa. Jlokasatu na Basku 2 << 1 .

5 h 2

5. Ha xkonuko mauumna ce 20 xkapara, Mebhy KojuMa Cy yeTupu mame, MOKE
nmomenuTu Ha ABe rpyme ox mo 10 kapara, Tako ma y jemHo] rpymnum Oyme
TpU mamMe, a y Opyroj jemma mama?

Jlpyru paspen, A kareropuja

1. Y ckyny peaJsHuUX OpojeBa PEIIUTU jeTHAUYUHY

§/2+\/E+€/2—\/5:1.

2. Heka cy a, 3,7 € (0,7) un € N. IHorazaru na nocroju ¢ € R tako na je

sin @ sin vy

sing = .
N — COS (¢ COS [3 oS Y

Ila au TBpbeme Basku ako je n € Z7

3. Hexka je P nopunuaa Tpoyria, a R mOIynIpedYHnK HEroBe OnucaHe KPyk-

vV 3R?
. 3v 3R .
aune. JlokazaTu ma Baxku HejenHakocT P < - Kana ce y mperxonnoj

HEjeTHAKOCTU JOCTILKE jeIHAKOCT !
4. Ha KOJMKO HaumHa Ce ¢ NPBEHUX, P IUIABUX U b Deux Kyriauma MOKe

nmopebaru y HEU3, TaKO Ha ce HUKOje 2 IIaBe KyIrJuie He HajJa3e jemHa 1m0
apyre (kyraune ucre 60je ce He pas3nukyjy)?

5. Ogpenuru cBe mpupoare OpojeBe n 3a koje je 2" + 3" 4 4" mormyH
KBaJIpaT.
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Ipyru paspen, b kareropuja

1. (a) Ogpemuru ocrartak mpu Hesbemy Opoja (541 + 2) (3105 - 1) + 357 -
(57 +1) ca 4.

(6) Ucmouraru ma mu je 6poj 2°° + 370 memus ca 13.

2. Kpyxnuune k| u ko cery ce y taukama A u B. Ilpasa PQ, taksa na je
PekiuQ € ky, canpsku tauky A. IlokaszaTu ma ogHOC g—g HE 3aBUCHU O
npase PQ.

3. Y ckymy peasHuxXx OpojeBa PEMMUTU CUCTEM

1 + Jxo2 = 1,
ro + Jxz = 1,
r3 + Jr1 = 1

4. Oko kpyra noaynpednuka r omucan je derBopoyrao ABCD. Tauka

pnomupa neau crpanuily AB Ha omceuke nyskuHa a u b, a crpanunyy AD Ha
abc

a+b+c’

5. Bumeru npBu 3amartak 3a apyru paspen A rareropuje.

OCeUKe NYy/KMHa a U C. Hokazatu oa Basku| r >

Tpehu pa3pen, A kareropuja

1. Hera je n > 2 npuponan 6poj. lorazartu na Basku sin T > 3 .

n n%+9
2. Heka cy a,b u c koMIIeKCHE OpOjeBU, TAKO A4 TadyKe KOje UM OATOBapajy
Y KOMIIJIEKCHO] PABHU MPEICTAB/HAjYy TEMEHA jeIHAKOCTPAHUYHOT TPOYTJIA.
Hoxkazaru na jemmaumua az? + bz +c¢ = 0 y CKyImy KOMIUIEKCHUX GpojeBa
rMa 0ap jelHO pellene jeIMHUYHOD MOIYJIa.

3. Heka je S nenrap ynucaune kpysguuie omrpoyrior rpoyraa ABC. Ynu-
cana Kpy:kHura nomupyje crpauury AB taukm X. Ilpasa XS ceue ymnu-
cany kpyskauny y tauku M (pasmmunroj oxm X). Heka je X' mpeceuna
tauka npase CM u crpanune AB, a L tauka na ny:xun X'C, Tako na Bamku
X'L = CM. Ilokazatu na cy tauke A, L, S KoauHeapHe ako U CaMoO ako
Basku AB = AC.

4. Onpenuru HajBehu 3ajenHUYKM mesmial CBUX eJIeMEHATa CKYyIa
{n'® —n| neN}.

5. Ogmpemuru HajBehm moryhu Opoj JsoBama KOju ce MOrYy CMECTUTH HA
MaXOBCKy Tabiay muMeHsuja 7 X 7, TaKO Oa CBAKKA O WX HAALA HAPHO
MHOTO APYTHUX JIOBalla.

Hanomena. JloBan Hamanma ¢urypy ako ce Hajtaze Ha UCTOj (HE HY’KHO
IJIABHO]) OUJATOHAJNM W aKO ce m3Meby muUX He Haja3um joum Heka Gurypa.
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Tpehu pazpen, b kareropuja

1. Herka je d=(—1,1,1) n b= (2,0,1). Ompenuru BekTOp I, KOjU HpUIALA
paBuu onpebenoj Bekropuma @ u b, opTOroHAJAH je HA BEKTOP b U Basku
a-r="T.

2. Heka cy AB u AC teruse kpyra noaynpeunuka R. Taura M npunanga
npasoj AB, a meno pacrojame on npase AC je jemmako AC. Taura N
npunazga npasoj AC, a mweno pacrojame on mnpase AB je jemmako AB.
WNapauynatu M N.

3. Ompenury cBe BPEOHOCTU PEAHOT IapaMerpa p TAKO A4 jeTHAUMHA
(p—14"—4-2"+(p+2)=0

uMa 6ap jemHo pereme.

4. Hera je ABCDA;B1C1 D, kouga cTpanulle a U HeKa Tadyka P 1mojgoBu
AB, rmaura @ nososu BC, a tauka R npunana mny:xu CCp, Tako ma je
CR: RC; =1:2. Ogpemuru 00uM m NOBPIIMHY (UrYype Koja ce mobuja y
npecery pasau PQR m Koike.

5. Buneru npsu 3anmarak 3a tpehu paspen A rareropuje.
YerBpTH; pa3pen, A kareropuja

1. (a) Horaszatu na 3a y > 2 Bawku 2¢ > Y+ 4.

(6) Horazaru nma je ¢pyurmuja f: (0,00) — R, nedpunucana ca

1
f(x)=1In (egch Tz — 1)
KOHBEKCHA.

2. Y wmempasoyrsiom tpoyriy ABC, tauka H je opromeHTap, a Taudke
D,E u F cy nomuosxja Bucuna u3 temena A, B u C, pemom. Heka je X
npecek npasux AH u EF, a Y npeceuna Tadka KpPYsKHUIA OINUCAHUX OKO
tpoyraa AHC n EBC, paznuuura on C. Ilokazatu na cy tauke C, X u Y
KOJIMHEAPHE.

3. Ogpenuru nocnenme a8e nudpe 6poja 22" 41, rme je p mpoct 6poj.

4. Heka je € = cos 2% + 14 -sin 2% . OmpenuTy cBe MOJIMHOME P Ca IEI0OPO-
JHIM Koe(UIUjeHTUMa, 3a KOje BaKU

1° p(z) = p(ex) 3a cBako x € C;

2° p(1) = 2001;

3° p(2) = 2009.

5. Buneru neru 3amarak 3a rpehu paspen A rareropuje.
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UYerBpTHu pa3pen, b kareropuja

1. Ompenuru cBe BPEOHOCTU DEAJHOT HapaMeTpa @, TAKO N4 jeTHAYNHA
23 — 322 — 9 = a uma Tpu peaana u MehycobHO pazmumunuTa pememna.

2. Iara je 3apy0bsmeHa Kyma y KOjy ce MOke ymnucaru jomra. l[loBpmwumHa
oMoTaua Te 3apybibeHe Kyme je derupu myTa Beha on pasinke TOBPIIMHA
ocuoBa. OnpennTy OMHOC 3alPEMUHA JIONTE U 3apybibeHe KyTie.

3. Heka je vus (rp)nen medpunucan ca xp = 1, @0 = 2, 3 = 3 1 Ty =
Tp42 — Tnt1 + T 32 n € N. Heka je

T, X1 To T3 X4
S:ZS—n:?Jr?Jr?Jr?Jr....

IokaszaTu na je 6poj S KOHAUAH U U3pAUYHATU Ta.
4. Bunmeru tpehu 3anarak 3a apyru paspen A rkareropuje.

5. OmgpenuTu cBe BPEAHOCTU PEAJHOT ITapaMeTpa a 3a KOje je CKYI pelIemna
Hejemuaunne log, |, (:c2 + a2) > 2 KOHA4YaH.

NP KABHO TAKMUYEILE 13 MATEMATUWERE
YUEHUVEKA CPEOIBUX ITKOJIA, 28.03.2009.

ITpBu pa3pen, A rareropuja

1. Komko nma ¢yarmmaja f: RT — R taksux ma 3a csako x € RT Baxm

1 1
f<$+—)1'2+—2?
X xX

2. Heka tauka C nmpunana ny:xu AB u Heka cy ko, ko1 v ko2 KpyroBu 4uju
cy npeununu AB, AC u CB, penoMm. Hera je D Tauka npeceka KpysKHUIE
ko m mopmane kpo3 C ma ny:xk AB. Herka cy ki u ko kpyrosu koju ce
HaJiasze y ucroj moaypasHu oapebenoj mpasom AB y kojoj m Ttauka D u
KOjU IOauUpYyjy, penom, Kpy:xkuuie ko1, ko u ay:x C'D, OOHOCHO KPY:KHUIE
ko2, ko u ny:xx CD. Heka je k Kpyr HajMamer MOJJYyIPEYHUKA KOJjU CaIPKUA
u pomupyje kpyrose ki u ko. Ilokazaru ma je mpedHuk Kpyra k jemHak
nyxxuan qysku C'D.

3. Ha xpy:xuHUIZ je youyeH KoHAUYaH OpOj JIYKOBa, TAKBUX M4 je TY:KUHA
CBaKOI O BUX Mama O IOJyobMMa KPY:KHUIE W A CBAaKAa TPU Ol HUX
nMajy HempasaH npecek. JlokaszaTu ma mOCTOju Tauvka KPYKHUIE KOja ce
HE HAJA3W HU HA jeTHOM JIYKY.

4. Koucrpyucaru 6apem jemny mpaBy Koja GUIypy Ca CIUKE, CACTABIBLEHY
O TPOYTJIa U KPYKHOT OJCEeYKa, NEJU Ha OABa IO MOBPIIVHU jenHAKa Aeja.
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5. /la mu mocToju mpuponanH Opoj KOju je MOTIYH KBAAPAT U UMju je 30up
mdapa jemmar 200820097

IlpBu pa3pen, B kareropuja

1. Oapemuru ocraTak npu gememy 6poja 5192 4499 43190 ¢q 13,

2. Heka cy V,S,T pazmuuure Tadyke paBHU. KROHCTpyuCaTH TPOYyTrao
ABC, tako nma cy rauke V,S u T mpeceune Tauke ONUCAHE KPYyKHUIE
OBOI' TPOyIJa ca IpaBaMa KOjuMa IPUIalajy BUCHHA, CUMETpaja yIrija
U TEXKUIIHA JUHUja Koje oarosapajy rtemeny C', pemoM.

3. loxazaTu na 3a CBe peajiHe T U Y BaKU HEjeTHAKOCT
22yt + 2. (:E2 + 2) cy? 4 Aoy + 2% > day®.

4. Heka je ABC rtynoyram tpoyrao (<ABC > 90°) u mera je R mouy-
OPEYHUK ONUCaHe KPYy:KHUIE oBor Tpoyria. CumeTrpaje yHyTpallmer u

crosmamrmer yria kon remera C cexy npaBy AB y taukama L u M, pemom.
Axo je CL = CM, nokazaru ma je 4R? = AC? + BC?.

5. Ha kosuko maumba je moryhe y cBako moJbe Ttabeae ca OBE BPCTE U
2009 rosoma ymmcatu mpupomnan o0poj #He Behm onx 2803, Tako ma HU Yy
jemuoj komouu Behu Opoj He Oyme M3HAL MAHET.

Ilpyru pa3spen, A kareropuja
1. Y ckyny peasHUX OpojeBa PEIMIUTHA jeTHAUNHY
2832009 = 28" - 3% - 2009°".
2. Oppemutu cBe mpuUpomHE OpOjeBe N 3a KOje jeqHAunHA
"+ 22" 432" 4 4z +n+1=0

nMa 0ap jelHO pelleme y CKYIy paloHAJHUX Opojesa.
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3. Heka cy r u R HOTyIpEUHWIN YIOUCAHE U ONMCAHE KPY:KHUIE, PEIoM,
OIITPOYTJIOr TPOYTJIA, & v, [ U Y Herosu yriaoBu. IloKa3aTu oa BasKu
1 n 1 1 < IR
cosae  cosf3 cosy  R4r’

4. Ha xonmko HauymHa ce 6 Pa3IMUYUTUX KYIVIMIA MOMKE PaCIOPEIUTU Y
6 KyTuja KOje ce He pasiukyjy? Y CBakKy KyTUjy C€ MOKe PacIOpenauTH
IIPOM3BOJbAH OPOj KyIJIMIa; KyTHUja MOKE OUTH U Ipa3Ha.

5. Ila s mocToju npuponas 6pPoj KOju je MOTIYyH KBaAPAT W Ynju je 30up
mudapa jemmar 200920087

Ipyru paspen, b kareropuja

1. Csexu xpacrasmu caap:xke 99% Bome. AKo cBe:ku KpacTaBIu IpeHolie,
yjyTpy canp:ke 98% Bome. Ako je yBede y mpomaBHMIM ocTaBjbeHo 100
KMJIOTpaMa CBERUX KpacTaBalla, KOJUKO he Kuiorpama yjyTpy owry 3a
nmponajy”?

2. Heka cy P u @ cpemumra crpanuna AB u AC, pemom, jemHaroc-

rpaauunor tpoyria ABC. Heka je R npeceuna tauka npase PQ u onucane
P PR

kpyskuune NAABC, tako na je P — () — R. Iloka3zatu na je Q—g = m .

3. Koju je on 6pojeBa a =logs 10 u b = log, 17 Behu?

4. Hexa je a € R u ¢pysrmuja f: R — R nepunucana ca
flx) = ax® + 2+ 1.

OmpennTtyt ¢Be BPpeAHOCTU MapaMeTrpa a, TaKO ma 3a CBako r € R Baku
HEjeTHAKOCT

f(f(x)) =0.

5. Bumeru npsu 3amartak 3a apyru paspen A kKareropuje.
Tpehu pa3zpen, A kareropuja
1. Ioka3atu na IOJIUHOM
P(z) = (ac4 + 2% — 327 + 2+ 1)2°% = 4g0322%%%2 + ags1 2% + ... + a1z + ag

rMa Oap [Ba HEraTHBHA KOE(QUIMjEHTa.

2. Kpyxuune k1 u ko ce cexky y taukama A u B. Tanmrenra ma k1 y A
u TaHrenTa Ha ko y B ce ceky y mauku M. Ilpomssosmna mpasa kpo3 A
ceue Kpyrose ki u ko y Taurkama X u Y pemom. Aro je BYNMX =P u
MANky =Q, norkasarn na je PQ || XY.
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3. Heka je n > 3 npuponan 6poj u HEKA CY Xg,L1,L2,...,Ln, Lyt HEHETA-
TUBHU peaJyiHu OpojeBu TakBu na je xg = 1 = 0, £, = Tp41 = 1. Ilorkasaru
na nocroju j € {1,2,...,n} 3a koje Baku:

|I’j+1 —+ Tj—1 — 21‘j| 2 ﬁ .

4. Ogpgpenuru cBe npuponue 6pojese a,b,c, Tako ma Baxku 4 | a +b u
a? —2a = b> + 2.

5. Uetupu merera mMajy YOKOJAIYy IpaBoyraoHor obmauka ca 10 pemoBa u
mo 6 koukuna y pexy. CBako mere AP:KU YOKOJALY 34 jeDAH yrao, U 3KeJn
na nojeme mapdye y obOJMKYy IPaBOyraoHUKA (Ca CTpaHMIAMA NapaJsieHUM
MBHLAMA YOKOJIa[e) Koje canpsku Taj yrao. Ha Kouuko HauuHa je morylie
OIJIOMUTU TaKBa YETUPU IIapUeTa, akO YOKOJIALA MOKE Ia Ce JOMU CaMO
o auHujama m3Mebhy kourumna?

Tpehu pazpen, B kareropuja

1. Y zOy-paBuu ompemutu jennaumbe crpanuna tpoyraa ABC, ako cy
koopmunare tauke A(0,—9), jeqnauuna npase KOja Caup:KU TEKUMIHY YK
kKoja omrosapa temeny B je x+2y+13 = 0, a jenHauumHa npase Koja CaIpKU
BucuHy Koja omrosapa temerny C je 3z +y + 19 = 0.

2. Heka tauka M mnpunamza ONMCAHO] KPY/KHUIM j€IHAKOCTPAHUIHOT
AABC. Axo je nonynpeunuk ose kpyssHune R, nzpaaynaru MA*+ M B*+
MC4.

3. Y mpaBy Kymy HOOJympedHuka ocHoBe r = 17 um m3BomHume s = 4/ 545
yhnmcaHa je mpaBa TPOCTpaHa mpu3Ma OCHOBHUX mBuna a = 17, b = 10 u
c =9, TakO Hma ce TeMeHa NOIm€ OCHOBE HaJa3€e Y OCHOBU KyIle, a TOPHE Ha
oMmoTauy. V3pauyHatu 3anpeMuHy mpusMe.

4. Konmko ce HajBUIle KOBA MOMKE IMOCTABUTU HA IAXOBCKY TAOIY IUMEH-
3uja 7 X 7 TakO Oma ce HUKOja ABA HE TYKY !

5. Oppemuru; cBe peasHe OpPOjeBe T 3a KOje BayKu
log, 1@ >1og,o g2 >logs a® > ... > logym, 2" > ... .
YerpTH; pa3pen, A kareropuja
1. Hexka je
P(z) = (2*° = 2009) - (%°°® — 2008) -...- (2! —1).
Onpemutu cse a € C rakse na (x —a)? | P(z).

2. Buneru npyru 3amarak 3a tpehu paspen A rareropuje.

3. Heka cy a, b, c mo3utuBHu peasuu 6pojesu. Jlokaszatm ma BasKu

2a3 + 23 + 263 + ab® + bc? + ca® > 3a?b + 3b%c + 3c2a.
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4. Bunmeru uerBpTu 3amarak 3a rpehu paspen A kareropuje.

5. Omgpemnuty HAjMame N ca OCOOMHOM ma Ma KaKO Ce TMOCTaBU 1 JaMa Ha
maxoBcky Tabmy mmmensumja 2009 x 2009, moxke ce mszabparu 2009 mama,
TaKO Ma Ce HUKOje IBe OJ HUX He HAmamdajy.

Hanomena. Ha jemnom mommy Tabie MOsKe Ce HAJA3UTU CAMO jenHa maMa.
Ilama Hanmajga GUrypy ako ce HaJa3e y UCTOj BPCTHU, Yy UCTOj KOJOHW WJIN
Ha UCTO] (He HY:KHO IJIABHOj) IUjarOHAJIN.

YerBpTHu pa3spen, b kareropuja

1. 36up Tpu Opoja je 14. Axro ce cpemmu no Beanuwau noseha 3a 1,
nobujajy ce Tpu y3acCTOIHA WiaHa APUTMETUUYKOr Hu3a. AKO ce ucTu
Opoj cmamu 3a 1, nobujajy ce Tpu y3acTOUHA YjaHA T€OMETPHUjCKOT HU3A.
Onpenutu 30up KBagpaTta Ta Tpu Opoja.

2. OnpenuTu cBe BPEAHOCTU PEAJHOL ImapaMeTpa a 3a Koje Cy HejeqHAUNHE

1
log,2(z +6) > 1 u log, .(x+4) <1

©KBUBAJICHTHE.
3. Heka cy a,b,c € R u meka je ¢pyuruuja f:[0,27] — R nedpunucana ca

f(z) = asin® z 4 2bsinz cos z + ccos? z.

Ompemutn max f(x) (y ¢ysruujn ox a,b, c).
z€[0,27]
4. Bunetu uerBpTu 3amaTak 3a tpehu pazpen b rareropuje.

5. Crpanune tpoyraa ABC cy y3aCcTONHUM UYJIAHOBU APUTMETUYKE IPO-
rpecuje. Hahwu yrmose oBor tpoyria, ako cy u omrosapajyhe Te:KUIIHE
gunuje ty, tp U t, y3aCTONHU YWIAHOBU apPUTMETUUKE MPOTPECHje.
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PEIIIEIHLA 3AITATAKA OIMIIITVMHCKOT TAKMNYEREIHA N3
MATEMATUKE YYEHVKA CPEOIBLUX ITKOJIA, 02.02.2008.
ITpBu pa3pen, A rareropuja

e

e T
1. Karo je Ay cpemumre mysxu M N, cienu na je XA; = = - (XM+XN>.

1
2

— 1 —_— —
Anazorso je XBi = 3 - (XP " XQ)
—_— 1 —_— —
nXCl =3 (X7 +X5).
UYerropoyrao XSBM je mapaseino-
rpam (X B je merosa aujarosaJa),
— — —

na je XB = XM+ XS. Awnajorsuo,
XNCP u XQAR cy napajesorpa-
— e .

M, na je XC = XN+ XPu XA = A R G S B
— =
XQ+ XR. OIlI091A 1

—_— — — —
N3 nperxomuor u 3XT = XA+ X B+ XC (jep je T reskumre AABC) cnemn

XA, + XB; + XC; = -(WJFFVH%-()@JFX_C)H%-(EJF@)
-Kﬁ+ﬁ)+(ﬁ+ﬁ)+(@+ﬁ)}

3 —

—_— s —
- -(XB+XC+XA) = 5-XT,

N~ N~ DN

wro je u tpebaso mokazaru (Tamremra 53, crp. 41, Iucmenu 3ananu,
3azarak b).

2. (a) Kako je 3acTymmLeH IpenCcTaBHUK CBaKe 3eMJbe, CIeNn Aa MU jerHa
3eMsba UMMa 3 NpeAcTaBHUKA (ocTase Tpu mO 1) uiaum aBe 3eMibe nMajy 2
npeacraBHuka (ocrasne gse 1o 1).

1° Ako jenna 3emiba uMma 3 IpeCcTABHUKA, H-EeH U300D Ce MOKE U3BPIIUTY HA

4 4
(3 HauuHA, HeHa 3 IpelCcTaBHUKA Ha 3 Ha4yMHAa, JOK Ce IPeCTaBHUK

HEKe O]l IPEOCTAINX 3eMaJjbad MOYKE W3BPIIUTU Ha (1) HauUHA, A Y OBOj

: N ZANZARA
CUTYaIlljU TTOCTOjU 5] \3) = 1024 uzbopa.

2° Ako nBe 3emibe uMajy 2 NpeACTaBHUKA, BUXOB U300P ce MOKe U3BPIIUTU

4 4
Ha <2 HAYMHA, 38 CBaKy O HBUX 2 IPeINCTaBHUKA Ha 9 Ha4YMHA, INOK Ce

nIpenCcTaBHUK HEKE O IPEOCTAaNNX 3eMaJba MOKE M3BPUINTU Ha <1> Ha4HA,

AN A
a y OBOj CUTYaIlWjU IOCTOjU <2> . <2> . (1) = 3456 uzbopa.
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Ilakne, oarosop Ha nurame nena (a) je 1024 + 3456 = 4480 usbopa.

(6) Kako cBaka ox 3ema/,a MMa HajBUIIe 2 NPEICTABHUKA, CJIeAU Ha Gap
TPU 3eMJbe MOPAjy UMATHU MPEACTABHUKE, Tj. WJIU TPU 3€MJbE€ UMA]y MO 2
IpeaCTABHUKA WK (AKO CBAKA 3eMJba MM IPEICTABHUKA) IBE 36MJbLE UMAjy
2, a IBe jeTHOT TPEICTABHUKA.

1° Ako Tpu 3eMibe uMajy 1o 2 NpeAcTaBHUKA, BUXOB U300P ce MOKe U3BP-

. 4
AT HA (3) HAUMHA, a IO 2 NPEACTAaBHUKA y CBAaKO] O HUX HA (2>

4
2
2° Ako nBe 3emibe mMmajy 2 mpencraBHuka (a ase jenHor), 6poj uzbopa je
KCTU Kao y APYroM medy neiaa (a), Tj. y oBoM ciaydajy uma 3456 uzbopa.

3
HAYMHA, I1a Y OBOj CUTYAIWjU IOCTOjU (3) . ( ) = 864 u3bopa.

Ilakne, oarosop Ha nurame pesa (6) je 864 + 3456 = 4320 uzbopa.

3. Axo 111 n% +3n+5, karo je 121 = 11- 11, cremu u ma 1214 n? + 3n + 5.
Aro 11 | n2+3n+5= (n+7)(n—4)+33, cnemn na 11| (n+7)(n—4). Kaxo
je 11 mpoct 6poj, camenu na je 6ap jeman oxm OpojeBa n+ 7 u n — 4 nemwus
ca 11. Mebyrum, kako je muxoBa paznauka 11, Tana je ne/suB m ApyruU, ma
121 | (n+ 7)(n —4), omakne 1214 (n+7)(n —4) + 33 = n? + 3n + 5.

4. Pyuruuja f: R — R, f(z) = ax+b je bujernuja ako (u camo ako) je a #
0. Iputowm je f (f(z))— f(z) = alaz+b)+b— (az+b) = (a* —a) z+ab. Axo
je 3a mery osaxBy ¢ymEmHjy f (f(x))— f(x) = 562 +2008, crenu a® —a = 56
u ab = 2008. Jemumo on pemema oBor cucrema je a =8 # 0 u b = 251, Tj.
dyuruuja f(z) = 56x + 251 je bGujerumja Koja 3a10BOJbABA HABEIECHU YCJIOB.

5. Kako je <BCA = <«BDA =
90° (yryioBU HaQ IPEYHUKOM ), TAUKA
F je oproumenrap AABE, mna je
EF 1 AB. Baxu u <FEC =
<ABC (yraioBu ca HOPMAJHUM Kpa-
muma). Tpoyrao AFC je npasoyrau
(«FCA = 90°) u Baxu <FAC =

<DAC = L <DSC = 45° (nepudge-
pHU U HelepaJ'IHI/I yrao HaJ TETUBOM
DC), na je OH U jeJHAKOKPaK, Tj.
Basku AC' = CF.

Cnemn nma je AABC = AFEC
(AC = CF u jemnakoct yriosa), Tj.

—
‘EF‘ = AB, onmakJye ciaenu TBpheme

OII091A 5

sazarka (Taurenra 52, ctp. 23, Ha-
rpagau 3axanu, M722).
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IIpBu pa3pen, b kareropuja

2 1 2 2)—-3 3
1. Kaxo je ntl_ (n+2) =2- —
n+2 n+2 n—+2

Kako je n € N, cremu n + 2 > 3, a rako

, 1a Ou TpaskeHu Opoj Ouo

1eo, TO Mopa OuUTH U

n
je jemmHEM mesoOpojHM meswmial Opoja 3 KOjU je He MamU On 3 jemHar 3,

ciemu n+2 =3, vj. n =1. Aro je n = 1, BpeAHOCT TpasKEHOT U3Pa3a
je % =1, 1tj. mpuponan O6poj, ma je jeauHO peleme 3amaTea n = 1
(Tanrenra 53, crp. 37, [lucmenu 3ananu, 3anaTtak b).
2. (a) 3a ceako z € R Bawu f(r) = g (g9(x))—g(x) =3Bz+1)+1—(3z+1) =
6x + 3.
(6) Pymrmuja f: R — R, f(x) = ax + b je Gujekuuja axo (u camo aﬁog
T —
6

je a # 0. IHakme, f je Oujexrmja u Baxkm f R — R, f~1(z) =
(Tanrenra 53, crp. 37, [lucmenu 3ananu, 3anartak 4).

3. Uspas p = ¢ (uMmniuganuja) je HeTAYaH aKO U CAMO aKO je P TAYHO U ¢
nerauno. Cienu:

(a) AUB = B je exsusaiuentao ca A C B, na ako je u AN B =0, caenn
na Mopa outu A = (); makie, oBa UMIIMKAIMja je TadyHa aKO M CaMO aKo je

i A =0 umu AN B # 0;

(6) AND = 0 je yBex Tauyno, na ma 6M OMJIa TaYHA MMIUIMKAIU)A, MOPA
outu A = (); makie, opa UMILIMKAIMja je TadyHa ako W caMo ako je A = (;

(B) u3pas p < ¢ (exBUBaJIeHIM]A) je TAYAH AKO 1 CAMO aKO je WJIN U P TAYHO
M ¢ TAYHO WJW W p HETAYHO M ¢ HeTauHo; AN B = B je eKBUBAJEHTHO ca
B C A, a 1o je ekBuBajyentno ca A C B ako u camo ako je A = B; nmakie,
OBa EKBUBAJICHIIM]ja je TauHa aKo U caMoO ako je myim A = B uiau ako cy A
u B meynopemusu (1j. ne Basku uu A C B uu B C A);

(r) ako je A C B, rana je A\ B =1 (3a cee A, B), na je oo TBpheme yBer
TAYHO;

(m) ako je AUB = A, Tana je B C A; ako je, y3 TO, Ta4Ha 1 OBa UM-
mwmkanuja, ciaemu na je u A C B, ma mopa outu A = B; makie, oBa
UMIIJTUKAILAja je TavyHa akKo U caMo ako je uiau AU B # A unu A = B.

(Tamrenta 48, crp. 34, ITucmenu 3amanm, 3anaTak 7, U3MEHEH).

Y

OI1091b4
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—x—1, 3a <0

ciaenmn
r—1, 3ax>0" A

4. Hera je f(z) = ||z| 71‘. Kako je |z| —1 = {

—x—1, 3a < —1

z+1, 3a —1<2<0

—r+1, 3a0<2x<l1

r—1, 3a ¢ > 1

[IpaBa mapasenna z-ocu Moske celim oBaj rpaduk y HajBUIIE YeTUPU
rauake, mro ce moraba 3a 0 < a < 1 (Tamrenra 48, ctp. 35, IMucmenu
3amamy, 3agatak 13).

ma je ||z| — 1] =

5. Bunmern pememe npyror 3anartka 3a OpBu pa3pen A kareropuje.
JIlpyru pa3spen, A kareropuja

1. Bamenom x = 0 ce nobuja 0 < b = cos(b?) — 1 < 0, ma caemu b = 0.

Heka je b = 0. Caenu, Tpeba oapeauTu CBe a TAKO Oa BaKU
a(cosx — 1) = cos(ax) — 1.

Samenom x = 27 ce nobuja cos(2am) = 1, omakne je 2am = 2km 3a HEKO
k € Z, tj. a je meo 6poj. Axro je a = 0, TpaskeHa pejanuja je 3aI0BOJHEHA

. T . 2
3a cBakKo peayHo . Ako je a # 0, 3amMeHoMm z = — ce gobuja cos — = 1,
a

2
omakie je — = 2l 3a HeKo | € Z, Tj. m — je meo 6poj, ma je a € {—1,1}.
a a
Axko je a = 1, Tpaskena pesanuja je 3aI0BOJbEHA 33 CBAKO peaJyiHo x. AKO
je a = —1, TpaskeHa peJlanuja ce CBOOW Ha COST = 1, MITO HE BayKU 3a CBAKO
peanHo = (Ha TpPUMEpP HE BAKU 3a T = T).
Iaxkae, pememe je (a,b) € {(0,0),(1,0)} (Tanrenra 53, crp. 41, ITucmenn
3aJanu, 3a0aTak 1).
2. 3a cBaro a € R jennauuna f,(z) = 0 je kBagparHa U HEHA AUCKPUMU-
manTa je a® —4(—2a—5) = a®*+8a+20 = (a+4)*+4 > 0, Tj. oBa jemmaumna
Ma peasiHa pelema, omakie ciaenu tBpheme mena (a).
B 4AC — B?

Teme mapabone Ax? + Bx + C je (_ﬂ’ i

) . Canemu, teme

mapaboie f, je

(55 -m-5)= (-5 (8 + 4. (9)-9)

a
Pyurnuja a — —5 je oujexmmja (u3 R y R), ma je jemmauuua TpaKeHOT

reomeTpujckor mMecta Tadaka f: R — R, f(z) = —2% + 4z — 5.

Ako cy ¥1,4 U T2, kKOpeHu jemmauuue f,(r) = 0 (mo meny (a) oHm cy 4ak

U peasHU U PA3JIMYUTH), 10 BUeTOBUM HpaBUIuMa je X1, + L2, = —Q U
. 2 2 2

Ti,a * X2,a = —2a — 57 na je Iy, + L6 = (xl,a +x2,a) -2 Ll,a * X2, =

a>+4a+10 = (a +2)? + 6 > 6, Ipu yeMy jeIHAKOCT BAXKH AKO U CAMO AKO
je a = =2 (Tamrenra 50, cTp. 34, [lucmenn 3amamm, 3amaTak 3).
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4 2 2 1 :
3. Mopa 6utu z* + 10z% + 3 # 0, ogHOCHO 2° ¢ —3 -3, 1j.

st { VB i ai)

I 62t 452246 5 1s 22 )
(] OBUM CJIOBOM €6 ——mmm—————— = —  ————(———— IIITo j]e
A Y 1 3 A 1022+ 3 320+ 102243 .

peasas 6poj aKO M CaMO aKO je
32441024 3 1
eR & (2=0vET 1043 (24 5) €R)
z z

1
& (2220V22+—2€R).
z

22

324 +1022 43

Kaxo je t € C peanan 6poj ako u camo ako je t = ¢, caenu (y3 JDonaTHu
ycaos z # 0)

1 1 1
2+ 5 €eR & z2+—:22+_—2
z z

& 72432 z2z4 22=0

@( -7) (27" 1) =
& (z- )(z+z)(|z|2—1):0.
Cnemn na je z € R (ako je z —Z = 0) win z € iR (ako je z +%Z = 0) unn
|z| = 1.
6z +522+6

e e— eaJilaH akKkO 1 CaMO aKO 'e
341102243 ° .

Korauno, cnenu na je

1 1
zeRUJt| teR ﬁ,—,—,ﬁ}}u t|teCAlt|=1}.
{leer\{-v3,- = = (tltecall=1)
4. Heka je u+v = 5,,, uv = P,,. Tana je
ut +ot = (u )t — duw(u? 4 0?) — 6ue?
= (u+4v)* = duv(u + v)* 4 2(uv)?
- Sﬁ,v - 4PU,USS,v + 2P’3,U'
ITo ycnoBuma 3anatka je Sgp = Sy, Ta U3 a* 4+ b* = 2* +9* cnemn
4P, S2, — 2P}, = 4P, ,S3,—2P.,
& (Pap— Poy) (Pap + Poy —252,) =0.  (¥)

Axo je Py # Ppy, 6€3 yMamemha OIMITOCTA MOXKE C€ IPETIOCTABUTU I je
P > Poy, ma je Py + Ppy — 252, < 2ab—2(a+b)* = —2(a® + ab+ b*) =

b\° 3,

HyJH, OJHOCHO Py j = P, ).

)

< 0, 1j. y (%) OpBU umMHUIAN MODa OUTH jenHAK
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W3 nobujerne koHTpammknuje, caenu na je u P, = P, ,. Ha ocroBy Bue-
TOBUX TpaBWJA, CIEAW na cy a,b kopemw jemmaumne t° — Syt + P, p = 0.
Awnasoruo, x,y KOPEHU jeTHAYNHE thSxyytJer,y = 0, ma, KaKo je Sqp = Sz y
u P, =P, ,, cnemu na je {a,b} = {z,y}, onariue cienu u tBpbheme 3anarxa.
5. O?MOCJIOBHI/IX peun Koje camp:ke IO TA4YHO MABa cjoBa a30yke mMma
8!
20212121
Heka je X;, i € S = {A,B,B,I'}, 6poj ocMOCIOBHUX peun, KOje CBaKO
CIIOBO Caap:Ke TAYHO OBA IIyTa M KOje CAIP/KEe ABa MCTA CyCeqHA CJIO0BA
1. Tama je 6poj OCMOCTOBHUX pedu KOje camap:ke CBAKO CJIOBO IBa MyTa
U HUCY CMUCJIEHE jemHaK ‘XA U XB U XB U XF|7 OIOHOCHO, IO IPUHINITY
VEJbYUEHA U UCKIBYUCHA:

= 2520 (mepMmyTanuje ca IOHABJHLAIEM).

XAUXpgUXguXp| = [JIXI- JIxinX,[+ | 1XinX;n Xy
€S i,jeS i,5,k€ES
i#j i jEhA

+ [XANXpNXNXp|

Bpoj |X;| je jemmak 6pojy mepMmyranuja ca MOHABBLAIKEM 7 eJeMeHaTa,
jeIHOT cacTaBJ/LEHOT O] NIBa CJIOBa ¢ W TPU Iapa MPEOCTAJMUX CJIO0Ba, Tj.

!
sorar g o

Bpoj |X;NXj| je jemnax 6pojy mepMmyTanuja ca moHaBbameM 6 ereMeHATa,
jemHOT cacTaBJLEHOI Ol ABa CJIOBA %, jJETHOI CACTABJLEHOI O NIBa CJIOBA j

!
S o

Bpoj |X; N X, N X| je jemnar Gpojy mepMyTanuja ca HOHABLAEKEM D eJle-
MeHaTa, JeIHOI CACTABJLEHOI OJ ABA CJOBA 1, j€IHOT CACTABJLEHOT O IBA
CI0Ba j, jemHOr CacTaB/LEHOI OX ABa CJOBa k 1 mBa mnpeocrarna (ucra)

51
TS T

Bpoj ‘XA NXpNXgn XF‘ je jemnak 6pojy mepmyranuja exemenara AA,
BB, BB u I'T, 1j. jemnax je 4! = 24.

Konauno,

jenHax je

1 ABa Iapa IPeoCTaJuX CJIOBa, Tj. jeTHAK je

CJIOBa, Tj. JeTHAK je

4 4 4 4
XA UXRUXgUXp| = (1) 1630 — (2) -180+(3) -60 — (4) 24 = 1656,

na je Tpaskenn 6poj (momro Tpeba mahm 6poj cMuCIeHMX peuu) jenHAK
2520 — 1656 = 864.

Ipyru paspen, b kareropuja
1. Axo je z¢ pememe jemmaumne u3 3amaTka, tanxa je (—xo)? — |vo| +a =

23 — |ro| +a =0, Tj. m —x¢ je pememe Te jemHaumne. AKO jemHauMHA UMA
JeIUHCTBEHO pellewe, Caenn rg = —Xo, Tj. To = 0, onakue je a = 0.



24

Hakme, jemmaumua je 2 — |z| = 0. MebyTum, oBa jennaumua mMa TpU
pemema (x € {—1,0,1}), Tj. HU y OBOM ciyudajy peliemne HUje je AMHCTBEHO,
na TpaxkeHu peasaHn 6poj me nocroju (Tamrenra 47, crp. 15, Harpanau
saganu, M607).

2. Kako je z =2 —iy u 2% = (2 — y?) + 2izy, u3 z = 2% caemn x = 2% — 2
u —y = 2zy. W3 npyre mobujene jemuauwse cienu na je wiau y = 0 mim

rT=—=.
2

1° Axo je y = 0, mpBa jeanaumna noctaje v = x2, tj. = € {0,1}.

o . 1 . . 2 3 . \/g \/§
2° AKo je x = ——, IpBa jegHaYMHA IOCTaje Yy~ = — , Tj. Yy € { ——— , — ».
2 4 2 2
1 3 1 3
Haxrne, pememe 3anatka je z € < 0, 1, 5~ g -1, —5 + g . z} (Tanrenta

48, ctp. 39, IMucmenu 3ananu, 3anatak 20, U3MEHEH).

3. Heka je T rmexumre AABC. Kako Texumre meiu TERUIIHY LYK Y

2
omuocy 2: 1, cnenu na cy myskune AT, BT, CT jenuake 3 “ta, 3 -1y, 3 te,
peaom.

2
Nz ABCT cnemnn 3 (ty +tc) > a (mejemmarocTt Tpoyraa). AHAJIOTHO, U3
2 2
AABT cnenn 3 (ta +1tp) > ¢, a u3 AACT cuenu 3 (to +1tc) > b. Cabu-

“(ta+tp+t:) > a+ b+ c, onarne je t, + tp +t. >

W =~

pameM ce mobuja

z~(a+b+c):;~s.

Bl 1

A 1 B
OIT092B 3
Heka je Ay cpemumre ny:xku BC, a A, takBa na je ma je AA; = A1As
A— A — As.
Karo je AACA; = AA,BA, (BA, = CA, = g AA, = A1 Ay, <AALC =

<BAj Ay (ymakpcuu yraosm)), caemu BAs = CA = b, uz AABA,; caenu
b+c > 2t, (onmer mejemmaroct Tpoyraa). Amasoruo je a+b>2t. u a+c >
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2t,. Cabupamem oBux Hejennaroctu nobuja ce 2(a+b+c) > 2 (ty + tp + te),
omakiie ce moouja ty, +tp +t. < 2s.

4. Bugperu pememe apyror 3amgaTka 3a ApYyTu pa3pen A kareropuje.

5. Ilpsu 3amarak auje ypanuio Hajsume 40 yuenuka (jep ra je ypamuio
6ap 60), na je 6poj mapoBa ydeHUKa, TAKBUAX 14 HUjENAH O YUECHUKA Y

40
TOM Tapy HUje PEmMnO IPBU 3alaTak, HajBUIIE (2 . Kako amamorzo

3aK/ByUMBAKE€ BAKU U 3a IIPEocTaje 3anaTke, ciaenu na je Opoj maposa
YUYEeHUKa, TAKBUX A HUjeNaH Ol YUYEHUKA y TOM Iapy HUje PEelIro HEKU O

4
3amaraka, He Behu ox 5 - (2 = 3900. Mebyrum, rKako je ykyman OpOj

100
IIapoBa YYEHUKA < 9 ) = 4950 > 3900, cremu ma moCcTOju Hap YYECHUKA

KOju Cy 3ajemuo pemwmiu cBuxX net 3anaraka (Tamremra 45, crp. 16, Ha-
rpanuu 3axanu, M566).

Tpehu pa3pen, A kareropuja
1. Jennaunna nma cmuciaa 3a = > 0. Hera je t =log,yx. Tana je

1073218107 4+ 2 (log?y @ — 2log;gz) = 2% + 3
& 10721080 % 4 2 (log2)« — 2o« — 3) = 2°
1 1
& - 100sr 3 L 2 (12 2 -3) =1
X X
, 1
e 107724 S (22t -3) = 1.
xX

1° Axo je t € {—1,3}, rama je t> — 2t —3 =0 u x = 10, ma cjemu ma ose
BPEIHOCTU MOBOJE IO PElleHa jeIHAYNHE.

2° Axo je t € (—1,3), Tama je t> — 2t —3 < 0, a xako je u x > 0 caemu

1 1
10" 23 + —- (t2 — 2t — 3) < 10°+ = -0 = 1, ma oBe BpemHOCTH HE
x x

MOTYy OO0BeCTU OO0 pellema je,HHaLII/IHe.

3° Axo jet € (—oo,—1)U(3,0), Tana je t? —2t—3 > 0, a kako jeu = > 0

—2t-3
+

t? 2 _op_ 0 l _
caemm 10 (t 2t 3) > 10"+ — -0 =1, ma oBe BpegHoCTH
x

€T
HE MOIr'y OOBECTU OO0 pellema jJeIJHaYMHe.

1
Haxrmne, pememe jennauyune je r € {1—0 , 103} (TamrenTa 53, cTp. 21, Ha-

rpagau 3axanu, M732).

2. YcnoB x >4,y > 5,z > 6 je ekBUBaJEHTaH HOCTOjamy a,b,c > 0, TakBUX
najexr=4+a,y=5+b,z=06-+c. [larie, TOBOJHO je NOKA3ATU A AKO j€
a? + b2+ +8a+10b+ 12¢ > 13 3a mewe a,b,c >0, tama jea+b+c>1.
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Heka je a+b+c< 1. Tana je 0 < a,b,c <1, majea®>a, b>>b, ¢ >c,
oJaKJe je

13> 13(a+b+c) = 9a+ 11b+ 13¢ > a® + b* 4+ ¢* + 8a + 10b + 12¢ > 13.

W3 mobujene koHTpamuKnuje, CJIeI TBPpDEme 3aIaTKAa.

Jennaroct ce mocrmwke ako u camo ako je a+ b+ ¢ =1, na caenu (ouner je
0<abec<])

13=13(a+b+c)=9a+ 11b+ 13¢c > a® + b* + ¢® + 8a + 10b + 12¢ > 13,
Tj. jeIHAKOCT Ce MOCTUKE aKO U CaMO akKo je
4b+2a=0, a>=a, b =b A =c a®+b>+c+8a+10b+12c=13

(mapaBuo, a,b,c cy u name HeHeraTuBHU U ¢ + b+ ¢ = 1), OQHOCHO aKO U
camo ako je a =b=0, c=1, 1j. ako u camo ako je (x,y,z) = (4,5,7).

3. DBes ymamema OHIITOCTH, MOMKE Ce mpeTmocrtaButu na je (m,n) = 1.
WNuaue, ako je m =d-mq, n =d-ny OHZA ce MpobIEeM CBOAM HA AHAJIOTAH
3a m3paz 1 — 2™ + 2™ (Jz| =1 & |z|7=1).

Hera je m # 1 n w takso ma je w™ = —1. Tana je 1 —w™ +w"™ =2+ w",
ma je MDOBOJLHO TOKA3ATH Ja MOCTOJU OBakKBO w, Tako ma je Re(w™) > 0.
Pemema jempaumne z™ = —1 cy wy -, 3a k € {0,1,...,m — 1}, rme je

T .. 7 2r . . 27 .
wp = €08 — +isin — m € = cos — +isin — . Kako je wo+wo-€+ ...+ wp -
m m
em =y - (1 +e+ ...+5m*1) = 0 u gako 6pojesu 0,n,...,(m — 1)n uune
HOTIIYH CUCTEM OCTATaKa II0 MOAYIY m (m u n cy y3ajaMHO HPOCTH), CIIEIU
n —1\n -1
wi + (wo-e)"+...4 (wo - ™) :w3~<1+5"+...+5(m )") =0, ma Gap
jeman om oBuxX OpojeBa MMa HEHEraTWBAH peasiaH neo (,,reoMeTpujcku’ :
aKO je Tauvka 2 TEKUIITEe MPaBUIHOT M-TOyTJa, Dap jeJHO HmEroBO TeMe Ce
HAJIA3U Y HPOU3BOJLHO] MOJIYPABHUA YMju PYO CALDKU TAUKY 2).

Cayuaj n # 1 ce pamu asamorso (Tj. aHAJOrHO ce HOKasyje ma Mmeby
pememuMa jegHavnue 2z’ = 1 moctoju 6ap jemHO, TaKO Oa je PeasHu Ae0
-ETOBOT M~-TOT CTEIEeHA HEeNMO3UTHBAH).

n n ] ] . 1 L= 1. =
4. Y muzosuma (r;)iq u (t;)j—; ce jaBma 6poj memus ca n; ako jer; =t; =0
(mod n) 3a meke ¢ # j, Tana je rit; = r;t; =0 (mod n), ma y musy (rit;)i,
HEe MOKEe OUTU N pa3auuuTux OpojeBa, Tj. OH HE MOKEe OUTU MOTIYH CUCTEM
ocTaraka MO MOILYJIY 7.

Hakme, 6e3 ymamema ommroctu, Heka je 1, = t, = 0. Hexka je p mpoct
ymHUIal O0poja n, n = pm. IlputoMm, ako n Huje cremeH Opoja 2, MOKe
ce uszabparu p # 2. Kako je mpousBon OpojeBa, O KOjUX je jenaH nesbuB
ca m, Takohe mepbUB Ca M M KAKO y CBAKOM HMOTIYHOM CHCTEMY OCTATaKa
o MOIYJy N UMa jemHak Opoj OpojeBa HeBUBUX ca M, CIACOU A8 CE MOKE
OPETHOCTABUTUA AA CY 71,72, ..., p—1, t1,l2,. .., tp—1 W T1t1,rolo, ..., Tp_1tp_1
6pojeBn KOHIpyeHTHU ca m,2m,...,(p — 1)m (y HeroMm pemocieny).



27

1° Axo p | m, rana 3a meko i € {1,2,...,p—1} Basku r;t; = m, Tj. 3a HEKe
k,1 € N Basku n | klm? —m. Cnemu pm | m(klm — 1), na p | klm — 1,
wro je Hemoryhe, jep u3z p | m caemu (p, klm — 1) = 1.

2° Axko je (p,m) = 1, mo mamoj Pepmaosoj reopemu je mP ' =1 (mod p),

a no Bumnconosoj (p —1)! = —1 (mod p), na crenn
riorac ey =mP H p— 1) =1 (mod p).
Amnanorso je ty-ta-...-tp—1 = —1 (mod p) u (r1t1)-(rate)-. . .-(rp—1tp—1) =
—1 (mod p), ma je
1 = (-1)-(=1)=(r1-ro-.c.ormpo1)-(t1-ta- ... tp_1)
= (rmt1)-(rota) ... (rp—itp—1) = —1 (mod p),

na p |2, tj. p=2. Kako je 6upano p # 2 (ako je To moryhe), crenn
na je n cremen Opoja 2. Mebyrum, mo 1°, crenu ma je n = 2, mTo je
Vv KOHTPAIUKIMJU Ca yCIOBOM 3aJaTKA.

5. Ha ocuoBy Hejemnakoctu namehy reoMerpujcke U XapMOHUjCKE CpeauHe
cremu (3a cBako j € {1,2,...,n})

n—1

H<1+1> - n-1  n-1 n—1 )
[I(+3)] > 5o - T
i 2T 2 Trs (D D

i#j z1 i#] i#j

Ha ocmoBy Hejemmarkoctu m3mehy apurmermuke m XapMOHHUjCKE CpEIUHE
ciaenmn

1 (n—12 (=12  (n—1)?
glJrzi?Z(l-i—xi) n—l—i—zxi n—x; (1)

i) i#]
Nz () n (1) cremn
1
n—1
H (1 N 1 ) - n—1 n—x;
o z “102 1 _a2.
i#j i n—1-— u 1 -z
n — SL']'
MuoskemeM nociaenmux HejenHakoctu 3a j € {1,2,...,n} nobuja ce meje-

MHAKOCT U3 3a4aTKa. JemHAKOCT BayKM aKO U CaMO aKo je T] = Tp = ... =
1 ) .
Zn, = — (HA OCHOBY yCJIOBA JeIHAKOCTU Yy FOPE NPUMEHEHUM HE]jeTHAKOCTHU-

n
ma cpemuna) (Tanrenra 46, ctp. 20, Harpaman 3anamm, M597).

1
Apyeo pewewe. Pyuruumja f: (0,00) — (0,00), f(z) = In <1+ —> je ko-
x
1

usexcua (f'(z) = RCEE t 3

> (; HapaBHO, PAYyH M3BOJA CE MOKE
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n36ehin), na no Jencenosoj nejennarkocru ciaenu (3a csaro j € {1,2,...,n})

ggm(1% ) > (n—1)- 22%

i#]
n—1 n—2x;
= —1)-In(1 =(Mn-1)-1 L) .
(=1 n( +1=’Ej) (=1 n(lxj)
CabupameM nperxonuux Hejennaxoctu 3a j € {1,2,...,n} u ckpahusamem

ca n— 1 mobuja ce

é;m(1+£ﬁ 221(1%)

a npumenoM (pacyhe) ¢ynrnuje e* Ha mOciaemmy HEjeIHAKOCT U HeEjel-
HAKOCT W3 3aJaTKa. JEIHAKOCT BayKM AKO M CAMO aKO jé T] = Tp = ... =

1
xn, = — (f(z) je crporo KOHBEKCHA).
n

Hanomena. Ilpyro pememe je cumyinanuja mokaza Kapamamuwe wejeo-
HAKOCAU:

Hexa je f: RT — R xoneexcna gynryuja u
(x1,$2,...,l‘n) # (y17y25"'7yn)
(x17x27-"7l‘nay17y25"'7yn €R+); maaa

fe) + flee) + 4 flen) = Flyr) + Fy2) + -+ Flyn)

((z1,22, ..., Tn) = (Y1,Y2, - -, Un) (Majopayuja) o3HAUABA HA BAKK
n n k k
ZxézZy; Zx Z 3a ceako k€ {1,2,...,n— 1},
i=1 i=1 i=1 i=1

rae je (zf, 25, ..., 20) (Wi, y5,-..,y,)) n-TOpKa KOja je mobujeHa o1 n-Topke
(1,22, .., xn) ((Y1,Y2y .-, Yn)) TEPMYTAINjOM KOODIUHATA, TAKO 14 BAKU
Thzayz.za 2y 2. 2 Y)

TpreH,e 3aaTKa HEeIIOCpenqHO cjJaenqu 13 OBE HejeIIHaKOCTI/I IOIpruMemEeHe Ha

. 1
(byHKHHJy f(l‘) =In <1 + E> U BEKTODC (1'1;12; s 71'n) n (ylayQa s 7yn)7 roe

. 1—u
Je Yi = .
n—1
3awucra, f je KOHBEKCHA (BUAETU IPYTO PEIIEHE 3aaTKa), a 6e3 yMamemha
ONIITOCTA MOKE Ce MPETHOCTABUTU 1A je T1 => Xo = ... = Tn. Tlanma je

(ounrnemuo) y1 < y2 < ... <y, u (3a k€ {1,2,...,n—1})

k k
k:k'iﬂ?i:k'zferikﬂ?iék'ZIEiJrz Z:cl :n~Z:EZ-,
i=1 i=1 = i i j i
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na je (3a k€ {1,2,...,n—1})

k k—(I1+I2+...+$k)
Zynﬂ'ﬂ =
n—1
=1
kE—n(xy+z2+...+xp) k
= T +r2t.. T+ R L gin.
n—1 p
Kako je
n
n—(xy+ax2+...+x
Zyi: (1 2 n):1:m1+z2+...+xn,
- n—1
=1
caemu (1,22, .., Tn) = (Y1,Y2, -« Yn)-

Tpehu pazpen, B kareropuja

1. Ony3sumameM IpBe jeqHAYMHE O APYTe U YeTBPTE, OMHOCHO I0IABAHEM
Ha Tpehy, mobuja ce eKBUBAJECHTAH CUCTEM

r - Yy o+ z = 0,
my + z = 1,

y + 2mz = 3,

2y + 3z = 4.

Onysumamem nBoctpyke tpelie jennauune (HOBOmoOUjeHOr cucTema) OL
YyeTBpTE, OMTHOCHO Ony3MMameM Tpehe jenHauyrnHe IOMHOMKEHE ca M O
Apyre jemHadvuHe, nodbuja ce eKBUBAJIEHTAH CUCTEM

r — y + z = 0,
(1-2m?)z = 1-3m,

y o+ 2mz = 3,
3—4m)z = —2.

W3 mpyre u derBpTe jemHauumHe mocienmer cucrema caemu (3 — 4m)(l —
3m) = (3 —4m)(1 —2m?)z = —2(1 —2m?) = 0 = 8m? — 13m +5 = (m —
1)(8m — 5).

IHaxie:

)
1° ako je m ¢ {g , 1}, CUCTEM HEMa pellena;

2° ako je m = 1, cucrem mocraje

r -y + z = 0,
-z = =2

y o+ 2z = 3,
-z = =2

U UMa jeUHCTBEHO preme (x,y,z) = (—3,—1,2);
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. 5 .
3° ako je m = g cucTeM mocraje

T - Yy + z = 0,
7 7
— 5, = <
3% 8’
Y + ZZ = 37
! = 2
2° ~

¥ “Ma jeIUHCTBEHO puiewme (x,y,z) = (12,8, —4)
(Tanrenra 46, crp. 39, [Mucmenu 3ananu, 3anatak b).

2. Hera cy r, h u §, HOJYyNPEUYHUK OCHOBE, BUCUHA U U3BOMHUIA, PEIOM,

TE KYyIIe. Tana je IDIOBPIIVHA OCHOBE KYII€ je,ILHaI{a 7“27'1'7 a IIOBpHIMHa KyIle

r(r + )7, ma u3 ycaosa 3amaTka ciema na je r(r + s)m = 4r’m, onarie je
s = 3r.

OcHU Ipecek OBe KylIle je je JHAKOKPAaK/ TPOyrao 4uja je OCHOBA 27, BUCUHA
h, a xpak s, ma mo Iluraropumoj teopemu ciemu 12 + h? = s?, omarie je

h
P +h2 =92 s h? =82 — =2V2 (h,r >0).

r
3. Bugmeru pememe npBOr 3aJaTKa 3a APYTU paspen A kareropuje.
4. Bunetu pememe meTOr 3amaTKa 3a Opyru paspen b rareropuje.

5. Bumeru pememe npsor 3amartka 3a trpehu paspen A kareropuje.
YerspTu paspen, A kareropuja

1. Hexka je a ocuoBHa uBmuna, a H Bucuna nupamune. Kako je V =B - H,

14
ciremu H = — - 306up Oy:KUHA CBUX UBUIA IPU3ME je f(a) =8a+4H =4-
a

<2a + K2> (3a a € (0,00)). 3a oBakse a ¢pyHruuja f je qudepenuujabuiaHa
a
2
u saxku f'(a) = 4 - (2—Z> =8 <1K3> Kaxko je f'(a) < 0 3a a €
a a
(0, v/ V) (tj. ma osom muTepsasy f omanma), f'(a) > 0 3a a € (\/3 V,oo)

(1j. ma oBom muETepBaay f pacte), f'(a) =03aa= V'V (V >0), cremu ma
ce y tauku V' V mocTume MUHEUMYM (yHKIUjE f.
\% ad

Axko je a = V'V, cnemn H = — = —3 = @, Tj. y IOUTamy je KOLKa
a a

,2
crpanune V'V, ma je mena nospmmua P = 6a? = 6 - Vi=6- (12\/5) ’ =
6 - (33 .23 -3)§ =36V/2 (TamrenTa 53, cTp. 22, Harpanau 3amamm, M743).

2. Heka je Ttabma cmemreHa y KOOPIOWHATHU CUCTEM, TAKO 14 j€ IEHTAP
nosma koje je momu-sesu yrao tabie (0,0), a meHTap mossa Koje je ropmu-
nmecun yrao tabue (8,8). Tanma je meHTap CBAKOT mOJba Tabie Tauka umje
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cy o6e KoopauHaTe MeJoOpOojHe, Ta ce MoJba Tabye MOTY MOMCTOBETUTHU Ca
oarosapajyhum raukama cryna {(m,n) | m,n, € Ny,0 < m,n < 7}.

Axo cy (k,1) u (m,n) moma rtabie Heka je (BUXOBO ,pacrojame”)
dist [(k, 1), (m, m)] = [k —m| + |L — n.

Tana je dist[(0,0),(7,7)] = 14; jenan nore3 ckakaua MOKE CMAHBUTU BPE -
HOCT IpeTxonHe GyHKUMje HajBuime 3a 3, ma ciaemu na je k > 5.

Mebyrum, Ha crapgapano 060jeHoj maxoBCKo] Tabuu (HAn3MEeHUUHO LPHO-
6en0), noma (0,0) u (7,7) cy ucre Goje, a CKakad y CBAKOM IOTE3y MOMKE
npehu camo Ha moJ/be CympoTHe 0Ooje, ma je 3a TpaskeHo TpebaluBame
HEONXOJaH mapan 0poj ckokoBa. Caenu k > 6.

1 1
1 2
1 1 1
1 1
2 1 1
OIT094A 2-1 OIT094A 2-2
2 1 2:2 1-3
2 4 3 4-4 3-4
3 2 3 31 2.2 3-4
1 4 2 1 4-3 2.2 1-3
8 4 4 4-3 4-4
2 8 3 2 31 2.2
2 1 2
OIT094A 2-3 OIT094A 2-4

Kako musom noresa (0,0) — (1,2) — (2,0) — (3,2) — (5,3) — (6,5) — (7,7)
crakau npenasu u3 (0,0) y (7,7), cnemn na je k = 6.

Hexa je 3a cBako mosbe NMO3HATO Ha KOJUKO HauymHa je Moryhe mohm mo
mwera y n noreza (nmosaszehu ca (0,0)). 3a npousBomHo nome P, Heka cy
CBa MOJba Ca KOJUX Ce y jemHoM moTedy Moske mohwm y P, mosma cycemma ca
P”. Tana je 6poj HauymHa Ha KOju je MOryhe OCTaBUTH CKakada Ha MIOJbE
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P makou n+ 1 more3a jemuak je 30upy Opoja HAUMHA JOJACKA Ha CBA MOJHA
cycemna ca P HakoH n moresa.

Ha raj mauwmn je moryhe dopmuparm tabaumy Opoja HaumHA TOJTACKA
y TPOM3BOJLHO TOJe HAKOH n moresa (Ha camkama OII09 4A 2-(1-3) je
npukasana opa tabuauna 3a n € {1,2,3}; ykomuko je Taj 6poj 0, moma
Tabunna cy mpasHa).

Amanorma tabanma ce MOKe HAIPABUTU 3a OpOj HAUMHA [OOJACKA HA
IPOU3BOJLHO HOJbe y n noresa nosaasehiu ca noma (7,7); 36or cumerpuje, ta
Tabiauna 3a HEeKO n ce Moke 1obuty u ox nperxonue radaune (Tj. Tabauie
nobujene monazehn ca noma (0,0)) cumMeTnjoM y 0OIHOCY HA TIABHY ANjaro-
HaJy Tabmune (Tj. yIucuBameM y moJse (m,n) BpeIHOCTHU KOja ce HAJIa3u1Ia
y nomwy (7 —n,7—m)). Ha 6u ce y mect noresa mommno u3 (0,0) y (7,7),
norpebHo je y tpu noresa gohwu ca (0,0) mo Hekor mosma, a HAKOH TOra y
jom Tpu moresa ca tor noma mo (7,7).

Caemu na je tpasenu 6poj 36up 6pojesa u3 tabauue OII094A 2-4 (ako
je Ha momwy ymucano k- l, To 3maum ma ce ox (0,0) mo Tor mosma y Tpu
noresa Moxke mohm Ha k Haumua, a on Tor mosa mo (7,7) y Tpm moresa
Ha | HAUMHA; aKO je HeKu o1 oBuX OpojeBa 0, mosse Tabiuile je 0CTaBILEHO
Ipas3Ho).

IHarme, Hajmamu Opoj more3a koju je moTpebaH 3a TpasKeHO HpedanuBame
je k=06 u o ce moske ypamutu Ha 4-(4-3+3-1)4+2-(2-2+4-44+2-2) = 108
HA4YWHA.

3. Hera je A’ nonnrosxje nopmase usz tremena A rpoyraa ABC, By cpenumre
crpanune AC, a (7 cpemumre crpanune AB.

ITo ycmoBmma samatra AAA'C je
npaBoyriu (ca IpaBUM yIJIOM KO
remena A’), npu uemy je momHOKje
BucuHe u3 Ttemena A’ cpenumTe
crpanurne AC, Tj. oBaj Tpoyrao je
u jemaarokparu (tj. <BCA = 45°).
Tpoyrao OC1B je mupaBoyriaum u
<BOC,; = «BCA = 45° (uenTpasnu
Y nepupepujcKu yrao).

Takobe, Baxxkn CH = 2 - OC; (xo-
MOTETHja YUjU je IeHTap Tadka
onucane kpysxkuune AABC mujame-
Tpanano cynporua tauku C, u KO-
epurnmjenta 2, cuaumra gysk OCp y
CH). OIT094A3

CH CO,
ﬂaﬁne, % = .
jemmakokpako-upasoyriaor ABOC) (Tamrenra 46, crp. 20, Harpanmau
saganu, M593).

= V2 (CO; u BO cy xaTera M XWUIOTEHY3a



33

4. Bunmeru pememe Tpeher 3anarka 3a tpehn paspen A kareropuje.

5. Heka je N € N, ¢1 TakBo Ia BAXU Gy = Aptq (mod N) moues ox Hekor
n (IO ycioBHMa 3aIaTKA TAKBO ¢1 IOCTOJU), (2 TAKBO HA BAKU Gy = (ntq,

(mod ¢(N)) moueB on HEKOr n (IO yCIOBUMA 3a4aTKa TAKBO g2 MOCTOJU) U
p=H3C(q1,q2). Hosomuo je mokazaru ma je ap" = a,'? (mod N) (moues
O]l HEKOT N).

_ : An+p
Kako ¢1 | p, cnemu anip = a, (mod N) (moues ox Hekor n), Tj. a"+fp =

agrtr (mod N), ma ciaemu na je DOBOJBHO mokazatu na N | airte — ar
agr - (@@t~ — 1) (moues ox HEKOT n).

Heka je pi" - p5? - ... pp* ramoncka ¢arxropusanuja Gpoja N. Kako je
lim a, = 0o, MOYEB O HEKOT N BAXKU Gy, > Max{ai, ag,...,ak}. 3a QUKCHO
n—oo

apn Ca OBUM CBOjCTBOM, IMOCTOjU je IMHCTBEHO pasiarame N = Nj- Na, Taro
na je cBaku npoct dgaxrop 6poja N1 u npoct dpakrop 6poja a, u (a,, No) =
1. Axo je p; meru mpoct ¢pakrop 6poja Ny, ciemu ma pi™ | al", na u pg
a%, omarne Ny | a®. Kaxo je (Ny,a,) = 1, cremn a¥™® = 1 (mod Ny),

na kako @(N2) | ¢(N), q2 | p ¥ apnyg, = an (mod p(N)) (moueB on HEkor n),
cnemu Ny | (afr+»~% —1). Iakne, moues on HeKOr n Bawu N | alnt? —al.

UYerBpTHu pa3pen, b kareropuja

1. Rako je
2 1 -1
A = —4 -2 a|=da*-5a+6=(a—2)(a—23),
a—1 1 1
-1 1 -1
A, = a —2 =a—2,
2 1 1
2 -1 -1
A, = -4  a a|=-2a+4=(-2)(a—2),
a—1 2 1
2 1 -1
A, = -4 -2 a|=d*-5a+6=(a—2)(a—3),
a—1 1 2

3a a ¢ {2,3} Basku A # 0, na 3a OBaKBe ¢ CUCTEM UMa jE€ IUHCTBEHO PEIIEH:E

A, A, A, 1 2
= (=2 2 )= — = 1).
(2,92 <A’A’A) <a—3’ a—S’)

Axo je a = 3, tana je Ay # 0 mw A = 0, ma y 0BOM ciIydvajy CHCTEM HEMa
pememna.

Axo je a =2 cucrem mocraje
2c + y - z = -1,
-4z — 2y + 2z
r + y + z = 2.

I
O
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Opnysumamem nBocrpyke tpelie jemHauwnHe o mpBe, OJHOCHO [I0IABEHEM
yeTBOpOCTPYKe Tpehe mpyroj, mobuja ce eKBUBAJEHTAH CUCTEM

-y — 3z = =5,
2y + 6z = 10,
r + y + z = 2.

OIHOCHO (KaKO Cy IpBa W APYyTa jeIHAYNHA €KBUBAJECHTHE )

r + y + z =2
-y — 3z = -5,

omakie je (3a mponsBomHO z ER) y=5-3zuzr=2—y—2=2—(5-32)—z =
2z — 3, ma y OBOM CJIy4Yajy CHUCTEM MMa OECKOHAYHO MHOTO DEIIeHa

{(22 —3,5—3%2,2) | z € R}

(Tamrenrta 42, crp. 44, Ilucmenn 3amanm, 3amaTar 5).

2. Kako je moBpmuba mapaJjiejorpaMa HaJ BEKTOpUMa T U § jeIHAKA
|[Zx g =12 |y] - [sin<(&,9)|, Tx T =0, Xy =—§ x & n raro je (mo

- T .
, CIeou Oa je TpaskeHa

yenosuma sanatka) |d| = [b] = 1 u <(@,b) = 3

MIOBPIINHA jeTHAKa

=, =,

ST

pxq =

:‘2&’>< +4bxd@— 33 xb—6bxb

- - T TV3

- ‘7-5x* =7 [o]- ] - sin (@, B) = 7-sin 5 = =5

3. TIlo ycnoBuma 3amaTka, OOUHA CTpaHA NUPAMUAE j€ jeTHAKOKDAKU
IpaBOYIJIM TPOYTao, UYkja je XUIIOTeHy3a Ay:KMHe 2, Ia je NOBPUIMHA CBaKe
(o Tpu) Goune crpane jeamara 1 (kpamu Tor TpOyTiIa cy mywuHe v/ 2, ma je

V23

H,eroBa IIOBPIINHA — = 1). OcuoBa nmupamMuze je je IHAKOCTPAHUYIHN

_ 22./3
TPOYrao CTPaHUIE 2, I1a je HeroBa IOBPIINHA 1 =+3.

Iakie, noBpmmHa mupamuzge je 3-1++1v3 =3++/3 (Tamrenra 53, cTp. 38,
IMucmenn 3ananm, 3anaTaK 2).

4. Uspa3s log, (x(1 — x)) je nedpurucan ako u camo ako je z(1 —x) > 0, Tj.
ako u camo ako je x € (0,1). Uspaz —2+ ‘sing‘ je medmHUCAH aKO U CaMO
arxo je x # 0.

Iakine, jenHaunHa mMa cMucaa ako n camo ako je x € (0,1). 3a rakse

x Baukum © > 0 m 1 —x > 0, ma, no HejemHakocTu usmehy apurMeTwyre

) 4+ (1-2)\> 1
u reomerpujcke cpenune, ciemu (1l — x) < ——y ) =y omaxme
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1
je (¢pymrmmja log, z je pacryha) log, (z(1 —z)) < log, 1= —2. Ilpurom

jeMHAKOCT BayKM aKO U CaMO ako je © = 1 —x, Tj. aKO U caMO akKo je & = 3

Kako je amcomyrHa BpemHOCT HEHEraTUBHA, CIIEIN

-2 >log, (x(1 —2)) = -2+

.
sin —| > —2,
x

a y IpPeTXOJHOM HU3Yy Ha CBAKOM MeCTy Mopa Baskutu jemHaxoct. Cienu

oa Mopa outu x = 3

1
IIposepom, caemu ma x = 3 n jecre pememe (Tamrenmta 51, crp. 49,

IMucmenn 3ananm, 3anaTak 4).

5. BumeTtu pememe Ipyror 3amaTka 3a 4eTBpTU paszpeln A karteropuje.

PEIMEIHA 3AJATARKA ORPYRHOI' TAKMUYEILEIHA M3
MATEMATHUKE YYEHVKA CPEOILUX MIKOJIA, 28.02.2009.

ITpBu pa3pen, A rareropuja

1. Ananuza. Kako je <BMA =<BNA =90°, cnemu na xpy:xuuna namg AB
ka0 mpevnukoMm canpsku M u N.

FKonempyxuuja. Arxo cy M m N cumerpuyne y omHoCy Ha p, Heka je X
NpOM3BOJbHA TAUKa Koja mpumana p, a we npunana MN. Herka cy A u B
pecevHe Tauvke MpaBe p W Kpys:KkHUIE ca meHTtpoMm y X koja caapsku M.
Tauka C je npeceuna tauka npasux AN u BM (cauka OK 09 1A 1-4).

Axo M N wuuje mopmasiHo Ha p, Heka je X mpecek cumerpaje my:xu M N
u upase p. Tauke A m B cy mpecedyHe Tauyke NpaBe P U KPY/KHUIE CA
nearpoM y X koja canpsxku M. Taura C je npeceuna taura npasux AN u
BM (cauxe OK09 1A 1-(1-3)).

Zoxas. Ilo romcrpykumju tauke M wm N npunanajy npasama BC u AC,
pemoMm, a npaBa AB ce mormnana ca p. Kako je <BMA = <BNA = 90°
(yrao man HpeqHI/II{OM), canenu na cy M u N nomuoxja mopmatsia us A u B
ua BC u AC, penowm.

Luckycuja. Cpemumire nysku M N He cMe mpumaiatu p. Y TOM ciydajy ou
yerBopoyrao AMN B 6uo napasesnorpam (QujaroHajie My ce moJoBe), Tj.
nse crpanune AABC 6u Ouine nmapaJesne.

Axko je MN 1 pu M u N Hucy cuMeTpUYHE Yy ONHOCY Ha P, TPaKEHU
Tpoyrao He mocroju (He moctoje A, B € p tako ma je <BMA = <BNA =
90°). Ako je MN L pu M u N cy cuMeTpuyHe y OIHOCY HA P, KOH-
crpykuuja je moryha 3a 6uso koje X € p, tako na X ¢ MN (X € MN
je memoryhe mo ropmem romenrapy). Ilaksie, y OBOM ciaydajy mOCTOjU
OECKOHAYHO MHOI'O pellemha.
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Axo vuje MN 1 p u cpenumre nysku M N He npunana p (uHadYe HeMa Pell-
€ma [0 FOPHEM KOMEHTAPY ), KOHCTPYKIUja je KOPDEeKTHO neduuucana. Tazxa
HOCTOjU ABa pellena 3anaTka (Kpy:KHULIA ca meHTpoM y X Koja caapsxu M
cede p y mse taure; obe mory Outu tauka A (mpeocrana je tauxa B))
(Tamrenrta 51, crp. 50, ITucmenn 3amanm, 3anarax 1).

OK091A1-1 OK091A 1-2

OK091A1-3 OK091A1-4

1 1 1
2. s —+ -+ - =0 cuemu na je p¢g+qr+rp =0, majel = (p+q+
r

p q
7)? = (p?> + ¢ +72) + 2(pq + qr + rp), omarme je p* + ¢*> +1r?> = 1. Cnemn
(pa + qb + re)® + (ga+1b —|—pc)2 + (ra + pb+ qe)® =
= (0 + ¢ + 1) (a® + 0 + ) + 2(pg + rq + pr)(ab + be + ac)
1-(a®>+02+ ) +0=0a®+b>+
3. Heka je M mpom3Bo/bHA TaUKa MPBOT KBAAPAHTA, 1M IpaBa KOja Caap:Ku
M wu cede mo3UTUBHE IENOBE KOOPAMHATHUX oca y Taukama A (r-ocy) u B
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(y-ocy). Hera cy O', A, B’ tauke cumerpuune y omuocy Ha M ca O, A,
B, penowm.

Cnemu NOAB = NO'A'B’. Hera
cy X m Y momHoxkja HOpMAaJa u3
O ma x m y ocy, pemom. YHuja
nospum tpoyraosa OAB u O'A’B’
canp:ku npasoraonnk OXO'Y | na je
2P(OAB) = P(OAB) + P(O'A'B’) >
P(OXO'Y); jemnnakocT ce HOCTUXKE
ako u camo ako je A = X = B' n
B=Y=A".

Iaxkmne, TpaskeHa mpaBa je aujaroHa-
aa XY (M € XY) npaBoyraoHuka
0X0'Y.

OKO091A3

4. Jenan takaB 6poj je n = 1. Heka je n > 1 Herku Opoj 3a KOju je TpasKeHO
mepbeme Tauno, S(k) 36up mudapa npupomsor 6poja k m x = 11...11,

n
y=11...1102. Kaxro je S(z) = S(y) =n cnemn na n |z (jep n | S(z)) n
n—2
nly (jepnl|S(y)), nan|z—y=9. Oryna cy jenmnu 6pojeBun KOju MOry
butu pemema n =3 un = 9. V3 kpurepujyma 3a mempuBoct ca 3 u 9 ciaenu
na je TBpheme TavyHO 3a OBe Opojese.

Harme, Tpaskeru 6pojesu cy 1, 3 m 9.

5. Jemam TuMm He MOKE MMATH WCTOBPEMEHO IBe KapakTepucTudHe 0o0je,
jep OIEBHUX IIpeIMeTa y mpeocTaso] 6oju mma 8, mrTo je mame ox 2-6 (Tj.
urpaum Ipyror TUMa He O MO Aa ce OByKy).

Hakme, urpaum jeaHOT THUMa MOPAjy HOCUTHU CBUX 8 ONEBHUX TPEIAMETA
Y CBOjO] KapaKTepUCTUYIHO] O0ju, a HBUXOBa mpeocrtajia 4 omeBHA IMpem-
MeTa MOpajy OUTH Ha YeTUPU Pas3anvyuTa Urpada, u To y 00ju Koja HUje
KapaKTepUCTUYHA 3a APYrW THUM. 10 je M3BOABMBO CaMO aKO y TUMY ABa
¢ynbanrepa nMajy M MajuLy U MOPTC y KAPAKTEPUCTUYHO] O60ju, aBa camo
MAajuIly, a OBa CaMO IOPTC.

Kapakrepuctuune 00je TMMOBUMA ce MOTY IONEIUTH HA 3 -2 = 6 HAUUHA;
!

Urpadm jefHor TUMa MOTY Oa ce ODyKy Ha = 90 maywmnHa, m TO

6!
202121
HE3aBUCHO oJ objavema Apyror tuma. Jlakiae, ykynan Opoj pas3iumamTux

obrauema je 6-90% = 48 600.
ITpsu pa3pen, B kareropuja

1. Kako je Va2 =la|, VTI—1>0u 2V7—6 <0, crean

2m+\/(2ﬁ6)22\/12ﬁ+ (ﬁ)2+\/(2ﬁ6)2
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2\/(\/7—1>2+\/(2\/7—6>2

2-‘\/7—1‘—1—‘2\/7—6‘:2-(\/7—1)—1—(6—2\/7):4,

Tj. oBaj 6poj je pammonanan (Tamremra 54, crp. 46, Iucmenn 3anmamm,
3amaTak b).

2. Ilo mejemuaxoctu Tpoyria je BC > AB+ AC, onariue je C — E— D — B.

AABE je jennakokpak, ma je

ADEA = <BEA = 90° — <A2B ¢
AADC je jemnakokpak, ma je
BCA
<ADE = <ADC = 90° — = 20 .
Konauno, uz AADE cnenn OK091B2
AB BCA
4DAE = 180° — «<DEA — <ADE — “A8¢ JQF BCA _ 5.

3. Jemnauuna |z| = @ uma mBa pemema ako je a > 0, jenno ako je a = 0,
a Hema pememna ako je a < 0. Cuenu, ako je |y| > 2009 jemnaunna nema
pemema; ako je |y| = 2009, mocroju rtauHo jenuo (1 TO meNO) T Koje je
pemene jemnHauuse; ako je |y| < 2009, y € Z, moctoju tayno msa (1 TO
nesua) T Koja Cy pelema jeTHaduHe.

Iakse, ykynan 6poj pemema ose jemaaunse (y Z2) je 1-2+42-(2-2008 + 1) =
8036.

1 1
4. V3 ¢popmyie 3a noBpumnHy Tpoyria je P = 3 ch = 3 (a+b+c)r, a mo
HejeIHAKOCTU Tpoyria a + b > ¢, na je
r c c 1

= < .
h a+b+c c+ec 2

Kaxo je ¢ = a? + b > 2ab, cnemu 2¢2 > (a—l—b)Q7 Tj. a+b< V2, naje

r C
T > 1> =
h a+b+ec (1+\/_) =V2- >5

5. Tpaxenu Opoj je jemmar Gpojy m3bopa 10 rapara (om 20), meby ko-
juma cy tauno 3 mame. Cemam kaparta ox 16 (koje HMCY mame) MOry ce

16 4
nszabparu Ha . HauuHa, a 3 (ox 4) name Ha 3 HaurHa (HE3aBUCHO O

16 4
OPEeTXOHOT n30opa), na je TpaskeHu Opoj <7> . <3) = 45760 (Taureunra

52, ctp. 38, Mlucmenn 3amamm, 3amatak 9).
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Ilpyru pa3spen, A kareropuja

1. Jegmaunna nMma cmwuciaa 3a x = 0.
Kako je (a + b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b®> = a® + b® + 3ab(a + b), caemm

{/2+\/E+§‘/2—\/E:1@2+\/E+2—\/E+
+ 3-€/(2+\/5)(2—\/5)-(§/2+\/E+i‘/2—ﬁ):1

= 4433 erve-vD) 11
& Vi—z-1l=—-1ex=5.

IIposepom ce mobuja ma x = 5 u jecte pememe (Tamrenrta 54, crp. 46,
IMucmvenu 3anamm, 3anatak 4).

Hanomena. IlpoBepa pemema je HEOTXOAHA A OU peIeme OUIO MOTIIYHO.
3amcTa, TPUMEHOM WCTOT TMOCTyNKa Ha jemHaumay v 1+x + /1 —2 = —1
noma3u ce 1o Moryher pemema x = 0. Mebytum, oBo HUje pememne monasHe
jenmHauuHe.

Apyeo pewewe. Jemmaumna uMa cuucaa 3a = > 0. Heka je u = y/ 2+ =z,
u=+/2—+vVz. Tana je u > 0,u+v = 1,u® + v = 4. Emnuuancamem

weroznare v mobuja ce 4 = u® + (1 —u)® & u? —u —1 = 0, onmarne je
1-5 1+V'5
u= wi u =
2 5 2
1+\/5> VB +1543V5+1

. Kako je u > 0, mpsa moryhHocT oTrmazna, ma

—2= \/g, omakie je x = 5.

2 8

v

2. Jemnaumna sin ¢ = @ nMa pemema ako U caMo ako je a € [—1,1], ma je
sin 3 siny

MOBOJLHO TOKA3ATHU 14 je €[-1,1]. Kako 3a z € (0,7)

7 — COS (v cOS [ Cos Y
Basku |cosz| < 1, ciaemm |cosacosFcosy| = |cosal - |cosf] - |cosy| < 1,
omakie je cosacosfFcosy < 1 < n, ma je UMEHUIAI] TOCMATPAHOT PA3JIOMKA
nosutuan. Cnenu na je tBpheme eKBUBaAJEHTHO ca

+sin G siny + cosa cos Fcosy < n. (%)

1
Kako je £sinfsiny < 3 (sin® B+ sin®y) (momro je 0 < (sin 8 F siny)?) m

cosacos Fcosy < |cosacosBcosy| = |cosal - |cosFcosy| < 1-]|cosfBcosy| <
1

3 ((2052 B + cos? ’y), caenu =+ sin § sin y—+cos . cos 3 cosy < 3 (sin2 8 + sin? 'y)—i—
1

3 (COSQBJrCOSny) =1<n, 1j. (%).

Axo je n meo 6poj, amamoruo tBpheme He Basku. 3aucrta, 3a n = 0, a =
sin 3 siny

™ . .
B =7 = —, BpeIHOCT M3pa3a jenHaka je —\/5, Ia He

4 n — COS (v CoS 3 Cos Y
IIOCTOJU TPaKEHO (.
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Hanomerna. CamyHO NIPETXOMHOM DEUIEHY, MOKE Ce MTOKA3ATHU O3 334 CBAKU
HeraTwBaH 1eo 0poj n TBpheme BaykM, Tj. jeArHA BPEAHOCT IeJor 6poja n
3a KOjy TBpbheme Huje Tauno je n = 0.

3. Jlema. O0 ceur mpoyzro8a ynucarux y kpye nosynpeuwnukra R, najeehy
NOBPULUNY UMA JEOHAKOCTMPAHUNHY TPOY2aA0.

Joxasz. Temena tpoyrsa majBehe moppmwuue npunanajy kpyskauiu. On
CBUX TpPOYIJOBa YIOUCAHMUX Yy KPYI KOJUMa je jemHa CTpaHMNa (QUKCHA
TeTUBa TOr Kpyra, HajBely MOBpmUHY MMa jeTHAKOKPAKMA TPOYTrao Ymja
je oCHOBMIIA Ta TETWBA, a yrao mpu BpXy Huje Tyu (jep mma najsehy Buc-
uHY ).

Ilakme, mMOBOJBHO je Ha ImOCMATpPaT! jeNHAKOKPaKe TPOYIVIOBE yIUCAaHE Y
Taj Kpyr. Yroauko je ocuosuna aysxkube x (0 < xz < 2R), omrosapajyha

2 1 2
BUCUHA je R—f—\/RQ—%, aHOBpHIHHaPza- Rx+x- RQ—%

Ha ocuoBy Hejenmnarkoctu m3mely apurMeTwyke n KBagpaTHE CPEAUHE je

ac2 Rac
oP = \R2 - = 4 R2— =
Rx+x- 1 + + 4

22
Vi Q-Rf +x2-(R2—I—)

4
V3
= Y2 .3/ 6R22 —
2
Kpaznparna ¢yusmmja t — 6R*t —t? mocrmke MakcumyM 3a t = 3R?, onaxie
cienu na ce HajBeha BpenHOCT M3pasa MOJ NPETXOIHUM KOPEHOM IMOCTIKE
3a = Rv/3. Tama Bamy jeIHAKOCT U y IPUMEHEHO] HEjeTHAKOCTH CPe-

Ha.

N

Kako ce oBa curyanuja memasa y (1 caMo y) jeJHAKOCTPAHUYHOM TPOYTILY,

ciaenu TBpbheme meme.
Tepbeme 3amartka cienu U3 ropme

jieMe, TIOIITO je TOBPIIMHA je-
HAKOCTPAHUYHOI TPOYIJIA YIUCAHOT
y Kpyr moaynpevnuka R jemHaka

3v/3R?
4

1 caMO akKO e TpOoyrao jemHaKOoC-
TPAHWYHN).

(jemHAKOCT ce HOCTUKE aKoO

Hanomena. Ilpumena nejemHaxocTu
cpenuHa ce Moriaa m3behm mokasm-

BameM onrosapajyhe
TPUTOHOMETPUjCKE HEjeTHAKOCTU WM IPUMEHOM Iu(epeHIjaTHor pa-

gyyHa. V3 ropmer mspasa 3a HOBPUIMHY TPOYIJA, CIEON Ha je (YHKIUja
P(z) menpernnna za (0,2R] n mudepennujabunna ma (0,2R). Ha (0,2R)

Baskn 2P (z) = 2R2’§I§;_ij2’z2, na je P'(z) > 0 3a z € (0,RV3) u

OK092A3
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P'(z) < 03a 2 € (RV3,2R), tj. makcumym dyrrmaje P : (0,2R] — R ce

noctuske 3a r = Rv 3.

4. p nnaBux Kyraumna Tpeba pacunopenutu Ha b+c+1 Mecta (npe npse Gexe
niu upsene kyraune, usmeby k-te un (k + 1)-Be Gese mim npBeHe Kyruiume
(3a ke {l,2,...,b+c—1}), nocae nocuenme Gese UM UPBEHE KYTIIULE).
Ako je p > b+ ¢+ 1 oo muje moryhe ypamutu (Tj. y oBOM ciyudajy ce y
OUII0 KOM pacmopemy HEKe IJaBe KyTJUIe Hajase jelHa IMOpen ApyTre), ma
je Tpaskenu Opoj mauwmna 0.

Axo je p < b+ c+ 1, 3a pacnopen maaBux Kyriauna tpeba mzabparu p on
b+c+1 mecTa, mWTO Ce MOX¥KE ypaaUTH HA, (b+;+1) HauYMHA; pacnopena 6eanx

Y IPBEHUX UMa (bf ,) (mepmyTanmje ca MOHABLAKEM), Tj. Yy OBOM CIyYajy
. . (b+c+1\ (b+o)!
Tpaskenu Opoj HauMHA je .
P bl ¢l

5. Axo je n = 1, cmemu 2! +3' 44! = 32, 1j. n =1 je jemno pememe.
Heka je n > 2 u Basu 2" + 3" + 4" = 22, 3a mexo ¢ € N. Kako je 6poj
2" 4+ 3" + 4™ memapaH, TO je m 6poj x mHemapaH, ma je x° = 1 (mod 4), a
kako je 2" = 4" = 0 (mod 4) 3a n > 2, cnenn 3" = 1 (mod 4), oxrOCHO
(—=1)" =1 (mod 4). Cnemn na je n mapam 6poj. Hera je n =2k (k € N).
Jemmaunna mocraje 4% + 9% + (4F)2 = 22, Karo je 4 =1 (mod 3) u 9 = 0
(mod 3), ciemm 4% + 9%+ (4%)2 = 14+0+1=2 (mod 3), ma je 22 =2 (mod 3),
wro je memoryhie (kBagparu nenux 6pojeBa mory matu ocrarke 0 u 1 npu
nememy ca 3).

Haxrne, jequno pememe je n = 1.
Ipyru paspen, b kareropuja

1. (a) Kako je 5 =1 (mod 4), 3 = —1 (mod 4) u 357 =1 (mod 4), cnenn
(5" +2) (3" —1) 4357 (57 + 1) (" +2) (1) =1)+1-(17+1) =
3.(-2)+1-2=-4=0 (mo

(6) Kako je 20 = 64 = —1 (mod 13), cremn 260 = (26)10 = (-1 =1
(mod 13). Kaxo je 33 =27 =1 (mod 13), cremu 370 = (33) 3=1%.3=3
(mod 13). Maxme, 2°° + 37 =1+3 =4 (mod 13), tj. oBaj 6poj HUje nemUB
ca 13 (Tanrenra 54, ctp. 46, [lucmenn 3anamu, 3amaTak 3).

2. Yrnosu <APB u <AQ@QB cy
yrioBu Haz TetuBoM AB y Kpyros-
nma ki u ks, pemom, ma Cy KOH-
CTAaHTHM ” He 3aBuce ox uzbopa
rauaka P u @, tj. ABP(Q uma ucre
yriaose, 06e3 o003upa Ha TMOJOXKA]J
npase PQ.

OK 09252

Heka cy P1Q1 u P,Qs nBa moryha mono:xkaja npase PQ. Cuaenu ABP;(Qq ~
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BP, BP. BP
ABP>(Qs, ma Baku el - 2 OMHOCHO OIHOC ——— HE 3aBUCU O

BQ: BQ»’ BQ

nojo:kaja mpase PQ).

3. Mopa outu x1,x2,x3 = 0.

Heka je r1 < x2. OpysmameMm mpBe nBe jeqHauuHe ce mnobuja xp — To =

Vs — /22, ma je x3 < x2. AHajormo, us ro — r3 = /r1 — /T3, KaKO
je 3 < xo, caemu r1 > r3. KoHAUHO, M3 1 — X3 = /X1 — /T2, KAKO je
x1 € X2, cienu x1 < x3. Hakue, 1 = 29 = x3(=t). PemaBamem jennauune

-1+
tJr\/?:l,1_1061/1jace\/%zT\/g
-1 5 3—V5
jo Vi= +V5 \/—.

5 , OJIAKJIE je T] = Tg = XT3 = 5

Cayuaj x1 > xo ce pa3Marpa aHAJIOHO.

. Kako je v/t > 0, jenuna moryhuoct

3-V5
—
4. Tlomynpeunurk r je Behu on moaynpeyHuKa KpPY:KHUIE YOUCAHE Y
Tpoyrao umje cy crpamune a + b, b + ¢, ¢+ a. Heka je r; momympe-
YHUK KPY/KHUIE YIUCAHe y Taj Tpoyrao m § meroB mnoiyobum. Cienu

Iakse, jeMHO pememe OBOT CUCTEMA je T = Tg = &3 =

1
s=3- ((a+b)+ (b+c)+ (c+a)) =a+b+c, ano popMmynama 3a TOBPUIMHY
OBOI' TPOYTJIA CJIEIN

rms=P=+/s(s—(a+0)(s—(b+¢c))(s—(c+a) =+ abcla+b+c),

Vabcla+b+c) \/ abe
a+b+ec “Va+b+ec’
5. Bumern pememe mpBor 3amaTka 3a IPYTH paspen A kareropuje.

na jer>ry =

Tpehu paspen, A kareropuja

. T T T T T 3
1. KaKOJe0<—<—1/1tg:c>x3a:c€(O,—),cnej_mtg—>—>—,
. n 2 2 n n n
omakie je
tg? Z 1 1 9
SinQﬁ: gg =T > > 1- 2 = )
n 1+tg®Z 1+tg* X 1+(§) n2+9
n
. T 3
T]. SIn — > —/——— .
n n?+9

T T
2. Hexka je w = cos§ + - sing. Axo je tpoyrao ompeben Taukama a, b

U ¢ MO3UTUBHO OPUjEHTUCAH, Bakn ¢ — a = (b — a) - w, a aKo je HeraTUBHO
opujenTucan saxku ¢ —a = (b —a) - @.

c
1° Axo je a = 0, mopa 6utu b # 0, na je 2z = ——; y 3aBUCHOCTU OPU-

jeHTauuje, cienu wau z = —w win z = —w. Kako je |—w| =|—-o| =1,
ciaenu TBpheme 3amaTka.
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2° Heka je a # 0. Ako je Tpoyrao onpeben raukama a, b 1 ¢ TO3UTUBHO
opujenTucan, kako je w? = w — 1 (w # —1 je pememe jenmaumne
—1=w) majel=1+w’=1+w)(l—-w+w?), cremn

a(—w)?+b(—w)+c = aw’ —bw+c=a(w — 1)—bw+c = c—a—(b—a)-w = 0.

Hakme, z = —w je pememe jeaHaumse az? + bz + ¢ = 0, Ia Kako
je | —w| = 1, cnemn tBpbheme 3anarka. AKO je TPOYrao HETATUBHO
OPUjEHTUCAH, AHAJOTHO Ce IOKa3yje Ha je z = —W jemHO pelleHne

jemmaumne az? + bz +c =0 u Bawnu | — 0| = 1.

3. Tauka X' je momupHa Tauka CIOJba MPUIMCAHE KPY/KHUILE KOja OArOBAPa
remeny C u crpanune AB, na je X'B = AX u AX' = BX (Benuru 3anaTak;
xoMmoTeTuja ca nearpom y C' Koja CIMKa yIuCcaHu KPyT y CIOJba MPUIUCAHN
Kpyr koju omrosapa temeny C cauka M y X'; Besa X'B = AX caenu u3
pauyHa TAHMeHTHUX Kysku, jep je 2- X'B=2-AX = AB+ CA — BC).

A X X/ B

OK 09 3A 3-1 OK 09 3A 3-2

ITo Menenajesoj Teopemu npumemenoj Ha AXX'M u tauke A € XX/,

LeX'M,Se MX cinenu na cy oBe Tauke KOJMHEAPHE aKO U CaMO aKo je

XA X'L MS AB+CA—-BC LX' 1 .

- 2= 22 T2 . . . 4KO W CaMO aKo je

AX' LM SX ~ AB+BC—CA LM 1 2RO M eanoaro
CM LX' 1 1 AB+BC —-CA

= = LM AB+CA—-BC .
MX" LX'+LM 1+ 5% 1+ 45ipc——ca 2-AB

Heka je C' momuosxje Bucune us remena C, a r IOJyIPEYHUK YIUCAHE KDYk~
aune AABC. V3 uspasa 3a nospmuny nospimuay rpoyraa ABC (P) crnenn

7
CC/AB:2P:T(AB+BC+CA)7 omaxe je cc _ AB+ BC +CA

2r 2-AB
I A
Kako jo ACC'X! ~ AMXX', cnoqu A2+ BC+CA €O CX1
o MX

2. AB
.  CM —AB+BC+CA
— , O1a& e je = .
Mx o ORI 2. AB
W3 mperxonnor caemu na cy tauke A, L, S KoJuHeapHe akO U CaMO aKo
Baxu

AB+BC—-CA CM —-AB+BC+CA
2-AB MX! 2-AB ’
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1j. ako u camo ako Baku AB = CA (Taurenra 54, crp. 20, Harpanuu
samanu, M756).

4. Hexa je d Tpaxenu 6poj. Kako d | n'®> —n 3a ceako n € N, cnermjanuo
3an=2mun=3 ciuequ

d | 2¥-2=2.(22-1)=2-(20-1)-(20+1)
= 2.63-65=2-32.5.7-13,
d | 3¥-3=3(3"-1)=3-(3-1) (3"+1)

= 3.728.730=2%*-3-5-7-13-73,

na je d < (2-3°-5-7-13,2*.3.5.7-13-73) =2-3-5-7-13 = 2730.

Ca mpyre crpame, mo mMasoj ®PepmaoBoj Teopemu, 3a cBako n € N 6poj
n'® —n je memus ca 2, 3, 5, 7 u 13. 3aucra, axo je p mpocTt 6poj, 3a
cBaku npuponan 6poj n Baxku nf =n (mod p) (mocnenuna mane Pepmaose
Teopeme), ma ce (mpumenoMm 3a p € {2,3,5,7,13}) nobuja

11 11
ntd—n = n-(n—1)- > nF=(n*-n)- > n* = 0 (mod 2),
k=0 k=0
5 5
n—n = n-(n*-1)-3Yn*=m>-n)- X n* = 0 (mod3),
k=0 k=0
2 2
n—n = n-(n*-1)-a*=m"-n)- X n* = 0 (modb),
k=0 k=0
n?—-n = n-n=1)-(nS+1)=n"-n)-n+1) = 0 (mod7),
nt¥—n = 0 (mod 13).

Ilakae, Tpaskeru 0poj jed=2-3-5-7-13 = 2730.
5. Ha Tabny ce moske cmectuTu 41 joBal, Tako Oa je UCIYHEH yCJIOB

sanmatra (camka OK 09 3A5).

Heka je rompurypammja roja wmcmy-
BbaBa yCJIOBE 3aaTKa Q0NYCmuada.

Jlema. He moctoju momycTuBa KO- Py
HPUrypamuja y K0joj je 6poj moBama
Behu on 41.

Jloxas. Tpeba mokaszatm ma je Gap ()
8 mosa mpasHo (Tj. Ha BUMa Ce He
HAJIA3U JIOBAI).

AKO ce HAa HEKOM YTraOHOM TOJbY [
HaJIa3W JIOBAII, Tala Ce Ha AUjaroHa-
JIV Ha KOjO] Ce HaJa3u He CMe HaJjas-
UTU BUIIe JoBana, Tj. wuma oap 6 O
[IPA3HUX MOJbA.

o0 00000
o/0/00/0/0O0
el
c| o000 0 00

>

=

5

Ha npyroj mujaronanu nyskuse 7 Cy wiud Opa3Ha yraoHa mosba (makie jour
2) Wiy, aHAJOTHO, AKO je JIOBAIL HA YTaOHOM IIOJbY, OCTaduxX 6 je mpasHo.
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Kako je 3a oBe mBe mmjaromasie 3ajeIHUYKO CAMO jeIHO MOJHE, CIAEON Ia U
Yy OBOM ciy4ajy mMa 06ap 8 mpas3Hux moJba.

Axo cy yraona noJsa npasHa, Tpeba IqoKaszaTu Ja mocToju 6ap jorr 4 npasHa
mosba. AKO je HeKa Ol aujaroHaJia Ay:KuHe 7 Y MOTIYHOCTU IIPa3Ha, TO je
0b6e3beheno. Vuaue, HA cBakOj Om AuWjaroHajda IyKUHE 7 TOCTOju Oap
2 JoBIAa, a HAa CBAKO] OX OBUX MUjArOHAJIA MOCTOje€ U Kpajmu JIOBIU, Tj.
JIOBIIY KOjU HA OUjaroOHAJMU Ha KOjO] Ce HaJla3e Halanajy yTraoHO MOJbE.
Kpajmu soBam y oBOM ciy4ajy MOpa HamaIaTh TAYHO 2 JOBIA (He MOKe
0, jep Beh mamana jemmor; me moske 4, jep je Kpajmu), Ia je OH KPajbu U
Ha APYTOj IUjaroHaJM Ha KOjOj ce HAJIa3WU.

1° Yxoauko ce Kpajmu JOBAIl HAJNA3W U MOJBHY KOje je 3ajeqHUYKO 3a
nujaronasue nyskuse 7 (yewmpaarno nosme), NpasHa Cy IO TPU HOJbA
Ha obe AmjaroHalie Ha KOjuUMa ce HaJasu (Tajga OH Hamaza 2 yraoHa
nosba), Kao U mpeocrtasa 2 yraoHa nosma. lakiae, npasHo je Gap 8
moJna.

2° YkoJNMKO ce JsoBall Hajla3W Ha IOJBY KOje MMa 3ajeIHUYKO TeMe Ca
YraoHUM IOJbEM, TPA3HO j€ jeqHO O MOoJha Ha APYroj] AUjaroHaJId Ha
K0jOj ce HaJsasu (Heka je 0BO mosbe dodesmero ToM JoBLy). Ako je so-
Ball HA TOJbY KOje UMa 33j€THIYKO TeMe Ca MEeHTPAJIHNM IIOJbeM, IOPe
YTaoHOTI IOJba KOje My OJroBapa, IPa3HO je U IOoJbe KOje Ce HaJa3u’
n3Mebhy Tor yraoHor mosa u mosba Ha KOMe ce JoBall Hasasu (Heka
je oBo mosme dodenero ToM soBly). Kako cy mosma Koja cy momesbeHa
JIOBIMMA pa3iuumuTa (CHOpeqHe NUjaroHase LysKUHEe 2 HeMajy 3ajel-
HUYKUX [0Jba), CIAEIU Aa Uy OBOj CUTYaUUjU IOCTOju 0ap 8 mpasHux
oJba.

W3 mperxomue seme ciaenu ga HE MOCTOjU HOMYyCTUBA KOHOUrypamuja y
KO0joj je Opoj moBama Behu on 41, ma je oaroBop Ha murame 3amaTra 41.

Tpehu paspen, b kareropuja

-

1. Rako & npunana pasuu oapebhenoj BekropruMa @ 1 b, OH je OpTOTOHAJIAH

ik
maaxb=| -1 1 1|=(1,3,-2) (i,j,k cy jeqMHUYHU BEKTOPU T, Y U 2
2 01

oce, penom). Heka je &= (k,l,m). Iz ad-Z =1, b-i=0mnu (1,3,-2)-&=0
ce mobuja

-k + I + m = T,
2k + m = 0,
k + 3l — 2m = 0.

OBaj cucrem uma jeaunacrseno pememe (k,[,m) = (f% , g ,3), Tj. TpaskeHu
BEKTOD INOCTOJU U jeNHAK je (f% , % ,3) (Tanrenra 54, crp. 45, [ucmenu

3azany, 3anaTak 2).
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2. Hera je <BAC = a u mera cy M’ u N’ npojexnuje tauaka M u N ma
npase AC u AB, penowm.

Tana je
MM’ AC NN’ AB
AM = — = — u AN = — =—)
sina  sina sina  sina
AM  AC
ma je AN = AB’ 1j. Tpoyraosu ABC u AMN cy cauunu ca koepuim-
JEHTOM CIMYHOCTU
N
C _— =
e BC sin

OK 09352

3. Jemmauwmna 2% = @ MMa pemema ako W caMo ako je a > 0, ma je 3axTeB
3aJaTKa EKBUBAJIEHTAH ca oapehuBameM CBUX p 3a Koje jemHauuna (p —
Dt? —4-t+ (p+2) = 0 uma Gap jemHO HO3MBUBHO pememe. Ako je p = 1,

OBa jeIHAYMHA j€ JIMHEeAPHA U HEHO Deleme je t = 1 > 0. Ako jep # 1, oBa

jemHauMHa je KBaIApaTHA W HeHa AUCKpUMuHaHTA je 16 —4-(p—1)(p+2) =
4-(2—p)(p+3). Cuenn, akro je p € (—oo,—3)U(2,00), oBa jenHaUYMHA HEMA
permena.

1° Ako je p € (1,2], rama je p— 1 > 0, ma jennaumna uma 6ap jemHO

2+ (2-p)p+3)
p—1

IIO3UTWBHO peNIeme aKO U CaMO aKO je >0 &

2++/(2-p)(p+3) >0, mro je Tauno.
2° Axo je p € [—-3,1), tana je p — 1 < 0, na jegumauuna uMa 6ap jegHo
2—v(2-p)p+3)
p—1
2—V(2-p)p+3)<04<2-p)p+3)<(p—1)(p+2) <0, mro

je mauno ako je p € (—2,1).

IMO3UTWBHO DpelIemhe aK0 U CaMO aKO je >0 &
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Harme, monassa jemHaumHa MMa Oap jeOHO pEIIEHmEe aKO MW CaMO aKO je
pe (—2,1)U{1}U(1,2]=(—2,2] (Taurenra 51, ctp. 49, [lucmenu 3ananu,
3azarak 1).

4. Hera je ¢ = 1 u HeKa je KOIKa CMEIITEHA y KOOPIAUHATHU CUCTEM,
—_— — —_— "
Tako na cy AB, AD u AA, jemunuuynu BEeKTOpU T, Y U Z OCe, pemom. Y

OBOM KOODIWHATHOM CUCTEMY j€ P(% ,0,0), Q (1, % ,0), R(l,l,%), P—Q) =

11 PP 1 1\ Py PP 111 : :
(3.%4,0), PR=(3.1,3), PQx PR = (%,—%,7), na je paBan Koja caapxu
Tauke P, Q u R 2x — 2y + 3z = 1. OBa paBau caap:ku tauke R (0,0, %) u
D1(0,1,1), ma Kako je mpecek ABe HemapaJiesJHe PABHU NpaBa, CIEAU Ia je

npecevna gurypa kouke u pasau PQR neroyrao PQRD1R;.

Kako je meroyrao cumerpuvyan y OmHOCY Ha paBaH KOja CaIp:Ku Tauke B,
— — e
Bi, D, Dy, cienn nma je meros obum O = |PQ| + 2 |QR|+ 2 |RD,| =

/1 1 [ 1 1 / 4 V2
Z+Z+O+2~ 0+Z+§+2' 1+0+§—7+\/13.

Axo je ¢ yrao umsmeby paBuu PQR wu zy-paBHU, Tamga je CoS(
(Oa 0, 1) ) (2a -2, 3) _

U BeHe NPOjeKIyje Ha HEeKy paBaH, PeIoM, W IPUTOM ¢ yrao um3meby

PaBHEM y KOjO] ce Hajla3u (UIrypa W PaBHM y KOjy ce IPOjeKTyje, Tana

Ako ¢y P u P’ nospmuHa Heke (urype

je = . Kako ce meroyrao m3 3amaTka IpoOjekIujoM Ha Ty-pPaBaH
cos ¢

upojekryje y neroyrao APQCD u Baszku P(APQCD) =1—P(APBQ) = g ,

7

s 7V 17

cremn na je P(APQCD) = —%— = —— |
cos 24

-
-
—_—
-

OK 09354

Xomoreruja ca HEHTPOM y A 1 KOeQUIUjEHTOM @ CJIUKA jeIUHUYHY KOIKY
Yy KOIIKY MBUIE ¢. Kako je OmHOC Hy:KMHA CJINKE M OPUTMHAJIA jeIHAK KO-
epUIUjeHTy XOMOTeTH]je, & OJNHOC IOBPHIMHA CJIUKE U OPUTHUHAJNA jelHAK
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KBaApaTy KoepuumjeHta XoMoTeTuje, ciaenu aa je obum neroyria APQCD

2 v
jemnax a - (% + vV 13), a HOBPIOWHA a - % .

5. Bumeru pememe npsor 3amartka 3a tpehu paspen A kareropuje.
YerBpTH pa3pen, A kareropuja

1. Heka je g(z) = 2¢¥ — y3 — 4. ®dynrmmja g je mobpo medunmcana u
H6eckonauyno myrta gudepenuujabunna Ha [2,00). IIputom je ¢'(y) = 2¢¥ —
3y%, 9" (y) = 2e¥ — 6y, g"'(y) = 2¢Y — 6. Kopucrehu e? > 6, pemom caenu:

- g"(y) =2e*—6 >0, 1j. dpyrrmmuja ¢” je pacryha ma [2,00);

"(2) > 2e? — 12 > 0; xako je ¢’ je pacryha ma [2,00), ciems ma je
"(y) >03ay € [2,0), na je pyarmmja ¢’ pacryha ma [2,00);

g'(2) > 2e* — 12 > 0; wako je ¢’ je pactyha ma [2,00), ciemu ma je

g (y) >0 3ay€[2,00), na je pynrnuja g pacryha ma [2,00);

- g(2) > 2¢2 — 12 > 0; Kako je g je pactyha ma [2,00), caenu ma je
gly) > 0 3a y € [2,00). Opmasme ce menocpenHo nobuja TBpheme
OpBOT Oesa 3aIaTKa.

dyurnuja f je KOpekTHO nepuHMCAHA W OBa MyTa audepeHnujabuina Ha
(0,00), na je 3a Apyru meo 3amaTka LOBOJLHO mokaszaru ga je f”(x) >0 (3a

x € (0,00)). Ha (0,00) je f/'(z) = g — u f(z) =

2 2
() et ] ) [e (5)]
22 3 22
2

Kako je > (0, HOBOJHHO je MOKa3aTyu Na je m3pa3 y IMOocie-

2
()

IIOj 3arpamm mo3uTmBaH. Kako je z+ — > 2 3a x € (0,00), kopucrehnu
T
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2 2
HejeﬂHaROCT IpBOT AOeJa 3aJaTKa, IIocJenme cjaenn 13 €x+% T3 1+ 5
T T
2 1 1L, 2 2 1 5 2 2 1
el | G B I R R R R R R

2. Ilpasa CY je pamukamnua oca onucanux kpyrosa NAHC u AEBC, na
je MOBOJLHO mokasaTy ga X MMa UCTY IMOTEHIU]Y Yy OJHOCY Ha OBEe KPYTrOBe.
[Morenmuja Tauke X omuocy ma kpyr onucan oko ANAHC je XA-XH, ay
onnocy Ha Kpyr onucad oko ABCE je XE - XF (kpyr omucan oko ABCE
je kpyr Han npeunukoMm BC u canpsxu tauky F| jep je <BEC = <BFC =
90°). Kaxko je werBopoyrao AFHE terusan ({AFH = <HEA = 90°), u3
noreHnuje tauyke X y OAHOCY HA ONUCAHU KPYT OBOT UETBOPOYTJIA, CJIIEIN

XE-XF=XA-XH (Taureura 54, crp. 20, Harpanuu 3ananu, M754).

OK094A2

Zpyzo pewewe. Hera je T uuBepsuja ca meaTtpoM y C U HOIYIPEYHUKOM
VCA-CE =/ COD-CB (jep je wersopoyrao ABDE terusan (<BEA =
<BDA = 90°), a npousBox moJ KOpeHoM je norenuuja rauke C'y omgHOCY
Ha onucaHu Kpyr derBopoyraa ABDE). Kako je u uerBopoyrao AFHE
retuBal (MAFH = <HEA = 90°), ciequ CE - CA = CF - CH, na je
I(A)=FE,I(B)=D,I(F) = H. Cnenu na I cnuka npasy EF y onucaxn
kpyr AAHC, a upasy AH y onucanu kpyr ACEF (0QHOCHO OnuCaHU KPYT
ACEB).

Iakne, tauka X (upecek npasux EF u AH) ca Z ce ciura y Y (mpe-
cer omrosapajyhmx kpyrosa), ma cy rauke X, Y u nenrap unsepsuje (C)
KOJIMHEAPHE.

3. Tpeba oapemutu ocratak 6poja x = 22 + 1 npu mememy 100, 1j. mpu
nemeny ca 4 u npn mememy ca 25. Kako je 22 > 1, cnemnm 4 | 22" ma je
=1 (mod 4).

Ako je p > 2 npocr 6poj, oH je menapad. Heka je p = 2k + 1 (k € N).
Crmemn 2P = 221 = 2. 4F = 2. (—1)* (mod 5), ma je 2° = 2 (mod 5) ako
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je k mapuo, ommocuo 2P = 3 (mod 5) aro je k menapuo. Tarobe je 2P =0
(mod 4), ma je wum 2P = 12 (mod 20) wun 27 = 8 (mod 20) (no EKMHECKO]
TEOpEMU O OCTAIUMA, TPETXOMAHU CUCTEMU jeTHAUNHA UMAjy jeIUHCTBEHO
permeme y cucreMy ocraraka 1mo momyiy 20).

Ha ocroBy Ojmepose teopenme je 2%° = 1 (mod 25) (Bamm (2,25) = 1), ma
je

wmz = 22 4+1=224+1=4097=22 (mod 25)
wmmr = 22 4+1=224+1=257=7 (mod 25).

IMomro je m z =1 (mod 4), ako je p > 2 Basku unu = = 97 (mod 100) nin
x =57 (mod 100) (mo KMHECKO] TeopeMM O OCTanuMa, MPEeTXOMHN CUCTEMU
jemHaunHa UMajy jeIUHCTBEHO pENIelmhe Y CUCTEMY OCTATaKa IO MOIYJLy

100).

IHaxrne, ako je p Hemapan npocT Opoj, ocTaTak npu gembeny x ca 100 jennak
je miu 57 wiu 97 nam 17 (oBo y cayuajy p = 2), onakie ce nobuja 0aroBop
Ha MUTAE 3aTaTKA.

k
4. Hexka je p(z) = Z anz” (k= degp). U3 ycaosa je p(x) = p(ex) = p(e’z)
n=0

(3a cBako = € C), na je

(jep je 1 +&" +¢&?" =0 aro 3t n, omgocuo 1 + " + 2" =3 axo 3 | n).

3a mee m,n u k € Ny Baswu m> — n® | m?* — n?* ma cremm m? — n? |

p(m) — p(n), onakne 23 — 13 = 7| p(2) — p(1) = 8, mro je memoryhe.

Iakse, He MOCTOjU MOJMHOM Ca HABEIEHUM OCODMHAMA.

5. Bunmern pememe neror 3anarka 3a Tpehu paspen A kareropuje.
YerpTu pa3pen, b kareropuja

1. dynrmumja f: R — R, nepumucana ca f(r) = 2> —322 -9z, je mudpepennu-
jabunua ma R u Basn f'(z) = 322 —62x—9 = 3(x+1)(x—3), ma crporo pacre
Ha (—o00, —1) m na (3,00), a crporo onazxa na (—1,3). Ha cBakom unrepsBaxy
CTpOre MOHOTOHOCTHU [ MOKe y3uMaTu (PUKCHY BPEIHOCT HAjBUIIE j€IHOM,
na je 6poj pemema jemHauube f(x) = a HajBume 3 u jemHak je 3 ako OBa
jenHadmHA MMa IO jenHO pellel-e Ha CBAKOM OJ MHTEPBaJia MOHOTOHOCTH.
Kaxko je zEmoof(:c) = —o0, f(-1) =5, f(3) = —27, :nlglgo f(z) = oo, caenn

na je f(*ooaf]-) - (70075)3 f(f]-ag) = (72775)3 f(3,00) - (727, OO), na
jemmauuna f(xr) = a UMa TpPU PA3AMUUTA DEUIeHa aKO U CAMO aKo je a €
(=27,5) (Tamrenra 52, crp. 44, lucmenn 3anmamu, 3amatak 1).
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2. Hexka je r mosynpedHur Mame, a
R nmoyupeunuk Behie ocHOBume Kyie

r .
n o = —. Heka je s usBomuura, a

h Bucuna kyne. OcCHEU Tpecer KyIe
je jemHaKOKpakKu Tpame3 y KOju ce
MOKe YIMCATU KPY/KHUIA. Kaxro cy
Kpamu TOr Tparmesa S, a IY:KUHE OC-
moBura 2r u 2R, canenu 2s = 2r+ 2R,
Tj. s=r+ R.

R—r

OK 0945 2

3 nonaTka o mosprmmanr omotaua caem 4(R:—r?)t = (R+r)sm = (R+r)*n,
3

onarie je 4R—r1) = R+7r, 1j. a = E W3 IMuraropune teopeme je

h? =35>~ (R—7)>=(R+r)?—(R—r)>=4rR = 4R%a.

[Tonynpeunuk jonre ymucaHe y KyIoy jeOHAK je IMOJOBUHW BUCHUHE KyIIe

(Tpamesa), ma je meHa 3anpeMuHa Vi = % . (R\/E)Sﬂ' = 4]?:7T -a%. 3a-
npemuna Kyme je Vi = h% -(R*+ Rr +1%) = 2B Va-(1+a+a?).

VL e T 20 30
Kounauno, Ve T 2R37r. 3 = {Tata? — 10 (TanrenTa

Va-(1+a+a?)

54, ctp. 45, lucmenn 3ananu, 3amatak 1).

3. U3 Bese kojoMm je mepmHucan HuU3 ce mobuja x4 = 2, x5 = 1, 6 = 2,
7y = 3, vg = 2. Wunykmmjom je x,414 = =, 3a cBaxko n € N. 3awncra,
Oa3a MHOYKIMje je camp:kaHa y ropmaM pauyHy. Heka je tBpheme TauHo
3a CBe ujaHoBe HU3a uuju je mnaexc He sehu ox n+4 (n > 3). Tazma je
Tp4s = Tntd — T3+ T2 = Tp —Tp—1+Tp—2 = Tp41. Harae, Baxku xop = 2
3a cBako k € N; x4,41 = 1 3a cBako k € Ny; 24543 = 3 3a cBako k € Ny.
Pen u3 3amaTka je pen ca MO3UTUBHUM UJIAHOBUMA, T1a je MOTyhie mepmMyTo-
o0
BaTU IHErOBe UJaHOBe. Kako je E " =
k=0

7 3a |q| < 1 (36up reomerpu-

jCcke mporpecuje), ciaenu
o~ T = 1 = 1 = 1
=25 = U gmmt2 w3 ) gmw
k=0 k=1 k=0

n=1
1) = 1 =1
= (”g)'ZWH'Zng
k=1
4

E

w

k=0 —
I 81+2 9
9 117 9 8

= — - = 2 .
* 10

33 14
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4. Bunmeru pememe Tpeher 3amatka 3a npyru paspen A kareropuje.

5. Ako je a = 0, 3a cBako = > 0, x # 1 Bawu log, 2> = 2, na je (y oBom
cayuyajy) x € (0,1)U(1, 00) ckyn pemema Hejennaunne (1 OH je GeCKOHAYAH).

Hera je a # 0. Hejennaumua nva cmucaa 3a x € (—a,1 —a) U (1 — a,0).

1° Axo je z € (—a,1 —a), Tana je 0 < z+a < 1, a nosasna nejeqHavymna
je exsuBasentHa ca 22 + a® < (z + a)?, ommocHo ca 0 < ax. Awo je
a > 0 pemema cy z € [0,00)N(—a,1 —a), ma 3a 1 —a > 0 Hejennaunna
rMa GECKOHAYHO MHOTO pemema, Iok 3a 1 —a < 0 nema pemema. Ako
je a < 0 pemema cy =z € (—00,0] N (—a,1 —a) = (), ma 3a oakse
BPEIHOCTU MapaMeTpa @ HEMa pemiea.

2° Ako je z € (1 — a,0), Tana je 1 < x + a, a mona3Ha HejenHAUNHA je
eKBUBAJIeHTHA ca 2 + a2 > (ac + a)2, omuocHo ca 0 > ax. Ako je a >0
pemema cy x € (—00,0]N (1 —a,0), na 3a 1 —a < 0 HejexHaunHa UMAa
GeCKOHAYHO MHOTO pemema, n0K 3a 1 —a > 0 mema pemema. Ako je
a < 0 pemema cy x € [0,00)N (1 —a,+00) = (1 —a,00) (1j. y oBom
ciyuajy umMa GeCKOHAUHO MHOTO PEIIeHA).

W3 1° cmemm ma mosasHa HejegHAUYNMHA WMa OECKOHAYHO MHOTO peIlemna
ako je a € (0,1). V3 2° crenu na mosasHa HejenHAUMHA MMa OECKOHAUHO
MHOTO pemema ako je a € (—o00,0) U (1,00). M3 1° u 2° caemu na monasna
HejeHAUMHA HeMa pellema ako je a = 1.

Iakme, jenuHCTBEHA BPEAHOCT ITapaMeTpa a 3a KOjy MOJIa3HA HejeIHAUnHA
nMa KOHAYaH CKYI pemema je a = 1.

PEIMEIHA 3AJATARA ITPKABHOTI' TAKMMUYEILEIHLA V13
MATEMATHWRE YYEHMEKA CPEIOILUX IITKOJIA, 28.03.2009.

ITpBu pa3pen, A rareropuja

1. HeRajet:x—i—%. Rako je 302—1—3%2 = ($+%)2—2=t2—2, ciaenu na je
f(t) = t?—2 3a cBako t > 0 KOje ce MOEKe TPEeACTABUTH Y OOJIUKY t = x+% ,
x> 0. KRaxko je ac—l—%:t(:)acQ—tx—i—l:O(:) (I—%)2:%, cirenm na ce
IO3UTUBHU OpojeBu t < 2 HE MOI'Y NPEACTABUATU y TPAKEHOM OOJIUKY, IOK

ce ocranu no3uTUBHU OpojeBu (¢ > 2) Mory mnpexactaBuTu (HA HPUMEDP 3a

p = LTy

Ilakme, Besa u3 3amaTka oxpebyje f camo 3a t > 2, ma je f(t) =t? — 2 3a
t > 2, nork 3a 0 < ¢t < 2 pyHENUja MO:Ke OUTM IPOM3BOJLHA, Tj. IMIOCTOJU
OeCKOHAYHO MHOI'O (DyHKNMja KOje 3a10BOJbaBajy YCJIOB 3alaTKa.

2. Hera cy 0,01,02,07,04 u ro,71,72,7], 75, PEIOM, UEHTPU U IOIyIPeE-
uHUnU KPyrosa ko, ko1, ko2, k1, k2. Hera cy P u @ upojekuuje O] u O} na

AB, penom. Bamm rg = 48 ry = 48y py = Z8

2 2
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Be3 ymamema onmroctn, Heka je AC > BC. Kaxo ce ko u ko momupyjy,
caequ 0205 = rh +ry. Karo je u Q02 = COy — CQ = ro — 1 (Baskn
C — Q — 0y), u3 npasoyraor AOLQ0s caemm

03Q% = 04,05 = QO35 = (ry+72)" = (r2 = 73)" =drira. ()

A 0, POC Q0. B
P 091A2
Hera je S Taura nomupa kpyskHUna ko u ko2. Tana je OO0, = OS — OLS =

ro—1rhbmOQ =0B—BC+CQ=1r9—2ry+7r, (Baskn O —C —Q — B). Uz
npasoyraor AOS0Q cnenn

2 2
LQ? = 0507 —0Q% = (ro —14)" — (10 — 2 +75)". (&%)
2
N3 rg = r1 +re, (B) u (&) cienn vy = ry — 2o M2 Coano je
o To T+ T
ry = . 1+27"2 = rh. Hera je r = 1} = rh. Uz () je OLQ = 2,/773 u
1

O/P=2/rr1.

Hera je E nomuosxje mopmaiae uz O) ma Oy P. Tana je OGFE = PQ = 2r u
O/E = OyP — 04,Q. W3 upasoyraor AO EO), kako je r(ry +re) = rira,
caenu

2 2
0,0, = O|E?+0LE? = (O, P — 0,Q)" + 4r*
= dr(ry +ry — 2y/1172) + 412
= dryry —8ry/Tirs +4r2 =4 (V/rirs — r)2

Kaxko je r < rqi,rq, cieqn O[O0} = 2 (\/W — 7“), ma je NpeyHWK HajMamer
KpyTa KOj! Caapwu u nomupyje kpyrose ki u ky jenmax O10542r = 2,/ri73 .
Ca mpyre cTpaHe, U3 moTeHNUje Tauke D y omHOCY Ha KpyT ko ciemu CD? =
AC -CB = 4riry, ma je CD = 2,/7173, onakne cinenu TBpheme 3anaTka.

3. Hera je cBakOM O yOUEHHUX JYKOBA IPUAPYKEH KPY/KHU OJICEUYAK
OrpaHUYeH TUM JYKOM M TETMBOM KOja Cllaja H.eroBe Kpajme Tauke. Ilo
YCIOBUMA 3a0aTKa U IIPECEK CBaKa TPU OBAKBA OJCEUKa je Helpa3aH. Kako
Cy OXCeYIM KOHBEKCHE (urype, mocroju Ttadka (meka je to S) kKoja je
camp:kaHa y CBakoM ojceury (oBo TBpbeme je mosmato m rao Xenujesa
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reopema). Kako cy mysKuHE yOUEHUX JIYKOBA Mamhe O MOJIYyOOuMa KPyyKHU-
e, HUjenaH on \Ux He caap:ku neHrtap kpysxaune O. Heka cy mpeceune
tauke npase OS u kpysxuune A u B, rako na je B— 0 — S.

Tana tauka A mpumana CBM yOUEHUM JIYKOBUMA; aKO OU HEKU OJ JyKOBA
camp:kao Tauky B meroBa my:kuHa Ou Owiia He Marma O IMOJyobuMma Kpy-
sxaune. Craemu na tauka B He mpunana HUjeTHOM Ol YOUEHUX JIYKOBA.

4. Anasuza. Herka cy D u E cpenumra ny:xu BC u nyka BC. Hexa je F
rauka nyxku AC, tako na je EF tpaxkena npasa. Heka je G npecek npaBux
AD u EF. WNsnommena auanja ADE nenu ¢urypy Ha ABA MO MOBPIIMHA
jennaka meia, na cy AAGF u AGED jenunaku no nospmuau. Cienu na cy
no noppmuay jenaaku u ANAEF u AAED. Kako je AE muxoBa 3ajeqHuYKa
CTpaHula, CJIeau Ia Cy jedHakKe BUCUHE KOje oarosapajy crpanuru AFE, Tj.
mopa 6utu DF || AE.

FKonempyruyuja. Hera cy D u E cpemumra nysxku BC u ayra BC. Hexka je
F rauka npecerka npase AC u mpase koja canp:ku Tauky D, a mapaJieiaHa
je ca AE. Tpaxkena upasa je EF.

Jloxas. Cinenu HEOCPETHO M3 aHAJIMU3E.

Juckycuja. Kako je 3axTeB 3amaTka KOHCTPYKIMja Oap jemHe mpase,
OUCKycHja je HemoTpeOHa.

P09 1A 4-2

5. Herka je k € Nu z =2-10* — 1. Kaxo je

22 (2-10F 1) =4-10% —4-10% 41
— 400...0-400...041=399...9600...01,
— ~—— T =
2k k k—1 k—1

36up mmdapa 6poja x? jemnak je 3+6+1+(k—1)-9 = 9k+1. Ilakre, cBakn
6poj obaura 9k + 1 (k € N) jemnar je 30upy umdapa HEKOr KBaapara, Ha
je makas u 2009%°%8 jep je 20092008 = 12008 = 1 (mod 9).
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Lpyzo pewewe. Hera je k € Nu x = 33...32. Kaxko je

k—1
10F—4\* 1
2 2 2k k
= 33...32° = — - (10" —8-10 16
k—1
1 2k 1 k
= §-(10 1)-8- 5 (10" —=1) +1
= 11...1-88. 8+1=1 .1022...24,
—_—— = H/—/
2k k k—l k—1

36up mudapa 6poja z? jemnar je (k—1)-1+ (k—1)-2+4 =3k +1. Ilakmue,
cBaku 6poj obnmka 9k+1 (k € N) jennak je 36upy nunpapa HEKOT KBaaparTa,
na je takas u 2009%0%8 jep je 20092°%% = 12008 = 1 (mod 3).

IlpBu pa3pen, b kareropuja

:4571(1110(‘113)1/133:2751
(67" + (@) +3- (39" = (-7 +
3) (Tamrenra 52, ctp. 41, Iucmenn

1. Karo je 5?2 = 25 = —1 (mod 13), 4
(mod 13), cmemm 5'0% 4 4% 4 3100 —
(~1)* 431 = -1-14+3=1 (mod 1

3azanu, 3agarak 14).

2. Ananuza. Hera je O nenrap onucane kpysguune ANABC u C cpenure
crpanune AB. Tana je OS L AB (cumerpaJsia yria 1 HaCIpaMHE CTPAHUIE
TPOYIJIA Ce CEeKy Ha ONKCAHO] KPYsKHUIM TpoyTia), a C npunama npasaMa

OS uCT.

Konempyruuja. Heka je O menrap onucane gpysxaune AV ST. Tauka C je
Ipecek mpase Koja canpsku V, napauente ca OS, u Te Kpy:kHULE (PA3IUIUT
on V). Taura Cy ce nmobuja y upecery npase CT u OS, a tauke A u B y
npeceky npase Hopmaane Ha OS kpo3 C u onucane kpyskuune AV ST.

Zoxasz. Tlo xkoucrpykmuju je CV 1 AB, ma CV cangpxu Bucuny us C
rpoyraa ABC. Ilo xonctpyknuju, AB je TeTuBa CUMETPUYHA y OJHOCY HA
IpaBy Koja mpoJiasu Kpo3 mnerrap kpyra (OS), na S neau nyk AB kpykHULE
koju He canpsku Tauky C Ha IBa jemHaka meia, omakie je <BCS = <CSA,
1j. mpaBa C'S je cumerpada yriaa koxn C tpoyraa ABC. Tlo koucrpykuuju,
CT canpsgu cpenumre nysxu AB, ma oBa mpaBa CaIp:KU TEKUIIHY YK KOja
onrosapa Temeny C' tpoyraa ABC.

Huckycuja. Aro cy V., S u T ronuneapse, 3amarak Hema pemema. Vuaue,
vmoryha je koucrpyrmuja tauke O. Taurka C' ce MOke KOHCTPYUCATU aKO
npasa kpo3 V napasienna ca OS Huje tanrenTa onucaune kpy:xuuie AV ST
Tj. He cme Ouru 2 - <VTS = <VOS = 90° (marane, axo je <VTS = 45°,
3amaTak HeMa pemema). Ilpecek mpasux CT u OS (raura Cp) mopa ce
HAJA3UTU YHYTAp Kpy:kHUIE, Tj. Tauke T u V Mopajy 6uTu ca pas3iuauTux
crpana npase OS5, onakie caemu na cy <VT1TS u <VTS omrpu. [Ipasa AB
e cme caapskatu C, tj. <V ST # 90°. Ms6op rauara A u B (on ase
nobujene mpecevyHe Tavke) Aaje pelnema Koja Cy MCTa IO HA CUMETPU]Y.
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Iakne, ako je AV ST Hemerenepucan Tpoyrao, ca OMITPUM YIJIOBUMA KO
remerna V u T m takaB ma yrao kon S mHuje 90°, a yrao xonm 1 Huje 45°,
nocroju jenno (mo Ha cuMerpujy) pememe. Muaue, 3amaTak HeMa periemna.

3. Kaxko je
2yt 2. (:E2+2) cy? 4 day + 2% — dxy®
= 22 (y4 — 2% + 1) —day(y® — 1) + 4% + 42%y?
= 22 - D]" -2 [z - D] - (20) + (29)° + (2a)°
= [2(? - 1) —29]" + (22y)?

1 KakKo je 30up KBaapara peajHUX OpojeBa HEHEraTUBAaH, CIEIN TPaKeHA
HEeje AHAKOCT. JemHAKOCT BayKM aKO U caMo ako je x =y = 0.

4. Hera cy «, 3,7 omrosBapajyhu yriosu tpoyria. Kako je yrao usmeby
VHyTpamke u cunoJsaimme cumerpane npas u CL = CM, ciemm na je
ALMC jennarorparo-upasoyriu (ca npasuMm yriaom xoxn temena C). Kako
je 36up yruosa tpoyrua 180°, ciemu « + S+ v = 180° u (3a ALBC)
180° = B+ 2 +<CLB = B +90° — & — 5 4+ 45° = 135° + & — 2 onaxmne
je a= [ —90°.

Heka je D mumjamerpasiHo cympoTHa Tauka omnucane kpyskauine AABC y
omunocy ua taurky A. UYerBopoyrao ABCD je meruBaH, ca HACIDAMHUM
raukama B u D (nmo ycaosuma 3amatka), na je <CDA = 180° — 8 u (u3
npasoyrior AACD) <CAD = 180° — <CDA — <ACD = 90° — (180° — ) =
G —90°.

P 09164

Hakne, BC'u CD cy teruse onucane kpy:xuaune AABC Hag ucTUM yriaoMm,
na je BC = CD. Ha ocuoBy Iuraropune teopeme (3a AACD) caemu
AR? = AD® = AC® + CD* = AC? + BC”.

5. Ykoauko ce y upBoj Bpctu u k-10j rosonu Hasasu 6poj i (1 < i < 2803),
Yy OPYToj BpCTU U k-TOj KOJIOHU C€ MOTI'Yy HaJIa3UTHU OPOjeBU KOjU CY HE MamU
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on 1; TakBux 6pojeBa nma 2803 —i+ 1 = 2804 — i, ma moryhux momymaBama

2803 2803
2 - 2804
k-Te rOoIOHE MMa 2(2804 —i) = Zj = M Kako monmymasame

, - 2
=1 J=1
KOJIOHE HE€ OrpaHnNYaBa INOIIymaBamkma APYIMUX KOJIOHA, CBaKa KOJIOHA Ce II0-

2803 - 2804) 2009

IyBaBa HE3aBUCHO O/ TPECOCTAJINX, 14 je TPasKkeHu OPOoj ( 7

JIlpyru pa3spen, A kareropuja

1. Jlememem 0Oe cTpane nmomasue jeanavnne ca 28-3-2009 nobuja ce ekBuBa-
JICHTHA jeqHaumnHa 1 = (28 -3r L. 2009””2+x+1)m_1. Ilocnenma jemnaunna je
exBUBaJICHTHA (JOrapuTMoBameM) ca z—1 = 0 mm 28-3771.2009% Fo+1 = 1.
Kako je 22+ + 1= (z + %)2 +32>0,10 jenm 20097 +o+1 > 307 e+l g 3a
CBAKO PEAJIHO X BarKU 98-37+1.90097" to+1 5 9g.30+1. 32" +utl _ 9g. g0’ +20+2

98 . 3@+D*+1 5 98 .31 5 | 1. jemmaumma 28 - 35+ - 20097° e+ = 1 mema
pemena.

Harme, jenuHOo pememe moja3He jeqHadnHe je © = 1.

2. Axo je a € Q panmoHaJHA HYJIA HOIUHOMA Anx” + pn_12" L+ ...+ ag €
Zlzl u a = B,p,q €Z,(p,q) =1, rana p | ap u q | a,. Cnenu, ako nonasua
jemHaYMHA, I(/]IMa HEKO DaIlMOHAJHO pelleHe, OHO Mopa OuTu 1nesobpojHo.
r = 1 HUje pelleme jeIHAUNHE.

Hera je x # 1. Tana je

"4+ 22" 432" 2+t nr+nt 1
= (@"+2" "+ 4+ +..+(@+1)+1

B :E"JrlflJr:c”flJr +12*1+x*1
N x—1 rxr—1 7 xrx—1 z-1
"2 -1
— —n-—2 nt2
B z—1 o n+2)x+n+1
B x—1 B (x —1)2 ’

na je moja3Ha jelHAuUMHA eKBUBaJeHTHa ca "2 — (n+ 2)z +n+ 1 = 0.
z=—1m 2 =0 HuCcy pememne OBe jeqHAUMNHE.

Axo je || >1un>1rana je (v € Z, na je u |z| > 2)

2ol < 2" o] = 27 = [(n 4 2)2 + (n+ 1)
< (n+2)z|+ (n+1) < (2n+ 3)|z,
mTo je memoryhe, jep je 2"t > 2n+3 3an > 2 (0Bo ce MOe mOKazaTH, HA

IpUMEp, MHIYKIUjOM; 3a1CTa, Baku 2271 =8 > 7=2.243, a ako je 271! >
2n+ 3, cienn 2"2 =2.2"T1 > 22n +3) =4n+6 >2n+5=2(n+ 1)+ 3).

Jemmua mpeocrasna moryhuoct je n = 1; raga jemnauwmba raacu & + 2 = 0,
U MMa PAIMOHAJIHO Pelleme T = —2.
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3. Hexka cy a,b, c onroBapajyhe crpanumne Tpoyriaa, P merosa MOBIIMHA, &
s mosyobum. Kako je a+ + v = 180°, caenu

sina+sinf +siny = sina+sinf + sin(a + )
. a+B  a-p . a+pB  a+p
= 28in ——— cos ——— + 2sin ——— cos
2 2 2 2
= QSina——i_ﬁ- cosa_ﬁ+cosa+ﬁ
B 2 2 2
= 4cosgcosécosz.
2 2 2
W3 cunmycue teopeme je a = 2Rsina, b = 2Rsin 3, ¢ = 2Rsin~y, ma kako je
b
r5:P=Z—RC,cne/1M
abc 8R3 sin arsin B sin y

r
R

2R2(a+b+c) 4R3(sina+ sin B+ sinvy)

B 2-2sin 5 cos § - 2sin 5 cos 5 - 2sin 2 cos 2
B B
4 cos § cos 5 cos 3
Lo By a—f a+f a+f

= 4sin—sin —sin— = 2 | cos — cos cos

2 2 2 2 2 2

o — « «
= 2cos 2ﬂcos ;672(:052 ;6:cosa+cosﬂfcos(a+5)*l

= cosa+cosf+cosy—1,

na je r = R - (cosa+cosf+cosy—1). M3 nperxomHor m HejeaHAKOCTHU
n3Meby apuTmMeTmuke M XapMOHUjCKe cpemmHe (KAKO jé TPOyrao OmTpOy-
DI, BasKU COS v, cos 3, cosy > 0) caenu

IR o 9 <3 coéa + colsﬁ + coé'y
R+r  cosa+cosfB+cosy 3
1 1 1

cosa  cosf3  cosy

Je,IIHaKOCT BaK aKO 1M CcaMO akKO je TpOoyrao je,Z[HaKOCTpaHI/Ian.

4.

Hera je S ©6poj cBux maprummja om n eleMeHara Ha k aucjy-

HKTHUX HOJICKYNOBa. TpaskeHa pacnopebuBama Cy CBe mapTUIUje CKyTa
{1,2,3,4,5,6}, na je pememe 3amatra S¢ + S$ + 5§ + 5§ + S8 + SE.

1° 89 = (g) =1 (cBe Kyruue cy y UCTOj KyTUJU).

2° Kako je 6 =5+1=4+4+2 =3+ 3 (upeacrasmame 6poja 6 upexo nsa

cabupra; 6 = 5+ 1 o3mavaBa ma je 5 Kyrumma y jemHOj, a jemoHA
y IPYroj KyTHjU ¥ CIMYHO 3a NPEOCTalia MPEeICTABILANA), CJIeIn

S8 0 + 0 + 0.1 31 (MHOX%EBmE Ca ! IPETXOJHOM padY
= - — = —_— T -
27 \5)"\4) " \3) 2 gy ¥ MIPETXOAHON Paty

Haly HacTaje jep cy m3bop Heke TpU Kyruuie u n360p npeocrase Tpu
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KyTJIAIe yCTBAPU UCTU U300P; OBO NEJHEHE CE jaBiba Kalda Cy HEKU O
[OACKYIIOBA HA KOje ce Aejle KyDJIUNEe UCTE KADPIUHAIHOCTH).

6 6
3° Kako je 6 =4+ 1+1=3+2+1=2+2+2, cne;[Mng()—i—()-

4 3
3 6\ /1) 1
() () 5
4\ 1
4° Kako je 6 = 3414141 = 2424141, cremu S¢ — (g)+<6> < >._ _
65.
o : 6 6
5° Rako je 6=24+1+1+1+1, cirenun S5 = 9 = 15.
6° Kaxko je 6 = 1 +1+1+1+1+1, cnemm S = 1 (popmamnno, S§ =
6\ /5\ [/4\ [3\ [2 1 1)
1 1 1 1 1 1) 6"
Tlaxse, Tpamenu 6poj je S+ 95+ 85 +55+58+58 = 14+31+90+65+15+1 =
203.

5. Herka je k € Nu o =510 — 1. Kako je

22 (5-10%1 —1)® = 25.10%+2 — 10 10" 41
2500...0-1000...0+1=2499...9000...01,
—— —— =
2k+2 k+1 k k

36up madapa 6poja z? jemmak je 2+4+1+k-9 =9k + 7. Iaxme, cBaku
6poj obmuka 9k +7 (k € N) jennaxk je 36upy nudapa HEeKOT KBagparTa, ma je
raxas 1 2008200 jep je 20092008 = 22008 — (96)** .94 = 1. 16 =7 (mod 9).
Jpyzo pewewe. Karo je 20092°°% =1 (mod 3), 3amaTax pemasa u KOHCTDPY-
KIija U3 APYTOr pelema IIeTOr 3aJaTKa 3a MPBU pa3pem A kareropuje.

Ipyru paspen, b kareropuja

1. Karo csesxu kpacrasuu canp:xke 99% Bome, 100 kmmorpama CBesKHX
KpacTraBalma camap:ke 1 Kumiorpam cyBe Marepuje. ¥ jyTpo he Taj Kumirorpam
6utn 2% ykymHe Mace, Tj. TeRWHA KpacTapana yjyTpy he ourtu 50 kuio-
rpama (Tanrenra 52, crp. 21, Harpanuu 3anamu, M704).

2. Heka je npyru npecek npase PQ u omucane kpysxaune AABC. Tana je

<RQC = <AQS (ynmarpcuu yraosu) u <CRQ = <CAS = <QAS (yrnosu

max rerusom CS); na je AASQ ~ ARCQ, omakie je % = % Kaxro

je SQ = PR u AQ = QC = PQ (Q je cpemumre nyxu AC, a APQA je
PR

jeNHAKOCTDAHUYAH), CIEAN —— =

QR PQ°
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P 09 25 2

Hanomena. Opuoc mo kome Tauka () menau ny:x PR HaszuBa ce 34amHu
npecek; OBO je jemHa om MOIyNWX KOHCTPYKIMja 3JaTHOD IPECEKa.

3. Karko je nmorapuramcka ¢ynknmja pacryha xana je meHa ocHoBa Beha
on 1, ciemu

17

log, —
10 17 84

a—2 = 10g3 10—-2 = 10g3 E > 10g3 ]__6 = log 136
4

17
> log, 6= log, 17—2 = b—2,

1
(momro je log41—2 >0ul>log,3>0), najea>b.

In(z% +1
Jlpyeo pewewe. Hexra je f:[2,00) — R mepunucana ca f(x) = n(lf + )
ne
Kako je
.9zl _1(24_1).1 1 Inz2 —In(z2 + 1
f,(x)_xQJrl z-Inz—In(z x<5-(nx—n(x+))<0
B 3 )2 :

caemqu ma je f crporo monoroHo omanajyhia Ha (2,00), na je a = f(3) >
@) =b.

4. Axro je a = 0, cienu f(f(z)) = f(x +1) = = + 2, wro MOxke OurH
HEraTWBHO, na a = () Huje peneme 3a1aTKA.

Hera je a < 0. Jemmaumnua f(r) = —1 je kBagpaTHa; HeHA TUCKPUMUHAHTA
je D =1—28a > 0, ma nocroju a € R Tarko na je f(a) = —1. Cuemn
f(f(e)=f(—-1)=a <0, 1j. 511 a € (—00,0) HUCY pelLIeHa 3aTATKA.

Hera je a > 0. HuckpuMunanTa kBanpatie ¢pyuriuuje f(z) je D =1 — 4a.

1° Ako je a > i, Tana je D < 0, ma 3a cako x € R Bawn f(z) > 0,
omaxiue je f(f(z)) > 0 3a cBako x € R.

2° Axo je a < %, kBagpaTHa (yHEIUja [ MMa MUHUMYM U y3UMa CBe
4a-1-12
4a

(Ve e R) (f(f(z)) 2 0)) & (Vy = yr) (f(y) 2 0)) & (yr > z4),

BPEIHOCTH KOje Cy He Mame Ol Yr = =1- o’ na je
a
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rge je x4 Beha myna kBagpartHe ¢yuruuje f(z), Tj. TpaskeHe

BPEIHOCTU Yy OBOM CJIydajy Cy pellewma HejeqHaunHe 1 — Ta >
a

—1++v1—4a 1 v 1—4a

Sl+—> , mo je (ma (0,1]) exsuanenrno

a 4a =
ca (4a+1)? > 4(1 — 4a) & 16a® + 24a — 3 > 0. Pamema mocmemme
nejennaumne yuytap (0,5 | cy [ NZﬁ . } )

2/3-3
=

5. BumeTtu pememe mpBOr 3amaTKa 3a Ipyru paspen A kareropuje.

Haxrne, Tpaskene BPpeIHOCTU CY G =

Tpehu pa3zpen, A kareropuja

1. Hera je A(x) € Rlz],deg A(x) = n > 1 cumempuuar KO U CaMO AKO 3a
cBako z € R\ {0} Bamu A(z) = 2™ A (2). Henmocpeano cieam na je moamuom
A(z) = apa”™ +apn—1+...4+ a1 +ap cuMeTpUUAH AKO U CAMO AKO J€ Q) = Gp_k
3a cBako k € {0,1,...,n}.

Hera cy A(z) n B(x) cumerpuunu nomuaomu, deg A(z) = m, degb(z) = n.
Tana je monuuom C(x) = A(x) - B(z) cremena m +n u 3a csako x € R\ {0}
Basku C(z) = A(z) - B(x) =

ea(d) e n(d) ) o) o)

na je u C(x) cumerpuvan. Jlaksie, IpOU3BOA ABA CUMETPUYHA MOJIUHOMA j€
CUMeTPUYAH MOJMHOM. VIHAYKOIMjoM ciienu ma je mMpOM3BOI IIPOU3BOJHHOT
Opoja CUMETPUYHUX MMOJMHOMA TAKODEe CUMETPUUAH IIOJIUHOM.

Cnenujasmno, momaaom P(x) = (2423 —322+2+1)%0% je cumerpuuan. Kako
je 2-(a1 +as + ...+ ago29 + asos1) = P(1)—P(—1) = 132008 <0, Gap jeman
o1 KoepUIUjeHATA a1, A3, - . . , A8029, Agp31 j€ HeraTuBaH (HEKa je 1o ay). Kako
je P(x) cumerpuuan, ciaemu ar = asgpse—k, a kako je k # 8032 — k (jep je k
Henapan 6poj u 4 | 8032), ciaemm ma cy G6ap nBa HeraTUBHA KOe()UIMjeHTA
OBOT' TOJIMHOMA HEraTUBHA.

2. Heka je B yuyrap tpoyraa XMY (ocramu ciayuajeBu ce pemiasajy
AHAJIOTHO).

Heka je N mpecek kpyra ki m npase BM (pasnuunr oxm B). Tama je
<QBM = <QAB = <AN B (TaureaTHu 1 TeTUBHM yri0Bu), na je NA | BQ.
Kako je <M BP = <BQY (TaureHTHU U T€TUBHU YTJIOBU), caenu <M BP =
180° — «YAB = <BAX = <«BNX (mocuenma jeIHAKOCT KaO yIJIOBU HA
rerusom BX y ki), na je PB || XN. Cuenn % = % = g—g, na je
APQB ~ AX AN, onakune je (y3 seh yrepbhene mapasnemnoctn) PB || X A.



62

TP 09 3A 2
3. Hera je yp = xp41 — 2 32 k=0,1,2,...,n. Tana je yop =y, = 0. Hexa
rBpbeme Huje Tauyno, Tj. Heka je |rjp1 + 251 — 2z = |y; —yj1] < 42
3a cBako j € {1,2,...,n}. CabupameM HejeTHAKOCTH Y; — Yj—1 < % 3a
7 =1,2,...,k nobuja ce y, < i—’;. Awnasioruo, cabupameMm HejeTHAKOCTU
Yi — Yj+1 < ni; 3aj=kk+1,...,n—1 nobuja ce y; < w.
1° Ako je n memapas, Tana je
1 = vw+uy+...+y, = (yl—l—...—l—y%) + (y# —|—...—|—yn)

< Loy g2y A (n2l
g 5 - .

4 1 n—1 n+1 n2-1
- i ) - ,
2 2 n?

\}

n2
mTo je Hemoryhe.

2° Ako je n mapan, Tazna je

I = yo+yi+otyn=W+...+ya_1)+(yz +...+Yn1)
< i-(1+...+(@—1>)+i-(@+
n? 2 n? \2
= i1(<2—1)2+2(2+1)):1
n2 2 \\2 2 "2 \2 ’
mTo je Hemoryhe.

Caemu tepbheme 3amaTka.

4. Cpebusamem ce mobmja ce (a — 1)? = b? + ¢ + 1, omakne je ¢2 +1 =
(a—b—1)(a+b—1). Karo je 6poj a+b—1 obnura 4k + 3 (3a mero k € Ny),
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HeKu mpoctT p oBor obsuka 4k + 3 (k € Ng) nema ¢ + 1, mro je memoryhe.
Iakme, He mocToje OPOjeBU KOjU 3aMOBOJbABA]Y YCJIOBE 3a1aTKA.

5. Hera cy nunmje m3amebhy pemoBa obeseskene GpojeBuma om 1 mo 9, a
nuHnje n3Mehy rosona OpojeBuma ox 1 mo 5. Heka cy uetupu ommomieHa
npasoyraonuka osznauvena ca A, B, C u D, u, 3a csako P € {A,B,C, D},
Heka cy rp u kp auauja mamebhy pemoBa m auHUja maMmeDhy KogoHA, pe-
oM, TIO KOjuUMa je OmJIOMJbeH mpaBoyraoHuk P. V3bopom ra,rp,rc,rp €
{1,...,9} n ka,kp,kc,kp € {1,...,5} Tako ma Basxu ka < kp, kp < ke,
ra < rp m rg < ro mobujajy ce CBU MOTyNW HAUWHU nOa CE YETUPU
IpaBOyTraoHUKa OMJIOME, C TUM & HEeKU M300pU HUCY BAJUIHU, jep MOKe
nohu no npernanama uszmehy npasoyraonura A u C, uau B u D (anu ue
ucrospeMeno). OBakBux uzbopa nMa

(5:0)(2) (3) - s

On oBor Opoja Tpeba omyseru Opoj m3bopa 3a KOje Ce IPEKIAIA]Y
npasoyraouuru A u C, unu B u D. IlpaBoyraouunu A u C ce npeknanajy
aKO Cy 3aJ0BOJbEHA U ABA MOAATHA yCJOBa, ka > ko u ra > ro. OBakaBux

u3bopa uma
7 11
. =11 .
(1) (1) =

36or cumerpuje, uzbopa 3a Koje ce mpekrJamnajy npasoyraonumu B u D
“Ma UCTO TOJIMKO, IIa je YKyIaH Opoj Baiaumaaux uzbopa 455625—2-11550 =
432 525.

Tpehu pazpen, B kareropuja

1. IlpaBa AB (uuja je jennauusa y = kopx +nap) je HOPMAJHA HA TPABY

3x+y+19 = 0 u canpsku raury A(0, —9), na je kap = —_g=3¥nap= -9,
Tj. jemHaumHa mpase Koja canpsku crpanuny AB je x — 3y — 27 = 0.

Tauka B ce mamasu y npeceky npase AB u npase Koja CAIP/KU TEKUIIHY
IOy KOja OOroBapa OBOM TEMEHY, Ila ceé KoopauHaTe TeMmeHa B mobujajy
pemasameM cucrema r — 3y — 27 = 0 Az + 2y + 13 = 0. Crnenn B(3,-8).
Taura C(zc,yc) npunana upasoj 3z +y + 19 = 0, ma je yo = —19 — 3z¢,

x 3
a KoopauHaTe Tauvke Koja mojoBu ny:x AC cy 70 ,—14 — 3 -xc). Kaxo

OBa TaYka IOpunaja " TG}KI/IU_IHOj AYEA ona oAroBapa TEeMEHY Eg7 cJjienun

2 2
rauke C cy (—6,—1).

3
el +2.(-14- —~£L'0> + 13 = 0, omakime je x¢ = —6, Tj. KOOpOWHATE

IIpasa AC je mpasa roja canpsxu tauke A(0,—9) u C(—6,—1), na je mena
jemmauuna 4x+3y+27 = 0; npasa BC je npasa koja caup:ku tauke B(3, —8)
u C(—6,—1), na je wena jennaumna 7z + 9y + 51 = 0 (Tanrenra 51, crp.
48, Tlucmenn 3ananm, 3a0aTaK 2).
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2. DBes ymamema ommnroctu, mera tauka M npumana ayry AB koju
He canpsxu tauky C. Axro je <MCA = z (0° < x < 60°), rana je
<<BCM =60°—2z u <MBC = <MBA+ <ABC = <MCA+ 60° = x + 60°.
Kako je cosy + cos(y + 120°) + cos(y — 120°) = cosy + 2cosycos120° = 0,
4 1—cos22x)2 1—2cos2x +cos?2z 1 —2cos2z 4 1tegsde

4 8
3 u (mo cumycnoj teopemu) MA = 2Rsinz, MB =
2Rsin(60° — z), MC = 2Rsin(60° + x), ciemu M A* + MB* + MC* =

sin“x =
2

3 —4cos2x + cosdx

= 16R*- (sin® z +sin*(60° — z) + sin*(z + 60°))

= 16R*- (sin*z + sin*(z — 60°) + sin*(z + 60°))

= 2R'. [9 — 4 (cos2x 4 cos(2x — 120°) + cos(2z + 120°))
+  (cosdx + cos(4z — 240°) + cos(4x + 240°))]

= 2R'-[9—4- (cos2z + cos(2z — 120°) + cos(2z + 120°))
+  (cos2z + cos(4x + 120°) + cos(4z — 120°))] = 18R".

3. Bumcuna ryme je h = v/ s2 —r2 = 16. Iloppmmnua Gase mpusme B je-
OHAKA je MOBPIIMHU TPOyria umje cy crpanune a = 17, b = 10 u ¢ = 9;

) a+b+c
KaKO je moJyoOuM OBOI TPOyIria §; = — = 18, mo XeponoBoMm

o6pacuy caemu B = \/si(s; —a)(s; —b)(s; —¢) = V18-1-8-9 = 36. Pa-
BaH KOja CaAp:KU OCHOBY NIPU3ME UMja Ce TeMeHa HaJlaze Ha OMOTady KyIle
cedye OMOTAY KyIle MO KPY:KHUIM YUY je TOJYIPEYHUK jeTHAK KPYHKHUII
OIKCAHO] OKO TPOYIJIa M3 TEKCTA 3aAaTKa, Tj. IO KPYKHUIM MOJIYIPEYHUKA

abc 85 . . .
R = 1B - 38" Kyna roja ce mHamasu ca jemHe Ox CTpaHa OBE DaBHU je
COMYHA Cca [MoJa3HOM KymoM. Ibena Bucunua je h — H, rme je H BucuHa
. R h—-H . R 5
an3Me,naJe—:T,OJ_LaKneJeH:M 1-—]=16- 175 = 6.
r T

Komnauno, Tpaskena 3anpemuna je V = B- H = 216 (Tanrenra 53, ctp. 38,
IMucmenn 3ananu, 3anaTak b).

4. Ha coumu AP 09 35 4-1 moma Tabae 3 X 4 cy obenexena Tako ma, MO-
mazehu om mosa o3mavamor ca 1, KOBUYKAM CKOKOBUMA IO OBO]j MIEMU
ce TmpoJiaze CBa ocCTaJia IM0Jba, CBAKO MO JeAHOM. KOHU MOCTABLEHU HA
HemapHuM nossuMa (uma ux 6) ce mehycobuno nehe tyhu, a kon pasmemraja
6mio kojux 7 KOma Ha Tabuu nmojaBuhe ce 6ap ABa Ha HOJLUMa ODeJerKeHa
cycemauMm 6pojesuma (koju he ce Tyhn).

Crnemu nma ce mHa Tabay 3 X 4 Moke ma MOCTABUTH HajBume 6 KOma, TAKO 14
ce HUKOja ABa OJ HUX HE TYKY.

Ha Tabau 7 X 7 ce MoOke M3ABOJUTU UETUPU AUCjYHKTHA MPABOYTAOHUKA
dopmara 3 X 4 (mam 4 X 3), rao ma cuaunu AP 0935 4-2. Cuenu na ce
Ha OBy Tabmy He MoOske mocrapuTu Bume ox 4 -6 + 1 = 25 roma roju ce
MebhycobHO He TyKy. A TOJMKO ce MOKe MOCTABUTU, aKO Ce KOHU CMEeCTe
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Ha CBAKO APYro moJjve, mojazehu ox yria tabiae. Ilakime, Tpaskenu 6poj je

25.

HEE N ®|®|®

H R RN ®| ®|®
10]7] 2|5 HEE N ®|®|®
114118 ©|0|® ® | ®|®
12196 |3 ©|@ |0 % | K| X | K

@@ |0 | || kx| K

©|@ |0 || X | K
IIP 09 35 4-1 IIP 09 35 4-2

5. Hejemmauuma log, ;2 > log,2,, 2? wvma cvmera 3a x> 0. Kako je
Inx In 2?2 Inx Inx

In(z+1) = In(x2 + 1) < 2In(z +1) = In(x2 + 1) <
-(In(z® + 1) —log(z +1)?) > 0. Baz > 0je (z+1)? > 1,

log, 1@ > log,2,4 &

Inx
In(z +1)2 - In(22 + 1)
(22+1>1) m (z+1)? > 22+1, ma (Inx je pacryha ¢ymrmuja) je In(z+1)% >
0, n(2?+1) >0 uIn(x+1)? > In(2?+1). Caemu na je nonasna HejeaHAUMHA
exkBuBaJsieHTHA ca Inx < 0, omaocuo 0 < z < 1. OBuM je moka3aHo ma cBe
HejeqHaKoCTH He Mory BaskuTu 3a « & (0,1].

Ca mpyre crpane, 3a cBako x € (0,1] 3am0BOJbEHE Cy CBE HEjeAHAKOCTHU.

Sawucra, 3a ¢ = 1 T0 je ouurienHo (CBU HABEIEHU U3PA3U JeIHAKU Cy HYJIM),

a aro je z € (0,1) u n € N, Tpeba nokasatu log . ;™ > log,ni1q 2",

Akojea=2"ub=2a""", kako je 0 < b=2""' =2" .z <2" - 1=a <

1, moBomuO je morasatu ma 3a 1 > a > b > 0 Bawm log,,a > logy ,b.

Kako je morapuramcra ¢ynknuja ca ocuoBoM Behom on 1 pacryha, Baku

log, ,a > log;,,b, a xaxo je In(1 +a) > In(1 +b) > 0 u logh < 0, crenu
Inb Inb 1 b

In(a+1) ~ In(b+1) OBb+1 7"

Iarme, peannu OpojeBU 3a KOje Cy 3aI0BOJbEHE CBE HEjeTHAKOCTU Cy T €

(0,1].

log) b=

UerBpTH pa3pen, A kKareropuja

1. Heka je Py(z) = 2 — k, (3a k € {1,2,...,2009}). Cse myme moamaOMA
Py.(x) cy mebycobuo pasnuuure (to cy k—Tn kopenu 6poja k u y KOMILIe-
KCHO] paBHU IPUNALA]y KPYKHULIN ca HeHTPoM y () U MoIyIpeyHrnKoOM \k/E)
Hakne, noctoju a € C tako ma je (v —a)? | P(z) ako u camo ako mocroje
1<k <1<2009 rako na Py(a) = P(a) = 0. Hakae, morpebuo je (HE m
IOBOJLHO) A ¢ TPUTALA U KPY/KHUIN MOTYIPEYHnNEa v k U KPY/HKHUIM ca
nosmynpeunuka v/ | (ca mearpom y 0).

Heka je f : [1,00) — R medunucana ca f(z) = z7. Tana je fl(z) =

1-1
f(x)- IQH:C , na [ pacre Ha [1,e), a onana na (e,00). Cuenu, ako mocroje
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npuponuau k < [, TakBu ma je Vi = \77, Mopa buru k < e < [. Kaxko
je f(x) > 1 3a cBako © > 1, 10 je k # 1. 3a k = 2 nocroju (a 36or
MOHOTOHOCTH j€ je AMHCTBeHa) BpenHoctT | = 4 Tako na je \7_ = \4/Z Iaxkie,
TpaskeHo a Mopa O6uTu u Hysa nonunoMa Pa(z) = 2?2 — 2 u Hyna momuHOMA
Py(z) = 2* — 4. Kaxo je Py(x) = 2* —4 = (22 + 2) - Py(x), jemuue Tpaskene
BpemHOCT Cy 0 =2 1 a = —/2.

2. Bumeru pememe npyror 3amaTtka 3a tpehu paspen A kareropuje.

3. HejenmarocT u3 3anaTka je eKBUBAJIEHTHA Ca

ala—0)(2a —b)+b(b—¢)(2b—c¢) + c(c—a)(2¢c—a) = 0.

Bes ymamema ommrocty, Heka je a > max{b, c}.

10

20

Heka je a > b > ¢. Axo je m a > 2¢, OHIA Cy CBU YJAHOBU HA JIE€BO]
CTpPaHU TMO3UTUBHU, Ta je HejeTHAKOCT TpuBmjaJaHa. Heka je a < 2c.
ITomro je 2a —b>2c—a un 2b— ¢ > 2¢ — a, caenn

ala —b)(2a —b) +b(b—c)(2b —¢) + ¢(c— a)(2c — a)
> ala—0b)(2c—a)+bb—c)(2c—a)+clc—a)2c—a)
= (2c—a)(a®+b*+c* —ab—bc—ca) = 0.

Herka je a > ¢ > b. HejenmakocT je eKBUBaJIEHTHA Ca

[a(a — ¢)(2a — b) + ¢(c — a)(2¢ — a)]
+ Ja(c—b)(2a —b) +b(b—c)(2b —¢)] > 0,

Ia je JOBOJLHO JOKA3aTU Aa cy 0ba cabupka ca JieBe CTPaHe IOCTIe e
HejenuakocTu HeHeratuHU. Bawku a(a—c)(2a—b)+c(c—a)(2c¢—a) = 0.
3awucra, ako je 2¢ < @, TO je TPUBUjaJHO, & aKo je 2¢ > a, OHJa CJIean
3 2a—b>2c—a>0. Conuno, a(c—0)(2a—b) +b(b—c)(2b—c) > 0 je
TpuBujanHa y caydajy 2b < ¢, a aro je 2b > ¢, 300or 2a—b>2b—c >0
cienu

alc—0)(2a —b) +b(b—¢)(2b—¢)
> alc—b)(2b—c)+bb—c)(20—¢)

(c=b)(2b—c)(a—b) = 0.

b
b

4. Buperu pememe uerBpTor 3amaTka 3a tpehu paspen A kareropuje.

5. Baxu tBpbheme:

Heka je m ysajamuo mpocto ca 2 m 3. Tanma, ma Kaxko ce Ha
Tabuy n xn noctasu n’ —n-+1 mama, Moxke ce uzabparu n gama
Koje ce Mehycobrno He Hamamnajy. llocroju mocTaBmame n? —n
maMa y KOMe TO Huje Moryhe ypamuru.
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Axo ce n? —n mama mocraBu Ha TabJy TaKO Ia Ce HUjCIHA HE HAJIA3U Y

IPBOj BPCTU, Ma Kako ce m3abepy n on mux, bap aBe Mopajy OUTH y MCTOj
BPCTH, Tj. MOPajy ce HallamaaTu.

Heka (k,1) (1 < k,l < n) upencrasia mojbe KOje ce HAJNA3U y Opecery k-te
BpctTe u [-Te konoue. Heka je OBOM mOJbY HOIEILEH OCTATAK MPU ACHEHY Ca
n 6poja k+ 2l (mome je osznaueno oBum Gpojem). Ha oBaj Haumu je cBaroM

nomy tabne momemen 6poj us ckyma {0,1,...,n — 1}. Tana ce Hukoja nBa
I0Jba KOjUMa je moaebeH MCTu OPOoj He HajJa3e y UCTO] BPCTU, KOJOHU WU
Ha qujaronanu (u ciaemu na je csakoMm i € {0,1,...,n— 1} nomemeno rauno

n moJba). 3aucra:

1° ako cy nBa noma ucre Bpcre ((k,1) u (K,l)) o3navena uctum Gpojem,
caemu n | (k+2l) — (K +2l) = (k — K), na gako je |k — K| <n, cienn
k=K, Tj. (kal) = (Kal)v

2° ako cy aBa nosa ucre xkonone ((k,1) u (k, L)) o3nauena nctum 6pojem,
caemu n | (k+20) — (k+2L) = 2(l — L), a xaro je (n,2) = 1, cuenn
n| (I — L); mowro je |l — L| <n, cnenn | = L, tj. (k,1) = (k,L);

3° moma (k,l) I (K,L) cy Ha UCTOj AMjArOHAIM AKO U CAMO ako je |k —
K|=|l-L|, 1j. k—l = K—Lum k+! = K+L. Osa noma cy o3HaueHa
nctuM 6pojem ako u camo axo n | (K +2L)—(k+2l) = K—k+2(L-1).
IMocnenmu n3pas je jennak 3(L — 1) y mpsom cayuajy, ogaocuo L — 1
y Opyrom ciaydajy; kako je (n,3) = 1, y oba cayuaja n | (L —1), na
kako je |L —I| <n, cnemn | = L, 1j. (k,l) = (k,L).

Axo je Ha Taby mocraBmmeHo N2 —n-+1 gama, n— 1 Hoe je ocTaNo IPa3Ho.

Meby mumMma mocToje maMe Koje ce Haja3e Ha N M0Jba O3HAUEHUX WCTUM

6pojem, jep 6u y cymporHOM 6poj mama 6uo Hajsume n(n — 1), Tj. ©poj

mpas3Hux nospa 6ap n. I[IpemMa npeTxonHOM HUKOjE ABE JaMe Ha TUM IIOJHUMA

HUCY Yy MCTOj BPCTU, KOJIOHU UJIM HA OVjarOHAJU, T]. HE HaIama]y Ce.

N3 mperxommor tepbema, kako je (2,2009) = (3,2009) = 1, caemn na je
oAroBop Ha muTame 3amarka 20092 — 2009 + 1.

UYerBpTHu pa3pen, b kareropuja

1. Hera cy 6pojeBu u3 3amatka a < b < ¢. Ilo ycmoBuma 3amarka je a+b+
c =14, a kako cy 6pojeBu a,b+1 u ¢ Tpu y3acTomHa UNIAHA APUTMETUYIKOT
HU3a, CJIEIN:

1° ako je b+ 1> ¢, tama je 15—c=a+b+ 1 = 2¢, onarue je c =3 u
a+b=11, na karo je a < b < 3, cmenu a < 0. Ako cy aBa y3acTomHa
YjaHa I'eOMETPUjCKe IPOTrpecuje MCTOr 3HaKa, Iesa Iporpecuja je
TOT 3HAKA, a4 je OBa CUTyallja HeMoryha;

2° ako je b+ 1< ¢, rana je l4d—b=a+c=2(b+ 1), onarue je b=4 u
a4+ c = 10. Karo cy 6pojesu a,b —1 = 3 u ¢ Tpu y3acTomHa djaHa
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reOMeTPHjCKOT HU3a, cjeau na je wim 3¢ = a’ (ako je b— 1 < a),

omakie je a®+3a—30=0, na je mmu a < 0 uimm a > 4 = b unm (ako je
a<b-1)ac=3>=9 Usa+c=10mac=9, y3a<ccrema=1,
c=9. Harne, a? +b> 4+ 2 =12 +42+9%2 =08;

(Tanrenra 52, crp. 44, [Mucmenn 3ananu, 3anatax 17).

2. Hejennaumnua log,»(x 4+ 6) > % je meduHMCaHA aKO M caMo ako je T2 >
OANz2 #1Axz+6>0. Tj. ako u camo axo je x € D = (—6,—1) U (—1,0)U
(0,1) U (1, 00).

1° Ako je |z| > 1 (n x € D) oHa je ekBuBajicHTHa ca ©+6 > (1‘2)% <0<
(x46)* —2® = (2?2 +112+36)(2?+132+36) = (2> +112+36)(z+4)(z+9).
Kako je 22 +112+36 > 0 (112—-4-36 < 0), cieau na je y 0BOj CUTyanuju
CKyI pemema Hejexnauuse [—4, —1) U (1, 00).

2° Ako je |z| < 1 (nx € D) ananorso ce nobuja na je Heje HAUNHA CKBU-
BasenTHa ca 0 > (22 + 112 +36)(x +4)(z +9), ma je y oBoj curyanuju
ckyn pemema (—1,1).

Ilakne, pememe Hejemnaunte log,.(z+6) = 1 je [—4,-1)U(-1,0)U (0,1)U
(1,00). Hejemmaumma log,,.(z +4) < 1 je medpunumcana ako m camMo axo
jex+a>0ANz+a#1Nx+4>0. Cunennjanno, ona je (Ge3 oG3mpa
HA BPEMHOCT IapaMeTpa ¢) mehUHMCAHA HA CKYIy KOJU je MOACKYIl CKyIa
(—4,00), ma © = —4 He MOke OUTH HBeHO pememe. Kako je ¥ = —4 pememe
pBE HEjeqHAYMHE, CJAEAN a4 OBE IBE HejeTHAUYWHE HUCY EKBUBAJEHTHE HIU
3& KOjy BPEIHOCT ImapaMmeTpa a.

A 2 B 2
3' AKO 'e A2 + B2 07 Taaa .e (7) + (7) = 17
! ’ ! \/A2+Bj Vv A? 4 B2
B

na noctoju ¢ € [0,27) Tako ma je cosp = ————— U Sihp = ——,
in ¢ € 0,2m) ocosg = T NS T e

omakie je Asina+Bcosx =+ A2 + B2-(sinz cos p + coszsinp) = v A2 + B2

sin(z + ). Karo 3a A = B = 0 3a 6uino koje ¢ Baxu Asinz + Bcosz =

vV A% 4+ B2 -sin(x + @), caemu

Jema. Tlocroju ¢ € [0,27) Tako ma je Asinz + Bcosx =
V A% + B? - sin(z + ¢). Hajseha Bpemmoct ¢ymrmumje Asinzx +
Bcosz Ha [0,27] je vV A2 4 B2.
1-— 2
Kaxo je f(z) = asin? x+2bsinx cos x+ccos? & = a-ﬂ—l—%sinxcosx—i—

2
1+cos2x a-+c . c—a
c- = +bsin2x + -COS 2 1 Kao 2x y3uMa CBe BPEIHOCTU

2
u3 [0,27] 3a x € [0,27], HA OCHOBY IpeTxXonHe JeMme cienu ma je Hajseha
Bpennoct ¢pyuruje f ma [0,27] jennara

a—2|—c+ b (c;a)2:a+c+ 41;2+(cfa)2



69

4. Buneru pememe dyerBpror 3amarka 3a rpehu paspen b kareropuje.

5. Hera cy omrosapajyhe crpamume tpoyraa a,b, ¢ u nexa je C' cpenumre
crpanune AB. Ilpumenom kocunycue teopeme Ha AAC'C u AC'BC nobuja
ce

2

o= (g) +tf—2-§-tc-cos<zAC’C,

2 AT ¢ '

a® = (—) +ti—-2---t.-cos<tBC'C,

2 2
20 + 2b? — ¢?
omakme je t2 = % (3 <AC'C + «BC'C = 180° cuenu
2b2 2 2 2
cosSAC'C = —cos<<BC'C). Amanoruo je t2 = # ut? =
2a° + 2¢% — b?
1 :

. 3
Bes ymamema onmrocTu Heka je a > b > ¢. Cuenu tz —tﬁ = —. (b2 —a2) <0,

na je t, < tp. Amanorno je u tp < t.. 3aro je a+c=2bwu t, +t. = 2, na
caenu
State =4 - (417 — t2 —1?) = Ta® 4+ 7c* — 8b%.
a—+c

Keanpupamem mocienme je ITHAKOCTU U 3aMEHOM b = 5 nobuja ce

(5¢2 — a® + 2ac)(5a* — ¢ + 2ac) = (5a® + 5¢? — 4ac)?,

a
IIa geJ/bemeM Ca C4 cMeHoM k = — cJienun
c

(5 — k2 + 2k)(5k% — 1+ 2k) = (5 + 5k* — 4k)? < 5k* — 8k3 + 6k — 8k + 5 = 0.

1
Ieobom mocnemme jemnaunne ca k* u cmenom t = k + T nobuja ce 5t2 —

. 2
8t —4 = 0, unja cy pemema t1 = 2 u ty = 5 Kako mopa 6utu t > 0,
caemu ma je t =2, omarie je k=1, 1j. a = ¢, omagrye je a =b=c.
JenmHakocTpaHndaH TPOYrao 3a,10BOJ/baBa YCIOBE 3a0aTKa, & U3 IIPETXO0IHOT

cJaenu ma je oH M jenuHu Takas, na cy yriosu AABC jemnaku meby cobom
u u3zHoce 60°.
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