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50 TOJINMHA
PEIIYBJIMUEKNX TAKMNYEIHA I3 MATEMATURE
YUEHMEKA CPEIILUX IIKOJIA

Pan ca mnamuma je BepoBaTHO jemaH Ol HajBAKHUjUX, & CUTYPHO HajOOLE
opraum3oBaH Buj menataHoctu Ipymrsa maremaruyapa Cpbuje, nmparTu-
YHO O HEeroBor ocHuBama. OH ce 0nBUjao U oaBUja y Bulle 0OJUKa — KPO3
npurpeMe MIaIUuX MareMarudapa U IporpamMepa, Ha JIETEHUM U 3UMCKAM
mIKOJIaMa, y OKBUDY WM3JaBadKe MEJATHOCTU uuju je Behim meo OKpeHyT
MJIAIUMA U Y, aKO HEe HajBayKHUjeM, OHO CUT'yPHO HAjIO3HATHjEM U HajaTpa-
KTUBHUjEM ODJIMKY — TAKMUUEHUMA.

TaxkMmudema MIanux MareMaTudapa pymTBo je moueso nga oprasHusyje
jom 1958. romuHe M Ox Tana OBaj BUI AKTUBHOCTH CE€ YCTAJIUO U IOCTAO
He3aobunaszan obnuk pana ca yuenunuMma. Hehemo npereparu ako kaxkemo
oa Ccy y NOMJIABM Pa3HOPA3HUX TaKMUUYEHa W3 MHOIMX O0JacTu Koja ce
opramm3yjy y Mocienme BpeMe, TakMuuema Koja opranusyje pymTso
MareMaTudapa CUTYPHO U HajcTapuja, W HAjMAaCOBHHUja W HajbOOJLe opra-
HU30BaHAa. & HUXOBO] pPeaNmn3aluju, TOCPEAHO M HEMOCPETHO, YUECTBY]Y
NPaKTUYHO CBU M3BODAauUmM HACTABE U3 MATEMATHUKE U PAYyHAPCTBA ¥ OCHO-
BHUM WM CPEABUM IIKOJIAMa, KAO W OHU 3AIMOCJIEHNA Yy Pa3HUM MPOCBETHUM
UHCTUTyIXjaMa, a HENOCPEeIHY OPraHu3anujy W KOHTPOJY u3Bone Pemy-
OIMUKe KOMUCHje 3a TaKMUYeHha (MMa WX YKYIHO YETUDH).

He nmocroje cacBuM nmpenmsnu moganu o Opojy yUEHMKa KOJU Ce TaKMUYe,
ajJy HEKe MPOIEHEe IOBOPE Aa HA IMOYETHUM CTYNEHEBUMAa, HA CBA YETUDPU
BUJa TaKMUYeHma YKYIHO, romumme ydecTByje oko 100000 TarMmuapa.
Kpo3 omtTpy cenmernujy, o MIKOJCKUX ¥ ONIITUHCKAX TaKMUYEHa, MIPEKO
OKPY:KHUX U Ap:KaBHUX, 10 CPICKUX onuMOMUjana moJa3u yKynHo oko 150
HajOoOMBUX, na Ou ce y OJMMIHKjCKe eKure Koje mpencraBipajy CpOujy Ha
MeDyHapOIHUM TAKMUYEHUMA U3 MATEMaTUKE W PAUYyHAPCTBA IIACUPATIO
mux 20.

IIpBo , TakMuUeme yUeHUKA TUMHA3U]a yV PeIlaBamy 3anaTaka U3 MaTeMa-
TUKe” OJPyKAHO je y OpraHm3anuju rpajcke monpyskaune Ilpymrsa mare-
maTuyapa, usnuapa u acrporoma Cpbuje y Beorpanxy 1958. romune. Beh
mapenne romuae, 26.04.1959. y Beorpany ce onp:xasa IIpBo penyodsmuko
TaKMMWUEH-€, [IOMTO Cy MPETXOMHO OAPKAaHA [BAa IPUIPEMHA CTymma. Ha
npBoM je yuyectBoBaso oko 2000 yuenmka m3 68 rumHasuja, Ha APYrom
(,cpeckom”) 421 yuenuk y 12 menrapa, na 01 Ha 3aBPIIHOM CTYNHY yde-
creoBano 109 rakmmuapa m3 44 rumuasmje. IIpBe marpame ocBojunu cy:
ywar Obpadosuh, yuenur VIII pazpena XIV 6eorpancke rumuasuje, Muo-
opaz Kupuh, VII paszpen Il rumuaszuje y 3pewanuny, Soparn Cmojaxosuh, VI
paspen rumuasuje ,,C. Maprosuhi” y Hosom Cany, Cmesan Kysmarnosuh,
VI paspen XIV Georpancke rumuasuje u Hebojwa Mapuh, VI paszpen 11
Oeorpazncke ruMHa3Mje.

Tpamumuja oprann3oBama OBAKBUX TAaKMUYEHa je€ BPJIO Op30 ycmocTa-
BJbEHA, & WHTEPECOBame MW OpOj ydecHUKa Cy HArJo paciu. PemyoOam-



UKa TaKMUYEHa Cy y IOYETKY PEIOBHO oap:kaBaHa y beorpanmy, ma Ou
noueB on 1977. ronquHe OHa moUesa A Ce OOP:KABA]y Y Pa3HUM MeCTHMa
mupoMm Cpbuje, mTo je joumr BUIIE IONPUHEIO HUXOBO] MOMYJIaAPU3AI)H,
a peram OucMo yecTto u 00Jb0j oprammsanuju. KEBo choucka rpamnoBa y
KojuMa Cy og Taza onp:kana Pemybauuka (cama JIp:xaBHa) TaKMUUYEHA:
Cwmenepescka [lamamka 1977, Yauax 1978, Beorpam 1979. u 1980, Ba-
mweBo 1981, Cserozapeso 1982, Bop 1983, Hum 1984, Tpcrermur 1985,
T. Ykune 1986, Apaubesosan 1987, Bpame 1988, Cseroszapeso 1989,
Kanamoso 1990, Beorpanm u Combop 1991, Mpawwuna n Kuxkunma 1992,
Beorpan, Hum u Bp6ac 1993, [Tosxkapesan u Hosu Can 1994, Kpymesan u
Yenapeso 1995, Hosu Canx 1996, Beorpanx 1997, Kparyjesan 1998, Yauak
1999, ITamuero 2000, Beorpan 2001, Y:xkwume 2002, Tatar 2003, Hwum
2004, 3pemanun 2005, Bpwmauka Bama 2006, CyGoruna 2007 u Georpan
2008. IloueB ox 1999. ronuHe TakMU4Yelme Ce ONBHUja Y IOBE KATErOpuje —
rareropujy A uune yuenuiu MaremMmaTuuke ruMHA3Uje U CHEIN]ATU30BAHUX
MaTEMATUYKUX OMEJbeHma, a b Kareropujy ocrayu ydeHUIn.

Meby nHajBakHUje e(heKTe TAKMUYEHA CBAKAKO CIAIA IIOIN3aHe MHTEPECO-
Bama 3a MareMaruky. laxkoDhe, mocrum:ke ce 3HATHO IPOUIMPUBAKE 3HAKA,
u o obuMy u o ayOowHU, MeDhy ydeHUImMa CIIoOCOOHUM 3a OBAKBE M3a30BE.
Hehemo nperepaTtu ako kaskeMo ma je Besuka BehimHa ycHnemHux TakMuda-
pa KacHUje HAaCTaBUJIa na ce DABU MaTEeMaTUKOM Yy HEKOM BULY, Ia Cy O-
JIA3UIN Ha CTyOuje OUIIo MaTeMaTuKe ODMIIO HEKUX CPOJHUX 00JIacTy, HAjUe-
mhe TEXHUYKUX, HA KOjUMa Ce MaTeMaTUKa mpuMmemyje. MHOru on mux cy
ounu u meDhy HajycmemHujuMa Ha TUM CTyAWjaMa, ITa UM je W JaJbe Ompe-
nebeme buna Maremarura. Jlanac, mehy acucrenTmMa m mpodecopuma
Ha Y HUBEP3UTETHMA, HAYYHUM U CTPYYHUM capagauinuma y VacturyTuma
BehuHy YMHEe OHUM KOjU CYy Ce KaJMiIN KPO3 TaKMUYEHa, YeCTO jOUI O OCHO-
BHE IIKOJIE.

Ha :ramoct, HeMa Nperu3HUX MOomaTaka O CBUMa OHUMA KOJU CY Y NPBUM
roarHaMa OPTaHU3alMje OBUX TAKMUUEH:A IOAHEU Hajsehu Teper muxose
npunpeme. Y ¢parMeHTapHuUM 3anucuma u cehamumva Hamasumo umena Je-
aene Muzajrosuh, Bozonryba Cmanojesuha, Musuye Uauh-Zajosuh, Koncma-
nmurna Opaosa, Oaze Mumpunosuh, Mupocaasa sKuexosuha, Caobodanke
KEpcmuh, Kosumxe Ilonos, Jbumane Ilemposuh, Baadumupa Muhuha,
IIpema merkum cehamwuma, y moueTky Pemybanuka kKoOMUCHja HUje mMaJa
(HOPMAJIHOT TIPENCENHNKA, a 3aTUM Cy HBEHUM panoMm pykoBomuiaun Cnobo-
dankxa Kpcmuh n Kosunmxa Ilonos. Kacuuja Bpemena ce Gosbe mamre, ma
3HAMO Jla Cy npeacemnunu PemyOianuke KOMUCHUjEe TIOUEB O CeIaMICCeTUX
roguaa 6unu:  Dpanka Bepacumosuh, sKusopad Heanosuh, 3opan Kade-
a6ype, Cphan Ozwanosuh, [asne Maadenosuh, Bophe yeowuja, Baadumup
Lpazosuh, Pade Toodoposuh, Munaena Paonosuh, Hophe Kpmuwuh, Baadumup
Daamuh n Pade sKusamesuh. Vuaue, cama KOMUCH]a Ce MeEHmaja, aju je
yriaBHOM uMadia oko 20 WiaHoBa, Npu yemy cy TO Beli 0IaBHO 1O MPABUILY
OMBIIM TAKMUYAPU, & Cala ACUCTEHTHU UK POohecopu Ha HaKyITeTUMa, UK
HajyCHEeNIHNju Ipo(pecopr CPeILUX IMKOJIA.



Peny6auuko (Ap:KaBHO) TAKMUYEH-E HUje 3aBPUIHU CTyHnam. CaMo roauey
nana nocye IIpeor pemybauuror, ogp:xano je u [IpBo caBe3no TakMuuemne,
rarkobe y Beorpany 1960. roguue. Muaunujarop n roamHama riaBHI Opra-
uuszaTop CaBessor takmuuema Owuio je Ipymrso maremarudapa Cpbdu-
je; OHO je IpBUX IIeTHAECTAK IOAWHA CTAJHO M oap:kasBaHo y Deorpany.
Takobe, Takmuuapu u3z Cpbuje nMaau cy Ha OBUM TAKMUUYCHUMA TAJIEKO
HajBUIIE yCIeXa — YeCTO CY IO Opojy Harpala IpeBa3uIa3uiil U CBE OCTa-
se penybusuke 3ajemno. O mpomie TOAUHE OBO TAKMUYECHE j€ 3aMEHEHO
CprIcKOM MaTeMATUYKOM OJIMMIIM]alOM YUEHUKA CPEIIHUX MIKOJA.

Ucre rommuee kan u mHame IIpBo pemyOamuro takMmmueme, nakiae 1959,
onp:kana je y Pywmymuju IlpBa mebymapomma mMareMaTwdra OJUMIINI]AIA.
JyrocmaBuja ce Bpio 6Gp30 YRAYUUIA Y OBO TAKMUYECHE, MOCJIABIIN CBOjY
exkuny Ha llery omummujany y Ilomcky 1963. romuue. Ilocsme cBera mTo
je pPeJYeHo BEepOBATHO je CYBUIIHO UCTULNATU Ia CY y HAPEIHUM TOIUHAMA
OCHOBY jyrociioBeHcke ekure Ha OuuMmnujazaMa 10 ITPABUIY CAUUH:ABAJIT
yuennny u3 Cpbuje. [yrauak je u cmnucak Harpaga (OZHOCHO Measba
KaKO Ce caja 30BYy) KOje Cy Hamm TakMudyapu ocBojusiu Ha Mebynapo-
nauM onuMmujanaMa. Osme hiemo uznBojutu camo npse Harpame (3aaTHe
Menambe) kKoje cy ocsojunu: B. Bapea Joxced m Muodpaz Rusxosuh 1974,
Paode Todoposuh 1989, Zlywan Byxuh 1999. u Maaden Padojesuh 2007. ro-

IIVIHE.

Y JyrocnaBuju je mBa myra m oapskaHa Mebywapomma ommmnujama —
1967. ronuue va llerumy (npu yeMy je KOMILUIETHY OPraHU3AIU]Y CIPOBE-
sgo Hpymrso maremarnuapa Cp6uje) u 1977. ronune y Georpany. Ocum
BeOMa yCIeIIHe opraHusanuje, tpeba moMeHyTH M na je y oba ciuaydaja
3HAYAJHO NPOUIMPEH KPYT 3eMaJjba-ydecHuna — OOk cy upe 1967. romume
va OamMnujanama ydecTBoBajie caMo 3eMisbe Vcroune EBpome, ma Ham
MMO3UB OJUMIIjCKOM MOKpeTy mpuiapy:kuie cy ce B. Dpuranuja, Ppaniry-
cka, lIeencka n Uranuja. Canuno, 1977. roauHe OpBU IyT Cy yYECTBO-
Basu Asxup, KybGa u Bpaswum, mro je orBopuisio nyt mameMm mosehamy
OJIMMIIjCKE TOpOaUIle Koja cama Opoju mpero 90 3emasba ca CBUX KOHTU-
HEHATA.

On 1987. rommua Jyrocnasmja (a 3atum CpOuja) pemoBHO yduecTByje U
Ha DBajkaHCKMM MaTeMATWUYKUM OJUMIMjagaMa M Ha mUMa Takohe ocsaja
MHOre Harpage. Kao m ciayuajy MeDymapomnux osmmnujana, HaBOIIMO
caM0 HOcuone 3iuatHux Menaspa: Pade Todoposuh (1987, 1988. u 1989),
Pacmxo Mapunkosuh u Munena Paowosul (1989), Heop Joauwka (1990.
n 1992), Maaden Jlaydawosuh (1991. m 1992), Beaubop Turwmop (1992),
Npazan Cmesarnosuh (1993), Mupocaas Tpema (1995), Bophe Munauhesuh
(1995. u 1996), Aywarn Byxuh u Topan IIpedosuh (1998), Mapxro Jeepe-
moeuhi (2006). Isa myra Guau cmo u ycnemuu nomahuau Bankanujane —
1994. y Hosom Canmy u 2001. y Beorpamy.

Sananu ca Penybnuurkux (IpskaBHux) TakMudema 06jaBibyjy ce y CBeCKa-
ma emunuje ,,Marepujamu 3a miuame maremarmdape”’. Tarko cy y cBecru
16 oGjaBmenn 3amann (ca pememunma) u3 roguHa 1970-1983. Csecka 38



canp:KU TEKCTOBE 3aaTaka ca CBUX TakmMudewma on 1959. mo 2000. ro-
muue. Hajsamn, y cBecriz 39 ce mory mahwu 3amanu n HEKa peliemna 3a1aTaka
u3 rommuaa 1990-2001. IloueB ox 1977. romuue pemoBHO ce 00jaBBY]y
,buarenn”, 0MHOCHO 30UpKe 3amaTaka, Ca PememhuMa, Ca CBUX TAKMUYEHA
CpeIHOIKoIana, 3akbydHo ca Pemybnuukum (JIp:xasauM), n3 tekyhe ro-
IUHE.

Y 3aKkBbYYKY HOMEHUMO M apryMEHTE OHUX KOJjU Cy NPOTUB TAKMUYECHA.
Nma yueHumka Kojuma OBaj BUI ,,0aBJbeHa MATEMATUKOM' HE JIEKUA —
HE MOI'y C€ NPWJIArOIUTU MIPUTUCKY Ma ,MOopajy ycmeru’ , CMEeTa UM
OrpaHMYEHO BPEME y OKBUDPY KOjer Tpeba ypaauTy IOCTABJ/EEHE 3aIATKE,
WJIW jemTHOCTAaBHO mMajy Tpemy. Waum, memTo mro ce pebe momume, a
UMHM HAM C€ MOMKAA U BaKHUjE — ITOHEKU OJ HAjyCICIHUjUX TaKMUIapa
HacTaBe Oa ce DaBe caMo pelaBameM npobiaeMa 1 y KACHUjUM TOJUHAMA,
He cxBarajylim na je 030m/bHO OaBJbeH€ MATEMATUKOM HIIAK HEIITO MHOIO
pume. CBe je 0BO TAUHO, a CUI'yPHO je na OW ce HANLIO W BUIIE apryMe-
mara ,apotus”’. Ho, cmMarpamo ma mx aprymMeHTH ,,3a”, O KOjUX Cy CaMO
HEKM ITOMEHYTHU Yy OBOM KPATKOM IPUKa3y, U 0 OPOjy U MO 3HAYA]Y HAJTIEKO
npeBa3uiase.

3aro cMO curypHu ga jyousiej PenyOauukux TakMuUUYema KOJU OBOM IIPHU-
JuKOM obeseskaBamo Hehe OGutu u mocienmu.

Y Beorpamy, mapra 2008. dp 3opan Kadeabype



3AIINC O BEOT'PA LY

Beorpan, rpan Beoma O6ypHe ucrtopuje, jeman je on Hajcrapujux y Esponu.
Iherosa ucropuja Tpaje nyrnux 7 000 romunaa. IIpocTop OKO BesUKUX pexa
Cage u IlynaBa 610 je HACEJHEH jOUI Y MAJEOJUTCKOM nepuony. M3 crapu-
jer kameHOr no6a MOTWYY OCTAIM JbYIACKUX KOCTHU]Y U JIODama HeaHIgepTa-
nana, npouabenu y kamenosgomy kon Jlemrana, y mehunun wa Yykapunu u
y 6ausunn Lajnonujese nujare.

Ocramu kynrype maaber kamenor noba npouabenu cy y Bumun, jKapkosy
u ['opmwem rpany, nzuan ymha Case y ynas. To yrasyje ma je mpocTop
Beorpana 6mo Hace/peH y KOHTUHYWUTETY U OA je MHTE3UTET TOI HACEJba-
Bama O6mBao cBe jaum. MHOra manammma Hace/ha 0eorpaicKe OKOJIUHE JeKe
Ha KyJTYPHUM CJIOjeBUMA PAHUjUX IPAMCTOPUjCKUX HAaCEOOWHA.

Bunua kpaj Deorpana cnana y pen Haj3HAUYAJHUjUX HACCOOMHA U KYyJITY-
PHUX HAJA3UINTA TPAUCTOPUJCKOr MEepUoaa. ApPXEoolKe UCKOTUHE HA
Pocnu hynpuju, 'opmem rpany, Rapadypmu, 3emyny n Bunuu norsphy-
jy mpermocTaBke na je moapyuyje Deorpama Ouiao MHTE3WBHO HACEHLEHO U
a Cé FHEeroBO CTAHOBHUIITBO OABUJIO IMIYKHOM 3€MJbOPAIEHOM U APYTUM
nparehum npuBpenauM neaarHocTUMa. Ha OBUM JOKAJIUTETUMA OTKPUBEHE
Cy HEKPOIIOJIe OPOH3aHOI M METaJHOI 1q00a, Kao M JMOKA3U Pa3JIUUUTUX
KYJTYPHUAX YTUIAjA.

Beorpan je cpemumre kynarype u ymerunoctu Cpbuje. Y DBeorpamy crBa-
pajy MHOIM HaIld 3HA4YAjHM yMETHWUIW, roaumme ce oap:ku sume ox 9 000
MO30PUIIHUX IPEACTaBa, M3JI0KOM, KOHIepara, meppopMaHca U APYTUX
YMETHUYKAX TPOrpaMa, rocTyjy OPOjHM €MUHEHTHU CTBAPAOIU U3 CBETA
yMeTHocTu. Deorpan je cemumre HAjBUMIUX MAP:KABHUX U HAIUMOHAJHUX
uHCTUTYyOUja Kyarype m ymerHoctu: CpICKe akameMuje HayKa U yMe-
TtHOocTH, Hapomae ombmuoreke Cpouje, Hapommor my3eja, Hapommor
mo3opumiTa, Y HuBep3urera y Beorpany, YHuBep3urera yMETHOCTH.
Y Deorpany ce Hasa3ze 3HAUYajHA Oeja apxXuTeKType, KRamemerman u
Beorpancka tBpbaBa, cnomMeHUIM KyJaAType W APYyra HEIMOKPETHA KYJI-
TypHa n100pa, OpojHa apXeoJIomKa HAJA3UIITa Ca MaTEePUjaJIHUM OCTAIIMA
KOju CBeIOYe O PA3BUjE€HOj MUBUIMU3AIM]U U KyJATYypHu Ha Ty bBeorpanga on
IpancTopuje 1m0 TaHAC.

I'pan Beorpan ocuusau je 36 ycramoBa kyiarype (11 mosopumra, 8 yc-
TaHoBa 3amrTuTe, 4 OubmmoTeke, 13 meHTapa 3a KyJaTypy W Tajepuja) u
2 jaBua mpenyseha 3a koje 06e30ebyje ycnoBe panma, a UCTOBPEMEHO IIO-
MasKe peayim3alujy IporpamMa M nporpamckux npojekara 101 ycranose um
YMETHUYKE aCOIN]jalluje.

Beorpan, ka0 yHUBEeP3UTETCKU IIEHTAD, NMa 2 OpP:KAaBHA YHUBEP3UTETA U
BUINIEe TPUBATHUX BUCOKOOOPa30BHUX mHCTUTyHHja. Y DBeorpany uma 280
OCHOBHUX " cpemmux mroga. Onx 195 ocHoBHux mrkosna — 162 cy pemoBHe
OCHOBHe, 14 je cmenumjaJiHUX OCHOBHUX IIKOJa, 15 YMETHUYKWX U 4 IMKOJE
3a OCHOBHO 0DOpa30Bame O4PAaCIUX.

Beorpan je n cemumre BpXyHCKUX HAYYHUX U MCTPAKUBAUKUX yCTAaHOBA
u3 cBUX obsacTu.



MATEMATUNYKRKA TMMHA3WMJA

Maremaruuka rumuasuja y beorpany mouena je ca pamzom 19.09.1966. ro-
IUHE KAa0 TPOTOIUIIkha CPEAha MKOJA. Y MOYETHU, APYTU pPa3pemn, YIUCU-
BaHU Cy YUYEHUIM KOjU CY 3aBPIINJIU IPBU PA3PeE CPEAHUX MIKOIA, & IOCe
TMOJIOKEHOT TIPUjEMHOT UCTIUTa. 1€ IpBe TOauHe, TOCIe TPU KOHKYPCa, IPU-
jaBuio ce cBera 56 ydeHuka y apyru paspen. [lamac, mkoga mMma mecTt
OoZleJbema IPBOr pa3pena, MO MeT y OCTAJUM pPa3pearMa CPEeOEmHe IIKOJE.
Opnx 2004. romume, y MareMaTnykoj ruMHA3Uju pate U IO ABA OAEJLEHA
CeaMOr U OCMOT pa3pena OCHOBHE IIKOJIE.

OcHoBHe KapakTepucTtuke pana MaremaTuyke ruMHA3HUje CY:

— mocebaH 0a0bMp TAJEHTOBAHUX YUYEHMKA KPO3 CIenn(uyaH IpujeMHN
WCIUT U IpaBUJa YINCA;

— nocebaH INIAaH ¥ IporpaM IO KOjEM Ce HacTaBa MaTeMaTHKe, UH(O-
pMaTuKe 1 (U3MKE U3BOAU HA M3Y3€THO BUCOKOM HUBOY;

— JIOCJemHO CIpoBObheme MpUHIUIA Ia je TAJEHTOBAHOM YUEHUKY HEO-
OXOMAaH HaJapeHu Tpodecop, Kpo3 OpWKIILUBO HETOBAHE€ HACTABHOT
Kaapa, KOju ce perpyTyje mo0puM mejaoM U3 peaoBa OUBIIUX YUCHUKA
OBe IIKOJIE;

— om moceDHOr 3HAYaja je ABOCMEPHA capauma ca Y HUBEP3UTETOM
y Beorpany, Maremaruukum wacturyrom CAHY, Wuacturyrom 3a
¢U3UKY, TAKO & PEIOBHY HACTaBY M3BOAU ABAIECETAK JOKTOPA HAYKA
U JleCeTak Marucrapa, a joll OTIPUJINKE TOJUKO je aHMaKOBAaHO KPO3
apyre, nogaTHE ODJIMKE HACTABE;

— ogzemmema on 20 ydeHUKa, KOja Cce IOBPEMEHO Hejie Ha T'PYIIE;

— IprMeHa pPa3HOBPCHUX OOJIMKa HacTaBe, O KJIACHYHUX OO CaBpe-
MEHUX, YKBYUYjyNu m MEHTOPCKY HACTaBY;

— TEeRBbA Oa Ce KOJ YUYEeHMKa pPa3BUja aKTHUBAH OJHOC IpeMa 3HamYy,
OBE3VBAKy PA3IMYNTUX IpeaMeTa W camgpikaja, Oa ce CTUMYJIWIIEe
KPUTUYKHN U CTBapaJladku OyX, Ja Ce UCTUYY BUCOKE MOpPAaJIHe, Hay4YHe
¥ OIIITE IVBUJIN3AIM]jCKE BPETHOCTH;

— craJuHO yHanpebhuBame HacTaBe, QyT, MOCTEIEH U HEMIPEKUIAAH IIPOIEC,
3aCHOBAH M HA COICTBEHUM KCKYyCTBUMAa W MCTPAKUBABUMA, AJU U
HA MCKYCTBUMAa HAJUCTAKHYTUJUX CBETCKUX MHCTUTYNMUja W HAYYIHUX
ayTopuTeTa.

Hocnemuo cupoBobheme HaBeneHUX NPUHIMIIA JOHEJIO je U pe3yJTrare. 3a
HEIlyHe YeTUPU MeleHnje Kpo3 mkoary je mpomto oko 6 000 yuenura. Oro
250 je racuuje moxkropupatao, oko 400 maructpupaso. MHOrm on mUX Cy
nmocTaJu Ipopecopu yriieIHUX CBETCKUX YHUBEP3UTeTa wiau Bomehu cTpy-
Ymbalyu y PasInduTuM objacTuMa.



Ha mebymapomuaum rakMmmuemuma ydenunu MaremaTndre TUMHA3Uje Cy
ocojunmm 300 mMenasba, IMTO je pelnak, ako He U JeAMHCTBEH YCIeX jemHe
mKojJe y cBery. 3uarHe Mename Ha Mebhymapomaum mareMaTwykuM
omuMmnujanama ocpojunu cy Jowxedp B. Bapra, Mwonpar sKusxosuh,
Hyman Hykuh nu Maanen Panojesuh. Ilopen nsysernux ycuexa y obiaactu
MaTeMaTuke, (U3uke, MHOOPMATUKE U acTpoHOMUje, yueHunu MaremarTu-
YyKe IMMHA3Mje Cy YCIeIHW W Yy APYTUM obJIacTUMAa: OCBajajy Harpame Ha
penybanYKIM TAKMUUEHUMa U3 CPICKOr je3UKa U KIWKEBHOCTU, UCTOPU-
je, maxa, a Takobhe ocBajajy mpecTmw:KHE HArpaze y TIYyMU, PEeIUTOBAIY,
CHOPTY, MYJITUMEINjaJHUM Ipe3eHTalujamMa, 1e0aToBamy UTH.

Bunana PenyGaure Cpbuje je ma cemuumm onpskanoj 10. maja 2007. ro-
muae nouena Ominykry o onpebuBamy MarTemaTwyke rmMHA3Mje 3a MIKOJY
on mocebHor mHTEpeca 3a Penyomauky Cpoujy.

MaremaTuuka ruMaHa3Wlja je CTeKJa BEeJUKU yrien U mobusia MHOTA
Opu3HAKa 3a OyTOTOUINKU paj ca CeHepamnujaMa O0mapeHux yYeHUKA.
IloburHuk je Bume 3HaYajHUX npusHama Mehy kojuma cy Orrobapcka
warpana ,,Jlocurej O6pamosuh”, u penybanura Harpana ,Byk Kapanpuh”
IONEJheHA 38 W3Y3eTHE pe3yJsTare IMOCTUTHYTe y obiacTtu obpasoBama u
pacmurama. Illkoma je 2007. romume nobusa u CBeTocaBcKy Harpamy
MwunuctapcTBa mpocBeTe.

Y Beorpamy, mapra 2008. 0p Baadumup /pazosuh
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PEIIYBJIMYKA KOMUNCNJA

3a TAKMUUYEHA M3 MAaTEMATUKE yUEHUKA CPeMbUX IIMKOJIA,
IIIKOJICKA TOIWHA 2007/2008.

Apcenosuh ap Munom, Marematnukn dakynarer, Beorpan
Baatuh Bramnvup, $akynrer opranm3anmoHux Hayka, beorpan
Tajuhi np Bopucnas, Maremaruukn uacturyt CAHY
Humurpujesuh mp Caabauna, [IM®, Kparyjesa

Honunaka np Wrop, IIM®, Hosu Can

Hopocanosauku np Pane, ®TH, Hosu Can

Hyromuja np bHopbe, Maremaruuku ¢axynrer, Leorpan
Byxkuh IHyman, Yuusepsurer y Topouty, Kanana

sKusamesuh np Pane, Maremaruurku uncturyr CAHY
Nronuuosuh ap Hebojma, IIM®, Kparyjesa

Kuexxesuh mp Musman, Maremarnuru ¢axynarer, Georpan

Kprunnh mp Hopbe, Maremaruukn dpaxynrer, Georpan, npemncensHux

Jlykmh Munusoje, Kanrex, CA Il

Matuh Wsan, Beprau, CA Il

Munmuhesuh ap Bopbhe, Yausepsurer y Muuureny, CA Il
Mwunocasmesuh Mwumom, [IM®, Hum

Ormanosuh mp Cpban, Marematnura rumuasuja, Heorpa
Pannosuh np Munena, Maremaruuku uncturyr CAHY, Georpan
Cennunh Anercamnap, 'mvmuasuja, Kpameso

Cranojesuh Pane, Xamuaron nacruryrt, Upcka
Crojakosuh np Mwumom, [IM®, Hosu Can

Tomuh Wsanka, 'mmuasuja, Bameso

Uyruh np Jbybomup, I'pabheBuncku daxynrer, Beorpan
[ToGor ap Bopuc, IM®, Hosu Can



OIIIMTVHCRO TAKMUWYEILE 13 MATEMATHVERKE
YUEHUWKA CPEIILUX IITKOJIA, 02.02.2008.

IIpBu pa3pen, A kareropuja

510 105
0 0

1
1. Onpenuru na au je 6poj 105 + 51 nemuB ca 11.

2. OapenuTu cBe BPEIHOCTU PEAJHOT IapaMeTpa a, 3a Koje jeJHaduuHa,
llz =11 -2 3| =a

nMa HajBehm moryhu 6poj pemema.

3. Anma u Oma cy jemsor nana metase (mo Hajkpaliem myrTy) mo cBojux
Momaka Kocre u Jlaze. Omne cy ce cpese y XJamgy jemHOr CTapor IApBeTa.
Tom mpunukoMm cy npumerusne na ce Omua MoMak Jlasa Hasmaszu TavyHo HA
mosa myTa Koju AHa mpenasm mo UpkBe, na ce AnmH MoMak Kocrta Hamasm
TAYHO Ha CPEIUHU IIyTa on Oamke mo mpkse, ma je banka on Oupume kyhe
jemHako ynaJ/beHa Kao HPKBa o4 AHube 1 Oa je pacrojame usmebhy Oanke u
HpKBe jemHako pacrojamy uameby Anwmue m Omune xkyhe, anu na ce Ganka
Hajas;u ca mecHe crpane kKana Aua u3 csoje kyhe raena Omy Ha GATKOHY
wene kyhe. lorosopuie cy ce na ce y moBpaTky y 7 yBede IOHOBO CPETHY
ucnon ucrtor apsera. la 6u Ama cruria ma Bpeme 3amoinuia je Kocry na
joj m3pauyHa Koje je pacrojame maMehy merose Kyhe m crapor mpseTa.
Omn 3na ma pacrojame usmeby merose m Anwune kyhe uznocu 2km. Konukn
he nyr Auna npehu on Kocrune xkyhe mo crapor mpsera?

4. Tlosumato je ma 6m 60 kpaBa mojeso CBY TpaBy ca JauBaie 3a 24 mama, a
30 kpaBa 3a 60 mama. CBakor maHa M3pacTe MCTa KOJUUYMHA TPaBe.

(a) Kouuko xpaBa 6u nojeno cBy TpaBy ca ausaze 3a 100 nana?

(6) 3a xonuro mama 6u 10 kpasa mojeso CBy TpaBy ca JuBame’

5. Ha momumu ce manasu 14 kwmwura. Ha rosumko mHauumsa je moryhe wm3sa-
Opatu 5 K®BUra Tako Ja HUKOje nBe nm3abpaHe KIBUre HUCY CycerHe?!

IlpBu pa3pen, b kareropuja

1. Kommko mma merormdpeHnx OpojeBa 3alMCAHUX HENAPHUM Ipama,
meby kojuma je 6ap jenna jemunHuna?

2. OmpenuTu cBe mpocte 6pojeBe p TakBe na je bp+ 1 KBaapaT TPUPOTHOT
opoja.

3. Y xy-paBHU OnpenuTy HOBPIINHY (PUIypPE OrPAHUYEHE JIMHIjOM
|z + 1] + |y — 2| = 3.
4. Bugmeru npBu 3amarak 3a IpBu paspen A kareropuje.

5. Bumeru yerBpTu 3amarak 3a npBu paspen A kareropuje.
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Ilpyru pa3spen, A xkareropuja
1. JlokasaTu ma ce HUjemaH mpocT Opoj obiuka p = 22" 41 me mowxe
NpEeACTABUTU KAO PA3jMKa MEeTUX CTENeHa IBa NpupomHa OGpoja.
2. Han kampatanm tpunoMoM ax? + bz + ¢ (a # 0) M03BOLEHO je BpmuTH
caenehe omepamnuje:
1° mebhycobuo zamenutu a u ¢ 3a ¢ # 0;

2° zameHuTH T ca r +t, rue je t Heku peasaH Opoj.

Moske nu ce IPUMEHOM OBUX OIEPAIN]ja

2

(a) mommmom 22 — x — 2 Tpamchopmmcarn y x2 —x — 17

2

(6) mommmoM 22 — x — 2 TpanchopmucaTu y 4x? + 3?7

3. Ila au mocToju KOMILIEKCaH Opoj z TakaB na tauke oapebene 6pojeBuma
1, 22007 1 22098 yppe Temena mpaBoyrIOr TPOyTIA?

4. 3a yraose NABC Baxn
tga:tgBitgy=1:2:3.

W3pauyraru oduM OBOT TPOYIJIa, aKO je CTPAHUIlA HACIIPAM yIJja 7y je IHaKa
AB = 3.

5. Heka je M mpoussomna tauka y ANABC, Ry, Ry, R3 pacTojama Tauke
M on rauarka A, B,C, penom, a r1,r3,T3 pacrojama Tauke M O CTpaHUIla
BC,CA, AB, penom. okazatu na je

Ri+Ry+R3>2(ry +ra+713).
Ipyru pa3pen, B kareropuja

1. Oapenuru cee tauke M yuyrap tpoyria ABC, Takse na Cy HOBPIIUHE
tpoyraosa MAB, MBC u MCA jennaxke.
2. Heka je z1 = 14 2i. Ogpeautu KOMIUIEKCaH OpPOj z ako je

_ 2% — 94
- §=1 A Re(i 9,2):2.
2—7 Z1+ 1

3. Y crymy peasHuX OpoOjeBa PEMIUTHU jeTHAUNHY

2 T —4 _ 1
x2—4 2242 22-—22

4. Bugmeru nmpBu 3amarak 3a Opyru paspen A kareropuje.

5. Mapuja je npBu yTopak y Mecelly npoBeia y Beorpany, a IpBu yTOpak
mocJie IpBOT NOHeZesbKa y Mecery nposedsa je y Hosom Cany. Creneher
Mmecena, Mapwuja je npBy cpeny nposena y Hwumy, a nmpBy cpeny mocie
NpBOT YTOPKa y Meceny Ha 3inarubopy. ['me je Mapuja Te roaune mposena
8. mapt?
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Tpehu pa3zpen, A xkareropuja

1. Hera je a € R. ¥ cryny peannux 6pojeBa pemIUTU CHCTEM

x + y + (1—-a)z = aq
(I-a)z - y + z = -1,
r + (a—1l)y -— z = 0.

2. Y kyny je ynmcana sonra. JlokazaTu ma je ogHOC HOBPIIMHA KyIe U
JIONTE jeJHAK OJHOCY IHbUXOBUX 3allpeMUHA.

3. Hera je x > 0 peasan 6poj. Ompemuru nopenakx Opojesa (copruparu
[0 BEJIUYUHU )

T X

r, ", " | x

4. Hera je f: N — NU{0} raksa ma:
12 f(1) = 0;
2° f(p) =1 3a cBaku npoct Gpoj p;
3° f(ab) = af(b) + bf(a) 3a cBe npupomue a u b.

Onpenutu cBe n 3a koje je f(n) =n.

5. Y cBakom mosmy Tabie 12 x 2008 ymucaH je mo jeman mpupomaH Opoj.
JemHuM moTe30M je M03BOJLEHO YABOCTPYUUTHU CBE OPOjeBe HEKe BPCTE WU
cmamuTu 3a 1 cBe OpojeBe Heke KoJyOHE. [la su ce yBek mocsie HEeKor Opoja
moresa Moxke Hobutu Tabauna y Kojoj ¢y cBu O6pojeBu jemHaru 07

Tpehu paspen, b kareropuja
1. Buneru npsu 3amarak 3a tpehu paspen A rareropuje.

2. Jllokazatu na jeqHauyuHa

x T 1
2. in® (_) sl ’ (_) 2 ’
S1n 2 sin 6 -2 +x

HeMa pellermha Y CKYIly peaJlHUX OpojeBa.

3. Ha xomapramkoMmM TypHUDPY ydUeCTBOBAJO je 8 €Kula U CBaKa je ca
CBAKOM OIWTpAJIa MO je[HYy yTakMuily. 3a mobemy ce mobuja aBa IOEHA, a
nopaskena exkuna nobuja 0 moena (HeMa HepeIIeHUX yTakMuIa). Exume cy
cakymuie penom 14,12.8,8,6,4,2,2 moena. Koauko yraxkMmuna cy mocaenme
YeTUPU eKUlle U3ryouse Ol IpBe YeTupu erure’

4. Y cryny peanHux OpojeBa PEmIUTU CHUCTEM

Ty
log‘m_yl 7 = 2,
T+y = zy+ 1.

5. Bumeru npyru 3amartak 3a tpeliu paspen A kareropuje.
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UYerBpTHu pa3zpen, A xkareropuja
1. Oppenutn; 3a xKoje a,b € R rpapunu pysrmmja
f@y=a-2"+b u glx)=b-2""+a

uMajy TavHO ABe 3ajemauure tavke. OnpenuTu Te Tadke.
2. OgmpenuTu cBe mpupoaHe Opojese n 3a koje je 5" 4+ 12" nmoTmyH KBaapar.
3. Ako je a3171 —2ap-—2 <n- i/ a3, nokazatu ma Gap jeqHO pememe jenHa-

JuHEe
2" F ap 12" a0 P+ . +ax+ag=0

HHIje peayia 0poj.
2. Hexka je H opronenrap omrpoyriaor AABC, a a, b u ¢ onrosapajyhe
crpanure. /lokazatu na je

AH BH CH _ 1

_g—

a b ¢ 3V3

5. Ha xonuko paznuuurux HaYMHA Cce MOTy mopebharwm mecT TOMOBA €HIU-
RJIONleIMj€e Ha MOJUILy, TAKO Aa 1. TOM HUje HU NPBU HU MOCJIEIHU y HUIY,
2. TOM ce HaJa3mW mMopen 3. ToMa, a b. m 6. TOM ce He HaJa3e jenaH mopemn
apyror?

YerBpTHu paspen, b kareropuja

1. Heka je a € R. Y cryny peanHux OpojeBa PEMIUTU CUCTEM

r + y + =z = 0,
r + ay — 3z = 1,
ax — y + =z = 0.

2. VspauyHaTu DOBPIIMHY NapaJeIorpaMa KOHCTPYUCAHOT Hal BEKTOPUMA
— — — —
P=2d+3buqg=ad—4b, upuuenyje|a|=|b|=1ud L b.

3. Bunmeru tpehu 3anarak 3a tpehu paspen B rareropuje.

4. Y JjionTy TOJYIpPEYHUKa T YIOUCAH je Ba/bak Hajsehe moryhe moBpmume
omoraua. OapenuTu 3alIPEMUHY TOT BaJbKa.

5. Bumeru npsBu 3amarak 3a yerBpTH paspen A kareropuje.
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ORKPYHHO TAKMUMWYEILE 3 MATEMATUKE
YUEHUWKA CPEIILUX IITKOJIA, 23.02.2008.

ITpBu pa3pen, A rareropuja

1. Kpo3s npeceune tauke A u B kpyskuuna ki u ke KOHCTpyuUcaHe Cy IBe
mapaJiesHe IpaBe Koje MO APYTU IyT CeKy KpyskHumy ki y taukama C u D,
a kpyskauny ko y taurkama F u F. lokaszaru na je CD = EF.

2. (a) Ha ronuko maumna ce MOTy m3abpaTy nBa HECYCemHA NBOUU(PDEHA
bpoja?

(6) Kouuko mma neromuppenux 6pojeBa y Kojuma ce nudpa b mojasiyje
TayHO ABA MyTa W UYMje Cy MPEOCTaJe TPU MUGpPE PA3IUUUTH €JICMEHTHU

cryma {1,2,3,4,6,7}7

3. Koauko ce majBuine TOmoBa MOKE€ TMOCTABUTU HA ,,IAXOBCKY TaOIy
muMensuja b X 4, TAKO Ja CBAKU TOI ,HANANa’ HajBUIIE jeqHOT O MPEeoCTa-
aux? (Heku Ton ,mamana” cBe TOIOBE KOjU Cy Y BPCTU y KOjO] Ceé U OH
HAJIA3U, KAO U CBE TONOBE KOJU CY Yy KOJOHU y KOjOj C€ OH HAJa3W.)

4. 3a x,y,z € Z Baxku
x22+y2x+z2y=x2y—|—y2z+22x+x+y+z.

Hokazatu na 27 |z +y + z.

5. Hera je AABC tarkaB na je AB = 3, BC = 4 u CA = 2. Hahnu
usnoMibeny suaujy XY Z ca kpajesuma X, Z ma pyoy AABC, takBy na je
XY =YZ =1 u roja neau AABC na nBa neija jeIHAKAX TOBPIIUHA.

IlpBu pa3pen, b kareropuja

1. Y cxyny peasHux OpojeBa pemuTu
w <0.
|22 — 3| =5

2. Hera cy F u F, penom, cpemumra crpanuna AB u C'D yerBopoyria
ABCD. Axo cy cpemumira nysxu AF, CE, BF u DFE HekonuHeapHe Tauke,
IOKa3aTHU [a YMHE TeMEHA [apajieorpaMa.

3. Ompemuru cBe a,b € Q Takse na je
(a—V2)(6—a++V2)=b.
4. BunmeTu npsu 3amaTak 3a OpBU paspen A kKaTeropuje.

5. Bumetu apyru 3amartak 3a npsu paspen A kareropuje.
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Ilpyru pa3spen, A xkareropuja
1. Hera je a € R. Y cryny peannux OpojeBa pemuTu
z4+add=Va—z.

2. Oxo jemmakocrpamuunor NABC je onucama kpyskuuma. Hexa je M
Tauka Koja mpumana gyky BC Te KpykHUIE, KOjeM He mpumana Teme A.

Hoxkazaru na je MA=MB+ MC.

3. Hera cy a € (O7 g) uf e [%,g) TAKBU Ja BayKU
: 2tg B
sinag = ——5—.

1+tg?p

Onpemnutu moryhe Bpemaoctu « + 203.

4. Heka cy peannu OpojeBu a u b TakBU na UM je pasjinKa jeiHaKa (PUKCHOM
Opojy «, a mpou3BOA jeaHaK GPUKCHOM MO3UTUBHOM 6pojy (. Onppemuru cBe
moamHOME 00MMKa 22 4 px + ¢ TakBe ma, KAKBM TOI Omin O0pojesn a u b ca
rope HaBeneHOM ocobuHOM, max{a,b} je KOpeH TOr moJuMHOMA, THE Cy D U
¢ M3PAKEHU y 3aBUCHOCTH O1 v U [3.

5. Y mpuzemmy 3rpange ox b cupartoBa, y aupr cy yuaum Ana, lymam,
Jlyka, Harama n Ilena. Ha xonamko Hauwmaa ce audT MOKE UCIPA3HUTU
TAKO Jla HU Y jeTHOM TPEHYTKY HEKU MYyIIKapall U HeKa yKeHa He Oy Iy caMu
y mupry? (CBako on mUX M3Ja3U Ha HEKOM OX b cuparoBa; audt ce kpehie
on mpu3emsma mo 5. cupara (ue Bpaha ce).)

Ilpyru pa3spen, b kareropuja

1. Onpenutu cee z € C 3a koje je

=1.

‘ z

1—1z
2. Buneru npsBu 3amartak 3a apyru paspen A kareropuje.

3. Ompenutu cBe a € R Tako ma KOpeHU KBaApaTHE jeIHadnHe
(20 —3)2® —2(a+ Dz +a+7=0

oymy Behm om 1.

4. Heka mpasa p He camp:ku HMjenHO TeMe Hekor npaBuiHOor 2008-yria.
Onpenuru Hajsehu Opoj mysku unju cy kpajeBu remena tor 2008-yria koje
ceye mpasa p.

5. Bumetu npyru 3amarak 3a gpyru paspen A kareropuje.
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Tpehu pa3zpen, A xkareropuja

1. ¥ AABC, cumerpana <BAC ceue BC y Tauku D; npaBa Koja Caup:Ku
D u napanenna je ca AC ceue AB y tauku E; npasa koja canpxu F u
napasienna je ca BC ceue AC y tauru F. [lokazaru na je AE = FC.

2. Ucnuraru na aum je tg 1° panmonasan 6poj.
3. Heka cy a1 =2 a2 > ... > a, > 0 peasuu OpojeBUu TaxkBu na je
a1 +as+...+a, =1.
Iokazatu na je
a3 +3a3 +5a5 4+ ...+ (2n —1)a? < 1.
4. Ha xoauko ce mHajMame TeTpaemapa Moxke ucehn romga?

5. L-TpuMmuHO je ¢urypa cacraBsbeHa O TPU jeIVHUYHA KBaIpaTa, HEKOD
on ob0ImKa

Onpenuru HAjMame M, TAKO 14 je U3 KBaapaTHe Mpeke quMensuja Hx5 (ca-
craBibeHe 01 25 je MMHMYHUX KBaapaTa) Moryhie muspesaru m L-Ttpumuna, a
IPUTOM Ce U3 OCTaTKa He MOske mu3pesaru Buue Hujenan L-tpumuno. (IIpu-
JIMKOM M3PEe3UBamba, KBAAPATH KOJU YMHE L-TPUMUHO ce MOpPajy HOKIAIATHI
ca KBaJpaTHMa MpEKe. )

Tpehu paspen, b kareropuja
1. Y ckyny peasHux OpojeBa peummTu

r+1
r—3

WV
—

log, log 1
2

2. OgpemuTu yrao Koju rpajme BeKTopu a u b, ako cy Bexkropu m = 2d — b
un 1 = d+ 5b mehycobuo oproronanuu u |a| = 2, |b’ =3.

3. Bunmeru tpehu 3amarak 3a npyru paspen A rareropuje.

4. Bunmern npsu 3anarak 3a tpehin paspen A kareropuje.

5. Buneru neru 3amarak 3a Tpehu paspen A rareropuje.
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UYerBpTHu pa3zpen, A xkareropuja
1. Heka cy a,b,c € R. lokazaru na jemHaymHa
(x—a)(x—=b)+(x—b)(x—c)+(x—c)(x —a)=0

uMma Oap je[HO peleme y CKyIy peajHuX Opojesa.

2. Ogppemutu cBe m € R, Tako ma KOpeHU jeaHaUUHE
3 2 _
z° — 122 +mx — 60 =0

IpencTaB/bajy MYKUHE CTPAHUIA IPABOYTJIOT TPOYTJIA.

3. Hera cy A u B raure meke kpysxauie, a P u () Tauke, TakBe ma Cy
npase AP u B(Q rTamrenre Ha Ty KpyskHuny, AP = BQ u npasa P(Q Huje
napaJsiesnna ca npaBom AB. Jlokazatu ma npasa AB mosoBu ny:x PQ).
4. Ila au mocroju pyurnuja f: N — N, roja HUje UAEHTUUKYN jeIHAKA HEKO]
¢yHKITja

g :N—=N, gi(n)=n* keNy,

rakBa ma je f(mn) = f(m)- f(n) 3a cee m,n € N u na je f(2008) nmormysx
KBaIpaT?!

5. Koamko mMa HmM30Ba HyJa u jenuuuna mgyskumHe 10, TakBux na ce mebhy
CBakKa TPHM y3aCTOIHA YjaHa HU3a HAJa3W HAjBUIIE jelHA jeAnHUNA?!

YerBpTHu paspen, b rareropuja

1. Iokasatu ma je 3a cBaku OpocT 6poj p = 5, mommuom (z + 1)P — 2P — 1
IeJLUB IIOJIMHOMOM z? + x4 1.

2. Uspauynaru unTe3uTeT BeKTOpa d + b+ €, ako ¢y d, b u ¢ je AMHUIHNA
T

BEKTOPH, TaKBU na je yrao mameDy Ouio koja mBa o[ HBUX 3

3. OmpemuTy Ha KOJMMKO Ceé HAUMHA MOTY pacnopemutu 4 kyraume y 7
KyTHja, ako ce

(2) u kyraune u KyTHje PA3IUKY]Y;

(0) He pasnuKyjy HM KyTHje HU KyTJIUIE.

4. Buperu npBu 3amarak 3a 4eTBpTH paszpen A kareropuje.

5. Bumetn npyru 3amarak 3a yeTBpTH paspen A rareropuje.
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NP KABHO TAKMUYEILE 13 MATEMATHURE
YUEHUWKA CPEIILUX IITKOJIA, 29.03.2008.

ITpBu pa3pen, A rareropuja

1. OgpenuTy Ha KOJMKO HAUYWHA Ce€ MOTY u3abparu npupomsu OpojeBu a,
b u ¢ Tako ma BasKuU:

1° a<b<c<b2; 2° @ menu c; 3° b menu c;
4° @ m b HUCY HOeUBU KBAIpPATOM IPUpOTHOTr Opoja Beher om 1;
5° C jecTe meJbUB KBAIApPaTOM TIpupomHOT Opoja Beher on 1.

2. Y rmpoyray ABC je <ABC = 45° u <CAB = 15°. Hera je M rTaura
— —

Ha nmonyupasoj BC takBa ma je BM =3 - BC. Oagpemutu yrioBe TPOyTiaa

ABM.

2008 __ $2007

3. OmpemuTu ocTarak Mpu HeHEHYy MOJIUHOMA, T — 3z + 4 monu-

HomoMm (z — 1)3.

4. Oro tpoyraa ABC omucatu jemnakoctpanudan tpoyrao PQR uajsehe
voryhie nyskume crpanune (APQR je onucan oko AABC ako je A € QR,
B € RP, C e PQ).

5. Ilorazaruy ma mocrToju mpuponaH 6poj n TakaB ma je 6poj 2p™ +3 ciaoxken
3a CBaKWU MpPOCT OPOj p.

IlpBu pa3pen, b kareropuja
1. Hera cy a u b npupoman 6pojesu. okazaru ma je 6poj (a + b)® — a®
nemus 6pojem a’ + ab + b>.
2. Ilokazaru ma je 6poj 3195 + 4195 nemxus ca 49 - 181.

3. Heka je P tauka y yayrpammoctu ANABC, taksa na je <PAC = <PBC.
Hera cy M u K nommoskja mopmadtia u3 tauke P ua crpanune BC u AC,
pexoMm. Axo je D cpemumre crpanune AB, mokazaru na je DK = DM.

4. Buneru npyru 3amarak 3a npBu paszpen A kareropuje.

5. Kameran je nobuo 3anarak ma pacnopeau 12 BojHuKa (pPasiuuuTux 0
BUCHHU) Y 3 BpCTe 1O 4 BOJHUKA, TAKO Aa Cy ucnymeHu cuaexehwu yciaosu:

1° cBaku BOJHUK je HWKM O CBUX BOJHUKA KOJU Ce HaJase usa mera (y
OCTAJIMM BPCTaMa);

2° cBaKM BOJHUK je HIDKU OJ CBUX BOJHUKA KOJU Ce Haja3e IAECHO O Hera
(v merosoj BpcTn);

3° y mocnensm0j BPCTU ce Hajasze 4 HajBUINA BOjJHUKA.

Ha roamko HaumHa KAmeTaH TO MOYKE yUMHUTH !
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Ilpyru pa3spen, A xkareropuja
1. Y crymy mesmmx Gpojesa pemmtu n(n + 1)(n + 2) = m?.

2. Heka je n > 1 mpupognaun 6poj, a ai,as,...,a, uneau OPOjeBHU, TAKO Oa
BayKU

adtai4+ ... Fad 0P < (2n—1(ay +ag+ ... +a,)+n’

IlokazaTu ma cy CBU a; HEHETATUBHU U Oa Opoj a1 +as + ...+ a, +n+ 1
HUj€e TMOTIYH KBaAparT.

3. Y ANABC Baxu <CAB = 2-<BCA. Heka je N menrap croJsba IpUIACA-
ve kpysxkuune NAABC koju momupyje crpanury BC, a tauka M cpenumre
crpaunune AC. Axo je mpecek mysxku BC u NM rmauka P, nokazatu na je
AB = BP.

4. Ha crpanunama npasusiaor neroyraa ABCDE youeHo je n pa3imyuTux
ravaka (MeDy youenum Taukama Mory outm u tauke A, B, C, D u E).
WcnocraBuno ce ma mocroju tauno 2008 TpoyraoBa umja Ccy cBa TeMeHA
HeKe O]l TWX Tayaka (Tpoyrao je ompeben ca Tpu HekosmHeapHe Tauke).
Koaukn je majmamu moryhu 6poj yodeHux tadaxa?

5. Y Gosuuny je mosemeno 10 obomenux ocoba. Meby 1000 ¢urama y ma-
raiyHy, CaMoO y jeHOj Cce Haja3| JeK. Y KOJIMWKO HEKO O] TUX 0coba Iomumje
MakKap jegHy Kall u3 (Jialle y KOjoj ce HaJla3m Jiek, HakoH 24 caTa Jerap
he nmpuMernTy cumnrToMe o3npaBibema. Jlekap nMa 3anaTak na y POKy o1
24 cara oTKpuje ¢ianry y KOjoj ce HajJa3! JIEK, na OU ce HPUIPEMUO 3a
Mmoryhy emmnemujy. lokazatu na sexkap Moxke na 00aBM CBOj 3aaTak.

Ipyru pa3spen, B kareropuja
1. Y ckymy peasHUX OpoOjeBa pemInuTA
|o2 + o — 2| = 4z + 2.

2. Heka cy D, E u F nomuoxja Bucuna u3 tadaka A, B u C, pemowm,
omrpoyrior tpoyriaa ABC. Ilokazaru na je

BD-CD = DE - DF.
3. Y crymy peasHux OpojeBa pemmuTu

2z72

27 -1
V1414 .
2% * 22 —1

4.
4. Tlosmaro je ma je 37 = 2187 > 2048 = 2''. Ilorasaru na Basxu
(logyy 48)° + (logy, 54)% > 4.

5. Kounuko majumame Hara Moxke Outm y rpynm y K0joj Basku ciemehe —
CBaKM Dak mO3Haje HajMame IMeCT haka, W He MOCTOoje TPU hHaka Koja ce
mebycoBro mosmajy (mosHaHCTBa Cy y3ajaMHa)?
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Tpehu pa3zpen, A xkareropuja

1. Tlosokaj BesuKke U MaJie Ka3aJbKe Ha CaTy Ha3uBa ce 080Cmpyko mozyhum
akKo e 3aMeHOM MeCTa BEeJMKE W MaJie Ka3aJ/bKe OHE OMeT KOPEKTHO MOKA3U-
BaTU HEKO Bpeme. KOJMKO mMa ABOCTPYKO MOTYNHX MOJIOKAja Ka3aJbKU?!

n2+n—4
2. Hera je n > 1 mpuponan 6poj. Onppemuru roeuIjeHT y3 o 2 vy
Pa3BOjy MOJIMHOMA

(z+D'-(z4+2)% ... (z+n)"

3. Y cBaro nosbe Tabmauie 8 X 7 ynucas je 6poj Ha ciaenehu HauymH: y mosbe
(i,j) xoje ce HaJNa3M y MPECEKYy i-T€ BPCTE U j-T€ KOJOHE YIUCAH je Opoj
i-(27+1). ¥Y Tako nobujenoj rabaunu DO3BOJBLEHO je m3abpaTy OUIIO KOju
kBagpar 3 X 3 uau kBagpar 4 X 4 u moBeharu 3a 1 cBaku 6poj y momuma
uzabpanor kBaapara. la nu ce mosassa Tabiania IPUMEHOM TAKBUX OIIe-
panuja Moske TpaHCOpMHUCATH Y TabJIUILy Y KOjOj Cy CBU OpOjeBM mapHU!

4. Y crymny mpupomHuX OpojeBa pemuTu

7"+ 12Y =13%.
5. Heka je d > 0 peamaun 6poj. Koucrpyucaru npasoyraouux M N PQ
nujaronane NQ = d ymucan y matu tpoyrao ABC, Tj. mpaBOyraoHUK

rome crpamuna M N npumana npasoj onpebenoj ca AB, a temena P u @
npunanajy crpanunama BC u CA, pemowm.

Tpehu paspen, b kareropuja
1. [IokazaTu na ce KPY:KHUIE
2?4y =20 — 12y +12=0 u 2y 20 -9y +15=0
NOOUPY]y U3HYTPa U ONPEAUTU jelHAUNHY HUXOBE 3ajelHUYKEe TAHEHTE.

2. Heka je SABC tpocTpana nupaMuaa, Yrju Cy CBU UBUYHU YTJIOBU KO
Bpxa S mpaBu u Heka je O momHOXK]je BucuHe u3 Tavuke S Ha paBan ABC.

(a) Hoxrasaru na je O opronentap rpoyraa ABC.

(6) Ako cy nospmune Tpoyraosa ABC u OBC jemnake P; u P, penowm,
onpemuTu noBpimHy Tpoyriaa SBC.

3. Y ckymy peajsHux OpojeBa pemmuTu
2
log% <4cos 2z gcos x) > sgn (logz 5\/1—;c)

4. Ta nmu ce y paBHU MOM¥E KOHCTPYUCATHU
(a) 2006; (6) 2007; (B) 2008

MOy IAPHUX KPY:KHUIA, TAKO & CBaKa O HBUX JOAUPYje TadHO 3 ApyTe
KPYJKHUIIE U HUKOjE NBE KPY/KHUIE CE HE CEeKYy?!

5. Bumeru npsu 3anmarakx 3a tpehu paspen A xarteropuje.
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UYerBpTHu pa3zpen, A xkareropuja

1. Hus npuponuux 6pojesa (a,)nen Aedunucan je ca a; = 3 U appq = 3%
3an > 1. Ogpenuru nociaenme a8e mudpe 6poja aspos-

2. Heka je ABCDEF mecroyrao ynucan y KPYKHUIY HOJyIpEYHUKA 1,
Tako ma cy crpauune AB, CD, EF nyxwusme 1. IlokazaTtu na cpenumra
crpanuna BC, DE u AF ¢opMupajy jeAHAKOCTPAHUYHU TPOYTAO.

3. Hexka cy «, 3 u v cBe myne nommuoMa x° — 92 + 9. Ilokasatu na je
o®+a—6¢{B}
4. Y crymy peaJHUX OpojeBa pemmuTu

2008!082006 (*=1) _ 9001082005 (= +1) — 2,

5. 100 cujanuna je mopebano y tabay 10 x 10, mpm uemy cBaka MOke Oa
Oyme ymajheHa MM yrameHa. ¥ jeIHOM KOPAaKy je HO3BOJLEHO:

1° mpoMeHUTH CTama CBUX CUjAJUNA Y jeIHOj BPCTH;
2° TPOMEHUTU CTala CBUX CUjAJUNA V jeAHOj KOJIOHU,

3° ymaauTu IpOM3BOJLHY CHJAJIUIy KOja je OKpyskeHa ca 4 ynaJsene (cu-
jaauie Koje OKPYIKYjy CUjasuily S Cy OHe KOje Ce HaJla3e Ha IMOJbUMa
KOja UMajy 3ajeHUYKy CTPAHUILY Ca IOJbeM Ha KOMe ce Hajaasu S).

Y moueTry cy cBe cujanure yramene. /la gu je moryhe HM30M OBaKBUX
KOpaka HOCTHUNM fa CBe CHjaJIUIE OCHM jelHEe Y YIUIY U jeIdHE HOj CyCeIHe
Oyny yramese?

YerBpTHu paspen, b rareropuja

1. Heka je a € R. Y ckyny peasHux OpojeBa pemmuTu

Ve—4a+16-2- Vo —2a+4++z=0.

2. Axko je O npeceuna tauka aujaronasa AC u BD mpaBuUIHOT TETOYTJIA
ABCDE, nokasaru na je

AO? = AC - OC.

3. Hera cy m u n npuponuu 6pojesu. Ilokazartu na je 6poj min+1_

nenus ca 30.

m

4. Ogpemutuy cBe KOMILJIEKCHE OpOjeBe 2z, TAKO Ja TauyKe Koje OAroBapajy
6pojesuma 1,2, 22 n 23 (me o6aBesHo y maTOM TOPETKY) UMHE TeMEHa Tapa-
Jejorpama.

5. Y ckymy peajsHuUX OpoOjeBa pemuTu

log,2(2 — %) + log 2, 5,4 7(57 + 7) < 1.
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PEINTEIHA 3ATATARKA OIINITVMHCKOI' TAKMNYEILEIHA U3
MATEMATUVERE YYJEHVUKA CPEAIBUX IITKOJIA, 02.02.2008.
ITIpBu pa3pen, A rareropuja

51
1. Kaxo je 510 Hemapan O0poj, caenu ma je

510 510
510 510
10 =(-1) =—-1 (mod 11). .
Kaxo je 5° =5-25-25=5-3-3 =45 =1 (mod 11) u xako je 6poj 10°
510°
HeJLuB ca b, ciaenu 510 =1 (mod 11).

510

1

Cnemu 10° + =—141=0 (mod 11), na oBaj 6Gpoj je newus ca
11 (Tanmrenta 49, ctp. 12, M644, Harpanuu 3ananum, pememe y TanrenTun
50, crp. 11).

2. Heka je f(z) = “|x—1|—2| —3‘.

10°
5
510

—x—1, za <1

P 3ax>1,cneﬂnﬂaje||x71|72|73:
b =

Kako je |x1|2{

—x —4, 3a ¢ < —4
—x —4, 3a ¢ < —1 r+4, 3a —4<xr<—1
r—2, 3a —1<z<l1 . 2—uzx, 3a —1<z<1
—, 3a 1<z <3 , ma je f(z) = x, 3a 1< <3
x — 6, 3a >3 6 — x, 3 3< <6
x — 6, 3 £ >6

[IpaBa mapanenna x-ocu moxke cehu oBaj rpaguk y HajBuire 6 Tavaka, IITo
ce moraba 3a 1 <a < 3.

Y
7
6
5+
4
3

______________ ~

7765 43 20| 1 3 3 4 5 6 7 8 o=@
OIT081A 2
3. Hera rmaure O,A,B,C,K,L,D onxrosapajy Omunoj kyhwu, AuumnOj
kyhu, 6anku, npksu, Roctunoj kyhwu, Jlazumoj xkyhu, npsery, pemom. Ilo
ycaoBuMa 3anatka OACB je MO3UTUBHO OPUjEHTUCAH IapaJiesorpam. 3a-
ucta, uz OB = OC u BC = OA cnemu na je OACB napamnenorpam (ako
6u OACB umao camonpecenama, tj. ako ou ce OB u AC cekne, Tana Ou
OABC 6uo kBagpar, Tauka L 6u Gusia Ber0BO CPEIUINTE, & KAKO je TauKa
K cpemumre nysxku BC, a D npecek ny:xu AK u OB, 6uno 6u O — L — D,
1j. Owma 6u momta no Jlaze mpe cycpera ca AHoM), a opujeHTanuja u3
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nomatka na je <AOB < 180°. U3 ycaosa 3anatka je u K cpenumre mays&u
BC, L cpemumire nysxu AC, a D npecek nysxu OL u AK.

e
Hera je d = OA, b= 0OB. Tana je
— — 1 - — — - 1
OD:m-OL:m-(d’+§~b) u A :n-AKzn-(b—§~Ei>.

e — — . 1 = . - 1
.HaHOJe OD =0OA+AD, cnemu m - a+2'b> a+n~<b2'a>,0ﬂa}me

je
1 . 1 s
m+—--n—1)-a+ g m-n -b=0,

ma Kako Cy BEKTOpU d U b HEKOJIu- B K C
HeapHUu MOopa OuTn;

[\]

m—i—%-n—l:O u %~m—n:0.

Pemasamem oBor cucrema mobuja I L
cem:énn:g,o;[axneje

— 3 j—> o

KD = g-KA, na he Auna on Kocrune

kyhe mo crapor apsera npehwu myT o OTI 08 1A 3A

mysxuae 1, 2km.

4. Heka je xomuumHa TpaBe KOjy Mojene jemHa KpaBa 3a jemaH maH T,
KOJUYMHA TpaBe KOja M3pacTe Ha JIWBaNM 3a jeoaH OaH Yy, a IIOoYeTHa
KOJIMYMHA TpaBe Ha auBamu z. llo ycmoBuma 3amatka je

24-60r =2z+24y m 60-30x =z + 60y,
omakie je y = 10x u z = 24 - 60z — 24 - 10z = 24 - 50z.
N3 y = 102 cnemm na je omarosop Ha murtame nena (6) HuKam, jep 3a jenan
aH M3pacTe TAYHO OHOJUKO TpaBe koamko 10 KpaBa momace.
Axo a kpaBa monace guBany 3a 100 mama, caemu a - 100z = z + 100y =
24 - 50x 4+ 10002 = 22 - 1002, omakye je a = 22, Tj. OATOBOp HA MUTAHKE IEJa
(a) je 22 rpase.
5. YouenoMm m300py 5 KHUTa TAKO A HUKOje OBE m3abpaHe KIUTEe HUCY
cyCcemHe, MOKEe Ce NMPUAPYRUTU HU3 HyJa W jeOUHUINA, TAKO INTO j€ i-TU
yjgaH Hu3a 1 ako je i-ta kmura m3abpana, a 0 ako muje. OBaro mobujen
HU3 ce cacToju ox 9 HysJa W 5 jeIWHUNA W NPUTOM HUKOje ABE jeqUHUIlEe
HIUICY CYyCEIHE.
MebyrtrM, u cBakoM HHM3Y KOju ce cactoju on 9 Hyna m b jemuHuna u
OPUTOM HUKOje ABE jeOWHUIle HUCY CyCemHe oaroBapa jeman m3bOp KH-
jura Koju 3aJ0BOJbABa YCJIOBE 3alaTKa, Ia TPaKeHUX m300pa mMa KOJIUKO
OBAKBUX HU30BAa.

Ca mpyre cTpase, OBaKaB HU3 Ce MO:KE BUIETH Kao pacnopebusame 5 je-
nuauna #Ha 10 mecra (mpe mpse mysne, usmeby i-Te u i + 1-Be myse 3a
i€ {1,2...,8} u nocue 9-te myze), ma je ykymaH OpPOj OBAKBUX HHU30BA

10
<5) = 252 (Taunrenra 48, crp. 33, [Mucmenu 3amanu, 3anarak 2).
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ITpBu pa3pen, B kareropuja

1. Kako merormm¢pennx GpojeBa 3ammcaHUX HEMApHUM MAdpama mMma b’
(cBara onx 5 mudapa Moxke ce mzabparu Ha 5 HauwHA), a HETOUU(DPEHUX
6pojesa samucanmx mudpama {3,5,7,9} uma 45 (cBaka ox b mudpapa Moxe ce
n3abpatu Ha 4 HaUMHA), TO NETONU(PEHNX OPOjeBa 3aIMCAHUX HEIAPHIM
mippama, meby kojuma je 6ap jemma jequauma mma 5° — 4° (TamrenTta 48,
crp. 37, Mucmenn 3amanu, 3anarak 18).

2. Heka je 5p+ 1 = 22 3a mexo # € N. Cuemu 5p = (v — 1)(z + 1), ma xako
cy 5 u p mpoctu, nocroje ciaenehie moryhuocru:

l.z—1=52+1=p, omakne je p="7 (5-7+1=62);
2. 2+1=50—1=p, onakne jep=3 (5-3+1=42);

3. 2—1=1, x+1 = b5p, omarye je dHp = 3, Tj. y OBOM CIydYajy HeMa
pemema (TpuBujasHo He Moxke Obutu x — 1 = bp, v + 1 = 1, jep je
Sp>lmae—1<z+1).

Haxkae, p moxe 6butu 3 wmu 7 (Tamrenra 44, crp. 36, Iucmenu 3anamnmu,
3anarak 16).

>
3. Kaxko je |a|{ a, 3aaz0

0 sma<0 cilenu na je JUHUja U3 3aTaTKa
— W,

r+1+y—2=3, Tjy=4—-x, 3Bar>=>-1ANYy=2
r+1l-y+2=3, Tj. Yy ==, 3a x> —1Ay <2,
—xrx—14+y—2=3, 71j. y=6+2, 3a x<-1Ay=2,

—rz—1—y+2=3, 1j. y=—2—-2, 3a z<—-1Ay<2,

>
2

OMHOCHO KBAApAT 4YMWja Cy TEMeHa
(-1,5), (-1,-1), (2,2) u (—4,2) (ma
npuMep ybamuBameM £ = —1lumy =2
y ropme jemHaumne). Ilujaronasa
oor kBazpara je 6 = 5 — (—1) =
2 — (—4), ma je TpaskeHa NOBpIIVHA
@ = 18 (Tamrenra 44, crp. 35, TE—— } PE—

2 -5 —4 =3 -2 1 2 3z
[Mucmenu 3anamu, 3anarax 10). 14

omos1ps ™l

(_17 5)

Y
5
4
3
2
1

4. Buneru pememe OpBOT 3alaTKa 3a OPBU paspen A kareropuje.

5. BumeTtu pememe 4eTBPTOr 3amaTka 3a IPBU pa3pen A kareropuje.
Ipyru pa3spen, A xkareropuja

1. Heka je p=22"+1=k> —1° = (k= )(K* + K3l + K*I> + kI® + 1*) 3a
mexe k,l € N. Kako je p mpoct u k* + k31 + k212 + kI® +1* > k — 1, ciemn
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majek—1=1,maje2” +1=(k+1)°—k> =5k* + 10k* + 10k® + 5k + 1,
omarxe je 22" = 5(k* +2k3 + 2k% + k), mro je memoryhie (5 e Mowke menuTu
crenen nBojke) (Tawmrenra 47, crp. 16, Harpanau 3anamu, M609, pememe
y Tamrentn 48, cTp. 17).

2. 3amenoM a u ¢ nobuja ce TpuHOM cx’ + br + a, Unja je AUCKPUMUHAHTA
jemHaka MUCKPUMUHAHTU MOJA3HOT TPUHOMA.

Ilpyra omepanuja 4yBa pasauky Hysa jemHaumne ax’ +br +c = 0. Kako 3a

b? c
[MCKPUMUHAHTY TPUHOMA ax? + bx + ¢ Basku b® — dac = a? (—2 —4- —) =
a

a

a® - ((z1 +22)” — dzy@2) = a®(v1 — 22)°, rae cy @1 U ¥y Hyjle jelHaunHE
2 . b C

ar® +br+c =0 (zo BueroBum npasuiauma je x1 + T3 = —— U XT3 = —) HU
a a

IpyTa omepaluja He Mema MUCKPUMUHAHTY.

Kako je muckpumumanTa TpusoMa r2 —x — 2 jemmara (—1)2—4-1-(—=2) =9,
a Tpunoma x? —x — 1 jemmara (—1)? —4-1-(=1) =5, cremu ma je oarosop
Ha murame nena (a) meratusan (Tamrenra 44, crp. 18, Harpanuu 3anamnu,
M548, pememe y Tanrentu 45, crp. 20).

Onrosop Ha muTame geqaa (6) je mosurusad, jep je (Ha mpumep):

2° 38 z=—2 1° 2° 38 a=1
2 —x—2 — r?—br+4d  —  dax?—br+1 — 4a® + 3.
3. Tocroju. Hexa je |z| = 1. Tana je |2299%| = |2[?908 = 1 u [22907] =
12]2007 =1, o ~ ‘v BDOi 2007 ;2008
=1, omHOCHO Tauke Koje oarosapajy opojesmma 2297 u 22998 pagaze

ce Ha jeIMHUYHO] KPY/KHUIU. Y KOJMKO MOCTOju 6poj z Takas ma je 22007 =

—1 m 2298 ¢ {1 —1}, Tama je Tpoyrao umja cy TemeHa Tadke omxpebeme
6pojesmma 1, 22907 u 22008 ppapoyram (xwmoTemysa ToOr Tpoyraa je My
onpebena Taukama koje omarosapajy 6pojesuma 1 u 22°°7) ma je moBommO

JOKa3aTu na HOCTOjI/I 6p0j Z Ca HaB€ICHUM ocobuHaMA.

1 3
Heka je zg = = +i§. Tana je 2z = —1, ma je 22°07 = (23)%% = (-1)%9 =
—1 m 2298 = 2. 22007 = —z ¢ {~1,1}, omEOCHO 2y je 6poj ca TpaskeHUM

ocobuHaMa.

4. Tlo ycnoBuMma 3amaTka CBa TPU TaHTeca Cy UCTOT 3Haka, na je ANABC

. tga+ tg 3
o 0 . Kako je t =t — =—t =
mrpoyriu. Kako je tgy = tg(m — (a + 3)) gla+0) [ tgatgd’
caemu na (y OPOU3BOJLHOM HEIPABOYIJVIOM TPOYTILY ) BAKU
tga+tgB+tgy =tga-tgl-tgy. (*)

Axo je k = tga, Tana je tg3 = 2k u tgy = 3k, ma us (%) caemu 6k = 6k>,
onuocuo k=1 (jep je k > 0).

. tg 1 .
Kako cy yraoBu omrpu, ciemn sinag = ———— = ——, sinfi =
V1+tg?a V2

sin «v

ma je BC'= AB- =

3
v = = ) :
1+tg2~y V10 siny

tg B 2 tgy

= —, sin

Vittg?s Vb

=
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u AC = AB -

s%nﬁ = 2V/2 (cunycua Teopema).
siny

Konaumno, o6um AABC je AB + BC + CA =3++/5+2y2. (Tanrenra 45,
crp. 18, Harpamuu 3amanu, M579, pemewme y Taurentu 46, ctp. 27).

5. Ako je M' tauka cumerpuuna ca M y omHocy Ha cumerpaty <BAC,
pacrojame Tauke M’ om mpasux AB u AC je 7o m r3, pemoM, W Tadka
M’ ce mamasu y <BAC, na npasa AM’ ceue myxx BC y meroj taurxu A’
Hexka cy By u C; nomnosxja Hopmasa u3z B u C, penom, na AM’. Kako je
BC =BA'+A'C > BB, +CCy u AM’' = Ry, ciemu

BC-Ry > BB, Ry +CCy-Ry =2- P(AM'AB) +2- P(AM'AC)

(P(AXY Z) upencrasiba MOBPIIUHY
AXY Z), onakne je aRy > crqo + brs,

) c
Tj. R125'T2+;'T3.

Amnanorso je Ry > %-7‘3—1— (_lj P
b a

Rs > - 11+ — - 79, omakie je (Kako
c c

3ax,y>03amm£+g>2)
y T

OII082A 5

b ¢ c a a b
Rit Rp+ Ry > (=45 ) rit (542 rat (542 ) ra > 21 + 7+ 7).
c b a c b «a

Jemmakoct Basku axo u camo ako je AABC jemHakocTpaHWUYaH, a TauvKa
M weroso resxumre (Tanrenra 49, crp. 5, Heke nejenuarocTu y Besu ca
Tpoyraom, Hejemnakoct (B)).

Hanomena. OBa Hejemuaroct je nozuara u kao Erdés—Mordell-oa mejenna-
KOCT.

Ilpyru paspen, b kareropuja

1. Kako je nospmmna AABC jemnaka 36upy nospiuaa Tpoyriaosa MAB,
MBC u MCA, ose Tpu nospmuse cy jennake rpehwunu nospuwmuae AABC.

Karko ANABC u AMAB wumajy 3ajenuuury crpanuiy AB u Kako je oIHOC
wuxoBux nospmwmHa 3 : 1, Bucuaa AABC koja omarosapa crpanunu AB
je Tpu myra Beha on Bucune AMAB koja omroBapa crpanumu AB, Tj.
tauka M ce HaJa3u Ha MpaBoj mapaJjiesHoj npasoj AB, koja ce Hamasu y
uctoj monypasuu onpebenoj mpasom AB y kojoj u tauka C' u koja je Ha
pacrojamy on npaBe AB jemnakom tpehunu Bucune AABC koja omrosapa
crpanunu AB.

Awnasnorao, tauka M ce Hajasu Ha npaBoj mapaJsesHoj npasoj BC, roja
ce HaJla3u y mUcTOj mosypasBuu onpebhenoj npasom BC' y kojoj u tauka A u
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Koja je Ha pacrojamy ox npase BC jemnaxom tpehwunu sucuae AABC koja
oarosapa crpanunu BC, na (ako nmocroju) tauka M Mopa 6uTu jeauHCTBE-
Ha (Ipase mapajiesHe ABeMa Pa3JIMUUTUM CTPAHMIAMa HEKOI TPOYIJa HUCY
mapaJesHe, a Ce CeKy).

Ca mpyre crpaHe, KaKO TERUIITE TPOYIJIA OEIN TEKUIIHE OYEUA Y OXHOCY
2 : 1, pacTrojame O TEXUIITA TPOYIJa OO HEKE CTPAHUIE TOI TPOYIJa
je jemmako TpehwHEM BUCHHE KOja OArOBAapa TO] CTPAHUIM, Ha TE/KUIITE
TpOyIJia 3a/10BOJbaBa yCJIOBE 3aaTKA.

akme, jemnra Tavka KOja 3aJ0BOJhABA YCJIOBE 330aTKA j€ TERKUIITE
Tpoyria.

2. Vspasu u3 3anartka cy nedunucanu 3a z # 2. Kako je (3a z # 2)

:1@;:; (;_9 —le(:-3)F-3)=2-2)(2-2)

S 22—-32—-324+49=22—-2Z2—-2244< 2+2Z =05,

5
onakie je Rez = §7jep jew+w=2-Rew 3a cBaro w € C.

Comuno je

Re(Qi 9?) PP (2i 9.2) —4
Z1+1 Z1+1 zZ1+1

22 =91 2Z+ 9

1= + 11 =45 22-9)(1+¢)+(22+9)(1 —4) =8
& 22 —914+2i24+94+224+ 9% — 212+ 9 =38
& —2i(z —Z)=104+2(24+%) =10+ 4 Re=.
. 5 . _ .
Kakro je Rez = - u kako je w —w = 2¢ - Imw 3a cBako w € C, cuemu

4-Imz =20, tj. Imz =5.

5
Hakne, z=Rez+Imz = 3 + 5i (Tanmrenta 41, crp. 32, [lucmenu 3amanu,
3azarTak b).

3. Jemmaumna u3 3anaTka Huje neduHucana 3a x € {—2,0,2}.
3a x # —2,0,2 Basku

2 r—4 1
22 —4 2242 22—

& e+ (r—4)(x—-2) = z+2

= 22 —5x+6 = 0,

a mocJjenma KBaIpaTHA jeqHAaUMHA UMa pelewma © =2 u x = 3.

Mebhyrnm, kako jenHadmHa Huje medUHUCAHA 33 & = 2, jeOUHO DEIene je
x =3 (Tanrenta 42, ctp. 42, [lucmenn 3ananm, 3amatak 1).
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4. Bunperu pememe npBOr 3alaTKa 3a APYTU paspen A rareropuje.

5. Ako mpBE yTOpak y MeceIly HUuje U NPBU TaH Y MeCeIly, IPBU YTOPaK y
MecCelly je NCTOBPEMEHO U IIPBU YTOPAK IIOCJe IPBOT IOHEIEHKA Yy MeCely,
ma IO yCJIOBHMAa 3alaTKa ClIedu Ia je IPBU yTOPAK y IPBOIOMEHYTOM
Mecelly 1 IPBU maH TOr Mecena. AnaJsorso, y ciaemehiem meceiy je cpena
OpBU JaH TOT MeCcela.

Iakne, npsonomenytu Mmecen uma 7k + 1 manma (3a mexko k € N), a rako
mecern mMmajy 28, 29, 30 wau 31 mam, ciaemu na je Taj mecer ¢pedpyap u
Ia je roauHa IpecTyIIHA.

Iakne, ciemehn mecery je maprt, a 8. MapT je IpBa Cpexa IIOCJE IPBOT
YyTOpPKa y TOM Mecelly, Tj. Mapuja je 8. MapT mpoBeia Ha 371aTubopy.

Tpehu pazpen, A kareropuja

1. Kaxo je
1 1 1l-a
A = |[1-a -1 1 |=d* =3 +4=(a—2)>%*a+1),
1 a-1 -1
a 1 1—a
A, = | -1 -1 1 |=a+0+(@—1)?—ala—1)—-1-0=0,
0 a—1 -1
1 a 1l—a
A, = |1l-a -1 1 |=14+a—-a’>=—(a—2)(a+1),
1 0 -1
1 1 a
A, = |1-a -1 —1|=-a*+2"+a—-2=—(a—2)(a+1)(a—1),
1 a—1 0

3a a ¢ {—1,2} Baskn A # 0, ma cuCTeM 3a OBE @ UMA jETHO Delene

Am Ay Az o 1 a—1
(2,y,2) = (A’A’A) = (O’a—Q’a—Q>'

3a a = 2 npBa jemqHauMHA CUCTEMa rjiacu £+y—z = 2, a rpeha x+y—z = 0,
Ia y OBOM CJIydajy CUCTEM HeMa pellema (IITO Ce MOTJIO 3aK/bYyYUTU U U3
Tora ImTO je a = 2 ABOCTpyKa Hynda A, a jemocTpyka Ay, um A.).

3a a = —1 cucrem mocraje
r + Yy + 2z = -1
2c — y + z = -1,
r - 2y - z = 0.

OnysumameM npBe jenHauumae of Tpehe, 0QHOCHO ABOCTPYKe IPBE jeqHa-
4mHE OJ Ipyre, NoOuja ce eKBUBAJEHTAH CUCTEM

r + y + 2z = -1
- 3y — 3z = 1,
- 3y - 3z = 1,
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OTHOCHO
z + vy + 2z = -1
- 3y - 3z = 1,
omakie je (3a mpoumsBomHO z € R) y = —z — 3 nzxr =—-1—-—y—2z =
1
—1+z+-—-22=—2z— 3 IIa y OBOM CJIydYajy CHUCTEeM UMa OECKOHAUHO

MHOTO peliemha

2 1
{(—z—g,—z—§,2> |z€R}

(Tanrenra 42, crp. 39, [Tucmenu 3anamm, 3anatax 4).

2. Heka je r momynpeunur jgonte, a R, H 1 s TOTyIpEeYHUK OCHOBE, BUCUHA
¥ M3BOIHUIIA KyIle ONMCAaHEe OKO Te JionTe, penoM. V3paskaBameM MOBPIIUHE

OCHOT' IIpeCEKa KyIIl€e Ha ABa Ha4duHa,

mobuja ce RH = (R + s)r, omakie
. RH . R:H
je — = R 4+ s, ma je =
r 473
1 25
R(R + s) 3 RHm
———~2, omHOCHO 2—— =
42 4 .
g s TeT
R(R+ s)m . Vk Pk
4T27T » T VL - PL

R
OII083A 2

3. Aro je x =1 cBu HaBenenu OpojeBu cy mebhycoOHO jenHaru.

Hera je 0 < z < 1. Kako je ekcunonennujasaa QpyHKIUja CTPOrO MOHOTOHO
omanajyha axo joj je ocmoBa Mama ox 1, ciemun 0 <z <1 = 2% > 2% > 2!

*
© x
x* - €T x

= 2l<a® <2 = 2 >0 >7 = 2 <a¥ <z

na je (3a 0 < x < 1) Tpaskenu pacunopen

Hexa je z > 1. Karxo je ekcnoreHmnujajgHa (YHKIMja CTPOrO MOHOTOHO
pacryha ako joj je ocumoBa Beha on 1, cuenu

z” z* x

l<z = z'<2® = 1°<z% = 2% <% = <z ,

na je (3a x > 1) Tpaskenu pacmnopen

z z” xT
r<a®<a® <2t <2t
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4. U3 ycuosa 3° 3amaTka ciaenun

flab) — f(a)
ab  a * b’

na ako je g(r) = “——, 3axTeB 3aJaTKa NOCTaje ma ce ompene cBu n € N

T
T
taxsu na je g(n) =1, roe je g : N — Q1 U {0} Taxsa na:
12 g(1) = 0;
1 .
2° g(p) = — 3a cBaku WpocT GPoj p;
p

3° g(ab) = g(b) + g(a) 3a cBe mpuponue a u b.

W3 moBor ycnosa 3° ciaemu ga 3a n = pit - ps? - ... pp* (KaHOHCKA (aKTO-
puszanuja 6poja n) Baxku g(n) = ar1g(p1) + asg(p2) + ... + arg(pr), ma Tpeda
OIpENUTU CBE N 3a KOoje je

(0% [0 [0
224+ (1)
D1 D2 Dk

CBu calupnu y OpeTXONHO)] jemHakocTu cy mosutuBhu, na je (Vi €
{1,2,...,k}) oy < p;- Hakon MHO:KEHA UCTE JETHAKOCTH CA P1 - P2 * - .. * Dk,
nobuja ce jemHAaKOCT y KOjOj Cy CBU cabupiu ceMm jemHor mebUBU ca p;, ma
u Taj cabupak (pi-pa-... pr-— ) MOpa OUTH JeJBUB ca p;, ma p; | o, omaxe
i

je a; = p; (3a csako {1,2,...,k}).

Cnemn na cy cBu cabupmm y (1) jenmakm 1, ma ce y TOj jeOHAKOCTH TO-
jaB/byje caMo jemaH cabupak, OQHOCHO TpaskeH! OpojeBu cy 6pojeBu 00Iu-
ka pP, rme je p npoct Gpoj (Tamrenmra 44, ctp. 18, Harpamau 3anamnm,
M554, pememe y Tanrentu 45, ctp. 22).

5. Hera je cmamuBame 3a 1 ¢cBux OpojeBe HEKe KOJIOHE MPBa, & YIABOCTPY-
yaBam-€ CBUX OpOjeBa HEKE BPCTe Apyra onepalnuja M HeKa ce Ha Tabiu
Bpmu cienehin amropuram:

1° youm ce rosoua Te Tabie;

2° mpuMmemyje mpBa omepanuja, AOK HajMamW E€JIEMEHT Te KOJIOHE He
nocrane 1 (ckyn N je orpanuden ono3no0, na je oo moryhe ypaauru);

3° akKo Cy CBU €JE€MEHTU Te KOJIOHE jeIHAKW 1, ajropuram ce 3aBpIIaBa,
a WHadJe ce Ha CBe BPCTe KOje OAroBapajy eJeMeHTHMa Te KOJIOHE
KOjU Cy jemHAKW 1 IpuUMeHU Opyra omepaluja, a HAKOH TOra BPaT! Ha
KOpak 2.

Ausropuram ce 3aBpmasa. 3awucra, Hajseliu O6poj y TOj KoMOHU (MOMKE UX
OUTK 1 BUIle) Ce HAKOH IIPBE olepalyje CMamy 3a 1, Kao U HAKOH IPUMEHe
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ropaka 3° ma 2° OpeTXOmHOr AJrOPUTMA, Ha e CBU EJIEeMEHTU yOUeHe
KOJIOHE y jeTHOM MOMEHTY HOCTaTy jemHaku 1. IIOHOBHOM MpPUMEHOM IpPBE
onepalnyje CBU eJIeMeHTH Te KoJoHe mocTajy 0.

[Ipumerna mpBe omepamuje Ha HEKOj KOJOHM HE MEHa €JIIEMEHTE OCTAJIUX
KOJIOHA Te Tabiie, a IpUMEHa APYyre OIepaluje IPUPOIHE OPOjeBe CIuKa
y HOpupomIHe, HOK eseMeHTH koju cy jemmaku 0 ocrajy 0. Cuemu ma cy
HAKOH TOPIEr aJrOPUTMa CBU OPOjeBU APYTUX KOJIOHA OCTAJIN IPUPOTHI
(ako cy 6unu npupomuu), oxaocuo 0 (axo cy 6uuau (), ma ce MOHABILAHEM
aJTOpUTMa Ha CBUM KOJIOHaMa oBe Tabisie mobuja Tabiia y KOjoj Cy CBU
OopojeBu jenuaku 0.

Tpehu pazpen, b kareropuja

1. Buneru pememe npsor 3anaTtka 3a Tpehu paspen A kareropuje.
2. Jemmauuna u3 3amatka je mepunmcana 3a r # 0.
Kako je (V)

sinp| < 1, cnienu ma je

\L|:‘2-sin2 <§>~sin2 (%)‘ <2-1-1.

Ha ocuoBy Hejemmarkoctu m3meDy apuTMeTndre M '€OMETPHUjCKE CpeIuHe,

cJjenun
1, 1
D:—2+x > —2‘1'2:2,
x T

IpU YeMy jeTHAKOCT BasKM ako u camo axo je z2 =1, 1j. z € {—1,1}.

Kako je L = D, mopa 6utu L =D =2, 1j. = € {—1,1}. Mebyrum, rako je

2 - sin® (%) - sin? (é) #£2#£2. sin? (_71) - sin? (%) ,

caemu ma oBa jenHauumHa Hema pemema y R (Tamremra 46, crp. 20, Ha-
rpamau 3ananu, M591, pememe y Tanrentu 47, ctp. 19).

4
3. Ilocnemme uverupu exkune cy melycobHO omurpase (2> = 6 MeueBa u

y muMa je ocBojero 6 -2 = 12 moena. CBaku 01 OBUX HOEHA je IPUITAO
jemHoj o mocienme YeTupu exkumne. Rako cy one ocsojuie 6+4+2+2 = 14
IIOeHa, IOCJeNHe YeTHUPU €KUIEe Cy y YTaKMUIlaMa IPOTUB IPBE UETUPU
ekure ocsojuie 14—12 = 2 moena, Tj. mOCeqmHe YeTUPU €KUIE TOOeIuIe Cy
IpBE YETUPU EKUIE Y jeTHO] yTAKMUI, ONHOCHO MOCIEARHE YETUPU CKUIE
u3rybuse ox upse verupu ekune y 4 -4 — 1 = 15 yrakmuna (yrynas 6poj
yTaKMUIa KOje Cy MOCIeqhe YeTUPU eKUIe ONUrpaJie IPOTUB IPBE UYeTUPU
exune je 4 -4 = 16) (Tamrenrta 49, crp. 13, Harpanuu 3amamm, M651,
pememe y Tanrentu 50, cTp. 14).

x
4. Jemmauune U3 3a0aTKA Cy deuHICAHE 38 73/ >0, |z—y| >0mu |x—y| # 1.

W3 npyre jemnauuue caequ (x — 1)(y — 1) = 0, onakne je x =1 num y = 1.
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x
Axko je y =1, u3 upBe jenHaunHe Clenn 5= lz—1* = (z—1)* = 2> —22+1,

1
omarne je 222 —5r+2=0, 1j. x € {5 ,2}. MebytuMm, ako je x = 2, Tana
je |t —y| =12 —1| = 1, na oBo uuje pememne.

. ) 1
Kako je cucrem cumerpuyan mo x u y, 3a * = 1 nobuja ce pememe y = R

1 1
Haxrne, peasna pemema CUCTEMA U3 3a0aTKA CYy (5 , 1) u (1, 5) (Tanre-

ura 42, crp. 47, lpujemuun ucnuru, 3anatax 13).

5. Bunmetu pememe mpyror 3amatka 3a tpehiu paspen A kareropuje.
YerBpTHu paspen, A kareropuja

1. U3 a-2"+b=">0-2""+a nobuja ce a- 2" + (b—a) 2" — b, onakye je
b
27 =1 nmm 2° = —— . Ilakze, rpadunu f 1 g UMajy TA4HO OBE 3aj€IHUYKE

Tayke ako M caMo ako je ab < 0 u a # —b u rama cy To tauke (0,a+0b) u

b
1 ——1,0).
2. Ako je n memapan (Tj. n =2k + 1 3a mero k € Ny), rana je

52+l L 192+l = 9. 92% — 9. (—1)* (mod 5)

U HE MO:Ke OUTH MOTIYH KBaAPAT, jep KBaIpaTy NPU AeJbelmy ca b MOry
napatu octaTtre 0,1 nam 4.

Axo je n mapan (tj. n = 2k 3a meko k € N) u 22 = 5" + 12" 3a Heko z € N,
tama je 52 = 2% — 122F = (2 — 12F)(2 4+ 12%). Awo 5|2 — 12" u 5| 2 4 12F,
tama 5| 2- 127 = (z +12%) — (z — 12%), wro je memoryhe, ma je x — 12F = 1
u z+12F =5%% onaxne je 2-12F = 5% —1 =25 —1 > 24 = 2k . 12F

Bak > 2 cremn 2-12F > 2F.12F > 2-12’“, mTO je KoHTpaaukiuja. [IpoBepom,
3a k = 1 ce nobuja pememe, Tj. n = 2 je jeauHW TpUpPOIHU OPOj KOjU
3amoBo/baBa ycaose szamatka (52 + 122 = 132) (Tamremrta 45, ctp. 17,
Harpanuu zanamu, M570, pememe y Tanrentu 46, crp. 23).

3. Ako 6u cBa pelema jeIHAUNHE U3 3a0aTKA (1, Ta,...,Ty—AMa UX N jep

[IOJIMHOM N-TOT CTEMeHa MMa N KOMILUIEKCHUX HyJa) OuUiau peasHu OPojesw,

Taza OM Ha OCHOBY HEjeTHAKOCTH M3MeDy apuTMeTndke W FeOMEeTPH]jCKe

it ai+... a2
n

> Y/ x?-22- ... 22, onmakne je (v1 + z2 +

cpenuHe OUIIO

+2)2—9 N nf 2 .2 2 2
) (T1xe 4. FTp_1xy) =0 Y/ 272322, ODHOCHO a4
2a,-2 = n- {/ aZ, mTO je y CyIpOTHOCTHU ca yCIOBOM 3aJaTKA.

4. Hera cy A’ u B’ nomnoxja sopmasaa AABC uz tavaka A u B, penowm,
a «, 3, v omrosapajyhu yraosu tpoyraa. Kaxo je AAB'H ~ NACA',
AH AC

CHENN —y =~ & KaKo je AA" = bsiny (u3 NACA’), AB' = ccosa (u3
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AABB)uc=a- S (cumycua reopema), caenu AH = be R actga.
sin « bsin~y
Awnagoruo je BH =bctgf u CH = bctgry, ma Tpeba mokazatu na je
1 A
ctga - ctg ctg’ygg\/g. @) /
Kako je tga + tgf + tgy = tga - B
tgf - tgy (Bumetu (*) y pememy 4.
3aJATKy Ca ONIITUHCKOT TAKMUUYCHA ,
3a apyru paspen A kareropuje), Ha B A C
OCHOBY HejemHakocTu usmaby apu- OIL 08 4A 4

TMETUYKE U TEOMETPUjCKE CpeIrHe

cnema tgo-tg B -tgy = tga+tgS+tgy = 3- Y tga-tgB-tgy, ommocHO
tga-tg B-tgy > 3V'3, omakie menocpenuo caemu (1). JemHakoct Bamu ako u
camo ako je AABC jemuarocrpanundan (Tamrenra 46, crp. 20, Harpanau
sazanu, M589, pememe y Tanrentu 47, crp. 19).

5. Heka je A ckym pacmopemna meCT TOMOBa EHIUKJIONEAUje, Tako ma 1.
TOM HUje HU IIPBU HU IOCJENHU Y HU3Y M 2. TOM Ce HaJa3’ Iopen 3. TOMa,
a B cryn pacmopemna mecT TOMOBA €HIUKJIONEeArje, TaKO aa 1. TOM HUje HU
OPBU HU TOCJENKHU y HU3Y, 2. TOM Ce HaJa3W Mopen 3. TOMa U 5. TOM ce
HaJa3u mopen 6. ToMma.

C 063upom ma 2. n 3. TOM MOpajy OUTH jeJaH Mopen APYror OHU Ce MOLY
3aMHUCJINTH KaO jemaH TOM, BoJgeNum padyHa na Ce TakKO IIPEHOJOBJhABA
O6poj pacmopena. Ilpema Tome, emementu ckyna A ce mMory BumeTu Kao
pacmopenu IeT TOMOBa, C TUM Aa 1. TOM MOke OWTH Ha jenHO] Ol TpU
Hekpajime mosumuje (OCTanu HeMajy OrpaHuderna) U YHyTap TOMa KOju je
HACTaO cnajameMm 2. u 3. ToMa Tpeba OApeIUuTH HBUXOB PAaCIOpen, Ia je
Al =2-3-4! = 144.

Ananorno, npunukom onpebusama |B| ce 5. m 6. TOM MOTYy BHIETH Kao
jemam, ma je |B| =2-2-2-3! =48.

Kowrauno, ykyman 6poj pacrnopena KOju 3aI0BOJbaBajy TPasKEHE yCJIOBE je
|A| — |B| = 144 — 48 = 96.

UYerBpTHu paspen, b kareropuja

1. Kako je

A =

IS

|
w
I

a—3a—1-3-1-a*>=—(a*+2a+5),

0+0-1-0-0—1=-2,

1
-3 |=1404+0-0-0—-a=1—a,
1

>
g
Il
SRR O, O Q K~
|
w
Il

o = O
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=04+a+0+1-0-0=1+a,

o = O

3a cBako a € R Basku A # 0, ma cucTteMm mMa jeHO pellemhe

A, A, A,
(SL’,y7Z)— <K7KaK>

(Tanrenta 46, crp. 39, I[Tucmenu 3anamm, 3anarax 4).

_ 2 a—1 a-+1
" \a2+2a+5"a2+2a+5" a?2+2a+5

2. Kako je mospmmHa mapaJjesorpaMa HaJ BEKTOPUMA & U § jeJHAKA
|Zx gl = 12| |y] -sin<(Z,y), x T =0, Xy = —§ X T n xaro je (mo

yenosuma sanatka) |d@ = |b] = 1 u <(@,b) = =, cremm ma je TpameHa

o N

MOBPIIVHA jeTHAKA

-, -,

7% —-‘@6+3®x(5—4m::Pax6+35x6—86x5—1ﬁx5

— -,

:n-w.m.«awzlygngzlL

‘115><a

(Tanrenra 46, crp. 39, I[Tucmenu 3anamm, 3anarak 2).
3. Bunmeru pememe Tpeher 3anartka 3a tpehu paspen B rareropuje.

4. PaBan Koja campsKM OCy BajbKa U3 yCJIOBA 3aIATKA CEYe JIONTY MO
KPY/KHUIM TIOJYIPEYHUKA T, & Ba-
JbaK MO MPABOYTAOHUKY YIUCAHOM Yy
oBy kpy:kHuiy. Aro cy R u H mo-
JYNPEYHUK OCHOBE UM BUCHUHA OBOT
BajbKa, PEIOM, Tana Cy CTPAHUIE
Tor npaBoyraonuka 2R u H, a nuja-
ronana 2r, na je (I[Iuraropuna reo-

pema) H? =4(r> = R?) (0< R < ).

OIl084B 4

Crnemn na je mospmmua omoTava Bamka M (R) = 2RHm = 4w-R-\/ 1?2 — R?,

ma Kako je

—2R 4m
M'(R)=4r- (V12— R*+R- >= - (r* = 2R?),
(R) = d= ( " 2y r? — R? Vir?— R? r )

cnemm na je M'(R) >03a R € (O,L) n M'(R)<03a RE€ <L,T>, Tj.

V2 V2

M(R) je makcumanno 3a R = u Ttana je H = rv 2, a 3anpemMuna Tor

rr-V2
2

r
V2
pamka V = R*Hr = (Tanrenra 50, crp. 33, IMucmenu 3amanu,

3amaTak 3).
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Hanomena. Ha ocHOBY HejennarocTu n3Mehy apuTMeTHyYKe U T€OMETPU]jCKE

R2 2 _ R2
cpemune caemu R-\/r?2 — R2 =4/ R?-(r2 — R?) < % 1 IPUTOM
T
V2

jemmaxocT Bazxn 3a R?2 =r? -~ R? 1j. R= , Tj. Y IPETXOLHOM C€ MOTJIO

n3behu kopumheme ussona.

5. Bumetn pememe mpBOr 3amaTKa 3a YeTBPTU pa3pen A kareropuje.

PEIMIEIHLA 3AIJATAKA ORPYRHOI' TAKMNYEILEILA N3
MATEMATHURE YYEHVNKA CPEIILUX IMIKOJIA, 23.02.2008.

IIpBu pa3pen, A kareropuja

1. Jlema. Axo mexa npasa ceue kpynwcwuyy y mauxama P u S, a woj napa-
aeara npaga y mavwkama Q u R, mada je PQ = RS.
Zokxas. PQ u RS cy wiu Kpany wWind OUjaroHaje jeIHAKOKPAKOD Tpale3a
(mpaBa Koja MpoJasyM KPO3 MEHTAD KPY/KHUIE, a HOPMAJHA je Ha YOUEeHY
npaBy je oca cuMerpuje).

P S S P

Q\_/R Q\_/R

OK081A1-1 OKO081A1-2

W3 nperxonue seme npuMmemene Ha ki cienu CD = AB, nOK ce mpuMeHOM
Ha ko mobuja AB = E'F, onakie je CD = EF.

c

ATE

OK081A1-3 OK081A1-4

2. (a) Isouu¢panux 6pojesa nma 99 — 9 = 90, na nmaposa aBOUU(PEHUX

90
OpojeBa mMma <2) = 4005, a mapoBa y3aCTONHNX ABONUGPEHUX OpojeBa
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90 — 1 = 89. Ilakie, nBa HecycenHa nBomudpeHa O6poja ce Mory mzabparu
Ha 4005 — 89 = 3916 Haumna.

5
(6) Mecra Ha kojuma ce Hamas3u mudpa 5 ce MOTYy u3abpaTu Ha <2>

Ha4mHa, Ipeocraie 3 mudpe M3 yOdeHOr CKyIa Ha (3> HaYMHA U HA Ipe-

ocrajia TpU MecTa Cce MOry pacmopenuTy Ha 3! HauMHA, Ta je TpaskeH!
. 3 6

Opoj je (2> . ( ) -3l = 1200 (Taumrenra 46, crp. 39, IMucmenu 3anauu,

3
3amarak 1).

3. Ha tabau 5 X 4, npu ycaoBuma 3adaTKa, C€ MOKE MOCTABUTU 6 TOMOBA
(BumeTu CIMKY).

Hera je ma T0j Tabau pacmopeben
najsehu moryhum 6poj TomoBa, Tako [
oa Cy HWCIOYyH-€HU YCJIOBU 33aIaTKa. ®
Ilo mperxomuom npumepy Taj Gpoj
Huje Mamu on 6. AKO ce y CBakKoj o
KOJIOHM HaJIa3UW HajBUIIE jemaH TOI,
Opoj TomoBa Ha TabauM je HA]BUIIE ®
4, ma MOCTOjU KOJIOHA KOja CAIPIKU C YK )
bap mBa Toma. Kako ce onu meby-
COOHO HaIamajy, y TOj KOJIOHU, KO OKO081A 3
1y BpCTaMa y KOjuMa ce Hajlaze OBa

2 Toma, He cMe OUTU APYTUX TOMOBA,

Tj. CBU Cce Hajase y IPeOoCTaJe 3 BPCTE U IpeocTaie 3 KojaoHe (Ha mpe-
ocramux 9 mosma).

Amajorso, ako ce y CBaKOj Ol mpeocTajie 3 KOJOHe Haja3u HajBume 1 Torm,
yKyIaH Opoj TomoBa Ha Tabau je HajBume 2+ 3 = 5, Ia ce Yy HEKOj O HBUX
Hasiasu Oap mBa Toma. Kako ce omu mehycobHO Hamanajy, y TOj KOJIOHU,
Ka0 W y BpcTaMa y KOjUMa ce Hajia3e oBa 2 TOoma, He cMe OUTU APpYTuUxX
TOTIOBA, Tj. CBU Ce HaJa3e y IpeocTaja 2 mojha, ma je Hajsehwm moryhum
O6poj Tomosa 2+ 2+ 2 = 6.

Ilakne, Tpaskeru 6poj je 6.

4. Asrebapckum Tpanchopmarmjama nobuja ce ma je mojasHa jeTHAKOCT
E€KBUBAJIEHTHA Ca

(—y)y-2)(z-z)=z+y+=z (4)

Axo On z, y U z mABAIM PA3IUYUTE OCTATKE NPU HEJLEHmYy Ca 3, Tana ou
BUXOBU OCTalU NpU Kememy ca tpu oumu 0, 1 u 2 (y HekoM penocieny),
najex+y+2z=0+14+2=0 (mod 3), a (x —y)(y —2)(z —x) Z0 (mod 3),
Tj. HeKa IBa ON T, Y U Z MOPajy DATH UCTU OCTATAK IPU NEHemy ca 3.

Heka je, 6e3 rybmema onmroctu, © =y (mod 3). Mebyrum, tana 3 | (z —
y)(y—2)(z—x), na je, na ocuosy (#), 0 =z+y+z=2x+2= —x+2z (mod 3),
omHocHO z = z (mod 3). arne, caku ymHOKak y (v —y)(y — 2)(z — x) je
nemus ca 3, tj. 33| (z —y)(y — 2)(z — x), ma u3 (x) cnemu na 27 |z +y + 2.
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5. Heka je AABC takas na je AB =3, BC =4 u CA =2 (rtakas Tpoyrao
OCTOjN).

Hera cy K, L, M cpenumra cTpa-
uuna BC, CA, AB, penom, N cpe-
mumnte aysku LM, a P cpenumre
nysxu CK.

Tana je ML =2 u ML || BC (cpe-
mwa guauja AABC), na je MN =
NL =1wu MN || NL || BC. To
koHCTpyRIUju je CP = PK =1 (m, OKO081A5

napasuo, CP | PK || BC). 1
Amnasorno (KM je cpemma nuanja AABC) je KM = CL = NP = 5 - AC
u KM | PN ||CL || AC.

Caenu na cy gersopoyraosu NM K P u LN PC nonynapHu napaJjeiorpamu
(pomGoBu crpanune 1), kao u ma je AAML =2 AMBK (AM = MB,
AL = MK, ML = BK), na nomuroeu M BPN u AMNPC nmajy jennake
nospmuHe (06a ce ,,cacroje”’ onx jemHor pomba crpaHune 1 ¥ jemHOr OX
rope IMOMEHYTUX TPOYTJIOBA).

axrne, monuronaJsaua JuHuja cactaBbena on nysxku M N u NP 3amoBosbaBa

yCToBe SanatTra. IlpBu paspen, B kareropuja

1. Ia me 6u mOWIO OO HEbEHA HyJIOM, MOpa butu |22 — 3| — 5 # 0, a kako
jeu |z —3|+2 >0 3a cBako peasHo x, cleau Ia je HejeAHAUMHA U3 3a0aTKA
eKBUBaJeHTHa ca |2z — 3| — 5 < 0.

3 . .
Ba x> 5 OHa je eKBUBAJIEHTHA ca 2¢ — 3 < 5, 1j. = < 4 (0AHOCHO peuema

3 3
cy x € {5,4>), aszax< 5 ca 3—2x <5, 1j. x> —1 (oxHOCHO pemewa Cy

T € (—1,%)).

Haxkae, pememe je x € (—1,4) (Tanrenra 44, crp. 33, IMucmenu 3amanu,

3azarak 2(a)).

2. Hera cy M,N,P,Q cpemumira ny:xu AF, CE, BF u DE, penom, u
—_ o T = —

a=DA, b=DB uc= DC. Tana je

— —_— — 1 1 —_—
MN = 1)1\1-1)1\4:5-(6+DE)—5 (&’—i—DF
1 _,+(i+5 1 _,+6’ 1 ( _,+5+4>
= 5|° 5 5 (@t5) =7 a c U, aHAJIOTHO,
—_— = 1 o = 1 —
QP = DP—DQ=§~<b+DF>—§-DE
¢ b

. — e .
1j. MN = QP, onakne ciaemu na je M N P(Q mapasegorpam.
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3. CpebuBamem u3zpasa u3 3amarka gobdbuja ce
(a®> —6a+b+2) +v2-(2a—6) = 0.

Mebyrum, kako je 6poj v/ 2 mparmonanam, caems xa je p++v2-qg =0 3a
p,q € Q ako u camo ako je p=¢ =0, na je a> —6a+b+2 =2a —6 = 0,
onakise je a =3, b =7 (Taureura 45, crp. 38, [lucmenu 3amanu, 3amaTax
5).

4. Bunperu pememe npBOT 3alaTKa 3a OPBU pa3pen A kareropuje.

5. Bumetu pememe npyror 3amaTka 3a NpBU paspen A kareropuje.
Ipyru pa3spen, A kareropuja

1. Jenmauuna je mepuHmncana 3a cBako x € R. Hera je y = /a —x. Tazna
je © = a —y®, ma jemmaumma moctaje y° +y = a® + a, 1j. (y — a)(y® +
ya +a®>+1) = 0. Kako je y°> +ya+a®> +1 > 0 (sBamparsa ¢pyHEmmja ca
BonehuM KOepUIjeHTOM MO3UTUBHUM U TUCKPUMUIHAHTOM a2—4'1~(a2—|—1) =
—3a® — 4 < 0), jenuHO pemieme TOCTeIme jefHaunHe je Yy = a, OJakiIe je
Va—z = a, vj. jemmHo pememe je r = a — a° (Tamrenta 50, ctp. 10,
M673, Harpanau 3anamm).

Hanomena. a jennavuna mMa HajBUIIE jeIHO PEIICH€ CE€ MOTJIO BUAETHU U
6e3 pacTaB/bama, Ha OCHOBY CTPOTOT pacTa ¢yHKmmje y — y° + v.

2. Ilo ycnosuma 3amatka, uerBopoyrao MCAB je teruBaH, ma, IIO
IItomomejeBoj Tteopemu, caenu MA - BC = MB - AC + MC - AB. Kaxro
je NABC jemmarocrpanuuan, ciaemu BC = AC = AB, onakue je MA =
MB+ MC.

Zpyeo pewewe. Hera je R porammja
ca MeHTpOM y B, Koja camka Tadky A
C y tauky A (nmo ycaosuma 3a-
InaTka, oBa poranuja je mau 3a 60°
unu 3a —60°, y 3aBUCHOCTU O OpU-
jerramuje AABC) u Hera je R(M) =

D. B c
Tpoyrao BMD je jemaakocTpaHu- M

van (BM = BD u <DBM = 60°),

ma je MB = MD. Taxobe, MC = OR082A2

DA (jep je R(IM) =D uR(C)=A).

Ilputom je u <BDA = <BMD = 120° (jep je R(ABMC) = ABDA), a
kako je <M DB = 60°, ciemn na cy tauke M, D u A ronuHeape.

Hagne, MA=MD + DA =MB+ MC.

s 37
3. U3 matux orpanmuema 3a « u J ciemu ma je 5 <a+28< -
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. . 2tg 2t 1—tg?p3
Hexka je t = tg . Tana je sin28 = = ,co820 = —— =

! gf. Tana | =13 " 1182 b= 1?5
1—¢? . 2t
——— , a, IO YCJIOBUMA 3aJaTKa, Sina = —— .
12 ey A ’ 1+ t2

2t \?  (1—12)?
Cnemn na je cos’a =1 —sin®a = 1_-<1-+t2> = (1—+t2 . Kako je a
omrap, ciaemu na je cosa > 0, a kako je t =tg S > 1 (jep je B € [%,g)),
: t* — .
crenu ma je cosﬂ:m,naje
sin(e+26) = sinacos2f+ cosasin2f
26 1—t* -1 2t
= . —|— . :07

1+¢2 14+t2  14+¢t2 14+¢2

omHOCHO, « + 23 = k7, 3a Hero k € Z. V3 ropmer orpaHudema, Caequ Ia
Mopa outu a + 23 = 7.

4. Cucrem ¢ —b = a Aab = [ > 0 mo wmenozwatuma a u b umMa yBeK IBa
pemema

(a1,b1)

<a+ 2143 —a+ a2+45>
2 ’ 2

(az,b2)

<a_¢m —a_m>
2 ’ 2 '

1° axo je a > 0, creqm max(ag,b) = a; u max(az, by) = ag, ma je 2 —aw—
(3 KBaApATHU MOJMHOM UHUjU Cy KOPeHU a; U ay (omaocHO 22 —|ajz—f);

2° ako je a < 0, cmemu max(ay, by) = by u max(ag, bg) = by, ma je 22 —az—03
KBAIPATHU TIOIMHOM UHUju Cy Koperu cy by u by (omnocHo 72 —|ajz—f).

Hakse, Tpaxkenn nonusaoM je 22 — |alz — B (1j. p=|a| u ¢ = —03).

5. Jludr ce (6e3 nkakBux ycjoBa) Moske ucnpasHuTy Ha 5° = 3125 naunna,
jep cBaka onm Tux H ocoba Moxke cumhu Ha O6mI0 KOM cmpary on 1. mo 5.

Hera je N 6poj HaumHA HA KOJU OHU MOTY WM3JIA3UTU M3 JudTa Tako na Ana
u Ilena ocramy camu. Ilyman, Jlyka u Harama mory mamyctutu audrt o
k-tor cmpara Tako ma Gap Heko cube ma k-Tom cmparty ma k3 — (k — 1)3
maunna (tana cy Ana u Iema ocramu camu y mudry). Csaro om mux
nBoje Moke na m3abe Ha HeKoM on mpeocranux b — k cmparoBa. Kako k
Moske Outu 6mito koju cupar ox 1. no 4. (jep Aua u llena mopajy ma ocrany
camm) TO je

4
N=Y [k~ (k—1?) (5-k)?| =42 +7-32+19 2% +37-1% = 102,
k=1
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Yumecro Ane u lleme Ty moke ocrarm OMIIO KOjU MYIIKO-KEHCKU Tap, a

3 2
TAKBUX MapOBa UMa (1> - (1> = 6, ma je 6poj HAUMHA Oa OBUX H 0CODOa

HaAIyCcTu JU(T, TAKO Oa HU Y jEOHOM TPEHYTKY MYIIKapal U KeHa HUCY
caMu y TuPTy jeTHAK

3 2
55—(1>~(1>~N:3125—6-192:1973.

Ipyru pa3spen, b kareropuja

1. Mopa 6utu |1 —iz| #0. Tj. 2 # —i. Ao je z =z + iy, x,y € R, cnenn
1
2 +y" = 2 = [1—iz|* = [(1 +y) — iz = (1+y)* +2°, onaxye je y = T2

1
Ilakse, ckym pemema je {z | Im z = —5} (Tj. cBu GpojeBu obunuka T —1- 5
3a x € R).

2. Bumeru pemene mpBOr 3amaTKa 3a Apyru paspen A kareropuje.

3
3. Mopa butu a #* 3 (uHave jennaunHa HUje KBampaTHa). 1o yciaoBuMa

3allaTKa, jeIHAUMHA UMa peajiHa pellema, Ia joj je AUCKPUMUHAHTA HeHe-
rarusna, 1j. 0 < 4(a +1)* —4(2a — 3)(a +7) = —4(a + 11)(a — 2) = 4Dy, Tj.
Mopa butu a € [—11,2].

Iakne, Tpeba pa3sMOTPUTH CUTYAIH]eE:

R ) . a+1—+D
1° - < a € 2; Tana je MamuU KOPEH jeHAYMHE O = — | TIa
2a — 3
Tpeba ncouTaTu aa Ju je o > 1, mTo je ekBuBaJeHTHO ca \/ D < 4—a,
ma Kako cy o0e cTpaHe TOCiemme HejenHakocTn (y OBOM CIyUajy)
HEeHETATUBHE, MOCIeIHne je ekBuBaienTHo ca (a + 2)(2a — 3) > 0, mro

je TagHo;

a+ 1 —+ kY4 D1

———————— . ma
2a — 3

Tpeba ncouTaTu aa Ju je o > 1, mTo je ekBuBaJeHTHO ca \/ Dy < a—4,

a TocJem-e Huje Tauno, jep je v/ D1 > 0, a (y oBoM cayuajy) a—4 < 0,

Tj. Y OBOM CJIy4ajy HeEMa pellema.

3 . .
2° —11 <a< 5; Tala je MamW KOPEH jeTHAYMHE o =

Ilakne, o6a kopena jemmaumue (2a —3)x? —2(a+1)xr+a+7 =0 cy Beha on

3
1 ako u camo ako je a € 3 ,2} (Tamrenrta 49, crp. 29, Mucvmenn 3anamm,
3amarak 4).

4. IIpasa koja me cangp:xu Temena youenor 2008-yria ceue my:x onpebheny
ca HeKa [Ba IBEeroBa TEMEHA aKO M CaMO aKO Ce OHA HAJIa3e y Pa3iInduTIM
nosypaBHuMa oxpeberum ToM mpasom. Jlakie, ako ce y jenHO] O& TUX
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[OJIyPaBHU HAJIA3U T TeMeHa, y apyroj ce Hauasu 2008 — z, ogqHOCHO OGpOj
YOUEHUX Hy:KU Koje cede Ta npasa je x(2008 — x).

Kako je, ma ocHOBY HejemmarocTu m3MeDy apUTMeTUUYKe M TeOMETPUjCKe
x + 2008 —z
2
Behu ox 10042 u mocTmmke ce Kama ce y CBAKOj OJ IOJypaBHH oapebemux

ToM mpasoM Hasaszu 1004 temena youenor 2008-yria.

2
cpenune, (2008 — z) < ( > = 10042, cnemu ma je Taj 6poj He

5. Bumetn pememe aApyror 3amaTka 3a Ipyru pazpen A kareropuje.

Tpehu pa3spen, A rkareropuja

1. Kaxro je DE || AC, caemn na
je <DAC = <FEDA. FKaro je AD
cumerpagaa {BAC, cnemu <DAC =
<FEAD. Haxne, <EDA = <EAD,
na je AADFE jenHakokparu, OIoaKJIe
je AE = DEF.

Karo je DE || CF un EF | CD,
yerBopoyrao DEFC je mapaJeso-
rpaM, na je u DE = FC.

Iaxne, AE = DE = FC.

OKO083A1

tgk® +tg1°
2. 3ak 1,2,...,29 te(k+1)° = —=>———°="
ake{l,2,...,29} Baxu tg(k+1) gk tglo
caemu tg(k + 1)° € Q.

W3 mperxomuor, ako je tgl® € Q, cuemu ma cy pamuoOHaJHU, PEIOM,

ma ako je tgk® € Q

3
tg2°,tg3°,...,tg30°, mro je romTpamukuuja, jep je tg30° = g upa-
nuoHaJIaH 6poj.

W3 mobujene rouTpamuknuje cienn aa je 6poj tg1° mpanmonasam.
3. V3 ycnoBa 3amaTra ciaenu:

2

ay
a% + 2a1a9
a§ + 2a1a3 + 2asas3

w
S
IN N IN

a% + 2a1a, + ...+ 2an_10p,

o
S
|
=
Q
[\v)
N

oJakJe je, cabupamem,
2 2 2 2 2 _
ai +3a5+5az3+...+(2n—1)a; < (a1 +az+...+a,)" =1

4. Csaka on cTpaHa KOIKe HE MOKe OWTHU CTpaHa TeTpaenpa, ma Ha By
HaJIEXKy OCHOBaMa Oap [Be cTpaHe TeTpaenapa Ha KOje je pa3joskeHa, Tj.
MBUIlE OBUX TeTpaemapa pa3jaky CBAKy CTPaHy KOIKe Ha 0ap 2 Tpoyria.
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DBes ymamema ommTocTH, HEKa je

CTpaHa KOIKe ay:kuHe 1. Hera
ce wxounka ABCDA{BCiD; woxe
ucehu ma 4 Terpaenpa. Tana

ma crpage ABCD wu A{B1C{D;
HaJEXKy cBa 4 TeTpaempa, ma cBa
4 3a OCHOBY WUMajy jeIHAKOKPaKO-
mpaBoyriu Tpoyrao kpaka 1 (kBa-
IpaT ce IPABOM MOKE Pa3JI0KATU
Ha 2 TpoOyTJla jenumHO akKo Cce Ta
nmpaBa IMOKJANA Ca HEKOM O Oujar-
OHaJIa KBaApaTa), JOK UM je BUCUHA
KOja oaromapa TOj OCHOBU He Beha

on 1. OK083A4
. 11 1
Cuenu 1a je 3ampeMmuHa CBAKOT OJI OBUX TeTpaenapa Ha Beha o 551 =5’
1 2
ma je ykymHa 3ampemmHa oBa 4 Terpaenpa He Beha ox 4 - 5= 3" mTo je

memoryhe, jep je 3ampemMuna KOIKe 1.

Kouka ce mosxke wucehim ma 5 terpaemapa (caumka OKO083A4; To cy
TeTpaeapu ABDAl, BCDCl, AlBlClB, AlchlD n BDAlCl) (TaHI‘eHTa
43, ctp. 43, Harpanau 3ananu, M543, pememe y Taunrentu 44, crp. 29)
5. Jeman L-TpMMHUHO IOCTaBJbEH HA yOUeHY TabIy MOKe UMaTHU 3ajenHI-
YKUX [I0Jba Ca HAJBUINE jeJHUM O YeTHUPU yraoHa KBaapara 2 X 2 (caumka
OK083A5-1). Cnenu ma je 3 L-TpumuHa HEIOBOJLHO, jep Cy Tala HEIo-
NyHeHA CBA YETUPHU MOJba Y jeIHOM OJf TUX YraOHUX KBaJApPaTa, IMa Ce MOKE
nomaru (y Taj KBagpaT) jour jenaH L-TpUMUHO.

OK 08 3A 5-1 OK 08 3A 5-2

UYetupu L-tpuMuna cy mnoBosmHa. Saucta, Ha caunu OK 08 3A 5-2 cy ma
Tabiuy 5 X 5 mocraBibena 4 L-TpuMuHA, a HE MOMKE C€ MOCTABUTHU BUIIE
HUjenaH L-TpUMUHO.

Tpehwu paspen, b kareropuja

r+1
1. [a Ou jemmaumna Ouna gedpuHUCAHA, MOpa OuTH T # 3, % >0m
T —

z+1 . . .
3 > 1, 1j. (norapuraMcka (QyHKIMja ca OCHOBOM MamoM ox 1 je

log1
3T —
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omanajyha)

r+1 r+1 4
0< <1l < >0A <0,
3 <x3 -3 )

olakJe ciaenu na Mopa ouru x € (—oo, —1).

Kako je morapuramcka ¢yurmuja pacryha ako joj je ocuoBa Beha on 1, a
omanajyha ako joj je ocroBa Mama on 1, 3a x € (—oo, —1) caemu

r+1 - r+1 1 3z 47

r+1
> < - — <
1og2log%x_3/lﬁlogéx_g/2®x_3\4®4($_3) <0,

. . 7 . .
1j. (3a x € (—00,—1)jex—3<0)z> —3 T8 je Pememe oBe jenHaunHe
7
T e [—5 , —1) (TamrenTa 47, ctp. 36, [Tucmenu 3amamu, 3anaTak b).
2. Kako je T- 7 = |Z|-|§] - cos <(F, §) (cmemmjamno, T T = |7|?
IO yCJOBUMA 3aJaTKa CJIeIu 1a je

i =7 ),

0 = it = (2@ —b)-(@+5b) = 2[al’> +10a-b—b-a—5[b|”

= 2.2249-d|- |b] - cos<1(a@,b) —5-3% = ~37+9-2-3- cos 1(@, D),

-,

- 37
onakie je cos<(d,b) = Tj. yrao uameby @ u b je arccos 1 (Tanrenra

7
54°
50, ctp. 33, Ilucmenn 3amanu, 3amaTak 2).

3. Bumeru pememe tpeher 3amaTka 3a Apyru paspen A kaTeropuje.
4. Bumeryn pememe IPBOT 3aiaTKa 3a Tpehu paspen A kareropuje.

5. Buzmetn pememe neror 3anmartka 3a tpehu paspen A rareropuje.
UYerBpTHU pa3spen, A kKareropuja

1. Heka je f(z) = (z —a)(x —b) + (x = b)(z —¢) + (x — ¢)(z — a) u Hera
je a < b < ¢ (6e3 ymamema ommroctu). Ako je a = b unu b = ¢, Tana je
f(0) = ({b—a)(b—c) =0, na ce moke npernocrasuru 1a je a < b < c. Karo
je fb)=(b=c)(b—a)<0mu f(a) = (a—>b)(a—c) >0, mocroju myna [ Koja
je mameby a u b (mocroju u usmeby b u ¢, jep je u f(¢) > 0) (momunom je
HEIPEeKUIHA QYHKIM]A).

Jpyzo pewewe. Kaxo je f(x) = 32° — 2(a + b+ ¢)x + (ab + be + ca), f je
KBaapaTHa QYHKIMja dnja je nuckpumubnanta (2(a + b+ c))2 —4-3-(ab+bc+
ca)=4-(*>+b°+c* —ab—bc—ca) =2 [(a—b)*+ (b—c)* + (c—a)’] >0,
a UM PEAJHO PEHICHE.

2. Heka cy a, b 1 ¢ KOpeHU jemHaumHe W3 3a0aTKA, KOJU CYy CTPAHUIE
IpaBOYTJIOT Tpoyria um Heka je (6e3 ymamema ommTocTu) ¢ = a? + b2.
3 Buerosux mpasuia je a +b+c¢ = 12 u ab + bc + ca = m, na je 2¢2 =
a> + 0+ = (a+b+c)*—20ab+bcH+ ca) = 144 — 2m, 1j. m = 72 — 2.
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Kako je m ¢® — 12¢2 + mc — 60 = 0 (¢ je ®KopeH oBe jemHAuWHE), CJIEIA
0 = c3—12c%+(72—c?)c—60 = —12c2+72¢—60, Tj. 0 = 2—6¢+5 = (c—5)(c—1).
Axojec=1, cnemr a+b=11ua?+0% =1, na je, Ha OCHOBY HEjeIHAKOCTH
usmeby KBampaTHe M apuTMeTmuke cpemmHe (Kao CTpaHnue Tpoyria, a u

b cy mosurusrn Gpojesn), 1 =a® +b* > 2/ a Jr =2 \/ > 1.

W3 nobujene KOHTpaguKIUje CIEeAU 14 je ¢ = 5 u Taga je m =72 — 5% =47
(uposepoMm ce nobuja ma cy 3a m = 47 xkopenu nare jemHauuue 3, 4 u 5)
(Tanrenra 44, crp. 45, [Tucmenu 3anamm, 3anarak b).

3. Hexka cy M wu N, penowm,
cpenumra nysku AB u PQ. Us
nonynapuoctu tpoyraosa OAP u
OBQ (AP = @B, OA = OB,
<OAP = 90° = <0OBQ) cuemn
AOPQ ~ NOAB (OP = 0Q, OA =
OB, <AOB = <AOP + «POB =
4BOQ 4+ <POB = <P0OQ), onakie
je AOMN ~ NOAP (OM : ON =
OA : OP, <MON = <PON -

<POM = <AOM — <POM =

<AOP). Harne, <OMN = 90° =

<OMB, na A, Bu N nexe Ha UCTO] OR084A3
paBoj.

4. Hera je f medunmcana #Ha CKyIy IpocTux OpojeBa ca:
f2)=3%  fB)=2%  flp)=p", sa p>3,
a 3a nmpomsBossad (ciaoxe) n € N ca
fn) = flp)* f(p2)** ...+ flps)™,
rae je n = piips? - ... p% (kaHOHCKa (arTopusaunuja 6poja n).
OBa (yHEIUja 3aI0BOHABA yCIOBE 3aTATKA.

5. Hera ce Hu3y KOju 3am0OBOJbABA YCJIOBE 3anaTKa Ha Kpaj Moaajy joIx
nBe mysue (Tako ce nobuja mus my:kuHe 12). Y CiI0BU 3amaTKa 3a00BOJLEHU
aKo U caMo ako ce (y HOBOZOOWjEHOM HU3Y) HAKOH CBaKe jeAVHUIE HaJa3e
nBe Hyise. IpyruMm peunMa, CBaKO] jeOUHUNU Ce MOKE NPUAPYERUTU OJIOK
nyskuHe Tpu (KOJU CAIpPKU jeAMHUILy U ABE HAPeIHe HyJle), TAKBU OJIOKOBU
ce He IIpeKJalNajy, U U3BaH TUX OJIOKOBA Cy CBE HYJIE.

. -2k .
Ako jemuHnna y Hu3y mMa k, TAKBUX HU30BA MMa, I (roMOuHanuje

k ©amoroBa u 12 — 3k myna), ma je ykynan 6poj OBAKBUX HU30Ba

S ()= (0 (D)0 () ()=
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UYerspTHu paszpen, b rareropuja

1. Homuuom 2 + x4+ 1 uMa aBe pa3auYuTe HYJE, A je MOBOJLHO MOKA3ATH
ma je (a+1)P —af —1 =0, rae je o Hyna moamaEoMa r2 4 = + 1, Tj. Baxu
?+a+1=0u0=(®+a+1) - (a—1)=a®—1 (ommocuo o’ =1).

3 oBux Besa u Kako je p Hemapam cienu naa je (a+1)P —af —1 = (—a?)P —
o —1 = —(a®” +aP +1). Kako je cBaxu mpoct 6poj sehin on 4 mau o6iuxa
6k + 1 3a mexo k € N unu obsnuka 6k + 5 3a Hexo k € Ny, caemnu:

1° ako je p = 6k + 1 3a meko k € N, raza je a® +af + 1 = o2 4
a6k+1+1:a2+a+1:0, Tj. (a+1)p7a1)71:0;
2° aro je p = 6k + 5 3a mero k € Ny, tana je a? +af + 1 = o2k 10 4

Ll =a+a’+1=0, 1j. (a+ 1) —a?—-1=0.

2. Kako je Z-7 = |%] - |9] - cos <(Z, ) (cnemujammo, - %= |Z|* u ¢ = §- ),
7 Kako je, 0 yCJIOBUMAa 3aJaTKa, |d| = ’b‘ = |¢] = 1, omHOCHO Kako je yrao
T

uzmeDhy O6mI0 KOja ABa pasandmTa BEKTOPA M3 OBOT CKyIa 3 ciaenu

- N - - .
a+b+é” = @+b+@ = |@|* + [b]* +|c*> + 2 -|a| - |b] - cos <1(a, b)
+ 2.1 18 - cos<t(b, @) +2-|d - || - cos (G, @)
= 3+2- (cos (@, b) + cos <(b, &) 4 cos <((G, d’)) = 6.
Haxine, d’+5+€‘ =6.

3. Axko ce u KyriuIe u KyTuje pasinkyjy, CBaKa KyTJIUIa Ce, HE3aBUCHO O
OCTAJIUX, MOKE PACIOPEIUTH y NPOU3BOJLHY OX 7 KyTHja, Ia je OACOBOD
Ha TmTame meqa (a) 74 = 2401.

Axo ce He pa3NUKYyjy HU KyTHUje HU KyTJUIE, TPaKEHN OpOoj je jennak 6pojy
neypebenux pazbujama 6poja 4 na 7 mesosa (Tj. 6poj pemema jenHAUMHE
x1+x2+...+27 =4 upu ycaoBuma x1 = x2 > ... = x7 = 0). 3a oBe Gpojese
ce oBa pasbujama JIaKo MOry ucmucaru (y IuTamy Cy ,Maau’ Opojesn):

7 = 440404+404+0404+0=3+14+0+04+0+0+0
= 24+2404+0+0+0+0=2+1+1+0+0+0+0
= 1+1+1+1404+0+0,

Tj. omrosop ga nurame neaa (6) je 5 (Tawmrenra 48, crp. 14, Harpanuu
samamu, M626(a)(r), pememe y Tanreatu 49, ctp. 16).

4. Buneru pememe IpBOT 3aJaTKa 3a YETBPTU paspen A rareropuje.

5. BumeTtn pememe aApyror 3amaTka 3a 4eTBPTU pazpeln A kareropuje.
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PEIMMEIHLA 3AINATAKA NP KABHOTI TAKMMYEILEILA N3
MATEMATHUARE YYEHUKA CPEIILNX MIKOJIA, 29.03.2008.

ITpBu pa3pen, A rareropuja

1. Kako je ¢ memmBO KBAIpaTOM IPUPOTHOT Opoja, ¢ MOKEe OUTHU jemaH O
Opojesa:
4,8,9,12,16, 18,20, 24, 25,27, 28, 32, 36, 40, 44, 45, 48, 49, 50,

Tj. ¢ je miu obmmka p* (rme je p mpoct 6poj u k > 2) mim obmmka p~ - ¢!

(rme ¢y p,q mpoctu 6pojesu, k,I € N u max{k,l} > 2). Baucra, ako Ou
c mMao Bap 3 mpocTa (pakTopa M OMO IeLUB Cca KBaapaToM, Tama ou (3a
Heke mpocre p,q,r, Heke k,l,m € N, max{k,l;m} > 2 u N € N) 6uno
c=p" ¢ -rm-N>22.3.5-1=60.

1° Axo je ¢ obauka p*, rme je p mpoct 6poj (To cy 6pojesu 4,8,9,16,25,
27,32,49) no ycaosuma 3amatka Mopa 6utu ¢ = 1 u b = p (mro je camo
1 moryhuoct 3a u36op), tj. cBaka ox 8 moryhiHoCTH 32 ¢ jeAHO3HAUHO
onpebyje a u b.

2° Axo je ¢ obmuxa p* - ¢!, rme cy p mu ¢ mpoctu 6pojesu (To cy ocramm
4
OpojeBu), Tana ce a u b Mory uszabpaTu Ha 2) = 6 mauuna (Gupa

ce 2 Gpoja oxn 6pojesa 1, p, ¢ u pg — a je mamu ox Ta 2 Gpoja), Tj.
cBaka ox 11 moryhuocrm 3a ¢ maje 6 pazmuuntux MoryhraocTH 3a a

u b.

Hagrne, Tpasxkenux nzbopa uma 8 -1+ 116 = 74.

2. Heka je N mommo:kje HOpMAJeE
w3 M wa AC. Tama je <MNC =
90°, <NCM = 15° 4+ 45° = 60° u
<CMN = 30°, ma je CM =2-CN,
1j. ABCN u ABMN cy jemnako-
kparku. Kako je <ABN = <BAN =
15°, u AABN je jenHakokpakru,
na je N meHTap ONUCAHOT KpyTra
tpoyrna ABM (NA=NB=NM). IIP 08 1A 2

Haxne, <BAM = %-<IBNM = %~(30°+90°) =60°, <BMA = %-QANB =
75° u <ABM =180° — <«BAM — <BMA = 45°.

3. Hexra je A(z) = 2209 — 22997 _ 34+ 4. AnreGapckum TpanchopMammjama
ce mobuja

A(z) = 22008 22007 35434 1= (z—1) (x20°7 _ 3) 1
( ) [(x2007 _ 1) _ 2} 1

z—1
= (-1 [(z-1) (@ +22 +. . +24+1)-2]+1 (M)
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Heka je B(x) = 22006 4+ 22095 4 4 2 + 1. Tomunom B(z) npu mememy
ca x — 1, ma ocuoBy BGesyose teopeme, maje ocrarak B(1l) = 2007. Cuenu
B(z) = (z — 1)Q(z) + 2007, 3a mexu Q € Rlz]. YspwrasameM mocienme
jemnarocTu y (#), mobuja ce

Az) = (z — 1)*Q(x) +2007(x — 1)* = 2(x — 1) + 1.

Taxse, Tpasenn octatak je 2007(zx—1)2—2(z—1)+1 = 2007 2* —4016 z+2010.

4. Jlema. Hexa cy mawke Ay, B1,Cy maxee da cy NACBA;, NACB,, NABC}
JEOHAKOCTPAHUNHY U HEMAfy 3ajeOrudKkur yrympawnus mavakae ca NABC u
04,0p,0¢c, pedom, nuxosu uewmpu. Tada je NOAOgO¢c jednarocmparuuan.

Zoxas. Hera Ry, o3HauaBa poTanujy ca HeHTpoM y Tauku X 3a yrao
o, a S, cumerpujy y omHocy Ha npaBy x. Kako je OpB = 04C, OgC =
OpA, OcA = OcB nu <BO,C = <COpA = <AO¢B = 120°, caemn na
je Ro, 1200 © Rog,1200 © RO, 1200 MUPEKTHA M30METPUjCKa TPaHC()OpMAIy-
ja ca ¢urcrom TaukoM B (Ro, 1200 © Rop,1200 © Rog 1200 (B) = Ro 41200 ©
Roy,1200(A) = Ro,1200(C) = B), na je to poranuja ca ueHrpoMm y B 3a
yrao 120° + 120° + 120° = 360°, 1j. wumenturer. Omnasme ciemu ma je
Rop,1200 © Roe 1200 = Rgi,mo =Ro4 2400

Hexka je z mpasa oxpebena taukama Op u Oc¢, y1 = Roy,—600 U Y2 =
Rog.600- Tanma je Rog 1200 © Rog,1200 = Sy, 0S8z 08,08y, = Sy, 08y, =
R x 2400, Tae je X mpecedHa Tadyka IPaBUX Y1 4 Y2, Tj. Tadka TakBa Ja je
AXOpO¢ MO3UTHUBHO OPUjEHTUCAH je THAKOCTPAHUYAH TPOYrao (opujeHTu-
can <(y1,y2) je 120°, ma je yrao ose poraunuje 240°).

Cnemt Ro, 2400 = Ro 4 2400, onakie je Oy = X, na je AO,OpO¢ jennaro-
CTpAHUYAH.

Hanomena. Tpoyrao O,O0pO¢ je nosuar u kao Hanoaeowos mpoyzao.

P08 1A 4-1 P 08 1A 4-2

Ananusza. Hera cy Oy, Op,Oc nepunucane kao y gemu. Kako je <BPC =
60°, cienn na tauka P nmpunaja reOMETPH)CKOM MECTy Tadaka y DaBHU U3
rojux ce myk BC Bumm mon yraom 60°, Tj. kpyskaOM snykry BC ca meHTpOM
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Oa, woju je Banm AABC. Amasorno, tauke (Q mu R mpumanajy Epy:KHAM
ayroBuma CA u AB, penom, ca nearpuma y Op u O¢, penoM.

Herka je Tauka P Ha IyKy /B@ Hera cy Taure () mu R mpeceune Tauke
npasa PC u PB u nykoBa CA u AB, pemom. Kako je <RPQ = <PRA =
IPRA = 60°, cnemm na je Q — A— R u na je APQR jenmakoctpanudan,
ma Tpeba ompemuTu 3a Kojy Taury P € BC ce mobuja Tpoyrao najsehe
CTpaHUIE.

Heka cy D u F cpemumra ny:xu CP u CQ, pemom. Tana je CP =2-CD
u CQ = 2-CE. Opasne je PQ = 2-(CD+ DE) = 2- DE. Kaxko je
rpane3 OpO4DE upasoyrau (IpaBa Koja Claja HEHTPE KPyra U TETUBE je
HopmasiHa Ha TetuBy) ca <OaDE = <DEOg = 90°, cnenu Oo0p > DE.
Hakne, PQ je najseha rana je OqOp = DE, 1j. kana je PQ | OaOp. U3
neme caequ na je rana u QR || OpOc u RP || OcO 4.

Konempyruyuja.  Herka cy Oa,0Op,0c koOHCTpyucaHe kKao y JjeMu (KO-
HCTPYWULLY C€ jeIHAKOCTPAHWYHY TPOYIUIOBY HA CTPAHULAMA TPOYTia (BaH
TPOYIJIA), & 3aTUM BUXOBU NEHTPU) U HEKA CY NPaBEe 04,05, 0c NPaBE KOje
canpxe A, B, C u koje cy napainemte ca OgOc,OcO4,040p, penom. Tana
je P=ogNoc, Q=0cNos, R=04No0g.

Jloxaz. KOpeKTHOCT KOHCTPYKIUj€e CIIeqU U3 aHAJM3E.

Jucxkycuja. CBakm KOpak KOHCTPYKIHje je JOOPO Ne(UHUCAH U je IMHCTBEH,
ma 3a cBaku AABC mocToju je IMHCTBEHO pellewne.

5. IIpoctu 6pojeBu Behim o 5 ce 3aBpmasajy HexkoMm on rudapa 1,3,7,9, na
ce BUXOBU YETBPTU CTeleHW 3asprmasajy mudppom 1. Cremu ma je nudpa
jemumuma Gpoja 2p* +3, 3a p £ 2 u p # 5, jemHaka 5, ma je OH HEBUB Ca
5 (a xaro je u Behu on 5, caemu ma je osaj 6poj caosken). Ilposepom, u
6pojeB 2-2* +3=35=5-Tu2-5*4+3=1253 =7-179 cy cnoxenu.
Iakme 3a n = 4 u npousBoman npocTt 6poj p, 6poj 2p" + 3 je cioxkew.
Hanomena. Kpahe, 3a (p,5) =1 (1j. 3a p # 5) je p* =1 (mod 5), omaxe
je 2p* +3 = 0 (mod 5) (mro y3 2p* + 3 > 5) mosnaun na je 6poj 2p* + 3
CJIO/KEH.

IlpBu pa3pen, b kareropuja
1. Kako je

(a+0)° —a

[(a+0)° +a°] - [(a+b)° ~a”]
[(a+0)+a]-[(a+b) ~a(a+8)+a’] - [(a+)° ~a’]
— (> +ab+b) - (2a+b)- [(a+b)®—d?],

cienu TBpbheme 3amarka.

2. Kako je 37 = 2187 = 45-49 — 18 = —18 (mod 49) u 47 = 16384 =
334 -49 4 18 = 18 (mod 49), cuenu

310544105 — (31)° 1 (47) "7 = (—18)15 4 (18)" = —185 418" =0 (mod 49).
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Kaxo je 3° = 243 = 181+ 62 = 62 (mod 181) u 4° = 1024 = 6-181 — 62 = —62
(mod 181), cnenn

3105 44105 — (39)%' 4 (4%)*" = (62)* +(=62)2" = 622" =622 =0 (mod 181).

Hakme, 6poj 3105 +419 je nemus u ca 49 u ca 181, ma kako je (49,181) = 1,
crenn na je nemus u ca 49 - 181 (Tanmrenta 46, ctp. 40, [Tucmenn 3ananm,
3amarTak b).

3. Hera cy F u F cpemumra nysxu AP u BP, penom. Tanma je E
cpequmre xunorenyse mpasoyrior AAPK, na je A = KE = PE n

1
<PEK = 2-<PAC. DF je cpemma nmuuauja AABP, na je DF = i-AP = PE.

Amnagnorno, F' cpemumre xunorenyse npasoyriaor APBM, na je MF =
PF = BF u <PFM = 2-<PBC. DFE je cpemwa auauja NABP, na je
DE = % -BP = PF.

Cnemu na je uerBopoyrao DEPF
napaJsieaorpam, u <DEP = <DFP,
na je AKED = ADFM (CYC,
KE = PE = DF, DE = PF =
MF, «<DEK = <PFEK + <DEP =
2. qPAC + <DEP = 2 -<PBC +
<DFP = <«PFM + <DFP =
<DFM), onakne je DK = DM. TP 08153

4. Bugeru pememe Opyror 3anarTka 3a OpBU paspen A kareropuje.

5. Hera cy Bojuunm osmauvenu 6pojeBuma ox 1 no 12 nmo Bucusm (Tako na
je 1 majumwsu, a 12 majsumm). Ha ocmoBy ycaosa 2° u 3° caenu ma cy y
nocaenwno] speru Bojuuim 9,10,11,12 (1 1O TUM pemom cieBa Ha OECHO).
Kako je BojHuk 8 HajBumu on nmpecTaJux BOJHUKA OH MODa na Oyzxe y Ipy-
roj BpCTH ,,CKpO3 mecHo” (36or ycaosa ycaosa 1° u 2°). Kako je Bojuux 1
HAJHWEN OH he Mopatu ma Oyzxe y mpBOj BPCTH ,,CKpO3 jeBo” (360r ycioBa
T 7 7 7
yeaosa 1° u 2°). Iawue, pacmopen BojHuKa je obmuka ¢ 7 7 8 .
9 10 11 12
Heka rameran mocraB/ba ocTajie BOJHUKE MO BUCUHU, MMOYEB O HAJHUKET.
Heka je cBakom pacmoperny BOjHUKA mqonaesbeH ¢GopMmanaHu 30up oOImKa
141+1+1+14+1+1, rme m360p 3HAKA + UCOPEN i-T€ jeOAUHUIE OICO-

6
Bapa MOCTaBJ/bAKBY ¢-TOI BOJHUKA HA MPBO CJIOOOMTHO MECTO y IPBOM peny,

a — [oCTaB/bawy i-TOT BOJHUKA Ha IPBO CIOOOMHO MECTO Y APYIOM pPeLy
(ma oBakas mauun Ouhe ucnymen ycaos 2°). Kako je u y npBoMm u y apy-
rom pexy ciaobomuo 3 mecta, 30upy Mopa oaroBapaTtu u3bop 3 3HaKa + u

. 6
3 3Haka — (Tj. He BuIIe OX 5 u3bopa), y3 OrpaHuyeme Ja ce He MOyKe

MMOCTABUTHU BOJHUK HA MECTO ¥ APYIOj KOJOHU AKO je MEeCTO ,,u3Han MIPa3HO
(na 6u 6uo ucHymeH yciaos 1°), oqHOCHO 36up GpojeBa IO i-TOI MECTa YBEK
MOpa OUTU HEHEraTUBAH.
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Ako je 30up 6pojeBa y HEKOM TPEHYTKY HEraTUBAH ¥ jeJHOM MOMEHTY MOpa
Ooutu jemHak —1, a HA OCHOBY MApPHOCTU CJEON Ha CE TO MOKE MECUTU Ha
uiau nocse tpehe mau mocise mere jemunwume. Ako je 36up mocse Tpehe
jemuuurie —1, Tana je Ha MpBa aBa MecTa m3abpaH 3HAK —, a HA MPEoCcTaia
4 ce mpousBosmHO pacnopebyjy 3 3maka + u jeman —, Tj. OBaKBuUX uzbopa

nMa (3) Amnasoruno, ako je 36up mocie mere jenuHuie —1, Tama je Ha

nmocjenma ABa MecTa m3abpaH 3HaK +, a Ha mpeocrtaja 4 ce TPOU3BOJHHO
. . . 4

pacmopebyjy 3 3maka — u jemad +, Tj. OBakBUX m3bopa mma (3 . Meby-

TUM, HI30BU KOJ KOjUX Ccy u 30up mocise rpehe u 36up nocsie mere jeauauie
jemaaxku —1 cy ypauyHartu y oba nperxomgna 6pojama. Tama je Ha mpBa aBa
MecTa m3abpaH —, Ha OCJIEAmA B +, & Ha IPEeoCcTaja ABa Ce IPOU3BOJFHO

2
pacmopebyjy jeman + u jeman —, Tj. OBaKBUX HU30Ba MMa (1)

Korauno, 13 nperxonHor cienu na je TpameHU Opoj pa3MemTama

0-10-0)-))-

Hanomena. Bpoj muzosa u3 pemema 3anatka je Kamanaanoe 6poj Cy = 14

1 2
(Karananos 6poj je C, = i ( n) 3a n € N). 36or ,manor” Gpoja
n n

pemema, 0o pemema ce Moxke nohwu u ,,rpybom cusnom”. CBu pacnopenu
cy:

1 2 3 4 12 3 5 1 2 3 6 1 2 3 7
5 6 7 8 4 6 7 8 4 5 7 8 4 5 6 8
9 10 11 12 9 10 11 12 9 10 11 12 9 10 11 12
1 2 4 5 1 2 4 6 1 2 4 7 1 2 5 6
3 6 7 8 3 5 7 8 3 5 6 8 3 4 7 8
9 10 11 12 9 10 11 12 9 10 11 12 9 10 11 12
1 2 5 7 13 4 5 1 3 4 6 1 3 4 7
3 4 6 8 2 6 7 8 2 5 7 8 2 5 6 8
9 10 11 12 9 10 11 12 9 10 11 12 9 10 11 12

13 5 6 1 3 5 7

2 4 7 8 2 4 6 8

9 10 11 12 9 10 11 12

Ipyru pa3spen, A kareropuja

1. Kako je (n,n+1)=1u (n+1,n+2) =1, cienu (n+ 1,n(n+2)) = 1,
mnajemmn+1l=22unn+2) =y’ mwmn+1=—-22un(n+2)=—y?3a
Here x,y € Np.

1° Aro je n(n+2) = 9%, caems (n+1)> —1=n(n+2)=y* majey=0
uln+1 =1, tj. ne€{-2,0}.

2° Ako je n(n +2) = —2, cremn (n+1)2 =1 = n(n +2) = —y%, 1j.
(n+1)*+y =1, majemmy=1lu|n+1|=0uwmy=0wu [n+1| =1,

Tj. n € {~2,—1,0}.
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Y cBakoM ciay4ajy ce mobuja m = 0, ma cy pememna

(mv n) € {(07 0)7 (Oa _1)7 (Oa _2)} .
2. HejemmarkocT 13 3aaTKa je eKBUBAJIEHTHA Ca

n

Z (a; —n)(a; — (n—1)) <0.

i=1

Kako je 3a a; ¢ {n — 1,n} cBakm cabupak OpeTXOIHE CyMe TO3UTUBAH,
HEjeHAKOCT BasKU aKO M CAMO aKO je CBaku of cabupaka jenHax wmu n — 1
nmu n. Crnemu na Cy CBU a; NO3UTUBHU W BasKU

n+l=nn—1)+n+1<a+az+...+a,+n+1<n’*+n+1< (n+1)?%,

Tj. 6poj a1+as+...+a,+n+1 ce Hanmazu usamehy aABa y3acTomHa KBaIPATA,
ma He MO;Ke OWUTHU MOTIYH KBAIPAaT.

3. Heka je @) tauka mnpeceka AN
u BC. Karko je AQ cumerpamna
<BAC, AAQC je jemHakOKpaku.
N3 Menenajese Teopeme 3a NAQC
(nomwro je M — P — N) cnenu

AN QP oM _
NQ PC MA
: _ QP _NQ IIP 08 2A 3
na je (36OFCM_MA)ﬁ_AN'

Kako je CN cumerpasia cnomammer yria kon remena C, caenu (u3 AAQC)
% = %, ma je % = % , Tj. AP je cumerpana <QAC.
Iakne, <QAP = % -<(BCA, na je <BAP = g -(BCA =<BPA, 1j. AB =

BP (AABP je jenHAKOKpaK).

4. Heka je 6poj Tavaka KOje NPUNANAjy CTPAHUIAMA I[IETOYTJa jeIHAK
a,b,c,d, e, pemoM, 1 HEKa je t OO BUX HEKO TeMe MeToyriaa. lana je yKymax
Opoj youenux Tavyaka n =a+ b+ c+d+ e —t, a ygyman 6poj Tpoyriaosa
onpebenux ca oBux n Tavaka

b ()00 O e

713 713
N3 () u (n) < % caemu 2008 < <§) < u, ma je n > 24.
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e = 21w oenony 09 s () + (%) + (<) + (4) + (0) -

24
(3) — 2008 =16. Kako jea+b+c+d+e =24+t > 24, To je nuau 6ap

jeman onm Gpojesa a,b,c,d,e Behu on 5 unu Gap nBa (deTupm) jemHara 5,
ma Oap jeman cabupak JeBe CTpPaHe MPETXOMHE jeTHAKOCTU HUje MAWmU Ol

6 6
min{(3>,2~ (3)} = 20 > 16. N3 moOujere KOHTpaAUKIHUjE CIEOUN na je

Opoj youenux Tavaka je sehu om 24.

Axo je n = 25, () au <g> + (g) + (;) + (g) + <§> = (235> 2008 = 292.

k
Tpeba npurazaru 292 rao 36up OpojeBa obnuKa (3 , k€ Ny (1j. 6pojesa
0,1,4,10,20,35,56,84,120,165,220,286,364,...). Kako je

202 = 286+ 4+ 1+ 140 = <133) +(§>+<§)+ <§>+(§)

u 25 =13+4+ 3+ 3+ 2, ako ce Ha CTpaHUIAMA TETOYTJIA HAJA3U, De-
oM, 13,4,3,3 u 2 Tayke, Ipm 4eMy HHjeOHA HUje TeMe IeTOoyrJja, BmuMa je
onpeberno Tauno 2 008 Tpoyriosa.

Iakne, Hajmamu Moryhu 6poj youeHnx tadaka je n = 25.

5. Heka cy 6Gonecuumu bg,by,...,bg, a dmame fi, fo,..., frooo. Hexra je
1= 09,i-29+087i~28+. . .—&—0071--20 OuHapHA penpe3eHTalrja TPUPOIHOT Opoja i
me seher ox 1000 (xaxo je 1000 < 2!1°—1 6unapua penpesenTammja OBaKBUX
6pojesa mema Bume on 10 nudapa). 3a csako k= 0,...,9 sekap cangp:kaj
¢rame f; Tpeba na na GonecHuky by ako u camo ako je cz; = 1. YjyTpy,
aKO Cy Ce CHUMITOMHU O3IpaBibea IojaBuian kox Gomecuura {b; | j € J}
(rme je J C€{1,2,...,10}), ou he 3naTu na je ¢uama y kK0joj ce HAJIA3U JIEK
foorme jei=Y 2.

JjeT
Ipyru pa3spen, B kareropuja

224+ x—2, 3a x€ (—00,—2]U[1,+00)

. 2 o _
1. FKako je |z° + x — 2| {_xQ_x_i_Z sa zc (—2,1) ,

caenm:
1° axo je x € (—o0, —2]U[1, +00) jemmaunna moctaje 12 —3r—4 = 0. Hena
pemema cy —1 n 4. MeDyrum, —1 ce y 0BOj curyanuju He mpuxsara

Kao pelleme nojasne jeguauune, jep —1 & (—oo, —2] U [ 1, +00);

2° ako je x € (—2,1) jemmaumma moctaje —x? — 5r = 0. Ibena pemema
—5u 0. MebyTtum, —5 ce y 0BOj cuTyalmju He TPUXBATA KAO PEIICHe
nosasue jennavune, jep —5 & (—2,1).

Ilakme, pemema jenraunae u3 3anarka cy ¢ =0 u x = 4.
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2. Kako je AABC omrpoyrau, Bazku B— E— A, A—F—-Bu B—-D—-C,
1j. Ttauke ', D u B ce namnaze y ucrtoj noaynasau onapebenoj npasom AC.
Yersopoyrao AFDC je terusan ({AFC = <ADC = 90°), na je <ACB =
180° — <«<AFD = <DFB.

Amnasnorno, uwersopoyrao ABDE je
reruBar ({BEA = <BDA = 90°),
na je <ABC = 180° — «<DFEA =
<CED.

W3 mperxommor ciemu ma  Basku
ABDF ~ ADCE, onakae je

BD _ DF
DE CD’
tj. BD-CD = DE - DF. P 0825 2

3. Ila me 6u momuto mo memema ca 0, mopa Outu 2% # 1 (2° > 0 3a
cBako = € R). Ila Gu mOTKOpeHe BenuduHe Ouie HEHEraTUBHE, MODa OuTu
27 —1 > 0. Harne, ma Ou jennauymHa mMaja CMUCIA, Mopa outm 27 > 1, Tj.
z € (0,00).

27 —1

Hera je t = 5% (mopa ©utu ¢t > 0). Hejemmaumna nocraje
7
4t + v 14 < : S 417 + V14t — 7 < 0 (jep je t > 0). Kopenu kBampaTHOT

) —V14+/14+4-4-7
n3pas3a 13 HOCICImHe HejeTHAUMHE Cy t1o = =

8
-V 14+v14-9 -V 14+£3-v14 o -V 14 -3-v14 -
= . ]

3 3 Karko 5 0 <
2.y/12 V14 . V14
=——,cremm ga je 0 <t < ——.
8 4 4
v 14 2 —1 Vv 14 1 2% —1 7 1 1
Kaxo je t < Y <V 1 <Talcl
aKo je T © 50 T © 5% 5% s <m®
27 < 23, cienm ma je pememe nejemnaunne u3 sanatka € (0,3] (Tanrenta

43, ctp. 41, llucmenu 3ananu, 3amaTak 2).

4. Hexa je z = logy3. Karo je morapuramcka (yHKIuja pacTyha kazga
je mena ocmosa Beha om 1, uz 37 > 2 ciemm log, 37 > log, 2!, ommocno

11 log, 54
z = logy3> = Cuema 10g1254:10g212:

log, 3% +logy 2 _ 3x +1 5 o8

0820” t10gp2 _dr 1l _ o >3- 47 =T ()

10g23+10g222 x+2 ,f[,‘—|—2 7+2 5

log, 48

Kaxko je 3 < 2%, cnemn x =log, 3 < 2, najelog2448:12§224:

log, 3 + log, 2* 4 1 L _©

0gy 3 + log, 3:$+ -1+ > 14 =c. (V)

log, 3 + log, 2 xz+3 x+3 2+3 5

2 2
Konauro, u3 (A) u (V) caemn (logy, 48)% + (log;, 54)° > <> + <) =4
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5. Hera je P(x) ckyn nosmanuka Daka x y Ipynou U HEKa Cy a U b HEka
mBa haka koju ce mosuajy. Kako me moctoje Tpu hHaka koja ce mehycobmo
nosuajy, ckynosu P(a)\ {b} u P(b) \ {a} mopajy Guru mucjymkraum. Ilo
ycinoBy 3anatka je |[P(a)| = 6 u [P(b)| > 6, na je ykyman 6poj haka najMame
{a, b} + [P(a) \ {b} + [P(b) \ {a}| = 2+5+5 =12.

Heka je rpyma om 12 Haka TakBa ma ce MOKe MOAEIUTU HA IBE CKYIWHE
nmo 6 bara, tTako cBaku hak mo3Haje cBe Dake M3 CKyIWHE y KOjOj ce He
nasazu. OBakBa rpymna 3a0BOJ/baBa yCJIOBE 3alaTKa, [a je OArOBOD Ha
nurame 3a1aTea 12.

Tpehu pazpen, A kareropuja

1. Heka je a € [0,27) yrao Koju MUHYTHA Ka3aJbKa 3aKjama ca MOJyIPaBOM
yuja je moYyeTHa Tadka IeHTap caTa W Koja CaIp:KU TAYKy Ha KOjo] ce BPX
MUHYTHE Ka3aJbke Hajaa3u y 12 gyacosa. [la 6u Bpeme OmII0 KOPEKTHO, yrao
[ KOoju caTHa KazaJbKa 3aKjalla ca MCTOM MOJYIPABOM MOpa Outu obnmka

k
fk(oz)zg—i—% 3a mero k € {0,1,...,11}.

P08 3A 1

AKO ce 1 3aMEHOM TIOJIOZKAaja Ka3aJbKi OIeT mo0uja KOPEKTHO BpeMe, Mopa

outn o« = fi(B) 3a mexo | € {0,1,...,11}. Caem fi(a) = f;'(a) 3a mexe

k,l € {0,1,...,11} (3a cBaro k € {0,1,...,11} ¢pymrmmja fj je vHBEpTHOUITHA
k k

u Bawy f, '(B) = —2kr + 120 3a % <pB < % + %)

meme jenHaunue fi (o) = fl_l(a) onpebyje nap (fx(«), ) koju npencrasma

MBOCTPYKO MOTyhu mososkaj Ka3asbRu.

Takobe, cBako pe-



54

Crnenu ma ce Opoj peumema ce MOKE BUIETU KAO OPOj MPECEUYHUX TadaKa
rpapura ¢ynrnuja (fi)iL, (12 mapanemnsux myxu Ge3 jemsor kpaja) u
rpadura GyHKIM]A (f,;l),lﬁlzo (12 mapanennux ny:xu 6e3 jemHor Kpaja), a
Taj 6poj je 143 =12-12 -1 (fi1(a) = f;;'(a) = a = 27 ¢ [0,27)).

2. Crenen nomroma P(z) = (z+1)!(2+2)2-. . -(z+n)" je s = 142+...4n =
n?+n

Kako je P(z) mMoHnmuan, Mo:xke ce 3amucaru y obunky P(x) =

2
2%+ as 125V Fas_o0x 2+ ..+ ajx + ag, 33 HEKE PeaJyiHe dg_1,...,01,dQ-
: n4n—d . n*+n  n*+n—4
Koepunujent y3 = 2 je as—o (jep je s = = 5 +2).
Heka cy w1, 29,...,2s cBe myae noaunoma P(x). V3 merose medunuimje,
crenu ma cy to opojesu —1, —2, -2, -3, -3,-3,...,—n,—n,...,—n. Ha ocuo-
| e —
n
By BueroBux ¢opmyna Baxku as_o = E T;Tj, a je
1<i<j<s

as—2 =

\
N | =
-~
(]
&
~
[\v]
\
PO
]
)
=N
~
Il
N =
—
<
|
<
=

| =

' <<n(n+1)6(2n+1)>; (@;1))2)

n—1n2%(n+1)%(n+2)
18 .

—~

3. Hera je momuma tpehe m mecre BpcTe momesbeHa IPBEHA, a OCTAJIAM
nosmuma 6esa 60ja. Tama, kako rox ce Ha Tadbam m3abepe moarabaa 3 X 3
unu moaTabia 4 X4 oHa canp:ku mapaH Opoj mosba KojuMa je monesbeHa besa
6oja (3x3 yBer canpsku 6, a 4 x4 ninu 8 unu 12 0BaKBUX OJLA), A C€ HAKOH
NpUMeHEe OMMCAHUX OMepalrja MapHOCT 30Mpa Ha OBUM IOJBUMA HE MEHA.

Mebyrum, 36up 6pojeBa HA OBUM IOBUMA HA IOUETKY je HemapaH (MoYeTHU
7

36up GpojeBa y i-TOj BpPCTH je Z(Zj + 1) = 63, ma je mouerHu 36up Ha
j=1

moJsbUMa KojuMa je nomesmeHa oena 6oja 63-(1+24+4+5+7+8) = 63-27),

a Ha Kpajy 6um Tpebao ma Oyme 0, TAKO ma je OArOBOD HA MUTAKE 3a1ATKA

HeraTUBaH.

4. Hexra je L=7"4+12Y, D = 13%.

Aro jey =1, rana je L=5 (mod 7) u D = (—1)* (mod 7), 1j. mu D =1
(mod 7) mnu D = —1 (mod 7), na #e Bazkn L = D (mod 7), a caMuM TuM He
Baknu n L = D.
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Heka je y > 2. Tana 8 | 122 | 12¢, na je L = (—1)®* + 0 = (—1)® (mod 8).
Kako 3a cako k € Ny Bazn 52 = 1 (mod 8) n 52! = 5 (mod 8), caemm
na je wnu D =1 (mod 8) wnu D =5 (mod 8), ma L = D mosxke Gutu camo
ako je L = D =1 (mod 8), omHocHO ako cy 6pojeBu x W z mApHU. 3aTO
je D = (=1 =1 (mod 7), na na 6u 6umo L = D, mopa Gutu 5¢Y = 1
(mod 7). Kaxo je r7(5) = 6 (1j. 5° =1 (mod 7) u 5! # 1 (mod 7) 3a cse
t € {1,2,3,4,5}; 5 je npuMUTUBHM KOpEH 11O MOmywiy 7), ciaemu na 6 | y.
Hakne, z,y u z mopajy ourtu napau. Heka je x = 2a, y = 2b u z = 2¢, 3a
uere a,b,c € N. Jennaunna ce Tpanchpopmumie y

(79)% + (12°)* = (13°)?,

omEocHo Gpojesu 79,12 m 13¢ umme mpuvmrumsry (jep je (7%,12%) = 1)
[Muraropuny TpOjKy, ma mMoCTOje y3ajaMHO IPOCTU IPUPOAHU OPOjeBU M u
n, m > n, TakBu ma je 7 = m? —n?, 12 = 2mn u 13¢ = m? + n?. U3
220 .30 = 120 = 2mn (kaKoO Ccy m m n y3ajaMHO TpOCTH GpojeBum, m > n)
clIenu na MOTYy HACTYNUTU CJIydajeBU:

1°n=1 m=2%1.3" Taga cy m — 1 u m + 1 y3acronnu memapHu
OpojeBu, na He MOT'Y UCTOBPEMEHO OUTU CTEneHU (Ca eKCIOHEHTOM U3
Npy) 6poja 7. OBo je y cymporroctu ca 7 =m? —1 = (m—1)(m+1);

2° {m,n} = {22*=1 3}, Tama je |m? —n?| =

= 29072 _ 320 = |(24)b71 . 22 — 20| = 2671 . 22 — 2% = |2°| (mod 7),

2 2 2

ma 71 m? —n?, mTo je kouTpammkmuja ca 7% = m? — n?.

Hakme, 7° + 12Y = 13% mema pemema y CKyIy OPUPOIHUX OpojeBa.

5. Amnaausa. Heka je ¢ myskuna crpanune AB u h. Xy:KUHA BUCUHE KOja
omrosapa oBoj crpamuiu. Hera je C’ tauka taksa na je C'B | AB un
CC' || AB. Tama je AABC’ npaBoyTs TpOYTao ca BUCUHOM KOja OArOBapa
crpanunu AB nysxune h.. Heka je M'N’'P’'Q)’ npasoyraonuk, takas ma je
N'Q =d, M',N' € AB, P € BC' u Q' € C'A (jacuo je na je tana B = N')
uP=BCNPQ,Q=CANPQ, aMu N nomaoxja nHopmayaa u3 Q u P
na AB, pemoMm.

Q[

TP 08 3A 5-1 ITP 08 3A 5-2
P/ / C/P/
Tana je MQ = NP =M'Q'=N'P' =h.—C'P', a Bazku n @ = =
AB he
P
% (cmmunocT), na cy npasoyraonunu M NPQ u M'N'P’'Q)’ nonynapuu.
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FKonempykyuja. Komcrpyume ce tauka C', nedunucana kao y aHaJu3U.
Tauka Q' je mpecek nysxu AC’ u Kpy:KHUIE ca HEHTPOM y B moJIynpeuHuka
d, P=BCNPQ,Q=CANPQ', acy M u N nogao:xja HOpMaJa n3 Q
u P wa AB, pemom.

Jloxas. KOpEeKTHOCT KOHCTPYKIUjEe CIeIN M3 aHAJIU3E.

Juckycuja. CBu Kopamu cy moOPO NeGUHUCAHU U jeIUHCTBEHU, CEM KO-
Herpyknuje tauke Q. Caemu ma 3anarak uva 0, 1 miau 2 pemema, y 3aBU-
CHOCTH OJ TOTa y KOJMKO TaYaKa KPY/KHUIIA Ca HEHTPOM y B MoynpedHuka
d ceue ny:x AC' (rako je sucuna AABC' koja omrosapa crpanmmm AC’ je-

ChC . Chc
IOHAKA —————, aKO je d < —————= uau d > max {c, h.} uma 0 pemema
—— . > max {c, h} ,
. che .
akxo je d = jemHo, a 2, uHadye).

\/ &+ h?
Tpehu paspen, b rareropuja
1. Jemmauwmsa mpse kpyssumne je (z —1)2 + (y — 6)? = 5% (1j. men menTap

2 2
je (1,6), a momymnpeunuk 11 = 5), a apyre (z 4+ 1)? + (y— g) = <g>

(tj. wen menrtap je (1,6), a moaynpedynur ro = 5) Kako je pacrojame

= r| — T, CIeau Oa ce

DN | Ot

9\ 2
usmeby menrapa \/(1 — (=) + (6 — 5) =

Opyra KPpY:KHUIlA HAJA3W YHYTap IpBe U Ia je NOOUPYje U3HyTpA.

Axo Tauka (g, o) IpUNaa U jeIHOj U APYTOj KPY/RKHUIM, Taaa je T8 +ya +
220 — 9yo + 15 = 0 m 22 + y2 — 229 — 12y + 12 = 0, omarse je (omysumamenm)
dxg + 3yo + 3 = 0, 1j. mpasa 4z + 3y + 3 = 0 canpsxku oBy Tauky. OBa
IpaBa He CAIP:KM BUIIE HUjENHY TAUKy HEKe O KPY/KHUIA. 3aucTa, ako
Or Tadka IpUIAnaga U IPBOj KPY:KHUIM, HeHA KOODINHATE 3a10BOJHABA]Y
U jemHAYVHY KPY:KHUIE U jeTHAYUHY TpaBe, Ima Ou ce, OmeT Oqy3UMAaHEeM,
[OOUIIO Aa NpUnaza U APYroj KPY:KHUNU (M aHAJOTHO 38 APYTY KPYKHULLY ).
Kako oBa mpaBa uma TayHO jenHY 3ajeqHMUKY TAUYKy Ca KPY/KHUIAMA, OHA
uM je tanrenra (Tawrenra 47, crp. 36, [lucmenu 3amanu, 3agarak 3).

2. Heka je A; mommoskje HOpMAaJe c
u3 S ma mpasy BC. Karko je AS L [
SBC u SA; L BC, no teopemu o
Tpu HOpMaute caenu AA; | BC, na
je BC L SAA,. Opnatne je cBaka
paBan koja canpxku BC, ma u pa-
Ban ABC mopmasnna ua pasan SAA;,
na npojekmuja O rtauke S wa ABC s
npumana TpPeceKy OBUX PAaBHU, Tj. JIP 08 31 2
npasoj AA;.
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Awnagnoruo, tauka O npunana npasoj BBj, rme je B; momHOXje HOpMAaJe
u3 B wa AC, 1j. O je oprounenrap AABC.

Karo je ASAA; npasoyrim (jep je <A1 SA = 90°) u raro je O momuoEje
HOpMAaJIe W3 TEeMEHa MPaBOr yria oBor Tpoyrie, ciaemu NAAOS ~ NOAS

A AA
(€4,50 = <SAA,), omakne je gAi = SAi . Tj. SA?2=0A, - SA;.

Konauno, nospmmua ASBC je % -BC - SA; = % - BC -/ OA;-S5A; =

\/BC-AAl BC - 0A; VB P
: —/P P

2 2

3. Ila 6u jemmauumna 6una nedurucana, mopa 6utu 1 —z > 0 (moTkOpena
BeJuuuHa MOpa Outu HeHeratwsBHa) mu & > 0 Ax # 1 (jep je x y 6as3u
sorapuTtma), Tj. Mopa 6utu z € (0,1).

V3 V/1—2 > 0 caemm 5V 1~ > 1, ma kako je jorapuraMcka (yHKIUja
omamnajyha ako joj je ocHoBa Mama ox 1, caemu log, 5Y 7% < log, 1 = 0, Tj.

sgn (logx 5V 17"") = —1, ma ce HejemHAUYMHA U3 3a1aTKa CBOIU HA

logl (42cos2 x—1 +4cos2x) 2 -1
3

2 2
. <4c0521) + 40052w > 3 & (40052I) + 4. 40052w —12 2 0

N

=
= (4c052x _ 2) . (4c052w + 6) > 0.

2 . 2
Kako je 4°°° % 4+ 6 > 0, mejeanaunna ce comu Ha 4 ¢ —2 > 0 < cos’z >

1
log, 2 = 5 WmTo je 3a x € (0,1) ucoymeHo ako u caMo akKo je x € [%,1).

4. Herka je K 0poj Kpy:KHHUIIA KOje 3a0BOJHABA]Y YCIOBE 3aJaTKa. Rako
CBaKa KPYy:KHUAIA JOAUDPYje TAUHO 3 ApyTe KPY:KHUIE U KaKO CBaka JOIUPHA
TayKa MPUIAa TAYHO ABEMa KPY:KHUIAMA, YKYyHIaH OpPOj MOAUPHUX TavaKa

3
je 5 ma K mopa 6utm mapan 0poj. Crnenm ma je oOroBop Ha HOUTAE

nesa (6) HeraTuBaH.

P 08 35 4-1 JIP 08 31 4-2
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Kako mocroju Teruan muoroyrao AjAs ... Ajgo4, Takas na je AggAoprr =2
(A1o0s = A1) 3a caro k € {1,2,...,502} u Ag_1 Az, = /3 3a cBako k €
{1,2,...,502}, aKko ce HAJ CBAKOM CTDAHUIIOM My:KuHE \/ 3 OBOT MHOTOYTJIA
KOHCTpywmIme purypa moxyaapHa ca ¢urypom ca cimke JIP 08 35 4-1 (Tako
na ce Op u Oz mokmamajy ca Temeruma Muoroyria; 0103 = /3), nobuja
ca KOH(QUrypanudja Koja 3aTOBOJbaBa yciaoBe 3amatka ca 4 - 502 = 2008
Kpy/KHUIA.

Kako nocroju rerusan muoroyrao A As ... Ajgo2, Takas na je Agp_1 Ao, =2
3a cako k € {1,2,...,501}, AopAors1 = /3 3a cBako k € {1,2,...,500} u
Aj 00241 = 2+ V3, ako crpanunom myxmue AjggeAd; = 2 + /3 oBor MHO-
royria KOHCTpyulle (Urypa moaynapHa ca ¢urypoum ca ciuke 1P 08 35 4-
2 (0104 =2+ \/3), a HaJ CBAKOM CTPAHMIOM myxumue v/ 3 ¢urypa momy-
napua ca ¢urypom ca cauke P 08 35 4-1, nobuja ca kordurypamuja koja
3a10BoJbaBa ycioBe 3anarka ca 6+ 4 - 500 = 2006 kpy:xEUIA.

5. Buzmeru pememe npsor 3amarka 3a tpehu paspen A rareropuje.
UYerBpTHu pa3spen, A xkareropuja

1. Kaxo je (3,4) = 1 u (3,25) = 1, npema Ojneposoj Teopemu je 3% = 1
(mod 4) u 32° = 1 (mod 25), ma je 32° = 1 (mod 100). U3 a1 = 3 u ay =
33 = 27 cremu

ag =3%2 =37 =3%0.3"=1.3"=81-27=87 (mod 100).

Ako je a, =87 (mod 100), Tana je a, = 100k + 87 = 20(5k + 4) + 7, omarue
je

gy = 3% = 3100KHST — (320)MH4 97 — 37 — g7 (1m0d 100),

na caemm a, = 87 (mod 100), oxrocHO, MEAYKIMjoM, a, = 87 (mod 100) 3a
cBe n > 3.

Iakne, asgos = 87 (mod 100), Tj. agpos 3aBpmasa muppama 7.

2. Heka je mara xondurypamuja
CMENITEeHa Y KOMIIEKCHY paBaH TaKO
Oa je yodeHU KPYT JeOUHUYIHU, Tj.
IBErOBOM IEHTPY (HEKa je TO Tauka
O) omrosapa 0 u meka cy a,b,c,d,e, f
KOMIIJIEKCHU OpOjeBM KOju OAro-
Bapajy Taukama A, B,QC, D,FE, F,2pe—
™

. .. 2
mom. Hera je € = cos — + 4 -sin — .
ANOAB, AOCD n AOEF cy jenna-

KOCTPAHUYHU, Ia BaKN

P 084A2

a+e-b=0, e-c+e?-d=0, 2. e+ f=0.
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Cabupamem ce mobuja

b d
aJrfJr . +C+€2. Jre:(),

2 ¢ 2

OIaKJIe CJaenu na je TPOyrao ca TEeMEHHUMa Yy TadyKaMa KOje OAroBapajy
a+f b+c d+e
n
2 72 2
3ancTa, aKo 3a PAa3IMUUTe KOMILIEKCHE OPOjeBe T, Y, 2 BaKu T +e-y+e2-2 =
0, Tanma je

OpojeBuma jemHAKOCTpAHWYAH.

r—y=—(1+e)-y-e -z=c*y—-2) = |r—yl=ly—2|

U, aHAJIOTHO, |r —y| = |z — z|.
3. Hexa je P(z) = 23— 92+9. Kaxo cy «, 3 u vy cse uysne P(z), Ha OCHOBY
Buerosux ¢gopmyna je

at+f+y=0, af+pfy+ya=-9, afy=-9.

Heka je y = o® + a — 6. Tpeba mokaszatu na je y € {3,7} & (y=BVy=
7)< (y — B)(y —) = 0. Kako je o myma P(z), cnem (y — f)(y —7) =

=y (B 51 = (02 +0— 62— (~a)(a® +a—6) +

9
=a*+3a®—-10a% — 18a + 36 — =
«

. 9
:a(a3—9a+9)+3a3—a2—27a+367a
a3—9a—|—9_

9
=a-0+3*-9a+9) —a?+9—-=-=3-0—
a a

0,

Tj. o +a—6¢€ {37}
Jpyeo pewewe. Bpoj a? + a — 6 je myna monuroma P(x). To caemw u3

(a2+a—6)3—9(a2+a—6)+9

= a%+3a° — 15a* — 350° + 810 + 99a — 153
(aG —9a* + 9a3) + (3a5 —927a° + 27a2)

+ (—6a* +54a” —5da) + (—17a® + 1530 — 153)

= o*P(a)+3a*P(a) — 6aP(a) — 17P(a) = 0.

P(oz2+oz—6)

Kako cy a, 8 u v cse myne P(z), ctem o? + a — 6 € {a,3,v}. Axo je
a’4+a—6=cq, raga je wm o = v/ 6 nu o = —/ 6. Kako je

P(i\@):16-\/6:F9-\/6+9:$3-\/6+97é0,

a muje myna P(z). U3 nobujene konTpammknuje ciemu o + a — 6 # a.
Komauno, u3 a?+a—6 € {a, 3,7} u a*>+a—6 # a, cnem o®+a—6 € {5,7}.



60

Tpehe pewewe. Hyne P(x) ce Mory u3apadynaru. 3a pellaBame jeIHAUYUHE
rpelier crenena mory ce kopuctutu Kapnanose gopmyie (pemema xq, To
u r3 jemmaumme 2° + pr + ¢ = 0 ompeDyjy cy dopmymama z; = u; + v;

(i € {1,2,3}), rme cy w; (i € {1,2,3}), cBa pemema jennaunme u® = —g +
2 3
qZ + % , mok ¢y v; (i € {1,2,3}), onpebenn ca v; = _32;)'
. 3 9 (—9)3
IIpBo Tpeba pemury jenHaunHy u° = —— + T + o7 OOHOCHO
1
ud = —5 + i_ =3V3 <—£ +3 ) = (v'3)% - (cos 150° 4 sin 150°) .

Pemema mnocienme jeqHadynne cy u; = NER (cos50° +sin50°), wy =

V'3 - (cos170° +sin170°) m uz = V3 - (cos290° +sin290°), ma je v; =

V'3 - (cos(=50°) +sin(=50°)), va = V'3 - (cos(—170°) + sin(—170°)) u vz =
-9

V'3:(cos(—290°) + sin(—290°)) (momo je v; = - 3ai € {1,2,3}). Iakue,

cBa pemema jemHaunbe 0 — 9 +9 =0 cy 21 = u; +v; = 2v/3 - cos 50°,
Ty = us + vy = 2V 3-cos170° 1 23 = usz + v3 = 2/ 3¢c0s290°. Cana ce MOTy
U3pavdyHATU BPEIHOCTH m3pasa r2 + x; — 6 (3a i € {1,2,3}):

2
2 bx —6 = (2\/5(;05 50°) + (2\/§COS 50°) —6
= 12-cos?50° 4+ 2v/3 - cos 50° — 6
1 100°
- 12-“%+2\/§-cos50°—6

= 2V3. (2 . ? - c0s 100° + cos 50°>

= 2v/3-(2cos30° cos 100° + cos 50°)
= 2V3-(cos70° 4 cos 130° + cos 50°)
= 2v3¢0s70° = 2v/3c0os 290° = 3,

2
T3+ xe—6 = (2\/§COS 1700) + (2\/§COS 1700) -

= 12-¢c0s?170° + 2V 3 - cos 170° — 6

1 340°
- 12~+C%+2\/§~608170° —6

= 2V3. <2§ - €08 340° + cos 170°>
= 2V/3-(2cos 30° cos 340° + cos 170°)

= 2V3-(cos310° + cos 370° + cos 170°)
= 2v3¢0s310° = 2v/3¢cos50° = 21,
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2
22ty —6 = (2\/§cos 290°) + (2\/§cos 290°) —6
= 12-c0s%290° +2v/3 - c0os 290° — 6

1 o
~+%S580+2\/§~005290°—6

3
= 2V3. (2 : g - c0s 580° + cos 290°>

= 12

= 2V/3-(2c0s30° cos 580° + cos 290°)
= 2V/3-(cos550° 4 cos 610° + cos 290°)
= 2v3c08550° = 2v/3¢cos 170° = zs.

Axo je S = {x1, 22,23}, u3 mpeaxomnor caema x?+x; —6 € S\ {z;} 3a crako
i € {1,2,3}, unme je tBpheme norazano.

4. Heka je a = logygog(x — 1) m b = logygps(z + 1). Tana ce jemmauumna
tparchopmume y 2008% — 2006 = 2. Kako je 2006 = 2006'°82006(*—1) —
z — 1 u 2008" = 2008'%8200s(=+1) — 5 4 1 cnemm m 2008” — 2006% = 2, ma je
2008 — 2006° = 2 = 2008° — 2006%, onaxie je 2008% + 2006% = 2008° 4 2006°.
W3 mocanemme jemmakoctu cuaemu xa je a = b (jep je dymrumja 2008° +
2006” crporo pacryha). lakiue, jennaunna ce csomu Ha 2008 — 2006 = 2,

OHOCHO % “_1+2 L ’
AHOCHO A 9006 ) 2006 ) -

[Tomrro je pyHEIMja HA JTEBO] CTPAHU MOCIEOHE jeTHAUMHE CTPOrO PACTY-
ha, a ma mecmoj crporo omamajyha, Ta jemHaunHa MOKe UMATU HAJBUIIE
jemHO pememe, a jenHo HmeHO pemene je a = 1. Uz 1 = a = logygge(z — 1),
ciaemu ma je jenuHo pememe jenuavunae r = 2007.

5. Heka je I Gpoj mapoBa CyCeIHUX CHjaJINa PA3INYNTAX CTama (cujasnu-
Ile Cy CyCenHe aKO ce HaJase Ha MOJbUMA KOja UMAajy 3ajeJHUYKY CTPAHUILY ).
Y nouetry je I =0, a (ako 6u OArOBOD HA MUTAHE 338,JATKA OUO ITO3UTUBAH )
va kpajy he outu I = 3. Mebhyrum, HUjenaH KOpak He Mema mapHOCT |
(omepanuja 1° He Mema 6pOj PA3IUYUTUX HAPOBA y jEAHO] BPCTHU; AKO
je k ©poj paszauuuTUX MapoBa, TAKBUX Ma jeqHA O CUjaIUla TPUMTAIA
BPCTU HA KOjy ce mpumemyje 1°, a npyra y ®0j CyCemHO] BPCTHU, TaIa
je 10 — k ©poj mapoBa cujasuna KOju HUCY PA3JIUYUTUA TAKBUX M8 jeITHA
npuriaga IPBOIOMEHYTO], & APYra APYTOIOMEHYTO] BPCTU; HAKOH IPUMEHE
omepanuje, 6POj OBAKBUX pazanunTux naposa he outu 10—k =k (mod 2);
aHaJOrHO M 3a ouepanujy 2° (cumerpwuja); omepamuja 3° cMmamyje I 3a
4). V3 noGujene KOHTpaIUKLUje CIe AA je OATOBOD HA NUTAE 3aJaTKA
HEraTUBAH.

UYerBpTH pa3pen, b kareropuja

1. 36or medurucanocTu jenHaumae mopa outu x —4a + 16 > 0, x — 2a + 4,
z>0,1. v>4a—16, x > 2a—4 mwx > 0. llame je Vor—4a+16 —2-
Ve—2a+4+Vr=0Vr—4a+16++v2 =2 -V —2a+4, a garo cy
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y HOCJIenH0] jeqHaunHn 0be CTpaHe HEHEraTUBHE, OHA je €KBUBAJICHTHA Ca

(xBagpupamem) v —4a + 16 +x +2 -V x —4a+ 16 - /o = 4o — 8a + 16 &

Vao—4a+16-z =2 —2a.

Kako je meBa crpama mocienme jenHadyrHe HEHEraTUBHA, MOpa OUTH U

mecHa, Tj. Mopa Outm x > 2a. Ilpm oBOM yciOBYy, jemHaumHa je €KBU-

BasenTHA ca (kBampupameM) (r —4a+16)x = (z — 2a)? & 2% — 4ar + 167 =
2

a .
22 — dax + 4d® & x = T OBo jecre pemieme ako Cy WUCIYHEHA CBa

orpaHndYema Koja Cy IOCTaBJ/baHa Yy TOKY pajna, Ia je TO HOTPebHO ucnu-
2

.oa . .
ratu. Kako je 7 > 0, ycaoB z > 0 je TpuBmjanuo ucnymen. CaudHo,
2
a
ycanos x > 4a—16 ce cBou Ha vy >4a—16 < a>—16a+64 > 0 & (6178)2 >0
(wTo je yBek Tauno). AKO pememe 3a10BOJbaBa YCIOB T = 2a, 3a40BOJbA-

Ba U ycJoB x > 2a — 4, ma je moTpebHO TpOBEpUTU caMO TpBU. Kako je
2

az >2a < a? —8a=ala—8) >0, on je ncnymesn 3a a € (—00,0] U [8,00).

(V]

a
Haxkie, 3a a € (—o0,0]U[8,00) jenHaunHa NMa jeHO PeIlemhe T = 5%
a € (0,8) jenqnauuHa HeMa PEIICHA.
2. 30up yHyTpam®BuUx yrioBa IIe-

toyraa je 3 -180°, ma je <ABC =
3

£ 180° = 108°. Kako je AB = BC,
ANABC je jemakokpaku ca yrioBUMA
HaI KpakoBuMa o1 36°.

Kako je m <CBO = 36°, ciemn nma je
u ACOB jemakokpaku ca yriioBUMa

O
Ha KpakoBuMma on 36°, ma je BC = JIP 0841 2
AB

Konauno, tepbeme cnemu us mperxomuor u AB = BC = AO, jep je
<ABO = 72° u <BOA = 180° — <ABO — <OAB = 180° — 72° — 36° = 72°,
1j. u ABOA je jenuarokpar (Tanrenra 44, crp. 42, Ilucmenu 3amanu,
3amarak 2).

3. Heka je I = m*" ™' —m = m(m*"—1). Bpojesn m u m*"—1 cy pazmmuure

napHocTH, na je 6ap jeman on wux napas (camum teMm u I). Ako 3 | m,
rana 3 | I. Unaue je m? = 1 (mod 3), ma je m*™ = (m?)*® =1 (mod 3),
tj. 3| m? —1 (1j. omer 3| I). Aro 5| m, Tana 5| [. Unaue je m* =1
(mod 5), ma je m*" = (m*)" =1 (mod 5), tj. 5|m*™ —1 (1j. omer 3 |I).
Konauno, I je memuBo m ca 2 m ca 3 m ca b, ma Kako Cy OBuU OpoOjeBuU
y3ajamuo mpoctu, I je memuso u ca 2-3-5 = 30.

4. Yerupu paznuuure (KOMIUIAHADHE) TayKe, KOje€ HUCY KOJUHEAPHE, Yy
HEKOM IOpEeNKYy YMHE TeMeHa IapajiejiorpaMa ako M caMO aKO je cpe-
numTe nysky onpebheHe HeknM nBeMa TadvkaMa UIAEHTUYHO Ca CPEIUIITEM
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mysu onpebenom mpyrum nBema taukama. Cuenm ma cy moryhe ciaenehe
cuTyanuje:

142 22428

1° 5 =5 S(1l+2)=221+2) -1z +1)? s ze{-1,1}.
Mebyrum, Tana je 22 = 1, ma oBe Tauke HUCY PA3IUIUTE;
1 2 3

2° zz :”“; el+2=z20142) 6 (z-DE-iz+i) o zc
{1,—4,i}. Kao m y cayuajy 1° z = 1 muje pememe. Axro je z = i,
youene tauke cy {1,i,—1,—i} (pasnuuwure), a axo je z = —i, yoduene
rauke cy {1,—4,—1,i} (pasnuuunre);
1 3 2

3° R S0=22-22—241=22-1)-(2-1) = (2-1)2(z+

2 2
1)< z€{-1,1}, na xao u y cayuajy 1° oBo HUCY pemema.

Iakne, pememe 3anatka je z € {—i,i}.
5. Hejennaumna je nepunucaza 3a
22 >0AN22 A IN2-22>0A22 +52+T7>0AN22 +52+T7#1
7
Abx+7>0, 1j. 3ax €D = (5,1) U(=1,0)U(0,1) U (1,v2).
Barxe€Djer+2>0mxr+3>0,majea’+5r+7=(x+2)(z+3)+1>1.

IMomro je 5z + 7 < 22 + 5z + 7 3a cBako x € D, KaKo je JOrapUTaMCKa
¢ysrmuja pacryha axo je meHa ocHoBa Beha ox 1, 3a cBako x € D Baku

1082 5547(57 +7) < loggzisei7(2? + 52+ 7) = 1. (8)

Ao jex € Dua? > 1, tama je 2 — 2% < 1, ma je log,»(2 — 2?) < log,> 1 = 0.
Axo je x € D m 2% < 1, tama je 2 —x? > 1, ma (kKako je JorapmTamcka
dymEmMja onamnajyha ako je mema ocHOBa Mama ox 1), Bammu log,. (2 —z2) <
log,»1=0. Iaxne, 3a cBako = € D Baxkn

log,»(2 — z?) < 0. (1)

Uz (1) u (§) cremn (3a cBako x € D) log,2(2 — 2%) + log,s 5, 7 (5x + 7) <
0+ 1=1, ma je pememe nonasue HejeqHaunae r € D.
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