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Kragujevac

Kragujevac je privredni, kulturno–prosvetni, zdravstveni i poli-
tiqki centar Xumadije i PomoravƩa i susednih regiona. Nalazi
se u srcu Xumadije i Srbije. Podignut je na obalama Lepenice u
Kragujevaqkoj kotlini, gde se dotiжu krajƬi ogranci xumadijskih
planina: Rudnika, Crnog Vrha i Gledi�kih planina.

Sa 180 252 stanovnika (po popisu iz 2002. godine) po veliqini je
prvi grad u Xumadiji, a qetvrti u Republici Srbiji. Na gradskom
podruqju жivi 147 473 stanovnika, a na seoskom 32 779.

Kragujevac u posledƬih nekoliko godina doжivƩava veliki preporod
i od grada sa nepopularnim epitetom ,,dolina gladi” preobraжava
se u grad vizije i budu�nosti, u grad sa velikom perspektivom, u
grad koji u svakom smislu opravdava svoje centralno mesto u regionu,
ne samo geografski, ve� u svim segmentima modernog жivota svojih
gra�ana. ЖeƩa za napredovaƬem Kragujevca ra�a se iz Ʃubavi prema
ovom gradu i nalazi se iznad svih ostalih interesa. Kragujevqani u
tome nisu podeƩeni, a to je jedini put preporoda grada koji nam je u
srcu.

Kragujevac je ime dobio po ptici Kraguj, koja je u sredƬem veku kori-
x�ena za lov, a danas zauzima poqasno mesto na gradskom grbu.

Ime grada prvi put je spomenuto u turskom popisu iz 1476. godine
kao ,,Kragujofqa”, trg sa 32 ku�e. Od takvog naseƩa, Kragujevac je
izrastao u znaqajan grad, po mnogo qemu prvi u Srbiji.

Kragujevac je od 1818. do 1841. godine, odlukom tadaxƬeg srpskog
vladara Kneza Miloxa Obrenovi�a, bio PRVI PRESTONI GRAD
moderne srpske drжave.

U Kragujevcu je 1835. godine usvojen prvi srpski Ustav, poznat kao
,,SreteƬski”.

U Kragujevcu je 1833. godine osnovana prva gimnazija u Srbiji, a
1838. ,,Licej”, preteqa prvog srpskog Univerziteta.

U Kragujevcu je zaqeta pozorixna umetnost u Srbiji, 1835. godine,
kada je osnovano prvo srpsko pozorixte pod nazivom ,,KƬaжesko –
serbski teatar”.

U Kragujevcu su pokrenute prve srpske novine – ,,Novine srbske”.

U 20. veku, Kragujevac doжivƩava industrijsku ekspanziju. Xi-
rom sveta grad postaje poznat po proizvodƬi automobila u Fabrici
,,Zastava”, koja je partner kompaniji FIAT.

Paralelno sa industrijalizacijom, u drugoj polovini 20. veka, na ko-
renima postavƩenim vixe od 100 godina ranije, u Kragujevcu se razvi-
jaju zdravstvo i obrazovaƬe. Kragujevac i na tom planu postaje centar
Srbije, pre svega zahvaƩuju�i moderno opremƩenom Kliniqkom ce-
ntru, qije usluge koristi oko dva miliona gra�ana centralne Srbije,
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kao i me�unarodnom ugledu Univerziteta sa 11 fakulteta. Visoko
obrazovaƬe na Univerzitetu u Kragujevcu stiqe oko 12.000 studenata
iz cele Srbije i inostranstva, koji imaju dobre uslove za жivot u
moderno opremƩenim studentskim domovima.

Kao grad bogate istorije, Kragujevac sa oquvanom kulturno–istori-
jskom baxtinom na svakom koraku podse�a na svoju proxlost utkanu
u temeƩe budu�nosti Srbije. Najznaqajnije znamenitosti, koje se od
ostalih posebno izdvajaju zbog davnih vremena i doga�aja koje odsli-
kavaju, skoncentrisane su uz reku Lepenicu, sa Ƭene desne i leve
strane, gde je Kragujevac i nastajao.

Tokom godine, grad je doma�in brojnih me�unarodnih i lokalnih
manifestacija, koje se, uglavnom, prire�uju u mesecima u kojima grad
obeleжava znaqajne datume. Tako, u maju, na programu su sveqanosti
u okviru proslave �urdevdana, 6. maja – Dana i Slave Kragujevca, a
oktobar je posve�en se�aƬu na жrtve streƩaƬa 1941. godine. Ali i
u ostalim periodima godine, grad je prepun zbivaƬa za svaki uzrast
i svaqiji ukus.

Trenuci za uжivaƬe mogu se provesti na jezeru u Xumaricama, po-
znatom i pod popularnim nazivom ,,kragujevaqko more”. Pored jeze-
ra, omiƩeno stecixte Kragujevqana tokom leta su i Gradski bazeni.
MaƬe jezero, pod nazivom ,,BubaƬ”, nadomak centra grada, sa bogatom
florom i faunom, predstavƩa oazu mira.

Gradski stadion ,,Qika Daqa”, kapaciteta 15.000 mesta, doma�in
je znaqajnih fudbalskih utakmica i atletskih mitinga, a velike
sportske manifestacije odrжavaju se i u Sportskoj dvorani ,,Jezero”.

Kragujevac je grad bogate istorije, kulturne baxtine, grad industri-
je, grad mladih, grad tradicije i grad okrenut budu�nosti. Ko jednom
do�e – zasigurno �e se jox koji put vratiti. . . Uostalom, jox 1874.
godine, Qeh, Konstantin Jiriqek, za Kragujevac je rekao: ,,Beograd
je Evropa, ali, ako ho�ete da vidite pravo srpsko mesto, idite da
vidite Kragujevac. . . ”

LIQNA KARTA PRVE KRAGUJEVAQKE GIMNAZIJE

Prva kragujevaqka gimnazija je najstarija gimnazija u Srbiji. Osno-
vana je 1833. godine. U ovoj xkoli je u toku Ƭene duge tradicije
sticao znaƬe veliki broj poznatih Ʃudi u nauci i umetnosti. Veliki
broj politiqara, drжavnika i vijskovo�a su bili �aci ili profesori
Prve kragujevaqke gimnazije. U toku svog postojaƬa xkola je delila
sudbinu naroda Srbije.

Godine 1887. kada je Kragujevac imao desetak hiƩada stanovnika,
zavrxena je nova zgrada Kragujevaqke gimnazije, jedno od najlepxih
zdaƬa u gradu do danaxƬih dana. Projekat je ura�en u Bequ, a izgra-
dƬa je trajala qetiri godine. Zgrada je pod zaxtitom drжave kao
kulturno–istorijski spomenik. Prvi radni dan u novoj zgradi bio
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je 21. oktobar 1887. godine, kao simboliqno predskazaƬe najcrƬeg
datuma u istoriji xkole.

Veliki broj �aka i profesora streƩan je 21. oktobra 1941. go-
dine. StreƩaƬe je izvrxila nemaqka vojska. Taj dan se svake godine
obeleжava manifestacijom ,,Veliki xkolski qas” u Xumaricama kod
spomenika streƩanim �acima.

Prva kragujevaqka gimnazija danas xkoluje oko 1100 uqenika. Xko-
la obrazuje uqenike prirodno–matematiqkog i druxtveno–jeziqkog
smera. Od 1992. godine u Prvoj kragujevaqkoj gimnaziji se obrazuje i
po jedno specijalizovano odeƩeƬe, koje radi po programu Matemati-
qke gimnazije. Od 2007. godine uvedeno je po jedno ogledno odeƩeƬe
sedmog i osmog razreda osnovne xkole za uqenike nadarene za matema-
tiku.

Uqenici Prve kragujevaqke gimnazije uqestvuju na takmiqeƬima u
znaƬu iz svih nastavnih predmeta i tu postiжu veoma dobre rezu-
ltate. Veliki broj uqenika osvaja nagrade na republiqkom nivou, a
neki uqenici su uqestvovali u ekipama koje su predstavƩale naxu
zemƩu na internacionalnim takmiqeƬima. Ve�ina uqenika su uspe-
xni studenti na doma�im i stranim univerzitetima.

Prva kragujevaqka gimnazija je tradicionalno uжivala ugled, kako
zbog struqnosti i kvaliteta svojih profesora, tako i, pre svega,
zbog svojih uqenika, ambicioznih i uvek жeƩnih znaƬa. Prilikom
proslave jubileja, 175. godine postojaƬa, Prva kragujevaqka gimna-
zija je proglaxena xkolom od posebnog interesa za Republiku Srbiju.

Svake godine se veliki broj takmiqeƬa organizuje u Prvoj kragu-
jevaqkoj gimnaziji. Doma�in je i organizator Pozorixnih susreta
gimnazija Srbije. Prva kragujevaqka gimnazija je u maju 2009. go-
dine bila doma�in 26. Balkanske matematiqke olimpijade uqenika
sredƬih xkola.

Ponose�i se svojom tradicijom, obaveza je da ugled koji je sticala
preko generacija svojih �aka i profesora, quva i podiжe, xkoluju�i
budu�e intelektualce.
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REPUBLIQKA KOMISIJA
za takmiqeƬa iz matematike uqenika sredƬih xkola,

xkolska godina 2009/2010.

1. Balti� mr Vladimir, Fakultet organizacionih nauka, Beograd

2. Barali� �or�e, Matematiqki institut SANU, Beograd

3. Dimitrijevi� mr Sla�ana, PMF, Kragujevac

4. Doroslovaqki dr Rade, FTN, Novi Sad

5. Dugoxija dr �or�e, Matematiqki fakultet, Beograd

6. �uki� Duxan, Univerzitet u Torontu, Kanada

7. ЖivaƩevi� dr Rade, Matematiqki institut SANU, Beograd

8. Ili� Aleksandar, PMF, Nix

9. Kneжevi� mr MiƩan, Matematiqki fakultet, Beograd

10. Krtini� mr �or�e, Matematiqki fakultet, Beograd, predsednik

11. Luki� Milivoje, Kalteh, SAD

12. Mati� Ivan, Berkli, SAD

13. Mili�evi� dr �or�e, Univerzitet u Miqigenu, SAD

14. MilosavƩevi� Milox, PMF, Nix

15. OgƬanovi� mr Sr�an, Matematiqka gimnazija, Beograd

16. Radovanovi� Marko, Matematiqki fakultet, Beograd

17. Seniqi� mr Aleksandar, Gimnazija, KraƩevo

18. Stojakovi� dr Milox, PMF, Novi Sad

19. Tomi� Ivanka, Gimnazija, VaƩevo

20. Xobot dr Boris, PMF, Novi Sad

Prevod na ma�arski jezik:

1. Pei� dr Hajnalka, Gra�evinski fakultet, Subotica

2. RoжƬik mr Andrea, Gra�evinski fakultet, Subotica
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OPXTINSKO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 23.01.2010.

Prvi razred , A kategorija

1. Neka su T1 i T2 teжixta △A1B1C1 i △A2B2C2, redom. Dokazati da
vaжi −−−→

A1A2 +
−−−→
B1B2 +

−−−→
C1C2 = 3 · −−→T1T2 .

2. Prirodan broj n daje ostatak 35 pri deƩeƬu i sa 2009 i sa 2010.
Koliki je ostatak broja n pri deƩeƬu sa 42?

3. Neka je CD simetrala ∢BCA trougla ABC (D ∈ AB) i AC + BD =
BC + AD. Dokazati da je △ABC jednakokrak.

4. Da li broj 20102010+102011 ima ve�i broj cifara u dekadnom zapisu
od broja 20102010?

5. Svako od jediniqnih poƩa tablice 3 × 3 obojeno je jednom od tri
boje. Koliko ima razliqitih bojeƬa kod kojih su svaka dva susedna
jediniqna poƩa (tj. poƩa sa zajedniqkom stranicom) razliqite boje?

Prvi razred , B kategorija

1. Odrediti skupove A i B za koje vaжi:

1◦ A ∪ B = {1, 2, 3, 4, 5, 6},

2◦ 2 ∈ A \ B,

3◦ 3 ∈ B \ A,

4◦ A ∩ {4, 5, 6} = ∅ i

5◦ B ∩ {1} = ∅.

2. Neka je g : R → R definisana sa g(5 − 2x) = 4x − 7.

(a) Odrediti g(x).

(b) Odrediti funkciju f , ako je f = g ◦ g.

(v) Dokazati da je f bijekcija i odrediti f−1(x).

3. Neka je n ∈ N. Dokazati da je broj n(n− 3)(n2 − 3n + 14) deƩiv sa 8.

4. Videti drugi zadatak za prvi razred A kategorije.

5. Videti peti zadatak za prvi razred A kategorije.
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Drugi razred , A kategorija

1. Neka je m ∈ R takav da jednaqina x2−2(m−1)x+m+5 = 0 ima realne
i razliqite korene. Dokazati da je taqno jedan koren te jednaqine u
intervalu (−2, 3).

2. Neka je H ortocentar oxtrouglog △ABC, a M sredixte stranice
BC. Prava koja sadrжi taqku H i normalna je na pravu HM seqe
prave AB i AC u E i F , redom. Dokazati da je HE = HF .

3. Odrediti sve prirodne brojeve n qiji je kubni koren jednak broju
koji se iz n dobija brisaƬem Ƭegove posledƬe tri cifre u dekadnom
zapisu.

4. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo ure�enih parova (x, y) ∈
(0, π)2, tako da je skup

{
sin2 x + sin2 y, sin2(x + y), 1

}

dvoelementan, a skup {sinnx + sin ny | n ∈ N} konaqan.

5. Da li se tabla 8 × 8, iz koje je iseqeno doƬe-levo i gorƬe-desno
poƩe, moжe poploqati figurama oblika:

?

Drugi razred , B kategorija

1. Odrediti sve kompleksne brojeve z, tako da vaжi z−z = 4−2i−|z−i|.
2. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu

x2 + x +
3

x2 + x + 1
6 3.

3. U △ABC je ∢ABC = 2 · ∢BCA. Neka je BE (E ∈ AC) simetrala
∢ABC. Dokazati da je AB2 = AC · AE.

4. Odrediti sve prirodne brojeve n > 3 za koje je broj n2 + 9n − 22
prost.

5. Videti prvi zadatak za drugi razred A kategorije.

Tre�i razred , A kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu

log√ x log2 (4x − 12) 6 2.

2. Odrediti najve�i zajedniqki delilac brojeva 1+2010! i 1+(2010!)!.
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3. Neka je D sredixte luka B̂C opisane kruжnice △ABC koji ne
sadrжi taqku A, a M taqka poligonalne linije B − A − C najbliжa

taqki D. Ako je AC > AB, dokazati da je CM =
AC − AB

2
.

4. Neka je S skup taqaka (x, y) u koordinatnoj ravni qije su koordinate
celi brojevi koji zadovoƩavaju 0 6 x 6 9, 0 6 y 6 4 i neka je odabrana
21 taqka iz S. Dokazati da postoji pravougaonik qija su temena me�u
odabranim taqkama, a stranice paralelne koordinatnim osama.

5. U △ABC je ∢BCA > 90◦ i ∢CAB < ∢ABC. Tangenta na opisanu
kruжnicu k u taqki A seqe pravu BC u taqki P . Neka je M taqka na
k, takva da je PM = PC (razliqita od taqke C), N presek pravih CM
i AB, a D presek opisane kruжnice △AMN i prave AP (razliqit od
A). Dokazati da je CD ‖ AB.

Tre�i razred , B kategorija

1. Neka je a ∈ R. U skupu realnih brojeva rexiti sistem

x + y + az = 1 − a,
ax − y + z = −1,
x − ay − z = 0.

2. U loptu je upisana pravilna trostrana piramida sa pravim ivi-
qnim uglovima pri vrhu. Odrediti odnos duжina visine piramide i
polupreqnika lopte.

3. Neka je x ∈
(
0,

π

2

)
. Ako je

cosx

a
=

cos(x + ϕ)

b
=

cos(x + 2ϕ)

c
=

cos(x + 3ϕ)

d
,

dokazati da je
a + c

b
=

b + d

c
.

4. Neka je n ∈ N. Koliko rexeƬa ima skupovna jednaqina

X ∪ Y = {1, 2, . . . , n}?

5. Videti prvi zadatak za tre�i razred A kategorije.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Dokazati da za x > 0 vaжi nejednakost

1 +
3

2
· x +

3

8
· x2 − x3

16
< (1 + x)

3
2 < 1 +

3

2
· x +

3

8
· x2.

2. Na tablu 8×8 postaviti najve�i mogu�i broj topova, tako da svaki
od Ƭih tuqe taqno jednog od preostalih topova.
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3. U oxtrouglom △ABC je BC > CA. Neka je O centar opisane
kruжnice, a H ortocentar ovog trougla i F podnoжje normale iz C na
AB. Normala na OF u F seqe AC u P . Dokazati da je ∢FHP = ∢CAB.

4. Odrediti sve proste brojeve p, takve da p2010 | 2010p2010

+ 1.

5. Videti peti zadatak za tre�i razred A kategorije.

Qetvrti razred , B kategorija

1. Odrediti vrednosti m ∈ R za koje sistem

x + y − z = 1,
2x + 3y + mz = 3,
x + my + 3z = 2

ima jedinstveno rexeƬe u skupu realnih brojeva i odrediti to rexe-
Ƭe.

2. Vektori −→a +2 ·−→b i −→a −3 ·−→b su kolinearni. Dokazati da su vektori
−→a i

−→
b kolinearni.

3. Videti drugi zadatak za tre�i razred B kategorije.

4. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu

8 · 3
√

x + 4
√

x + 9
4
√

x + 1 > 9
√

x.

5. Koliko ima realnih x ∈
[
20092π, 20102π

]
za koje je niz

sin x, sin 3x, sin 5x, . . . , sin(2n + 1)x, . . .

aritmetiqki?

OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.02.2010.

Prvi razred , A kategorija

1. Neka su x, y, z ∈ N za koje vaжi x3 − y3 − z3 = 3xyz i x2 = 2(y + z).
Odrediti x + y + z.

2. Dokazati ili opovrgnuti tvr�eƬe:

Za svaki prirodan broj n postoji prirodan broj x koji je
deƩiv sa n, zbir cifara mu je jednak n i u dekadnom zapisu
se zavrxava nizom cifara koje qine dekadni zapis broja n.
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3. Neka je ABC oxtrougli trougao. Kruжnica k, nad preqnikom AB,
seqe stranice AC i BC u taqkama M i N , redom. Tangente kruжnice
k u taqkama M i N seku se u taqki P . Ako je CP = MN , odrediti
∢BCA.

4. U △ABC u kome je BC 6= CA taqke H, T i O su ortocentar, teжixte
i centar opisane kruжnice, redom. Neka su taqke P i Q simetriqne
taqkama T i H, redom, u odnosu na O. Neka je D sredixte AB, R
teжixte △ABQ i U presek pravih OD i RT . Dokazati da je U teжixte
△DPT .

5. Na koliko naqina xest parova moжe da sedne u red bioskopa koji
ima 20 mesta, ako svaki par жeli da sedne na susedna mesta?

Prvi razred , B kategorija

1. Koliko rexeƬa ima jednaqina |2x + 1|+|x − 1| = 2−x u skupu realnih
brojeva?

2. U pravouglom △ABC nad katetom BC kao preqnikom konstruisana
je kruжnica koja seqe hipotenuzu AB u taqki E. Tangenta ove kruж-
nice u taqki E seqe katetu AC u taqki D. Dokazati da je △ADE
jednakokraki.

3. Odrediti cifru desetica broja 20112010 (u dekadnom zapisu).

4. Ana, Beba, Vesna i Goca su odluqile da posete Dacu. Dogovorile
su se da do�u u razliqita vremena (u toku istog dana). Ispostavilo
se slede�e:

Ana je posetila Dacu u 8 sati,

Beba je posetila Dacu u 9 sati,

Vesna je posetila Dacu u 10 sati,

Goca je posetila Dacu u 11 sati,

ali nije poznato da li je to bilo ujutro ili uveqe.

Daca je imala bar jednu posetu izme�u Ane i Bebe.

Ana nije posetila Dacu i pre Vesne i pre Goce.

Vesna nije posetila Dacu izme�u Bebe i Goce.

Odrediti kojim redosledom su pose�ivali Dacu.

5. Videti prvi zadatak za prvi razred A kategorije.
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Drugi razred , A kategorija

1. Neka je ABCDE pravilan petougao. Preseqne taqke Ƭegovih dija-
gonala qine pravilan petougao A1B1C1D1E1. Odrediti odnos povrxi-
na ova dva petougla.

2. Na turniru uqestvuje n > 2 igraqa. Predvi�eno je da svaka dva
igraqa odigraju po jednu partiju. Me�utim, igraq A je napustio
turnir nakon k odigranih partija (1 6 k 6 n − 3), a igraq B nakon
jedne odigrane partije. Ostali igraqi nisu napuxtali turnir. Na
turniru je odigrano 55 partija. Da li su A i B igrali me�usobno?

3. Neka su M, N, P, Q kolinearne taqke, tako da vaжi M − N − P − Q
i MN = 4, NP = 2, PQ = 6. Neka je T taqka van prave MN iz koje
se duжi MN, NP, PQ vide pod jednakim uglom α. Odrediti mogu�e
vrednosti α.

4. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje postoji polinom sa celim
koeficijentima p(x) takav da je p(d) = n

d
za svaki pozitivan delilac

d broja n.

5. Neka su a, b realni brojevi iz intervala (0, 1). Dokazati da je

a2 + b2 = 1 ako i samo ako je
a4 + b4 − 1

a6 + b6 − 1
=

2

3
.

Drugi razred , B kategorija

1. Neka je M sredixte stranice CD kvadrata ABCD, S presek dija-
gonala, a P sredixte duжi AS. Dokazati da je ∢PBS = ∢MBC.

2. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu
√

x2 + x + 1 = 1−x−x2.

3. U skupu realnih brojeva rexiti sistem

x + xy + y = 2 + 3
√

2,

x2 + y2 = 6.

4. Na turniru uqestvuje n > 2 igraqa. Predvi�eno je da svaka dva
igraqa odigraju po jednu partiju. Me�utim, igraq A je napustio
turnir nakon 10 odigranih partija, a igraq B nakon jedne odigrane
partije. Na turniru je odigrano 55 partija. Da li su A i B igrali
me�usobno?

5. Na pitaƬe koji mu je broj ku�e, Perica je odgovorio slede�e:

Ako je moj broj ku�e deƩiv sa 3, onda je on izme�u 50 i 59.

Ako moj broj ku�e nije deƩiv sa 4, onda je on izme�u 60 i 69.

Ako moj broj ku�e nije deƩiv sa 6, onda je on izme�u 70 i 79.

Koji je Pericin broj ku�e?



11

Tre�i razred , A kategorija

1. Dokazati da je prirodan broj n > 4 prost ako i samo ako n |
n−3∑

k=1

(k·k!).

2. Neka su x1, x2, . . . , x2010 ∈ C sve nule polinoma x2010+20x+2. Izraqu-
nati x2011

1 + x2011
2 + . . . + x2011

2010.

3. Neka je n > 3 prirodan broj. Ispitati istinitost tvr�eƬa:

Ako za me�usobno razliqite kompleksne brojeve z1, z2, . . . , zn

za koje je |z1| = |z2| = . . . = |zn| vaжi z1 + z2 + . . . + zn = 0,
tada su taqke odre�ene kompleksim brojevima z1, z2, . . . , zn

(u nekom poretku) temena pravilnog n-tougla.

4. Koliko ima podskupova skupa {1, 2, . . . , 10} koji ne sadrжe tri uza-
stopna prirodna broja?

5. Neka je ABCDE konveksan petougao. Neka je {P1} = AB ∩ ED,
{P2} = BC ∩ EA, {P3} = CD ∩ BA, {P4} = DE ∩ CB i {P5} = EA ∩ DC.
Kruжnice opisane oko trouglova P1AE, P2BA, P3CB, P4DC i P5ED
seku se u taqkama A′, B′, C′, D′ i E′ razliqitim od taqaka A, B, C, D
i E. Dokazati da su taqke A′, B′, C′, D′ i E′ koncikliqne.

Tre�i razred , B kategorija

1. Dokazati da za sve vektore −→a ,
−→
b ,−→c vaжi

−→a ×−→
b +

−→
b ×−→c + −→c ×−→a =

(−→c + −→a
)
×
(−→a +

−→
b
)

+
(−→a +

−→
b
)
×
(−→

b + −→c
)

+
(−→

b + −→c
)
×
(−→c + −→a

)
.

2. Ako je r polupreqnik osnove i H visina prave kruжne kupe, a ρ po-

lupreqnik sfere upisane u tu kupu, dokazati da vaжi
1

ρ2
− 1

r2
=

2

ρH
.

3. Odrediti sve x, y ∈
(
0,

π

2

)
koji su rexeƬa sistema

cosx = 2 cos3 y, sinx = 2 sin3 y.

4. Videti tre�i zadatak za drugi razred A kategorije.

5. Videti peti zadatak za drugi razred B kategorije.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Videti prvi zadatak za tre�i razred A kategorije.
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2. Za realan broj b neka je

f(b) = max
x∈R

∣∣∣∣ sin x +
2

3 + sinx
+ b

∣∣∣∣ .

Odrediti min
b∈R

f(b).

3. Neka su m, n > 2 prirodni brojevi i A = (a1, . . . , am) ure�ena m-
torka, a B = (b1, . . . , bn) ure�ena n-torka kompleksnih brojeva razli-
qitih od 0. U jednom koraku mogu�e je izvrxiti jednu od slede�ih
operacija:

1◦ Izabrati 1 6 i < j 6 m i z ∈ C \ {0} i brojeve ai i aj zameniti
brojevima zai i aj

z
, redom.

2◦ Izabrati 1 6 i < j 6 n i z ∈ C \ {0} i brojeve bi i bj zameniti

brojevima zbi i
bj

z
, redom.

3◦ Izabrati 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n i z ∈ C \ {0} i brojeve ai i bj

zameniti brojevima zai i zbj, redom.

Moжe li se primenom konaqno mnogo ovih operacija od A i B dobiti
m-torka A = (a1, . . . , am) i n-torka B =

(
b1, . . . , bn

)
, redom?

4. Za svaki prirodan broj n sa p(n) oznaqen je broj kvadratnih
funkcija f(x) = ax2 + bx + c qiji su koreni celi brojevi i a, b, c ∈
{1, 2, . . . , n}. Dokazati da za n > 4 vaжi n < p(n) < n2.

5. Videti peti zadatak za tre�i razred A kategorije.

Qetvrti razred , B kategorija

1. Zbir dva pozitivna broja jednak je c (c > 0). Koliki je najve�i
mogu�i proizvod kuba prvog i kvadrata drugog broja?

2. Ako je r polupreqnik osnove i H visina prave kruжne kupe, a ρ po-

lupreqnik sfere upisane u tu kupu, dokazati da vaжi
1

ρ2
− 1

r2
=

2

ρH
.

3. Dokazati da je
π

arctg 1√
27

+ arcsin
√

3
28

prirodan broj.

4. Neka su z1 i z2 me�usobno razliqiti kompleksni brojevi, takvi da
je z1z2 6= 0.

(a) Ako je |z1 + z2| = |z1 − z2|, dokazati da taqke odre�ene kompleksnim
brojevima 0, z1 i z2 qine temena pravouglog trougla.

(b) Ako taqke odre�ene kompleksnim brojevima 0, z1 i z2 qine temena
pravouglog trougla mora li biti |z1 + z2| = |z1 − z2|?
5. Pet studenata, Aca, Beba, Vesna, Goca i Doki su odgovarali na
test koji se sastoji od 5 pitaƬa sa vixestrukim odgovorima. Prva dva
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pitaƬa su imala odgovore a, b i c, dok je na ostala odgovor taqno–
netaqno (⊤–⊥). Odgovor na svako od pitaƬa je jedinstven. Oni su
odgovorili na pitaƬa na slede�i naqin:

I II III IV V
Aca a a ⊤ ⊤ ⊤
Beba b b ⊤ ⊥ ⊤
Vesna a b ⊤ ⊤ ⊥
Goca b c ⊤ ⊤ ⊥
Doki c a ⊥ ⊤ ⊤

Ispostavilo se da ne postoje dva studenta koji imaju jednak broj taq-
nih odgovora.

(a) Dokazati da nijedan od studenata nema sve taqne odgovore.

(b) Dokazati da odgovori na tre�e i qetvrto pitaƬe nisu isti.

DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.03.2010.

Prvi razred , A kategorija

1. U △ABC je ∢ABC = 80◦. Taqka D na stranici BC je takva da vaжi
AB = AD = CD, taqka F na stranici AB je takva da vaжi AF = BD
i taqka E na pravoj BC je takva da vaжi B − C − E i ∢BEF = 20◦.
Dokazati da je DE = AC.

2. Qetvorougao ABCD je trapez (AB ‖ CD) u koji se moжe upisati
krug. Dokazati da se kruжnica nad preqnikom BC i kruжnica nad
preqnikom AD dodiruju.

3. Neka je n > 1 prirodan broj. Koliko ima n-tocifrenih brojeva
koji su palindromi i deƩivi su sa 9 (broj je palindrom ukoliko mu
je dekadni zapis simetriqan, tj. zapis mu je isti sleva na desno i
zdesna na levo)?

4. Neka je P (x) polinom sa celobrojnim koeficijentima, takav da za
neke proste brojeve p < q < r vaжi {P (p), P (q), P (r)} = {20, 3, 2010}.
Dokazati da je P (p + q) = 2010.

5. Moжe li se unutar figure sa slike DR10 1A5-1 (ukƩuquju�i rub)
smestiti devet taqaka, me�u kojima nikoje tri nisu kolinearne, tako
da kadgod neke tri od Ƭih obrazuju trougao koji pripada unutraxƬo-
sti figure, Ƭegova povrxina je ve�a od 2 (A1A2 = B1B2 = C1C2 =
D1D2 = 2, A2A3 = A3B1 = B2B3 = B3C1 = C2C3 = C3D1 = D2D3 =
D3A1 = 1)?
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A1 A2

A3

B1

B2

B3

C1C2

C3

D1

D2

D3

DR10 1A5-1

Prvi razred , B kategorija

1. Neka je f(x) = −2x + 7

x + 3
i fn(x) = f(f(. . . f︸ ︷︷ ︸

n-puta

(x))), za n ∈ N. Odrediti

f2009(2010).

2. Na koliko se naqina broj 2010 moжe predstaviti kao zbir nekoliko
(bar dva) uzastopnih prirodnih brojeva?

3. Ako je a, b > 0 i a + b = 2, dokazati da je
√

1 + a +
√

1 + b < 3.

4. U △ABC ugao kod temena B je dvostruko ve�i od ugla kod temena A,
a teжixna duж CM je normalna na simetralu ∢ABC. Odredi uglove
△ABC.

5. Simetrale AA1, BB1, CC1 uglova △ABC seku se u taqki S (A1 ∈
BC, B1 ∈ CA, C1 ∈ AB). Ako su polupreqnici kruжnica upisanih u
trouglove SAB1, SB1C, SCA1, SA1B, SBC1, SC1A jednaki, dokazati da
je △ABC jednakostraniqan.

Drugi razred , A kategorija

1. Neka u konveksnom petouglu ABCDE vaжi ∢BCD = ∢DEA = 90◦ i
∢BDC = ∢DAE. Neka su M, N i P , redom, sredixta duжi AD, BD i
EC. Dokazati da je ∢MPN = 90◦.

2. Da li u nizu 21, 2011, 200111, 20001111, . . . , 2 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2009

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
2010

ima vixe

prostih ili sloжenih brojeva?

3. Dokazati da je sin

(
24 arcsin

√
2 −

√
2 +

√
6 + 3

√
2

4

)
= 0.

4. Koliko ima ure�eƬih trojki (a, b, c) ∈ {1, 2, ..., 2010}3 takvih da za
svaki prirodan broj n jednaqina (a + n)x2 + (b + 2n)x + (c + n) = 0 ima
bar jedno realno rexeƬe?
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5. Na svakom poƩu xahovske table napisan je po jedan broj izme�u
1 i 64 (svaki broj taqno jednom). Sa koliko najmaƬe pitaƬa se
moжe saznati taqan raspored brojeva (tj. saznati koji je broj u kom
poƩu), ako se jednim pitaƬem moжe saznati koji su brojevi napisani
u proizvoƩno odabranom skupu poƩa (ali ne i Ƭihov raspored u tim
poƩima)?

Drugi razred , B kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

log2 3 + 3 log4 x =
(
xlog9 16

) 1
log3 x .

2. Neka je x negativan realan broj. Ispitati xta je ve�e

4x + 1 ili 2x + 3x.

3. Odrediti sve trojke prirodnih brojeva a, b, c koje odgovaraju duжi-
nama stranica trougla kome je preqnik opisane kruжnice 6, 25.

4. Odrediti najve�i mogu�i broj deƩiv sa 72 koji se moжe dobiti iz
broja 1 2 3 . . . 2009 2010 brisaƬem nekih Ƭegovih cifara.

5. Pleme ima azbuku koja sadrжi samo slova A i B. ƫihov reqnik
ima osobinu da ne postoje dve reqi takve da je jedna poqetak druge (na
primer, ako postoji req BA, ne postoje reqi BAA, BAB i BABA). Ako
Ƭihov reqnik sadrжi taqno 1 dvoslovnu, 2 troslovne, 4 petoslovne
i 5 xestoslovnih reqi, koliko najvixe qetvoroslovnih reqi moжe
sadrжati?

Tre�i razred , A kategorija

1. U △ABC taqke M i N su preseci teжixne duжi i simetrale unu-
traxƬeg ugla iz temena A sa stranicom BC, redom. Taqke Q i P su
taqke preseka normale u N na NA sa pravama MA i BA, redom, a
taqka O je presek normale u P na AB sa pravom AN . Dokazati da je
QO ⊥ BC.

2. Neka je sa anbn oznaqen dvocifreni broj koji predstavƩa posledƬe
dve cifre broja 12010 + 22010 + . . . + n2010, za n ∈ N (u dekadnom zapisu).
Odrediti da li je broj 0, a1b1a2b2a3b3 . . . racionalan.

3. Koliko rexeƬa ima funkcionalna jednaqina f(n) + f(n + f(n)) = n
ako:

(a) f : N → N0; (b) f : N → Z ?

4. Neka je niz (fn)n>1 definisan sa f1 = 1, f2 = 1 i fn+2 = fn+1 + fn

za n ∈ N. Za svako n ∈ N urediti brojeve fkfn−k (1 6 k 6 n − 1) u
neopadaju�i niz.
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5. Na tabli je zapisan sistem

⋆ x1 + ⋆ x2 + . . . + ⋆ x2010 = ⋆
⋆ x1 + ⋆ x2 + . . . + ⋆ x2010 = ⋆

...
⋆ x1 + ⋆ x2 + . . . + ⋆ x2010 = ⋆

koji sadrжi 2010 jednaqina. Aca i Branko, naizmeniqno, umesto jedne
zvezdice upisuju realan broj po izboru. Aca igra prvi. Koji od
igraqa ima pobedniqku strategiju ako:

(a) Aca pobe�uje u sluqaju da sistem ima beskonaqno mnogo rexeƬa,
a Branko u sluqaju da je protivreqan;

(b) Aca pobe�uje u sluqaju da je sistem protivreqan, a Branko u
sluqaju da sistem ima beskonaqno mnogo rexeƬa?

Tre�i razred , B kategorija

1. Dve stranice trougla pripadaju pravim 3x+5y−14 = 0 i x+3y−5 =
0, a ortocentar tog trougla je H(1, 1). Odrediti jednaqinu prave kojoj
pripada tre�a stranica trougla.

2. Odrediti (ako postoji) najmaƬi prirodan broj n takav da je√
3 − 1

sin n◦ +

√
3 + 1

cosn◦ = 4
√

2.

3. Neka je S =
{
z ∈ C |

∣∣z2 + 1
∣∣ = |z + i|

}
. Dokazati da za proizvoƩne

z1, z2 ∈ S vaжi |z1 − z2| 6 3. Ispitati kada se dostiжe jednakost.

4. Neka je sa anbn oznaqen dvocifreni broj koji predstavƩa posledƬe
dve cifre broja 1+2+ . . .+n, za n ∈ N (u dekadnom zapisu). Odrediti
da li je broj 0, a1b1a2b2a3b3 . . . racionalan.

5. Neka je S skup taqaka u ravni, takav da za svake dve taqke A, B ∈ S
postoji taqka C ∈ S na kruжnici qiji je preqnik AB, razliqita od
taqaka A i B. Dokazati da je skup S beskonaqan.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Kruжnice k1 i k2 seku se u taqkama M i N , pri qemu je centar
kruжnice k2 na kruжnici k1. Neka je P proizvoƩna taqka na luku MN
kruжnice k2 koji se nalazi unutar kruga k1. Prave MP i NP seku
k1 po drugi put u taqkama A i B, redom. Neka je S sredixte duжi
AB, a taqke C i D preseci poluprave SP sa krugom k1 i k2, redom
(razliqiti od P ). Dokazati da je PC = CD.

2. Neka je p neparan prost broj. Dokazati da je

p−1∑

k=1

[
k3

p

]
=

(p − 2)(p − 1)(p + 1)

4
.



17

3. Za svaki prirodan broj n, neka je an broj nula kojima se zavrxava
binarni zapis broja n (na primer, a5 = 0, jer je 101 binarni zapis
broja 5; a20 = 2, jer je 10100 binarni zapis broja 20). Neka je bn = 1
ako je an neparan broj, a inaqe neka je bn = 0. Ispitati da li je broj
x = 0, b1b2b3 . . . racionalan (zapis broja x je u binarnom sistemu).

4. Dokazati da je 2 cos
pπ

9
koren polinoma x3 − 3x − 1 za svaki prost

broj p > 3.

5. Da li se ravan moжe obojiti u 2010 boja tako da svaka kruжnica
sadrжi taqke svih boja (svaka taqka ravni obojena je taqno jednom
bojom)?

Qetvrti razred , B kategorija

1. Za koje vrednosti realnog parametra a jednaqina

sin 3x + cos 3x =
√

2 · log 1
π

a

ima rexeƬa?

2. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu

(
5
√

2 − 7
)x

+ 2 6 5 ·
(√

2 − 1
)x

.

3. Odrediti najve�i mogu�i koliqnik zapremine lopte i zapremine
kupe opisane oko te lopte.

4. Dve parabole, qije su direktrise me�usobno normalne, imaju qe-
tiri razliqite zajedniqke taqke, A1, A2, A3, A4. Dokazati da taqke
A1, A2, A3, A4 pripadaju jednoj kruжnici.

5. U konveksnom petouglu ABCDE uglovi kod temena B i E su pravi i
vaжi ∢BAC = ∢EAD. Ako se prave BD i CE seku u taqki O, dokazati
da su prave AO i BE ortogonalne.
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REXEƫA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEƫEƫA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 23.01.2010.

Prvi razred , A kategorija

1. Kako je Ti teжixte △AiBiCi (za i ∈ {1, 2}), sledi
−−→
TiAi+

−−→
TiBi+

−−→
TiCi = 0,

pa je
−−−→
A1A2 +

−−−→
B1B2 +

−−−→
C1C2 =

=
(−−−→
A1T1 +

−−→
T1T2 +

−−−→
T2A2

)
+
(−−−→
B1T1 +

−−→
T1T2 +

−−−→
T2B2

)

+
(−−−→
C1T1 +

−−→
T1T2 +

−−−→
T2C2

)
= −

(−−−→
T1A1 +

−−−→
T1B1 +

−−−→
T1C1

)

+ 3 · −−→T1T2 +
(−−−→
T2A2 +

−−−→
T2B2 +

−−−→
T2C2

)
= 3 · −−→T1T2,

xto je i trebalo dokazati (Tangenta 57, str. 32, Pismeni zadaci,
zadatak 5).

2. Iz n ≡ 35 (mod 2009) sledi n = 2009p + 35 za neko p ∈ N0, pa je
n+7 = 2009p+42 = 7 · (287p+6), tj. 7 | n+7. Iz n ≡ 35 (mod 2010) sledi
n = 2010q + 35 za neko q ∈ N0, pa je n + 7 = 2010p + 42 = 6 · (335p + 6), tj.
6 | n + 7. Kako je (6, 7) = 1, sledi 42 | n + 7, pa n pri deƩeƬu sa 42 daje
ostatak 35.

3. Kako je ∢CDB spoƩni u △ADC, sledi ∢CDB = ∢CAD + ∢DCA >
∢DCA = ∢BCD, pa je BC > DB. Analogno je CA > AD, pa postoje
taqke P i Q na duжima BC i AC, redom, tako da je AD = AQ i BD =
BP .

Kako je CQ = AC − AQ = AC −
AD = BC − BD = BC − BP = CP ,
∢DCQ = ∢PCD i CD = CD, sledi
△DPC ∼= △DCQ, pa je DQ = DP i
∢CQD = ∢DPC.
Sledi △ADQ ∼= △DBP (∢ADQ =
∢DQA = 180◦ − ∢CQD = 180◦ −
∢DPC = ∢BPD = ∢DBP i DQ =
DP ), pa je ∢CAB = ∢ABC, je
△ABC je jednakokrak (Tangenta
56, str. 9, Nagradni zadaci,
M801).

A B

C

D

Q P

OP10 1A3

4. Neka je x = 20102010 + 102011 i y = 20102010. Kako je x = 102010 ·(
2012010 + 10

)
i y = 102010 · 2012010, to broj x ima ve�i broj cifara od

broja y ako i samo ako broj a = 2012010 + 10 ima ve�i broj cifara od
broja b = 2012010. Poxto je a − b = 10, ako a ima ve�i broj cifara
od b, ostatak b pri deƩeƬu sa 100 je ne maƬi od 90. Me�utim, vaжi
b ≡ 2012010 ≡ 12010 ≡ 1 (mod 100), pa a nema ve�i broj cifara od b, tj.
ni x nema ve�i broj cifara od y (kako je x > y, ovo znaqi da oni imaju
jednak broj cifara).
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5. Neka su boje oznaqene sa a, b i c. Ako je centralno poƩe obojeno
bojom a, mogu�i su slede�i sluqajevi:

1◦ Sva qetiri poƩa susedna centralnom su obojena istom bojom. Ta
boja se moжe izabrati na 2 naqina i tada za svako ugaono poƩe
postoji 2 mogu�nosti za izbor boje (ako je, na primer, boja poƩa
susednih centralnom b, ugaona mogu biti boje a ili c), pa je u
ovom sluqaju broj mogu�ih bojeƬa 2 · 24 = 32.

2◦ Tri poƩa susedna centralnom su iste, a qetvrto je razliqite
boje. Takvih bojeƬa ima

(
4
1

)
= 4 i za svako takvo bojeƬe pre-

ostala (ugaona) poƩa se mogu obojiti na 22 naqina (2 ugaona
poƩa imaju susedna poƩa razliqite boje, pa je Ƭihova boja jed-
noznaqno odre�ena; preostala 2 imaju susedna iste boje, pa za
Ƭihovo bojeƬe postoje 2 mogu�nosti), pa je broj bojeƬa u ovom
sluqaju 2 · 4 · 22 = 32.

3◦ Po dva susedna poƩa su obojena istom bojom. U ovoj situaciji
postoji dva sluqaja:

(a) PoƩa koja su dijametralno suprotna u odnosu na centralno
su razliqite boje (ovakvih bojeƬa ima 4). Tada 2 ugaona
poƩa imaju susedna poƩa razliqite boje (pa je Ƭihova boja
jedinstveno odre�ena), a 2 ugaona poƩa imaju susedna poƩa
iste boje (pa se Ƭihova boja moжe izabrati na 2 naqina).
Sledi da je broj bojeƬa u ovoj situaciji 4 · 22 = 16.

(b) PoƩa koja su dijametralno suprotna u odnosu na centralno
su iste boje (ovakvih bojeƬa ima 2). Tada svako ugaono poƩe
ima susedna poƩa razliqite boje, pa je Ƭihova boja jedi-
nstveno odre�ena, tj. broj bojeƬa u ovoj situaciji je 2.

Dakle, ako je centralno poƩe obojeno bojom a, traжenih bojeƬa ima
32 + 32 + 16 + 2 = 82, pa je ukupan broj traжenih bojeƬa 3 · 82 = 246.

Prvi razred , B kategorija

1. Iz 1◦ sledi da se elementi skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6} nalaze u makar
jednom od A i B. Iz 2◦ sledi 2 ∈ A, iz 3◦ sledi 3 6∈ A, iz 4◦ sledi
4, 5, 6 6∈ A, a iz 5◦ sledi 1 6∈ B, pa kako je 1 ∈ A∪B, sledi 1 ∈ A. Dakle
A = {1, 2}. Iz 2◦ sledi 2 6∈ B, iz 3◦ sledi 3 ∈ B, iz 4◦ sledi 4, 5, 6 6∈ A,
pa kako je 4, 5, 6 ∈ A ∪ B, sledi 4, 5, 6 ∈ B, a iz 5◦ sledi 1 6∈ B. Dakle
A = {3, 4, 5, 6} (Tangenta 53, str. 37, Pismeni zadaci, zadatak 2).

2. (a) Funkcija f : R → R, f(x) = ax + b je bijekcija ako (i samo ako)
je a 6= 0. Sledi da je x → 5 − 2x bijekcija. Ako je t = 5 − 2x, sledi

x =
5 − t

2
, pa je g(t) = 4 · 5 − t

2
− 7 = 3 − 2t (za svako t ∈ R).

(b) Za svako x ∈ R vaжi f(x) = g (g(x)) = 3 − 2(3 − 2x) = 4x − 3.
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(v) Funkcija f : R → R, f(x) = ax + b je bijekcija ako (i samo ako)

je a 6= 0. Dakle, f je bijekcija i vaжi f−1 : R → R, f−1(x) =
x + 3

4
(Tangenta 57, str. 28, Pismeni zadaci, zadatak 4).

3. Brojevi n i n− 3 su razliqite parnosti, pa je broj n(n− 3) paran.
Kako je 14 ≡ 2 (mod 4), ako 2 | m, sledi da su brojevi m i m + 2 parni
brojevi koji daju razliqite ostatke pri deƩeƬu sa 4, tj. 0 i 2, pa
8 | m(m+14). Specijalno, ovo je taqno za m = n(n− 3), xto je tvr�eƬe
zadatka (Tangenta 57, str. 28, Pismeni zadaci, zadatak 5).

4. Videti rexeƬe drugog zadatka za prvi razred A kategorije.

5. Videti rexeƬe petog zadatka za prvi razred A kategorije.

Drugi razred , A kategorija

1. Jednaqina iz teksta zadatka je kvadratna i ima realna i razliqita
rexeƬa ako i samo ako je Ƭena diskriminanta strogo ve�a od 0, tj. ako
i samo ako je 0 < (2(m − 1))

2−4·1·(m+5) = 4·(m2−3m−4) = 4(m+1)(m−4),
tj. m ∈ (−∞,−1) ∪ (4,∞).
Kako je f(−2) = 4−2(m−1)(−2)+m+5 = 5(m+1), f(3) = 9−2(m−1) ·3+
m+5 = −5(m− 4), f(−2) · f(3) = −20 · (m+1)(m− 4) < 0 za gore navedene
vrednosti m, xto (budu�i da je u pitaƬu kvadratna jednaqina) upravo
znaqi da ona ima taqno jedan koren u (−2, 3).

2. Neka je N taqka simetriqna sa H u odnosu na M . Na osnovu velikog
zadatka sledi da N pripada opisanoj kruжnici △ABC i da je

∢ABN = ∢NCA = 90◦, pa sledi
da su qetvorouglovi BNHE i
CFHN tetivni i nad preqnicima
EN i FN , redom. Kako je
∢NBH = 90◦ − ∢HBE = 90◦ −
(90◦ − ∢CAB) = ∢CAB i ∢NCH =
90◦−∢HCF = 90◦−(90◦−∢CAB) =
∢CAB, sledi da nad (zajedniqkom)
tetivom NH kruжnica opisanih
oko ovih qetvorouglova leжe je-
dnaki uglovi, pa je EN = FN ,
odakle sledi i HE = HF (Tange-
nta 56, str. 8, Nagradni zadaci,
M799).

B

A

CM

H

N

E

F

OP10 2A2

3. Neka je m = 3
√

n ∈ Z. Po uslovima zadatka je m = 3
√

n =
[ n

1000

]
.

Kako je x− 1 < [x] 6 x, sledi m 6
m3

1000
⇔ m2 > 1000, odakle je m > 32 i

m >
m3

1000
− 1, odakle je m2 < 1000 +

1000

m
< 1000 +

1000

32
< 1032 < 1089 =

332, pa je m < 33.
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Dakle, jedino mogu�e rexeƬe je m = 32, tj. n = 323 = 32768; kako

je

[
32768

1000

]
= 32, sledi da ovo i jeste rexeƬe (Tangenta 54, str. 19,

Nagradni zadaci, M748).

4. Neka je x ∈
(
0, π

2

)
i y = x + π

2 (tada i y ∈ (0, π)). Tada je sin2 x +

sin2 y = sin2 x + cos2 x = 1 i sin2(x + y) = sin2
(
2x + π

2

)
= cos2 2x 6= 1, pa je∣∣{sin2 x + sin2 y, sin2(x + y), 1

}∣∣ = 2.

Ako je m ∈ N i x =
π

m
∈
(
0, π

2

)
, tada je

sin(n + 4m)x + sin
[
(n + 4m)

(
x +

π

2

)]

= sin(nx + 2π) + sin
[
n
(
x +

π

2

)
+ 2π + 2mπ

]

= sin nx + sinn
(
x +

π

2

)
,

tj. niz
(
sinnx + sin n

(
x +

π

2

))
n∈N

je 4m-periodiqan, pa je

|{sin nx + sinny | n ∈ N}| < ∞.

5. U ,,standardnom” bojeƬu xahovske table, oba izbaqena poƩa su crne
boje, pa razlika broja belih i crnih poƩa daje ostatak 2 pri deƩeƬu
sa 3. Sa druge strane, i domina 2 × 1 i domina 1 × 2 pokriva jedno
crno i jedno belo poƩe, dok ,,krsti�” pokriva 4 poƩa jedne i jedno
poƩe druge boje, tj. za svaku od figura koje se koriste u poploqavaƬu
je razlika broja belih i broja crnih poƩa deƩiva sa 3. Dakle, ne
postoji poploqavaƬe traжeno u zadatku.

Drugi razred , B kategorija

1. Neka je z = x+ iy, x, y ∈ R. Jednaqina iz zadatka je ekvivalentna sa
2(y+1)i = 4−

√
x2 + (y − 1)2. Poxto je leva strana posledƬe jednaqine

qisto imaginarna, a desna realna, posledƬa jednaqina je ekvivalentna
sa 2(y + 1)i = 0 = 4 −

√
x2 + (y − 1)2, tj. sa y = −1 i x2 + 4 = 16 ⇔ x2 =

12 ⇔ x ∈ {−2
√

3, 2
√

3}.
Dakle, rexeƬe zadatka je z ∈ {−2

√
3 − i, 2

√
3 − i} (Tangenta 57, str.

29, Pismeni zadaci, zadatak 5).

2. Ako je t = x2+x+1 =
(
x + 1

2

)2
+ 3

4 > 0, sledi da je jednaqina korektno

definisana za svako x ∈ R i postaje t +
3

t
6 4 ⇔ (t − 1)(t − 3)

t
6 0 ⇔

t ∈ [1, 3], tj. 0 6 x2 + x 6 2. Kako je x ∈ (−∞,−1] ∪ [0,∞) rexeƬe
nejednaqine 0 6 x2 + x, a x ∈ [−2, 1] nejednaqine x2 + x 6 2, sledi da
je rexeƬe nejednaqine iz zadatka x ∈ [−2,−1]∪ [0, 1] (Tangenta 54, str.
45, Pismeni zadaci, zadatak 5).

3. Kako je ∢BEA spoƩaxƬi u △BCE, sledi ∢BEA = ∢EBC+∢BCE =
∢ABC, pa je
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△ABC ∼ △ABE (∢BEA = ∢ABC

i ∢ABE = ∢BCA), pa je
AB

AE
=

AC

AB
, tj. AB2 = AC · AE (Tangenta

56, str. 33, Pismeni zadaci, za-
datak 1).

A

B C

E

OP10 2B 3

4. Ako je n = 3, tada je n2 + 9n− 22 = 14 = 2 · 7, tj. ovaj broj je sloжen.
Ako je n > 3, tada je n2 +9n−22 = (n−2)(n+11) i vaжi n−2, n+11 > 1,
pa je i u ovom sluqaju broj n2 + 9n − 22 sloжen, tj. ni za jedno n > 3
broj iz uslova zadatka nije prost.

5. Videti rexeƬe prvog zadatka za drugi razred A kategorije.

Tre�i razred , A kategorija

1. Nejednaqina ima smisla za 4x−12 > 0, log2(4
x−12) > 0, x > 0,

√
x > 0

i
√

x 6= 1, tj. za x > log4 13. Za takvo x je
√

x > 1 (obe logaritamske
funkcije koje se javƩaju u nejednaqini su rastu�e), pa je

log√ x log2 (4x − 12) 6 2 ⇔ log2 (4x − 12) 6
(√

x
)2

= x

⇔ 4x − 12 6 2x ⇔ (2x − 4)(2x + 3) 6 0,

pa mora biti 2x ∈ (0, 4 ], odakle je x ∈ (−∞, 2 ], xto, uz uslov defini-
sanosti nejednaqine, daje rexeƬe x ∈ (log4 13, 2] (Tangenta 56, str. 7,
Nagradni zadaci, M788).

2. Neka je x = 1 + 2010! i y = 1 + (2010!)!. Kako je 2011 prost, na osnovu
Vilsonove teoreme 2011 | x, pa kako je x > 2011, x je sloжen. Poxto je
i x > 4, sledi x | (x − 1)!, pa je y = (x − 1)! + 1 = q · x + 1 za neko q ∈ N.
Sledi (x, y) = 1.

3. Neka su α, β, γ uglovi koji
odgovaraju temenima A, B, C, re-
dom, trougla ABC, a R polu-
preqnik opisane kruжnice ovog
trougla. Kako je D sredixte B̂C,

sledi ∢DAB = ∢CAD =
α

2
, pa

je ∢DCA = ∢BCA + ∢DCB = γ +

∢DAB = γ +
α

2
, pa iz pravou-

glog △CDM (ugao nad tetivom
CD opisane kruжnice △ABC je
α

2
) sledi CM = CD · cos∢DCM =

A

B C

D

M
N

OP10 3A3

CD · cos∢DCA = 2R sin
α

2
· cos

(
γ +

α

2

)
= R · (sin(α + γ) − sin γ) =

2R sin β − 2R sin γ

2
=

AC − AB

2
.
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Drugo rexeƬe. Neka je N taqka na AC takva da je AB = AN . Tada
je AD simetrala duжi BN pa je DN = BD = DC i trougao NDC je

jednakokrak, pa je M sredixte CN , odakle je CM =
AC − AB

2
.

4. Neka je ak (za k ∈ {1, 2, . . . , 10}) broj odabranih taqaka sa prave
x = k (k-ta kolona); po uslovu zadatka je a1 + a2 + . . . + a10 = 21. Izbor
para taqaka u nekoj koloni se moжe poistovetiti za izborom para
odgovaraju�ih vrsta, tj. ako ne postoji pravougaonik qija su temena
me�u odabranim taqkama, a stranice paralelne koordinatnim osama,
tada je (

5

2

)
>

10∑

k=1

(
ak

2

)

(vrsta ukupno ima 5, pa parova vrsta ima
(
5
2

)
). Kako je funkcija f(x) =

x(x − 1)

2
konveksna, iz Jensenove nejednakosti sledi

10 > 10 · f
(

a1 + a2 + . . . + a10

10

)
= 10 · f

(
21

10

)
,

tj. 200 > 231, xto je kontradikcija, pa sledi da postoji traжeni
pravougaonik (Tangenta 56, str. 8, Nagradni zadaci, M797).

B
A

C

P

M

N

D

R

OP10 3A5

5. Neka je R presek k sa pravom PM . Kako je ∢PMC = ∢PCM
(jer je PM = PC), sledi da je RBCM jednakokraki trapez i CM ‖
RB. Sledi ∢MDA = ∢MNA = ∢RBA = ∢AMR (uglovi nad istom
tetivom i uglovi sa paralelnim kracima), pa je △DPM ∼ △MPA
i PA · PD = PM2 = PC2,odakle je △PDC ∼ △PCA, pa je ∢PCD =
∢PAC = ∢ABC = ∢PBA (∢PAC = ∢ABC sledi iz jednakosti tange-
ntnog i tetivnog ugla), odakle sledi CD ‖ AB.
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Tre�i razred , B kategorija

1. Kako je

∆ =

∣∣∣∣∣∣

1 1 a
a −1 1
1 −a −1

∣∣∣∣∣∣
= −a3 + 3a + 2 = −(a + 1)2(a − 2),

∆x =

∣∣∣∣∣∣

1 − a 1 a
−1 −1 1

0 −a −1

∣∣∣∣∣∣
= 0,

∆y =

∣∣∣∣∣∣

1 1 − a a
a −1 1
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣
= −a2 + a + 2 = −(a + 1)(a − 2),

∆z =

∣∣∣∣∣∣

1 1 1 − a
a −1 −1
1 −a 0

∣∣∣∣∣∣
= a3 − a2 − 2a = a(a + 1)(a − 2),

za a 6∈ {−1, 2} vaжi ∆ 6= 0, pa za ovakve a sistem ima jedinstveno
rexeƬe

(x, y, z) =

(
∆x

∆
,
∆y

∆
,
∆z

∆

)
=

(
0,

1

a + 1
,− a

a + 1

)
.

Ako je a = −1, tada je −1 jednostruka nula u ∆y, a dvostruka u ∆, pa
u ovom sluqaju sistem nema rexeƬa.

Ako je a = 2 sistem postaje

x + y + 2z = −1,
2x − y + z = −1,
x − 2y − z = 0.

OduzimaƬem dvostruke prve jednaqine od druge, odnosno oduzimaƬem
prve od tre�e, dobija se ekvivalentan sistem

x + y + 2z = −1,
− 3y − 3z = 1,
− 3y − 3z = 1,

odnosno (kako su druga i tre�a jednaqina ekvivalentne)

x + y + 2z = −1,
− 3y − 3z = 1,

odakle je (za proizvoƩno z ∈ R) y = −z − 1

3
i x = −1 − y − 2z = −1 −

(
−z − 1

3

)
−2z = −z−2

3
, pa u ovom sluqaju sistem ima beskonaqno mnogo

rexeƬa

{(
−z − 2

3
,−z − 1

3
, z

)
| z ∈ R

}
(Tangenta 58, str. 28, Pismeni

zadaci, zadatak 4).
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2. Neka je A vrh, a B, C, A1 temena osnove piramide iz zadatka. Kako je
ona pravilna sa pravim iviqnim uglovima pri vrhu A, postoje taqke
D, B1, C1, D1, tako da je ABCDA1B1C1D1 kocka. Opisana sfera te kocke
se poklapa da opisanom sferom piramide ABCA1 (qetiri nekompla-
narne taqke jednoznaqno odre�uju sferu). Neka je R polupreqnik te
sfere, a stranica kocke (ona je jednaka boqnoj ivici piramide), a H
visina piramide iz temena A. Osnovne ivice piramide su a

√
2 (di-

jagonala kvadrata), a kako je dijagonala kocke preqnik sfere, sledi

2R = a
√

3, tj. R =
a
√

3

2
.

Zapremina piramide ABCA1 jednaka je V (ABCA1) =
P (△BCA1) · H

3
=

(a
√

2)2
√

3

4
· H

3
=

a2H
√

3

6
(gde P (△XY Z) oznaqava povrxinu △XY Z;

△BCA1 je jednakostraniqan, stranice a
√

2). Me�utim, kako je AA1

visina piramide koja odgovara strani ABC, sledi i V (ABCA1) =

P (△ABC) · AA1

3
=

a · a
2

· a
3

=
a3

6
, pa je

a2H
√

3

6
=

a3

6
, odakle je H =

a
√

3

3
.

Sledi
H

R
=

a
√

3
3

a
√

3
2

=
2

3
(Tangenta 58, str. 28, Pismeni zadaci, zad. 1).

3. Po uslovu zadatka je a, b, c, d 6= 0 i cosx 6= 0, pa sledi i cos(x +

ϕ), cos(x+2ϕ), cos(x+3ϕ) 6= 0. Iz uslova zadatka je b = a · cos(x + ϕ)

cosx
, c =

a · cos(x + 2ϕ)

cosx
, d = a · cos(x + 3ϕ)

cosx
, pa je

a + c

b
=

a + a · cos(x + 2ϕ)

cosx

a · cos(x + ϕ)

cosx

=
cosx + cos(x + 2ϕ)

cos(x + ϕ)

=
2 cos(x + ϕ) cos ϕ

cos(x + ϕ)
= 2 cosϕ i

b + d

c
=

a · cos(x + ϕ)

cosx
+ a · cos(x + 3ϕ)

cosx

a · cos(x + 2ϕ)

cosx

=
cos(x + ϕ) + cos(x + 3ϕ)

cos(x + 2ϕ)

=
2 cos(x + 2ϕ) cosϕ

cos(x + ϕ)
= 2 cosϕ,

odakle sledi tvr�eƬe zadatka (Tangenta 57, str. 32, Pismeni zadaci,
zadatak 2).

4. Svako k ∈ {1, 2 . . . , n}, po uslovima zadatka, pripada jednom (i taqno



26

jednom, jer su disjunktni) od skupova X \Y , X ∩Y , Y \X i taj izbor je
nezavisan za razliqite elemente skupa {1, 2 . . . , n}, pa rexeƬa skupovne
jednaqine iz zadatka ima 3n.

5. Videti rexeƬe prvog zadatka za tre�i razred A kategorije.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Neka je g(x) = 1+
3

2
·x+

3

8
·x2−(1+x)

3
2 i h(x) = (1+x)

3
2−1−3

2
·x−3

8
·x2+

x3

16
(za x > 0; g i h su beskonaqno diferencijabilne na [ 0,∞)). Tada je

g′(x) =
3

2
·
(

1 +
x

2
− (1 + x)

1
2

)
, g′′(x) =

3

4
·
(

1 − 1√
1 + x

)
; sledi g′′(x) > 0

za x > 0, pa g′ raste, a kako je g′(0) = 0, sledi g′(x) > 0 za x > 0; daƩe,
g raste, g(0) = 0, pa je i g(x) > 0 za x > 0. Ovim je dokazana ,,desna”
od dve nejednakosti iz zadatka.

Sliqno, h′(x) =
3

2
·
(

(1 + x)
1
2 − 1 − x

2
+

x2

8

)
, h′′(x) =

3

4
·
( 1√

1 + x
−1+

x

2

)
,

h′′′(x) =
3

8
·


1 − 1

(1 + x)
3
2


; sledi h′′′(x) > 0 za x > 0, pa h′′ raste, a

kako je h′′(0) = 0, sledi h′′(x) > 0 za x > 0; sledi da h′ raste, a kako je
h′(0) = 0, sledi h′(x) > 0 za x > 0; konaqno, h raste, a kako je h(0) = 0,
sledi h(x) > 0 za x > 0, tj. druga traжena nejednakost (Tangenta 57,
str. 32, Pismeni zadaci, zadatak 3).

2. Kako neki top tuqe drugog ako i samo ako drugi tuqe prvog, sledi
da se topovi raspore�eni na traжeni naqin mogu podeliti u parove.
Svaki od tih parova se nalazi u nekoj vrsti ili nekoj koloni. Neka
se v parova nalazi u vrstama, a k u kolonama. Par koji se nalazi

u koloni ,,zauzima” dve vrste, tj.
u vrstama u kojima se nalaze ovi
topovi ne sme biti vixe topova.
Kako je vrsta ukupno 8, sledi v +
2k 6 8. Analogno je 2v + k 6 8, pa

sledi 3(v + k) 6 16 ⇔ v + k 6
16

3
,

tj. v + k 6 5. Sledi da se, pri
uslovima zadatka, na tablu moжe
postaviti ne vixe od 10 topova.
Sa druge strane, 10 topova se
moжe postaviti na tablu, tako da
su ispuƬeni uslovi zadatka, na
primer, kao na slici OP10 4A2.

x x

x

x

x x

x

x

x x

OP10 4A2

3. Neka je H ′ taqka simetriqna sa H u odnosu na AB (H ′ pripada
opisanoj kruжnici △ABC). Neka prava FP opisanu kruжnicu △ABC
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u U i V , a pravu H ′B u P ′. Poxto je OF ⊥ UV , F je sredixte duжi
UV , pa je, po lemi o leptiru, F sredixte duжi PP ′. Sledi △H ′FP ′ ∼=
△FHP (HF = H ′F , ∢H ′FP ′ = ∢PFH, PF = P ′F ), odakle je ∢FHP =
∢FH ′P ′ = ∢CH ′B = ∢CAB (Tangenta 57, str. 15, Nagradni zadaci,
M820).

O

FA B

C

H
P

H′

U

V

P ′

OP10 4A3-1

O

PA B

C

D
S

S′

E

F
E1

F2

E2

OP10 4A3-2

Lema. (,,lema o leptiru”) Kroz sredixte P tetive SS′ kruжnice
konstruisane su tetive AB i CD, tako da su taqke A i C sa iste
strane prave SS′. Neka AD i BC seku SS′ u E i F , redom. Tada je
EP = PF .

Dokaz. Neka su E1 i E2 podnoжja normala iz E na AB i CD,
redom. Neka su F1 i F2 podnoжja normala iz F na AB i CD,

redom. Kako je △EPE1 ∼ △FPF1 i △EPE2 ∼ △FPF2 sledi
EP

PF
=

EE1

FF1
i

EP

PF
=

EE2

FF2
. Kako je △AEE1 ∼ △CFF2 (∢BAD = ∢BCD)

i △DEE2 ∼ △BFF1 (∢ADC = ∢ABC) sledi
AE

CF
=

EE1

FF2
i

DE

BF
=

EE2

FF1
.

Kako je SP = SP ′, koriste�i potenciju taqaka E i F , sledi(
EP

PF

)2

=
EE1

FF1
· EE2

FF2
=

EE1

FF2
· EE2

FF1
=

AE · DE

BF · CF
=

SE · ES′

SF · FS′ =

SP 2 − EP 2

SP 2 − FP 2
, odakle je EP = PF .

4. Neka je p rexeƬe zadatka. Tada je 2010p2010
+ 1 ≡ 0 (mod p) i (na
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osnovu male Fermaove teoreme, tj. ap ≡ a (mod p))

2010p2010
+ 1 ≡

(
2010p2009)p

+ 1 ≡ 2010p2009

+ 1 ≡ . . . ≡ 2010p1

+ 1

≡ 2010 + 1 ≡ 2011 (mod p),

pa je 0 ≡ 2011 (mod p), tj. p | 2011. Kako je 2011 prost, p = 2011 je
jedino p koje moжe biti rexeƬe zadatka.
Neka je s = 20112010. Iz binomne formule sledi

2010s+1 = (2011−1)s+1 = 1+

s∑

i=0

(
s

i

)
2011i·(−1)s−i =

s∑

i=1

(
s

i

)
2011i·(−1)s−i.

(∗)
Za i > 2010 vaжi 20112010 | 2011i, pa s |

(
s
i

)
·2011i · (−1)s−i. Za 1 6 i < 2010

vaжi (i !, 2011) = 1.

Kako je brojilac razlomka

(
s

i

)
=

s · (s − 1) · . . . · (s − i + 1)

i!
deƩiv sa

20112010 (poxto je s = 20112010), sledi da (za 1 6 i < 2010) vaжi s |
(

s

i

)
,

pa i s |
(

s

i

)
· 2011i · (−1)s−i. Sledi da su svi sabirci u (∗) deƩivi sa

s, tj. p = 2011 je rexeƬe zadatka.
Dakle, jedino rexeƬe zadatka je p = 2011.

5. Videti rexeƬe petog zadatka za tre�i razred A kategorije.

Qetvrti razred , B kategorija

1. Kako je

∆ =

∣∣∣∣∣∣

1 1 −1
2 3 m
1 m 3

∣∣∣∣∣∣
= −m2 − m + 6 = −(m + 3)(m − 2),

∆x =

∣∣∣∣∣∣

1 1 −1
3 3 m
2 m 3

∣∣∣∣∣∣
= −m2 − m + 6 = −(m + 3)(m − 2),

∆y =

∣∣∣∣∣∣

1 1 −1
2 3 m
1 2 3

∣∣∣∣∣∣
= −m + 2 = −(m − 2),

∆z =

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
2 3 3
1 m 2

∣∣∣∣∣∣
= −m + 2 = −(m − 2),

za m 6∈ {−3, 2} vaжi ∆ 6= 0, pa za ovakve m (i samo takve) sistem ima
jedinstveno rexeƬe

(x, y, z) =

(
∆x

∆
,
∆y

∆
,
∆z

∆

)
=

(
1,

1

m + 3
,

1

m + 3

)
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(Tangenta 58, str. 28, Pismeni zadaci, zadatak 5).

2. Kako su −→c = −→a + 2 · −→b i
−→
d = −→a − 3 · −→b kolinearni, sa Ƭima su

kolinearni i
1

5
·
(
3−→c + 2

−→
d
)

= −→a i
1

5
·
(−→c −−→

d
)

=
−→
b (Tangenta 58, str.

28, Pismeni zadaci, zadatak 3).

3. Videti rexeƬe drugog zadatka za tre�i razred B kategorije.

4. Nejednaqina je definisana za x > 0. Neka je x = y4, y > 0. Ne-

jednaqina postaje 8 · 3y2+y + 32y+2 > 32y2 ⇔ 8 + 9 · 3y−y2

> 3y2−y. Ako je

z = 3y2−y > 0, nejednaqina postaje 8+
9

z
> z ⇔ (z + 1)(z − 9)

z
6 0, odakle

je z ∈ (0, 9 ], tj. 3y2−y 6 32, odakle je y ∈ [ 0, 2 ] i, konaqno, x ∈ [ 0, 16 ].

5. Za x ∈ R posmatrani niz je aritmetiqki ako i samo ako postoji
d ∈ R, tako da je

d = sin(2n + 1)x − sin(2n − 1)x = 2 · sin x · cos 2nx za svako n ∈ N. (∗∗)

1◦ Ako je sinx = 0, iz (∗∗) sledi d = 0, tj. ovakvi brojevi su re-
xeƬa. To su brojevi oblika x = kπ, za k ∈ Z i, u intervalu[
20092π, 20102π

]
ih ima 20102 − 20092 + 1 = 2010 + 2009 + 1 = 4020.

2◦ Ako je sin x 6= 0, Iz (∗∗) sledi da je niz (cos 2nx)n∈N
konstantan.

Specijalno, vaжi cos 2x = cos 4x = 2 · cos2 2x − 1, odakle je cos 2x ∈{
1,− 1

2

}
.

(a) Ako je cos 2x = 1, sledi 2 sin2 x = 1− cos 2x = 0, tj. sin = 0, xto
je nemogu�e (u ovom sluqaju je sin x 6= 0).

(b) Ako je cos 2x = − 1
2 , sledi cos 6x = cos 2x ·

(
4 cos2 2x − 3

)
= 1, pa

niz (cos 2nx)n∈N
nije konstantan.

Sledi da u sluqaju 2◦ nema rexeƬa zadatka.

Dakle, traжenih x ima 4020.

REXEƫA ZADATAKA OKRUЖNOG TAKMIQEƫEƫA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.02.2010.

Prvi razred , A kategorija

1. Kako je 3xyz > 0, sledi x > y, z, odakle je 4x > 2(y + z) = x2, tj.
x < 4. Iz x2 = 2(y + z) sledi 2 | x, pa mora biti x = 2. Tada mora biti
y = z = 1, a ova trojka i zadovoƩava sistem iz zadatka i pritom je
x + y + z = 4.

2. Ako je tvr�eƬe zadatka taqno, za n = 11 sledi da postoji priro-
dan broj x qiji je zbir cifara (s(x)) jednak 11, koji je deƩiv sa
11 i koji pri deƩeƬu sa 100 daje ostatak 11. Neka su n(x) i p(x)
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zbirovi cifara na neparnim, odnosno parnim pozicijama dekadnog za-
pisa broja x, redom. Kako je x deƩiv sa 11 vaжi 11 | n(x)− p(x), a kako
je 11 = s(x) = n(x)+p(x), sledi da je jedan n(x) i p(x) jednak 0, a drugi
11. Ovo nije mogu�e, jer je x ≡ 11 (mod 100) (tj. n(x), p(x) > 1).
Dakle, za n = 11 ne postoji x sa zahtevanim osobinama, pa tvr�eƬe iz
zadatka nije taqno.

3. Neka je O centar kruжnice k. Kako je ∢BNA = ∢BMA = 90◦ (ugao
nad preqnikom), sledi ∢MAN = ∢CAN = 90◦−∢BCA, pa je ∢MON = 2·
∢MAN = 180◦−2·∢BCA (centralni i periferijski ugao). Kako su PM
i PN tangente na k, sledi ∢PMO = ∢ONP = 90◦, qetvorougao NPMO
je tetivan, pa je ∢NPM = 180◦−(180◦−2·∢BCA) = 2·∢BCA. Kruжnica
sa centrom u P i polupreqnika PN sadrжi M (jednakost tangentnih
duжi), a po prethodnom i C (centralni i periferijski ugao). Kako je
i PC = MN , sledi PM = MN = NP , tj. △PMN je jednakostraniqan.
Dakle, ∢BCA = ∢NCM = 1

2 · ∢NPM = 30◦ (Tangenta 57, str. 15,
Nagradni zadaci, M821).

B

A

CN

M

O
P

OK10 1A3

BA

C

D

T O

H

P
Q

RU

OK10 1A4

4. Neka je x =
−−→
OX za x ∈ {a, b, c, h, t, d, p, q, r, u} (tj. malim latiniqnim

slovom je oznaqen vektor koji spaja centar opisane kruжnice i taqku
oznaqenu istim velikim latiniqnim slovom). Tada je t = a+b+c

3 , h =

a + b + c (osobine teжixta i ortocentra), d = a+b
2 (sredixte duжi),

p = −a+b+c
3 , q = −(a + b + c) (po simetriji), r = 1

3 · (a + b + q) = 1
3 ·

(a + b − a − b − c) = − c
3 (teжixte △ABQ).

Neka je V teжixte △DPT . Tada je v =
−−→
OV = 1

3 · (d + p + t) = 1
3 ·(

a+b
2 − a+b+c

3 + a+b+c
3

)
= a+b

6 . Kako je v = d
3 , sledi O − V − D; kako je

2(v−r) = 2 ·
(

a+b
6 + c

3

)
= a+b+2c

3 = t−r, sledi R−V −T ; dakle, V pripada
pravama OD i RT , pa je U ≡ V (iz BC 6= CA sledi OD 6≡ RT ).

Drugo rexeƬe. Na osnovu osobina Ojlerove prave je HT
TO

= 2, pa je
QP
PO

= 2; kako je i QR
RD

= 2 (teжixte deli teжixnu duж u odnosu 2 : 1),
sledi PR ‖ OD i OD = 3

2 · PR. Kako je O sredixte TP , OD je sredƬa

linija △PRT , pa je OU = 1
2 · PR = 1

3 · OD, tj. DU
UO

= 2. Sledi da je U
taжixte △DPT .
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5. Ako se dva susedna mesta na kojima par sedi posmatra kao blok,
kada se svi smeste u redu �e biti 6 blokova i 8 praznih mesta.
Blokovi i prazna mesta mogu se u red pore�ati na

(
14
6

)
naqina; parovi

se pridruжuju blokovima na 6! naqina; svaki par moжe sesti u iz-
abrani blok na dva naqina (xto daje 26 mogu�nosti).
Dakle, ukupan broj rasporeda je

(
14
6

)
· 6! · 26.

Prvi razred , B kategorija

1. Kako je |a| = a za a > 0 i |a| = −a za a < 0, sledi:

1◦ Ako je x < − 1
2 , jednaqina postaje −(2x+1)− (x−1) = 2−x, odakle

je x = −1 (xto je maƬe od − 1
2).

2◦ Ako je − 1
2 6 x < 1, jednaqina postaje (2x + 1) − (x − 1) = 2 − x,

odakle je x = 0 (xto pripada skupu
[
− 1

2 , 1
)
).

3◦ Ako je x > 1, jednaqina postaje (2x + 1) + (x− 1) = 2− x, odakle je
x = 1

2 . Me�utim, kako 1
2 /∈ [ 1,∞), ovo nije rexeƬe.

Dakle, rexeƬe je x ∈ {−1, 0}, tj. jednaqina ima dva rexeƬa (Tangenta
56, str. 25, Pismeni zadaci, zadatak 8).

2. Kako je ∢DEC = ∢EBC = ∢ABC (tetivni i tangentni ugao)

i kako je ∢AEC = 180◦ − ∢CEB =
90◦ (ugao nad preqnikom), sledi
∢AED = 90◦ − ∢DEC = 90◦ −
∢ABC = ∢CAB = ∢DAE, tj.
△DAE je jednakokraki (Tangenta
58, str. 31, Pismeni zadaci, za-
datak 5).

B C

A
E

D

OK10 1B2

3. Kako je 112 ≡ 121 ≡ 21 (mod 100), 114 ≡ 212 ≡ 441 ≡ 41 (mod 100),
118 ≡ 412 ≡ 1681 ≡ 81 (mod 100), 1110 ≡ 112 · 118 ≡ 21 · 81 ≡ 1701 ≡ 1
(mod 100), sledi 20112010 ≡ 112010 ≡ 1 (mod 100), pa je cifra desetica
broja 20112010 jednaka 0.

4. Kako postoji poseta izme�u Ane i Bebe, jedna od Ƭih dve je Dacu
posetila ujutro, a druga uveqe. Kako Ana nije posetila Dacu i pre
Vesne i pre Goce, sledi da je Anina poseta bila uveqe. Dakle, Bebina
poseta je bila ujutro, pa su Vesna i Goca Dacu posetile nakon Ƭe.
Poxto Vesna nije posetila Dacu izme�u Bebe i Goce, sledi da je
Gocina poseta bila ujutro, a Bebina uveqe.
Dakle, redosled poseta je Beba–Goca–Ana–Vesna.

5. Videti rexeƬe prvog zadatka za prvi razred A kategorije.
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Drugi razred , A kategorija

1. Neka je AB = a (stranica petougla ABCDE), a A1B1 = x (stra-
nica petougla A1B1C1D1E1). UnutraxƬi ugao pravilnog petougla je
3 · 180◦

5
= 108◦. Sledi ∢EAB = 108◦, a kako je △EAB jednakokraki,

sledi
∢ABE1 = ∢E1EA = 180◦−108◦

2 =
36◦. Sliqno, △EAE1 je jed-
nakokraki, pa sledi ∢EAE1 = 36◦,
odnosno (spoƩni ugao u trouglu)
∢BE1A = ∢E1EA + ∢EAE1 = 72◦.
Kako je i △AA1E1 jednakokraki,
sledi △ABE1 ∼ E1AA1 i AB =
BE1 = BA1 + A1E1 = AA1 + A1E1 =
AE1 + A1E1. Iz sliqnosti sledi
AB
AE1

= AE1

A1E1
.

D

E

A B

C

A1

B1

C1D1

E1

OK10 2A1

Dakle, AE1 = a − x, a
a−x

= a−x
x

, odakle je
(

a
x

)2 − 3 · a
x

+ 1 =

0, tj. (jer je a
x

> 1) a
x

= 3+
√

5
2 . Kako se povrxine sliqnih

figura odnose kao kvadrati odgovaraju�ih linearnih elemenata,

sledi
P (ABCDE)

P (A1B1C1D1E1)
=
(

3+
√

5
2

)2

= 7+3
√

5
2 (Tangenta 55, str. 28, Na-

gradni zadaci, M781).

2. Igraqi A i B su odigrali k + δ partija, gde je δ = 0 ako su A i
B odigrali partiju, a δ = 1 ako nisu. Preostali igraqi su odigrali
(n−2)(n−3)

2 partija, pa je (n−2)(n−3)
2 +k+δ = 55, odnosno n2−5n+2k+2δ =

104. Kako je k > 1 i δ > 0, sledi n2 − 5n + 2k + 2δ > n2 − 5n + 2, odakle
je n2 − 5n 6 102, a kako je n ∈ N, sledi n 6 12. Kako je k 6 n− 3 i δ 6 1,
sledi n2 − 5n + 2k + 2δ 6 n2 − 5n + 2n − 6 + 2, odakle je 108 6 n2 − 3n,
a kako je n ∈ N, sledi n > 12. Pritom, ako je k < n − 3 ili δ < 1, u
posledƬoj nejednakosti se dobija 108 < n2 − 3n, tj. n > 12, pa u ovoj
situaciji nema rexeƬa.
Dakle, n = 12, k = n− 3 = 10 i δ = 1, tj. A i B nisu igrali me�usobno.

3. Neka je TP = a, TN = b. Kako je TN simetrala ∢PTM , sledi
TM
TP

= MN
NP

= 2, tj. TM = 2a. Kako je TP simetrala ∢QTN , sledi
TQ
TN

= PQ
NP

= 3, tj. TQ = 3b.

Primenom kosinusne teoreme na
△TMN , △TNP , △TPQ sledi

4a2 + b2 − 4ab cosα = 16,
a2 + b2 − 2ab cosα = 4,
a2 + 9b2 − 6ab cosα = 36.

M N P Q

T

4 2 6

2a 3b
b a

OK10 2A3
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RexavaƬem ovog sistema (sistem linearnih jednaqina po a2, b2, ab cosα)
dobija se a2 = 36

5 , b2 = 32
5 , ab cosα = 24

5 , odakle (a, b > 0) sledi a =

4
√

2√
5

, b = 6√
5

i cosα =
24

5ab
=

24

5 · 24
√

2
5

=
1√
2

, tj. α = 45◦.

4. Za svaka dva razliqita cela broja a i b i p ∈ Z[x] vaжi a − b |
p(a)− p(b). Ako je n sloжen broj koji zadovoƩava uslove zadatka, neka
je d Ƭegov delilac takav da je 1 < d < n; sledi n−d | p(n)−p(d) = 1− n

d
,

odnosno
1−n

d

n−d
= − 1

d
∈ Z. Kako je d > 1, sledi

∣∣− 1
d

∣∣ < 1, pa je − 1
d

/∈ Z.
Ako je n prost broj, polinom p(x) = −x + n + 1 ∈ Z[x] zadovoƩava
p(1) = n i p(n) = 1, tj. prosti brojevi su rexeƬa zadatka. Kako je to
i n = 1 (moжe se uzeti p(x) = 1), sledi da su prirodni brojevi koji
zadovoƩavaju navedene uslove 1 i svi prosti brojevi.

5. Ako je a2 + b2 = 1, sledi

a4 + b4 = (a2 + b2)2 − 2a2b2 = 1 − 2a2b2,

a6 + b6 = (a2 + b2)3 − 3a2b2(a2 + b2) = 1 − 3a2b2, pa je

a4 + b4 − 1

a6 + b6 − 1
=

−2a2b2

−3a2b2
=

2

3
.

Ako je
a4 + b4 − 1

a6 + b6 − 1
=

2

3
, sledi

0 = 3(a4 + b4) − 2(a6 + b6) − 1

= 3(a2 + b2)2 − 6a2b2 − 2(a2 + b2)3 + 6a2b2(a2 + b2) − 1

= 2(a2 + b2)2(1 − a2 − b2) + (a2 + b2)2 − 1 − 6a2b2(1 − a2 − b2)

= (1 − a2 − b2)
(
2(a2 + b2)2 − 1 − a2 − b2 − 6a2b2

)
,

pa je dovoƩno dokazati da je S = 2(a2 + b2)2 − 1 − a2 − b2 − 6a2b2 6= 0 za
a2+b2 = t 6= 1. Tada je S = 2t2−t−1−6a2b2 = (t−1)(2t+1)−6a2b2. Ako je
t < 1, sledi S < 0. Ako je t > 1, tada je a2b2 > t−1 ⇔ a2(t−a2) > t−1 ⇔
0 < a2t − t + 1 − a4 = (1 − a2)(−t + 1 + a2) = (1 − a2)(1 − b2), xto je taqno
(a, b ∈ (0, 1), pa je 1−a2, 1−b2 > 0). Zbog a, b ∈ (0, 1) je i t = a2+b2 < 2, pa
vaжi S = (t−1)(2t+1)−6a2b2 < (t−1)(2t+1)−6(t−1) = (t−1)(2t−5) < 0.

Drugi razred , B kategorija

1. Kako je M sredixte BC, sledi BC
CM

= 2. Kako je P sredixte AS i

AS = SB, sledi BS
SP

= 2.

Vaжi i ∢BCM = 90◦ = ∢BSP
(dijagonale kvadrata se seku pod
pravim uglom), pa je △BCM ∼
△BSP . Specijalno, ∢PBS =
∢MBC (Tangenta 52, str. 47,
Pismeni zadaci, zadatak 5).

A B

CD M

P

OK 10 2B 1
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2. Ako je t = x2 + x + 1 =
(
x + 1

2

)2
+ 3

4 > 0, jednaqina je definisana

za svako x ∈ R i ovom smenom postaje
√

t = 2 − t. Za t > 2 ona nema
rexeƬa (strane su razliqitih znaka), a za t 6 2 je ekvivalentna sa
t = (2 − t)2 = 4 − 4t + 4 ⇔ 0 = t2 − 5t + 4 = (t − 1)(t − 4). Zbog t 6 2 sledi
x2 + x + 1 = t = 1 ⇔ x2 + x = 0 ⇔ x ∈ {−1, 0} (Tangenta 55, str. 44,
Pismeni zadaci, zadatak 2).

3. Iz uslova zadatka je (x + y + 1)2 = (x2 + y2) + 1 + 2(x + xy + y) =
11 + 6

√
2 = (3 +

√
2)2.

1◦ Ako je x + y + 1 = −3 −
√

2, tj. x + y = −4 −
√

2 i xy = 2 + 3
√

2 −
(−4 −

√
2) = 6 + 4

√
2, x i y su koreni kvadratne jednaqine t2 +

(4 +
√

2)t + (6 + 4
√

2) = 0. Me�utim, diskriminanta ove jednaqine
je (4 +

√
2)2 − 4 · (6 + 4

√
2) = −6 − 8

√
2 < 0, pa ona nema realnih

rexeƬa.

2◦ Ako je x+y+1 = 3+
√

2, tj. x+y = 2+
√

2 i xy = 2+3
√

2−(2+
√

2) =
2
√

2, x i y su koreni kvadratne jednaqine t2 − (2 +
√

2)t + 2
√

2 = 0
(tj. 2 i

√
2).

Dakle, rexeƬe je (x, y) ∈
{
(2,

√
2), (

√
2, 2)

}
.

4. Igraqi A i B su odigrali 10 partija ako su igrali me�usobno,
odnosno 11 partija ako nisu igrali me�usobno, a preostali igraqi

su odigrali (n−2)(n−3)
2 partija.

1◦ Ako A i B nisu odigrali partiju, sledi (n−2)(n−3)
2 + 11 = 55,

tj. n2 − 5n − 82 = 0. Me�utim, ova jednaqina nema celobrojnih
rexeƬa.

2◦ Ako su A i B odigrali partiju, sledi (n−2)(n−3)
2 + 10 = 55, tj.

n2 − 5n − 84 = 0 ⇔ n ∈ {−7, 12}, odnosno n = 12 (jer je n ∈ N).

Dakle, na turniru je uqestvovalo 12 igraqa, a A i B su igrali me�u-
sobno.

5. Neka je k broj Pericine ku�e.

1◦ Ako 3 | k, na osnovu prve izjave je 50 6 k 6 59, tj. mora biti
k ∈ {51, 54, 57}. Kako nijedan od tih brojeva nije deƩiv sa 4, na
osnovu druge izjave je 60 6 k 6 69. Kako ne moжe biti k 6 59 i
k > 60, sledi da je ova situacija nemogu�a.

2◦ Ako 3 ∤ k, tada 6 ∤ k, pa, na osnovu tre�e izjave, sledi 70 6 k 6 79.
Tako�e 4 | k, inaqe bi, po drugoj izjavi, sledilo 60 6 k 6 69, tj.
k 6 69 i k > 70, xto je nemogu�e.

Dakle, 70 6 k 6 79, 3 ∤ k, 4 | k. Jedini broj koji zadovoƩava
prethodne osobine je 76 (izme�u 70 i 79 postoje dva broja deƩiva
sa 4 – to su 72 i 76, ali je 72 deƩiv sa 3).



35

Dakle, broj Pericine ku�e je 76.

Tre�i razred , A kategorija

1. Neka je m =

n−3∑

k=1

(k · k!). Tada je

n−3∑

k=1

(k · k!) =
n−3∑

k=1

((k + 1 − 1) · k!) =
n−3∑

k=1

((k + 1)! − k!) = (n − 2)! − 1.

Ako je n sloжen broj, poxto za n > 4 vaжi n
2 6 n − 2, postoji d > 1

tako da d | n i d 6 n − 2, pa d | (n − 2)! i d ∤ m, odnosno n ∤ m. Ako je n
prost broj, na osnovu Vilsonove teoreme n | (n− 1)! + 1 = (n− 1)m + n,
tj. n | (n− 1)m. Kako je (n, n− 1) = 1, odavde i n | m (Tangenta 56, str.
8, Nagradni zadaci, M792).

2. Kako je xi (za i ∈ {1, 2, . . . , 2010}) nula polinoma x2010 +20x+2, sledi
x2010

i = −20xi − 2, odakle je x2011
i = −20x2

i − 2xi. Na osnovu Vietovih

formula sledi
2010∑

i=1

xi = 0 i
∑

16i<j62010

xixj = 0, pa je

2010∑

i=1

x2011
i =

2010∑

i=1

(
−20x2

i − 2xi

)
= −20 ·

2010∑

i=1

x2
i − 2 ·

2010∑

i=1

xi

= −20 ·



(

2010∑

i=1

xi

)2

− 2 ·
∑

16i<j62010

xixj


− 2 ·

2010∑

i=1

xi

= −20 ·
(
02 − 2 · 0

)
− 2 · 0 = 0.

3. Ako je n = 3, vaжi z1 + z2 = −z3, odakle je |z3|2 = |z1 + z2|2 =
|z1|2 + |z2|2 + z1z2 + z1z2, tj. z1z2 + z1z2 = −|z1|2. Sledi |z1 − z2|2 =
|z1|2 + |z2|2 − (z1z2 + z1z2) = |z1|2 + |z2|2 + |z1|2 = 3 · |z1|2. Analogno je
|z2 − z3| = 3 · |z1|2 = |z3 − z1|2, odakle je |z1 − z2| = |z2 − z3| = |z3 − z1|, tj.
taqke odre�ene brojevima z1, z2 i z3 qine jednakostraniqan trougao.
Ako je n > 3 paran broj, n = 2k, k > 2, neka su z1, z2, . . . , zk razli-
qiti brojevi modula 1, neka pripadaju unutraxƬosti prvog kvadra-
nta (Re zi, Im zi > 0 za i ∈ {1, 2, . . . , k}; takav izbor postoji) i neka
je zk+i = −zi za i ∈ {1, 2, . . . , k}. Vaжi |z1| = |z2| = . . . = |z2k| i
z1 +z2 + . . .+z2k = 0. Ukoliko je 2k-tougao odre�en ovim taqkama prav-
ilan, on se rotacijama oko svog centra (0) za i · π

k
(za i ∈ {1, 2, . . . , 2k})

slika u sebe, pa poxto ima taqku u unutraxƬosti prvog kvadranta,
mora je imati i u unutraxƬosti svakog kvadranta (jer je k > 2, pa
je π

k
oxtar ugao). Me�utim, po kostrukciji on nema taqaka u unutra-

xƬosti drugog kvadranta, pa ne moжe biti pravilan.
Ako je n > 3 neparan broj, n = 2k+3, k > 1, neka su z2, z3, . . . , zk+1 razli-
qiti brojevi modula 1, neka pripadaju unutraxƬosti prvog kvadranta
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(Re zi, Im zi > 0 za i ∈ {2, 3, . . . , k + 1}) i neka je 1
2 > Re z2 > Re z3 > . . . >

Re zk+1 (takav izbor postoji). Neka je zk+2+i = −zi za i ∈ {2, 3, . . . , k+1}
i neka je z1 = −1, zk+2 = 1

2 + i ·
√

3
2 , zk+3 = 1

2 − i ·
√

3
2 . Vaжi |z1| = |z2| =

. . . = |z2k+3| i z1 + z2 + . . . + z2k+3 = z1 + zk+2 + zk+3 = 0 i ovo je skup
razliqitih taqaka (zk+3 je u unutraxƬosti qetvrtog kradranta, a
zk+3 /∈ {z2, z3, . . . , zk+1}, jer je Re zk+2 = 1

2). Ukoliko je (2k + 3)-ugao
odre�en ovim taqkama pravilan, on se rotacijama oko svog centra (0)
za i · 2π

2k+3 (za i ∈ {1, 2, . . . , 2k + 2}) slika u sebe, pa poxto ima taqku
u unutraxƬosti prvog kvadranta, mora je imati i u unutraxƬosti
svakog kvadranta (jer je k > 1, pa je 2π

2k+3 oxtar ugao). Me�utim, po
kostrukciji on nema taqaka u unutraxƬosti drugog kvadranta, pa ne
moжe biti pravilan.
Dakle, tvr�eƬe je taqno za n = 3, inaqe nije.

4. Neka je b(n) (za n ∈ N) broj podskupova skupa {1, 2, . . . , n} koji
ne sadrжe tri uzastopna prirodna broja. Neka je n > 4, P podskup
skupa {1, 2, . . . , n} koji ne sadrжi tri uzastopna prirodna broja i
m = max {{1, 2, . . . , n} \ P} (za n > 4 prethodni maksimum je dobro defi-
nisan). Mora biti m ∈ {n − 2, n− 1, n} (inaqe n − 2, n − 1, n ∈ P ).

1◦ Ako je m = n, P je podskup skupa {1, 2, . . . , n−1} koji ne sadrжi tri
uzastopna prirodna broja. Me�utim i svaki takav podskup skupa
{1, 2, . . . , n−1} jednoznaqno odre�uje podskup skupa {1, 2, . . . , n} koji
ne sadrжi tri uzastopna prirodna broja i za koga je m = n (za-
pravo, isti taj podskup). Dakle, broj ovakvih skupova je b(n−1).

2◦ Ako je m = n−1, P sadrжi n, a P \{n} je podskup skupa {1, 2, . . . , n−
2} koji ne sadrжi tri uzastopna prirodna broja. Me�utim i
svaki takav podskup skupa {1, 2, . . . , n − 2} jednoznaqno odre�uje
podskup skupa {1, 2, . . . , n} koji ne sadrжi tri uzastopna prirodna
broja i za koga je m = n−1 (isti taj podskup kome se doda element
n). Dakle, broj ovakvih skupova je b(n − 2).

3◦ Ako je m = n − 2, P sadrжi n − 1 i n, a P \ {n − 1, n} je po-
dskup skupa {1, 2, . . . , n−3} koji ne sadrжi tri uzastopna prirodna
broja. Me�utim i svaki takav podskup skupa {1, 2, . . . , n − 3} je-
dnoznaqno odre�uje podskup skupa {1, 2, . . . , n} koji ne sadrжi tri
uzastopna prirodna broja i za koga je m = n−2 (isti taj podskup
kome se dodaju elementi n − 1 i n). Dakle, broj ovakvih skupova
je b(n − 3).

Dakle, b(n) = b(n − 1) + b(n − 2) + b(n − 3) za svako n > 4. Kako je
b(1) = 2, b(2) = 4, b(3) = 7, uzastopnom primenom formule se dobija
b(10) = 504.

5. Neka su taqke A′, B′, C′, D′ i E′ raspore�ene kao na slici
(rexeƬe je analogno i u drugim situacijama). Kako je qetvorougao
BP3C

′C tetivan, sledi ∢P1P3C
′ = ∢BP3C

′ = ∢P4CC′ = ∢P4DC′ =
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180◦ − ∢C′DP1, pa su taqke P1, P3, C′ i D na istom krugu. Zbog
simetrije tom krugu pripada i E′. Koriste�i tetivnost qetvorougla
AA′B′B i kako su uglovi nad istom ttivom jednaki, sledi

∢A′B′C′ = ∢A′B′B + ∢BB′C′ = ∢A′AP1 + ∢BP3C
′

= A′E′P1 + ∢P1P3C
′ = P1E

′C′ − ∢A′E′C′ + ∢P1P3C
′.

Kako je qetvorougao P1P3C
′E′ tetivan, vaжi ∢P1E

′C′+∢P1P3C
′ = 180◦,

pa je ∢A′B′C′ = 180◦−∢A′E′C′, odnosno taqke A′, B′, C′ i E′ pripadaju
istom krugu, a zbog simetrije tom krugu pripada i D′.

Napomena. Ovo tvr�eƬe je poznato i kao Mikelova pentagram teorema.

A

B

C

D

E

P1

P2

P3

P4

P5

A′

B′

C′

D′

E′

OK10 3A5

Tre�i razred , B kategorija

1. Za sve −→x i −→y je −→x × −→x = 0 i −→x × −→y = −−→y × −→x , pa je i −→x × −→y +−→x ×−→y + −→y ×−→x = −→x ×−→y . Sledi

(−→c + −→a
)
×
(−→a +

−→
b
)

= −→c ×−→a + −→c ×−→
b + −→a ×−→

b ,
(−→a +

−→
b
)
×
(−→

b + −→c
)

= −→a ×−→
b + −→a ×−→c +

−→
b ×−→c ,

(−→
b + −→c

)
×
(−→c + −→a

)
=

−→
b ×−→c +

−→
b ×−→a + −→c ×−→a ,

odakle se sabiraƬem dobija tvr�eƬe zadatka (Tangenta 54, str. 45,
Pismeni zadaci, zadatak 3).

2. Presek kupe i ravni koja sadrжi osu kupe i preqnik osnove kupe
je jednakokraki trougao osnovice 2r, visine H, kraka s i polupreqni-
ka upisane kruжnice ρ. Iz formula za povrxinu tog trougla sledi
2r·H

2 = ρ(2r + 2s).
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Sledi r(H − ρ) = ρs, a kako je
s2 = r2 + H2, dobija se r2(H −
ρ)2 = ρ2(H2 + r2) = ρ2H2 + ρ2r2 ⇔
r2
(
H2 − 2Hρ

)
= H2ρ2 ⇔ 1

r2
=

H2 − 2Hρ

H2ρ2
=

1

ρ2
− 2

ρH
(Tangenta 56,

str. 34, Pismeni zadaci, zadatak
1).

H ρ

r

OK10 3B 2

3. Za x, y ∈
(
0, π

2

)
je sin y, cos y 6= 0, pa je sistem ekvivalentan sa

cosx

cos y
= 2 cos2 y ,

sinx

sin y
= 2 sin2 y . SabiraƬem ove dve jednaqine dobija se

sin(x + y)

sin y cos y
= 2, tj. sin(x+y) = sin 2y ⇔ 2 sin x−y

2 cos x+3y
2 = 0. Iz 0 < x, y <

π
2 sledi −π

4 < x−y
2 < π

4 , pa ako je sin x−y
2 = 0 sledi x = y; me�utim, tada

iz polaznih jednaqina sledi sinx = 2 sin3 x ⇔ sin x = 1√
2
⇔ x = π

4 (jer

je sin x > 0); tada je y = π
4 . Iz 0 < x, y < π

2 sledi 0 < x+3y
2 < π, pa ako

je cos x+3y
2 = 0 sledi x + 3y = π; me�utim, tada iz polaznih jednaqina

sledi sin 3y = sin(π − 3y) = sin x = 2 sin3 y ⇔ 3 sin y − 4 sin3 y = 2 sin3 y ⇔
sin y = 2 sin3 y ⇔ sin y = 1√

2
⇔ y = π

4 (jer je sin y > 0); tada je x = π
4 .

Proverom, x = y =
π

4
je rexeƬe, pa je ovo jedino rexeƬe sistema iz

zadatka.

4. Videti rexeƬe tre�eg zadatka za drugi razred A kategorije.

5. Videti rexeƬe petog zadatka za drugi razred B kategorije.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Videti rexeƬe prvog zadatka za tre�i razred A kategorije.

2. Neka je sin x = t i g(t) = t +
2

3 + t
+ b. g je diferencijabilna na (0, 1)

i vaжi g′(t) =
7 + 6t + t2

(3 + t)2
, pa je g rastu�a na [−1, 1 ] (−6+

√
6

2 < −6+3
2 =

− 3
2 < −1). Sledi f(b) = max {|g(−1), g(1)|} = max

{
|b|,
∣∣∣∣b +

3

2

∣∣∣∣
}

>
3

4
.

Kako je f

(
−3

4

)
=

3

4
, sledi min

b∈R

f(b) =
3

4
.

3. Neka je I(A, B) =
a1 · . . . · am

b1 · . . . · bn

. Primenom operacija 1◦, 2◦, 3◦ vre-

dnost I se ne meƬa, tj. primenom ovih operacija mogu�e dobiti samo
parove (C, D) za koje je I(C, D) = I(A, B). Sa druge strane, ako su
C = (c1, . . . , cm) i D = (d1, . . . , dn) takvi da je I(C, D) = I(A, B), uzasto-

pnom primenom operacije 3◦ na c1, dj i z =
bj

dj
(za svako j ∈ {1, . . . , n},
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redom), a nakon toga uzastopnom primenom operacije 1◦ na c1, cj i z =
cj

aj
(za svako j ∈ {2, . . . , n}, redom) se dolazi do C′ = (c′1, . . . , c

′
m) i D′ =

(d′1, . . . , d
′
n) takvih da vaжi c′i = ai za j ∈ {2, . . . , n} i d′i = bi za j ∈

{1, . . . , n}; me�utim, zbog I(C′, D′) = I(C, D) = I(A, B) mora biti i c′1 =
a1.

Dakle, od (A, B) se moжe dobiti (A, B) ako i samo ako je
a1 · . . . · am

b1 · . . . · bn

∈ R.

4. Funkcije f(x) = x2 +kx+k−1 (za k ∈ {2, 3, . . . , n}), f(x) = 2x2 +4x+2
i f(x) = x2 +4x+4 zadovoƩavaju uslove zadatka, pa je p(n) > n+1 > n.
p(4) = 5 < 42, p(5) = 6 < 52, p(6) = 10 < 62, pa za n ∈ {4, 5, 6} vaжi i
druga nejednakost. Ako f(x) = a(x + x1)(x + x2) ima traжena svojstva,

brojevi a, a(x1 +x2) i ax1x2 su iz {1, 2, . . . , n}, pa je x2 6
n

ax1
, odakle je

p(n) 6

n∑

x1=1

n∑

a=1

n

ax1
= n

n∑

x1=1

1

x1

n∑

a=1

1

a
= n

(
1 +

1

2
+ . . . +

1

n

)2

.

Dakle, dovoƩno je dokazati da je 1 +
1

2
+ . . . +

1

n
<

√
n za n > 7; dokaz

indukcijom; za n = 7 je
7∑

i=1

1

i
=

(
1 +

1

2
+

1

3
+

1

6

)
+

1

4
+

1

5
+

1

7
= 2 +

9

20
+

3

21
< 2 +

9

20
+

3

20
= 2, 6 <

√
7. Neka je tvr�eƬe taqno za n; vaжi

1 +
1

2
+ . . . +

1

n
+

1

n + 1
<

√
n +

1

n + 1
, pa je dovoƩno dokazati da je

√
n +

1

n + 1
6

√
n + 1 ⇔ 1

n + 1
<

√
n + 1 −√

n =
1√

n + 1 +
√

n

⇐ 1

n + 1
6

1

2
√

n + 1
⇔ 2 6

√
n + 1 ⇔ n > 5.

5. Videti rexeƬe petog zadatka za tre�i razred A kategorije.

Qetvrti razred , B kategorija

1. Neka je x prvi, a y drugi broj. Tada je x + y = c i treba odrediti
najve�u vrednost izraza x3y2 pri uslovu x, y > 0, x + y = c, odnosno
treba odrediti najve�u vrednost funkcije f(x) = x3(c − x)2, x ∈ (0, c).
f je diferencijabilna funkcija. Kako je f ′(x) = 3x2(c−x)2 +x3 ·2(c−x)·
(−1) = x2(c−x)(3c−5x), sledi da je f ′(x) > 0 za x ∈

(
0, 3

5 · c
)
i f ′(x) < 0 za

x ∈
(

3
5 · c, c

)
, pa se maksimum ove funkcije dostiжe za x = 3

5 · c i iznosi

f
(

3
5 · c

)
= 33·22

55 · c5 (Tangenta 58, str. 28, Pismeni zadaci, zadatak 3).

2. Videti rexeƬe drugog zadatka za tre�i razred B kategorije.

3. Neka je α = arctg 1√
27

, β = arcsin
√

3
28 . Kako je 1√

27
,
√

3
28 > 0, α

i β su oxtri uglovi i vaжi tg α = 1
3
√

3
, sin β =

√
3
28 . Sledi cosβ =
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√
1 − sin2 β =

√
25
28 = 5√

28
(β je oxtar ugao), odakle je tg β = sin β

cos β
=

√
3

5 ,
pa vaжi

tg(α + β) =
tg α + tg β

1 − tg α · tg β
=

1
3
√

3
+

√
3

5

1 − 1
3
√

3
·
√

3
5

=
1√
3

= tg
π

6
.

Kako je α + β ∈ (0, π), sledi α + β = π
6 (jedini ugao iz (0, π) qiji je

tangens jednak 1√
3

je π
6 ), pa je π

α+β
= 6 ∈ N.

4. (a) Neka kompleksnom broju z odgovara taqka Tz (za z ∈ {a, b, z1, z2, z1

+z2, 0}). Za a, b ∈ C izraz |a − b| jednak je duжini duжi TaTb, pa iz
|(z1 + z2) − 0| = |z1 + z2| = |z1 − z2| sledi |Tz1+z2

T0| = |Tz1
Tz2

|. Dakle,
qetvorougao T0Tz1

Tz1+z2
Tz2

je paralelogram kome su dijagonale jedna-
kih duжina, odnosno pravougaonik, pa je △Tz1

T0Tz2
pravougli.

(b) Ako je z1 = 1, z2 = 1 + i, tada je △Tz1
T0Tz2

pravougli (∢T0Tz1
Tz2

=
90◦) i |z1 + z2| =

√
5 6= 1 = |z1 − z2|, tj. ne mora biti |z1 + z2| = |z1 − z2|.

Drugo rexeƬe. (dela (a)) Kako je |z1±z2|2 = |z1|2 + |z2|2± (z1z2 +z1z2), iz

|z1+z2| = |z1−z2| i z1z2 6= 0 sledi z1z2 = −z1z2 ⇔ z1

z2
= −

(
z1

z2

)
, tj. broj z1

z2

je qisto imaginaran, xto znaqi da vektori koji odgovaraju brojevima
z1 i z2 zaklapaju prav ugao.

5. Na osnovu tablice sledi da svaki student ima bar jedan zajedniqki
odgovor ⊤–⊥ sa nekim drugim studentom. Stoga ako neki student ima
svih 5 taqnih odgovora, onda svaki student ima bar 1 taqan odgovor.
Kako studenti imaju razliqit broj taqnih odgovora, sledi da je uku-
pan broj taqnih odgovora 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 15. Iz tablice sledi da je
maksimalan broj taqnih odgovora 2 + 2 + 4 + 4 + 3 = 15 (na prvo pitaƬe
a ili b, na drugo a ili b, na tre�e ⊤, na qetvrto ⊤ i na peto ⊤). Zbog
⊤–⊥ pitaƬa sledi bi sve taqne odgovore imao Aca, ali bi tada Beba
i Goca imali po dva taqna odgovora, a Vesna i Doki po tri, xto pro-
tivreqi uslovu zadatka da svi studenti imaju razliqit broj taqnih
odgovora. Dakle, ne postoji student koji ima sve taqne odgovore.
Ukupan broj taqnih odgovora je 4 + 3 + 2 + 1 + 0 = 10. Ukoliko bi
taqni odgovori na 3. i 4. pitaƬe bili ⊥ i ⊥, onda bi maksimalan
broj taqnih odgovora bio 2 + 2 + 1 + 1 + 3 = 9 < 10, xto nije mogu�e.
Ukoliko bi taqni odgovori na 3. i 4. pitaƬe bili ⊤ i ⊤, onda bi
minimalan broj taqnih odgovora bio 1 + 1 + 4 + 4 + 2 = 12 > 10, xto
nije mogu�e.

Napomena. Pod uslovima zadatka, mogu�e je odrediti xta je taqan
odgovor na svako od pet pitaƬa, tj. u potpunosti odrediti xta se
dogodilo. Zaista, iz prethodnog sledi da Aca, Vesna i Goca (koji su
na na 3. i 4. pitaƬe odgovorili sa ⊤ i ⊤) ne mogu biti student koji
ima sve netaqne odgovore, pa je taj student Beba ili Doki.
Ako Beba nema taqnog odgovora onda su taqni odgovori na ⊤–⊥ pi-
taƬa: 3. ⊥ (javƩa se 1 put), na 4. ⊤ (javƩa se 4 puta) i na 5. ⊥ (javƩa
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se 2 puta). Tada Vesna, Goca i Doki imaju bar 2 taqna odgovora, pa
Aca ima taqan 1 odgovor i to �e biti 4. ⊤. Kako su i Acina i Bebina
pitaƬa sa vixestrukim odgovorom netaqna, sledi da su odgovori na
prva dva pitaƬa: 1. c (javƩa se 1 put) i 2. c (javƩa se 1 put). Me�u-
tim, tada je ukupan broj taqnih odgovora 1 + 1 + 1 + 4 + 2 = 9, a ne 10,
pa Beba nije student koji ima sve netaqne odgovore, nego Doki.
Kako Doki nema taqnog odgovora, taqni odgovori na ⊤–⊥ pitaƬa su:
3. ⊤ (javƩa se 4 puta), na 4. ⊥ (javƩa se 1 put) i na 5. ⊥ (javƩa se 2
puta). Tada Beba, Vesna i Goca imaju bar 2 taqna odgovora, pa Aca
ima taqan 1 odgovor i to 3. ⊤. Kako su i Acina i Dokijeva pitaƬa
sa vixestrukim odgovorom netaqna, odgovori na prva dva pitaƬa su:
1. b (javƩa se 2 puta) i 2. b (javƩa se 2 puta) ili c (javƩa se 1 put).
Kako je ukupan broj taqnih odgovora 10 = 2 + 1 + 4 + 1 + 2, sledi da je
taqan odgovor 2. c.
Dakle, taqni odgovori su: 1. b, 2. c, 3. ⊤, 4. ⊥ i 5. ⊥ (oni su u tablici
uokvireni–u posledƬoj koloni je ukupan broj taqnih odgovora svakog
od studenata).

I II III IV V

Aca a a ⊤ ⊤ ⊤ 1

Beba b b ⊤ ⊥ ⊤ 3

Vesna a b ⊤ ⊤ ⊥ 2

Goca b c ⊤ ⊤ ⊥ 4
Doki c a ⊥ ⊤ ⊤ 0

REXEƫA ZADATAKA DRЖAVNOG TAKMIQEƫEƫA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.03.2010.

Prvi razred , A kategorija
1. Neka je O presek AC i EF .
Iz uslova zadatka je ∢BAD = 20◦

(△ABD je jednakokraki sa uglom
na osnovici 80◦) i ∢EOC = 20◦

(∢CEO = ∢DEF = 20◦ i ∢BCA =
40◦ iz jednakokrakog △ADC, kome
je ugao nad osnovicom 100◦), pa je
EC = OC.

Neka je M takva da je ∢DAM =
80◦, AM = AF i nalazi se u polu-
ravni odre�enoj pravom AB u ko-
joj nije C. Tada je △DAM ∼=
△DBA (AM = DB, AD = AB,
∢DAM = ∢ABD = 80◦) i △AFD ∼=
△MFD (DF = DF, DM = DA i
FM = FA, jer je AF = AM i M

E

F

C

A B

O

D

DR10 1A1
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∢FAM = ∢DAM − ∢DAB = 60◦, pa je △FAM jednakostraniqan),
odakle sledi ∢ADF = 10◦.
Kako je ∢DEF = ∢DAF = 20◦ qetvorougao AEDF je tetivan, pa je
∢AEO = ∢AEF = 10◦. Kako je ∢OAE = ∢EOC − ∢AEO = 10◦, sledi
∢AOE = 160◦, a kako je ∢ABC = 80◦, O je centar opisane kruжnice
△ABE, pa je AO = BO. Kako je ∢BAO = 60◦ (iz △ABC), △ABO je
jednakostraniqan, pa je AB = AO.
Konaqno, DE = CD + EC = AB + OC = AO + OC = AC.

2. Kako je qetvorougao ABCD tangentan, vaжi AB + CD = BC + AD.
Neka su M i N sredixta stranica AD i BC, redom. Duж MN je
sredƬa linija trapeza, pa je MN = 1

2 · (AB + CD) = 1
2 · (AD + BC).

Ako je rastojaƬe izme�u centa-
ra dva kruga jednako zbiru polu-
preqnika ta dva kruga, oni se
dodiruju. Kako su M i N ce-
ntri kruжnica nad preqnicima
AD i BC, redom, sledi tvr�eƬe
zadatka. A B

D C

M N

DR10 1A2

3. Neka je S(x) zbir cifara broja x ∈ N.

1◦ Ako 2 | n, vaжi n = 2k za neko k ∈ N. Broj x = a1a2 . . . akak . . . a2a1,
a1 > 0, je deƩiv sa 9 ako i samo ako 9 | S(x) = 2(a1 +a2 + . . .+ak) =
2S(y), gde je y = a1a2 . . . ak, tj. 9 | S(x) ⇔ 9 | S(y), pa traжenih
x ima koliko i odgovaraju�ih y, tj. koliko ima k-tocifrenih
brojeva deƩivih sa 9. Dakle, u ovoj situaciji traжenih brojeva

ima

[
10k − 1

9

]
−
[
10k−1 − 1

9

]
= 10k−1 = 10

n
2
−1 (broj ne sme poqiƬati

sa 0, a svaki 9-ti broj je deƩiv sa 9).

2◦ Ako 2 ∤ n, vaжi n = 2k + 1 za neko k ∈ N (n > 1). Neka su
a1, a2, . . . , ak ∈ {0, 1, . . . , 9, a1 > 0. Broj x = a1a2 . . . akcak . . . a2a1

je deƩiv a 9 ako i samo ako 9 | 2S(y) + c, gde je y = a1a2 . . . ak.
Ako 9 | S(y), tada je 9 | x ⇔ c ∈ {0, 9}, tj. u ovoj situaciji
postoji dve mogu�nosti za c. Ako 9 ∤ S(y), tada 2S(y) + c ≡ 0
(mod 9), tj. c ≡ 2S(y) 6= 0 (mod 9), pa je u ovoj situaciji c jedi-
nstveno odre�eno. Ako su αk, βk, redom, broj k-tocifrenih bro-
jeva koji su deƩivi, odnosno nisu deƩivi sa 9 sledi da u ovoj
situaciji traжenih brojeva ima 2 · αk + 1 · βk = αk + (αk + βk) =[
10k − 1

9

]
−
[
10k−1 − 1

9

]
+ 9 · 10k−1 = 10k = 10

n−1
2 (αk + βk je ukupan

broj k-tocifrenih brojeva).

Dakle, traжeni broj je 10[n−1
2 ].
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4. Za a, b ∈ Z, a 6= b i P (x) ∈ Z[x] vaжi a − b | P (a) − P (b).
Ako je p > 2, p, q, r su neparni, pa su brojevi p − q, q − r, r − s parni
i svaki od Ƭih deli odgovaraju�i me�u brojevima 2010 − 3, 2010 − 20
i 20 − 3; me�utim, ovi brojevi nisu svi parni, pa je ova situacija
nemogu�a.
Dakle, p = 2. Kako 2 | r−q i r−q deli neki od brojeva 2010−3, 2010−20
i 20−3 (od kojih je samo 2010−20 paran), sledi {P (q), P (r)} = {20, 2010},
pa je P (2) = 3. Poxto r − q | P (r) − P (q) ∈ {20 − 2010, 2010− 20}, sledi
r − q ∈ S = {2, 10, 398, 1990}. Ako je P (r) = 20, sledi r − 2 | 17, odnosno
r ∈ {3, 19}. Kako je r > q > p, sledi r = 19, pa kako je r − q ∈ S, sledi
q = 17, odakle 17 − 2 | 2010 − 3, xto je netaqno.
Dakle, P (r) = 2010 i P (q) = 20. Kako r − 2 | 2010 − 3, sledi r − 2 ∈
{3, 9, 223, 669, 2007}, odnosno r ∈ {5, 11} (225, 671 i 2009 su sloжeni).
kako je r − q ∈ S, ne moжe biti r = 11, pa je r = 5 i q = 3 (jer je
p < q < r).
Konaqno, P (p + q) = P (2 + 3) = P (5) = P (r) = 2010.

5. Neka je O presek A3C3 i B3D3. Trougao najve�e povrxine (ne
mora biti jednoznaqno odre�en) koji se moжe upisati u petougao
A1A2A3OD3 (slika DR10 1A5-2) ima temena na rubu ovog petougla
(bar 2, inaqe se povrxina moжe pove�ati homotetiqnom slikom;
a tre�e pomeraƬem duж prave normalne na pravac koji odre�uju
prethodna 2 temena, poxto je unutraxƬost figure otvoren skup).
Kako linearna funkcija (povrxina trougla fiksirane stranice u za-
visnosti od visine) ima ekstremne vrednosti u krajevima intervala,
Ƭegova temena se mogu izabrati tako da budu temena petougla. Me�u
takvim trouglovima najve�u povrxinu (jednaku 2) ima △A1A2O.

A1 A2

A3D3

O

1

2

DR10 1A5-2 DR10 1A5-3

Kako se figura iz zadatka moжe razloжiti na qetiri ovakva petougla
(slika DR10 1A5-3), bar u jednom od Ƭih se nalazi tri od smextenih
devet taqaka (Dirihleov princip), pa one obrazuju trougao povrxine
najvixe 2, koji se nalazi unutar figure.
Dakle, odgovor na pitaƬe zadatka je negativan.
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Prvi razred , B kategorija

1. Kako je (za x 6= −2,−3) f2(x) = −
−2 · 2x+7

x+3 + 7

− 2x+7
x+3 + 3

= −3x + 7

x + 2
, f3(x) =

−
−2 · 3x+7

x+2 + 7

− 3x+7
x+2 + 3

= x, sledi f3k+l = fl(x), za sve k ∈ N, l ∈ {0, 1, 2}, x 6=

−2,−3. Sledi f2009(2010) = f2(2010) = −3 · 2010 + 7

2010 + 2
= −6037

2012
.

2. Neka je 2010 jednak zbiru k > 1 uzastopnih prirodnih brojeva poqev

od n, tj. (n+1)+ . . .+(n+k) = 2010. Sledi kn+ k(k+1)
2 = 2010, odakle je

n =
2010

k
− k + 1

2
. Kako za k > 64 vaжi

2010

k
− k + 1

2
< 0 i kako je k > 1,

sledi 2 6 k 6 63. Kako je n ∈ N, oba sabirka na desnoj strani su ili
prirodni brojevi ili se za 1

2 razlikuju od prirodnog broja.

1◦ Ako je 2010
k

, k+1
2 ∈ N, k je neparan delilac 2010 = 2 · 3 · 5 · 67, tj.

k ∈ {3, 5, 15, 67, 201, 335, 1005}, odnosno k ∈ {3, 5, 15} (jer je k 6 63),
tj. u ovoj situaciji postoji 3 mogu�nosti za k (tada je (k, n) ∈
{(3, 668), (5, 399), (15, 126)}).

2◦ Ako je 2010
k

, k+1
2 ∈ N + 1

2 , sledi 4 | k, tj. k = 4l gde l | 3 · 5 · 67,
pa je l ∈ {1, 3, 5, 15, 67, 201, 335, 1005}, odnosno k ∈ {4, 4 · 3, 4 · 5, 4 ·
15, 4 · 67, 4 · 201, 4 · 335, 4 · 1005}, tj. (kako je k 6 63) k ∈ {4, 12, 20, 60},
pa u ovoj situaciji postoji 4 mogu�nosti za k (tada je (k, n) ∈
{(4, 500), (12, 161), (20, 90), (60, 3)}).

Dakle, postoji sedam mogu�nosti za traжeno predstavƩaƬe.

3. Kako je
√

1 + a +
√

1 + b < 3 ⇔ 4 + 2
√

1 + a + b + ab = 1 + a + 1 + b +
2
√

1 + a
√

1 + b < 9 ⇐
√

3 + ab =
√

1 + a + b + ab 6 2 ⇔ ab 6 1, sledi

traжena nejednakost, jer je ab 6

(
a + b

2

)2

= 1 (Tangenta 55, str. 45,

Pismeni zadaci, zadatak 1).

4. Neka je BD (D ∈ CA) sime-
trala ∢ABC. Kako je BD ⊥ CM ,
△CMB je jednakokrak, odakle je
BC = BM . Kako je BD = BD,
BC = BM i ∢DBM = ∢DBC,
sledi △CDB ∼= △MBD. Kako

A B

C

M

D

DR10 1B 4

je △ABD jednakokrak (∢DAB = ∢CAB = 1
2 · ∢ABC = ∢ABD), sledi

DM ⊥ AB, pa je ∢BCA = ∢DMB = 90◦. Kako je ∢CAB + ∢ABC = 90◦ i
∢ABC = 2 · ∢CAB, sledi ∢CAB = 30◦, ∢ABC = 60◦.
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5. Neka su O1 i O2 centri upisa-
nih krugova △SAC1 i △SAB1, re-
dom, a K1 i K2 podnoжja normala
iz O1 i O2 na AS, redom. Tada
je △AO1K1

∼= △AO2K2 (O1K1 =
O2K2, ∢O1K1A = ∢O2K2A = 90◦,
∢O1AK1 = 1

2 · ∢BAS = 1
2 · ∢CAS =

∢O2AK2), pa je K1 ≡ K2.
Sledi △SO1K1

∼= △SO2K2

(∢O1K1S = ∢O2K2S = 90◦, O1K1 =
O2K2, SK1 = SK2),

A B

C

S

C1

B1

O2

O1

DR10 1B5

pa je ∢C1SA = 1
2 · ∢O1SA = 1

2 · ∢O2SA = ∢B1SA. Sledi ∢ACC1 =
∢C1SA − ∢SAB1 = ∢B1SA − ∢SAC1 = ∢ABB1, pa je ∢BCA = ∢ABC.
Analogno je i ∢BCA = ∢CAB, pa je △ABC jednakostraniqan.

Drugi razred , A kategorija

1. Neka je F podnoжje normale
iz D na AB. Kako je ∢BCD =
∢DFB = ∢AFD = ∢DEA = 90◦,
qetvorouglovi FBCD i AFDE su
tetivni (sa centrima opisanih
krugova N i M , redom), pa vaжi
∢CFB = ∢CDB = ∢EAD = ∢EFD
(uglovi nad tetivom BC, tetivom
ED i uslov zadatka), odakle
je ∢CFE = ∢EFD + ∢DFC =
∢DFC + ∢CFB = ∢DFB = 90◦,
odnosno △EFC je pravougli, a P
je centar Ƭegove opisane kruжni-
ce.

A B

C

D

E

F

N
M

P

DR10 2A1

Kako je zajedniqka tetiva dva kruga normalna na pravu koja spaja
centre tih krugova, sledi MP ⊥ EF (kruжnica oko AFDE i △EFC
sa zajedniqkom tetivom EF ) i NP ⊥ FC (kruжnica oko FBCD i △EFC
sa zajedniqkom tetivom FC), pa je ∢MPN = ∢EFC = 90◦ (uglovi sa
normalnim kracima).

2. Za n ∈ N neka je xn = 2 0 . . .0︸ ︷︷ ︸
n−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

. Neka je Ak = {xj | k | xj ∧ 1 6

j 6 2010}. Kako 3 | xn ako i samo ako je zbir cifara broja xn deƩiv
sa 3, tj. ako i samo ako 3 | n + 2, sledi xn ∈ A3 ⇔ n ≡ 1 (mod 3). Kako

je xn = 2 0 . . .0︸ ︷︷ ︸
n−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

= 2 · 102n−1 + 1
9 · (10n − 1) = 18·102n−1+10n−1

9 , sledi

7 | xn ⇔ 7 | 18 · 102n−1 + 10n − 1, tj. xn ∈ A7 ⇔ 0 ≡ 18 · 102n−1 + 10n − 1 ≡
−3 ·32n−1+3n−1 = −(32n−3n +1) ≡ −(32n−8 ·3n +15) = −(3n−3) · (3n−5)
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(mod 7), odnosno xn ∈ A7 ⇔ (3n ≡ 3 (mod 7) ∨ 3n ≡ 5 (mod 7)). Kako za
k ∈ N0 vaжi 36k+2 ≡ 2 (mod 7), 36k+3 ≡ 6 (mod 7), 36k+4 ≡ 4 (mod 7),
36k+5 ≡ 5 (mod 7), 36k ≡ 1 (mod 7), sledi 3n ≡ 3 (mod 7) ⇔ n ≡ 1 (mod 6)
i 3n ≡ 5 (mod 7) ⇔ n ≡ 5 (mod 6). Kako n ≡ 1 (mod 6) ⇒ n ≡ 1 (mod 3)
i kako ne postoji n za koje je n ≡ 5 (mod 6) i n ≡ 1 (mod 3), sledi
A7 \ A3 = {xj | j ≡ 5 (mod 6)}.
Kako je 1016 ≡ 1 (mod 17) i 102 = 100 ≡ −2 (mod 17), sledi 9 · x12 =
18·102·12−1+1012−1 = 1023+1012−1 ≡ 107+1012−1 ≡ 10·(−2)3+(−2)6−1 =
−80 + 64 − 1 = 17 ≡ 0 (mod 17), pa 17 | 9xn, odnosno 17 | xn.
Kako 3 i 7 nisu u uoqenom nizu, svi brojevi iz A3 ∪A7 su sloжeni.
Kako i 12 /∈ A3 ∪A7 (12 6≡ 1 (mod 3) i 12 6≡ 5 (mod 5)), sledi da sloжenih
brojeva u uoqenom nizu ima barem

|A3 ∪A7 ∪{x12}| = |A3| + |A7 \ A3| + |{x12}|
= |{xj | j ≡ 1 (mod 3) ∧ 1 6 j 6 2010}|
+ |{xj | j ≡ 5 (mod 6) ∧ 1 6 j 6 2010}| + 1

=
2010

3
+

2010

6
+ 1 = 670 + 335 + 1 = 1006 >

2010

2
,

tj. u uoqenom nizu ima vixe sloжenih nego prostih brojeva.

3. Neka je α = arcsin

√
2 −

√
2 +

√
6 + 3

√
2

4
. Tada je α ∈

[
−π

2 , π
2

]
i

sin α =

√
2 −

√
2 +

√
6 + 3

√
2

4
. Kako je

√
2−

√
2+

√
6+3

√
2

4 > 0+2
4 = sin π

6 ,

sledi α > π
6 . Kako je

cos 2α = 1 − 2 · sin2 α = 1 − 2 ·
2 −

√
2 + 6 + 3

√
2 + 2

√
(2 −

√
2)(6 + 3

√
2)

16

= 1 − 8 + 2
√

2 + 2
√

6

8
= −

√
2 +

√
6

4
,

sledi cos 4α = 2 · cos2 2α − 1 = 2 · 2 + 6 + 2
√

12

16
− 1 =

√
3

2
. Kako je 4α ∈

(
2π
3 , 2π

]
i kako na ovom intervalu jednaqina cosx =

√
3

2 ima jedinstveno
rexeƬe x = 11π

6 , sledi 4α = 11π
6 , pa je sin(24α) = sin 11π = 0.

4. Kvadratna jednaqina ima bar jedno realno rexeƬe ako i samo ako
je Ƭena diskriminanta nenegativna, tj. u situaciji iz zadatka ako i
samo ako je D(n) = (b + 2n)2 − 4(a + n)(b + n) = 4(b− a− c)n + b2 − 4ac > 0.

1◦ Ako je b− a− c < 0 i n ∈ N, n > 4ac−b2

4(b−a−c) (postoji ovakav prirodan

broj), sledi D(n) = 4(b − a− c)n + b2 − 4ac < 4(b− a− c) · 4ac−b2

4(b−a−c) +

b2 − 4ac = 0, pa D(n) > 0 ne moжe da vaжi za svako n ∈ N.

2◦ Ako je b−a−c = 0, vaжi D(n) = b2−4ac = (a+c)2−4ac = (a−c)2 > 0.
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3◦ Ako je b − a − c > 0, vaжi b > a + c > 0 (i n > 0), pa je D(n) =
4(b − a − c)n + b2 − 4ac > 0 + (a + c)2 − 4ac = (a − c)2 > 0.

Dakle, traжene ure�ene trojke (a, b, c) ∈ {1, 2, . . . , 2010}3 su taqno one
za koje vaжi b > a+ c. Za 2 6 b 6 2010 je 1 6 a 6 b−1, pa je 1 6 c 6 b−a,

tj. za neko b (2 6 b 6 2010) broj traжenih trojki je
b−1∑

a=1

(b−a) =
b(b − 1)

2
,

odakle je ukupan broj takvih trojki

2010∑

b=2

b(b − 1)

2
=

1

2
·
(

2010∑

b=1

b2 −
2010∑

b=1

b

)

=
1

2
·
(

2010 · 2011 · 4021

6
− 2010 · 2011

2

)
=

(
2011

3

)
.

5. Jednim pitaƬem se saznaje skup brojeva koji se nalazi u skupu A
kao i u Ƭegovom komplementu A. Tako�e, ako su poznati brojevi koji
se nalaze u skupovima A i B, tada su poznati i brojevi koji se nalaze
u skupu A∪B (kao i A \ B).

(a) Xest pitaƬa je dovoƩno. Neka su K1, K2, . . . , K8 kolone, a
V1, V2, . . . , V8 vrste xahovske table i neka su postavƩena pitaƬa
vezana za skupove

A1 = {K1, K2, K3, K4}, A2 = {K1, K2, K5, K6}, A3 = {K1, K3, K5, K7},

A4 = {V1, V2, V3, V4}, A5 = {V1, V2, V5, V6}, A6 = {V1, V3, V5, V7}.
Iz prva tri pitaƬa se mogu otkriti brojevi koji se nalaze u
proizvoƩnoj koloni (K1 = A1 ∩A2 ∩A3, K2 = (A1 ∩A2) \ K1, K3 =
(A1 ∩A3) \ K1, K4 = A1 \ (K1 ∪K2 ∪K3), K5 = (A2 ∩A3) \ K1, K6 =
A2 \ (K1 ∪K2 ∪K5), K7 = A3 \ (K1 ∪K3 ∪K5), K8 = A1 ∪A2 ∪A3),
a iz posledƬa tri pitaƬa koji se brojevi nalaze u proizvoƩnoj
vrsti (simetriqno), tj. moжe se otkriti koji se broj nalazi u
proizvoƩnom poƩu.

(b) Pet pitaƬa nije dovoƩno. Neka se prvim pitaƬem saznaje skup
brojeva u skupu A1 i neka je |A1| > |A1| (bez umaƬeƬa opxtosti).
Tada je |A1| > 32. Analogno, neka se drugim pitaƬem sazna-
jemo skup brojeva u skupu A2 i neka je (bez umaƬeƬa opxtosti)
|A1 ∩A2| > 16. NastavƩaju�i postupak, dobija se |A1 ∩A2 ∩A3| >

8, |A1 ∩A2 ∩A3 ∩A4| > 4 i |A1 ∩A2 ∩A3 ∩A4 ∩A5| > 2. Potrebno
je saznati sve brojeve skupa A1 ∩A2 ∩A3 ∩A4 ∩A5, me�utim, ovim
pitaƬima se ne mogu saznati elementi niti jednog Ƭegovog po-
dskupa, pa pet pitaƬa nije dovoƩno.

Dakle, traжeni broj je xest.
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Drugi razred , B kategorija

1. Jednaqina ima smisla za x ∈ (0, 1)∪ (1,∞) (definisanost logaritma
i deƩeƬe nulom u 1

log3 x
). Za takvo x je log2 3+3 log4 x = log2 3+3 log22 x =

log2 3 +
3

2
· log2 x = log2

(
3 · x 3

2

)
i
(
xlog9 16

) 1
log 3x = xlog

32
42· 1

log 3x = x
log3 4

log3 x =

xlogx 4 = 4, pa je jednaqina ekvivalentna sa log2

(
3 · x 3

2

)
= 4 ⇔ 3 · x 3

2 =

16 ⇔ x =

(
16

3

) 2
3

= 4 ·
(

2

3

) 2
3

(Tangenta 55, str. 45, Pismeni zadaci,

zadatak 5).

2. Za x < 0 je 2x > 3x (⇔
(

2
3

)x
> 1 =

(
2
3

)0
, xto je taqno, jer je 2

3 ∈ (0, 1),

pa je funkcija x →
(

2
3

)x
opadaju�a), pa je

4x + 1 − 2x − 3x > 4x + 1 − 2x − 2x = (2x)2 − 2 · 2x + 1 = (2x − 1)2 > 0,

odakle je 4x + 1 − 2x − 3x > 0, odnosno 4x + 1 > 2x + 3x.

3. Neka su a, b, c stranice, a R polupreqnik opisane kruжnice
△ABC i s = a+b+c

2 . Za povrxinu trougla vaжi P = abc
4R

i P =√
s(s − a)(s − b)(s − c), pa je 64a2b2c2 = 16 · (8RP )2 = (8R)2 · 16 · s(s −

a)(s − b)(s − c) = 54 · (a + b + c)(−a + b + c)(a − b + c)(a + b − c), odakle
54 | a2b2c2. Kako je a, b, c 6 2R = 6, 25, sledi da su bar dva od a, b, c
deƩivi sa 5 (i samim tim jednaki 5). Bez umaƬeƬa opxtosti, neka je
a = b = 5. Tada je 64c2 = (10 + c)c2(10 + c), odakle je c = 6.
Dakle, traжene trojke su (5, 5, 6), (5, 6, 5), (6, 5, 5).

4. Neka je S(n) zbir cifara broja n ∈ N qiji je dekadni zapis
n = akak−1 . . . a0 (k > 0). Kako je n − S(n) =

(
a0 + 101a1 + . . . + 10kak

)
−

(a0 + a1 + . . . + ak) = 9a1 + 99a2 + . . . + 9 . . . 9︸ ︷︷ ︸
k

ak, sledi 9 | n− S(n), pa n i

S(n) daju isti ostatak pri deƩeƬu sa 9.
Neka je x = 1 2 3 . . . 2009 2010. Kako 9 | (1 − S(1)) + (2 − S(2)) + . . . +
(2010 − S(2010)) = (1 + 2 + . . . + 2010) − (S(1) + S(2) + . . . + S(2010)) =
2010·2011

2 − S(x), brojevi x i 2010·2011
2 daju iste ostatke pri deƩeƬu sa 9

i taj ostatak je 6 (2010·2011
2 = 1005 · 2011 ≡ 6 · 4 ≡ 6 (mod 9)).

Kako je 72 = 8 · 9, traжeni broj mora biti deƩiv sa 8 i 9. Kako 9 ∤ x,
sledi 72 ∤ x, pa je potrebno izbaciti bar jednu cifru. Broj je deƩiv sa
8 ako i samo ako je trocifren broj sastavƩen od posledƬe tri Ƭegove
cifre deƩiv sa 8, pa je potrebno izbaciti cifru desetica broja x
(neka je tako dobijen broj y); zaista, ako bi ta cifra ostala, broj
dobijen brisaƬem nekih Ƭegovih cifara ne bi bio deƩiv sa 4, pa ni
sa 8 (ili bi posledƬa cifra dobijenog broja bila 1 ili bi posledƬe
dve bile 10). Kako y nije deƩiv sa 9 (daje ostatak 5 pri deƩeƬu sa 9),
potrebno je obrisati bar jox jednu cifru. Kako treba dobiti najve�i
mogu�i broj i kako je broj ve�i xto vixe cifara ima, potrebno je
izbaciti cifru 5. IzbacivaƬem ma koje cifre 5 iz y dobi�e se broj
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koji je deƩiv i sa 9 i sa 8 (y ≡ 200 ≡ 0 (mod 8)), pa, kako je (8, 9) = 1,
tako dobijeni broj �e biti deƩiv sa 72. Kako treba dobiti xto ve�i
broj, treba izbaciti cifru koja stoji na petoj poziciji (posmatrano
sa leva na desno) u broju y (tako dobijeni broj poqiƬe sa 12346, dok
bi broj dobijen izbacivaƬem neke druge cifre 5 poqiƬao sa 12345),
pa je traжeni broj 1 2 3 4 6 7 . . .2009 200.

5. Ako reqnik sadrжi neku dvoslovnu req, kako xestoslovnih reqi
koje poqiƬu tom reqi ima 24 (poxto za svaku od preostale 4 pozi-
cije postoji dva izbora slova), Ƭeno postojaƬe u reqniku iskƩuquje
16 xestoslovnih reqi. Sliqno, svaka troslovna, qetvoroslovna i
petoslovna req iskƩuquje, redom, 8, 4 i 2 xestoslovnih reqi. Kako su
ovako iskƩuqene xestoslovne reqi razliqite, zbog osobina reqnika
Ƭihov ukupan broj je 1 ·16+2 ·8+x ·4+4 ·2, gde je x broj qetvoroslovnih
reqi u reqniku. Kako je broj mogu�ih xestoslovnih reqi jednak 26, a
reqnik ih sadrжi 5, sledi

1 · 16 + 2 · 8 + x · 4 + 4 · 2 + 5 6 64,

odakle je 4x 6 19, odnosno x 6 4.
Primer reqnika: AA; ABA, ABB; BAAA, BAAB, BABA, BABB;
BBAAA, BBAAB, BBABA, BBABB; BBBAAA, BBBAAB, BBBABA,
BBBABB, BBBBAA; pokazuje da je mogu�e da reqnik sadrжi taqno 4
qetvoroslovne reqi.
Dakle najve�i broj qetvoroslovnih reqi u reqniku je 4.

Tre�i razred , A kategorija

1. Neka je D presek opisane kru-
жnice △ABC pravom AO (razli-
qit od A); tada je MD ⊥ BC

(D je sredixte luka B̂C opisane
kruжnice △ABC kome ne pripada
A). Neka su M ′ i D′ podnoжja
normala iz M na AO i iz D na
AB, redom. Tada je ∢M ′MD =
∢DNM = 1

2 ·∢CAB+∢BCA (uglovi
sa normalnim kracima i spoƩa-
xƬi ugao u △MCA). Kako je
∢DMB = ∢DD′B = 90◦, qetvo-
rougao MBD′D je tetivan, pa je

A

B C
M

N

D

P

Q

O

M ′

D′

DR10 3A1

∢DMD′ = ∢DBD′ = 180◦−∢DBA = 1
2 ·∢CAB+∢BCA. Sledi ∢DMM ′ =

∢DMD′, pa su M ′, M i D′ kolinearne. Na osnovu Talesove teoreme

sledi
AQ

AM
=

AN

AM ′ ,
AN

AM ′ =
AP

AD′ ,
AP

AD′ =
AO

AD
, pa je

AQ

AM
=

AO

AD
, odakle

je QO ‖ MD, odnosno QO ⊥ BC.
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2. Neka je xn = anbn, za n ∈ N. Kako je

xn+1002 − xn =

99∑

i=0

100∑

j=1

(n + j + 100i)2010 ≡
99∑

i=0

100∑

j=1

(n + j)2010

= 100 ·
100∑

j=1

(n + j)2010 ≡ 0 (mod 100),

i xn+1002 , xn ∈ {0, 1, . . . , 99}, sledi xn+1002 = xn (za svako n ∈ N). Sledi
an+1002 = an i bn+1002 = bn, pa je niz a1, b1, a2, b2, . . . periodiqan, tj.
uoqeni broj je racionalan.

Drugo rexeƬe. Neka je Sk(n) = 1k + 2k + . . . + nk (za svako k ∈ N0,

n ∈ N). Po binomnoj formuli je
k∑

i=0

(−1)k−i

(
k + 1

i

)
ji = jk+1 − (j −

1)k+1, pa sledi
k∑

i=0

(−1)k−i

(
k + 1

i

)
Si(n) =

k∑

i=0

(−1)k−i

(
k + 1

i

) n∑

j=1

ji =

n∑

j=1

k∑

i=0

(−1)k−i

(
k + 1

i

)
ji =

n∑

j=1

(
jk+1 − (j − 1)k+1

)
= nk+1, odakle indukci-

jom po k sledi da je Sk(n) polinom stepena k + 1 po n sa racionalnim
koeficijentima (S0(k) = k).
Neka je c najmaƬi zajedniqki sadrжalac imenilaca koeficijenata
polinoma koji odgovara izrazu Sk(n). Kako 100c | cSk(n+100 ·c)−cSk(n)
(cSk(x) ∈ Z[x]), sledi 100 | Sk(n + 100 · c)−Sk(n), pa je niz a1, b1, a2, b2, . . .
periodiqan, tj. uoqeni broj je racionalan (za svako k ∈ N, pa i za
k = 2010).

3. (a) Za n = 1 dobija se f(1) + f(1 + f(1)) = 1, odakle sledi f(1) 6 1.
Iz f(1) = 0 sledi f(1) + f(1 + f(1)) = 0 + f(1) = 0 6= 1, pa je f(1) = 1 i
1 = f(1) + f(1 + f(1)) = 1 + f(2), odnosno f(2) = 0. Za n = 2 dobija se
f(2) + f(2 + f(2)) = 0 + f(2) = 0 6= 2. Iz dobijene kontradikcije sledi
da u ovom sluqaju funkcionalna jednaqina iz zadatka nema rexeƬa.
(b) Neka je f(a) = t. Tada za j ∈ N0 vaжi

f(2ja) = 2jt i f(2j(a + t)) = 2j(a − t). (�)

Dokaz indukcijom; za j = 0 prva relacija je f(a) = t, a zamenom n = a
u jednaqinu iz zadatka se dobija a = f(a) + f(a + f(a)) = t + f(a + t), tj.
druga relacija (baza indukcije); ako vaжi (�), zamenom n = 2j(a + t)
u jednaqinu iz zadatka se dobija 2j(a + t) = f(2j(a + t)) + f(2j(a + t) +
f(2j(a+t))) = 2j(a−t)+f(2j+1a), odakle je f(2j+1a) = 2j+1t, pa se zamenom
n = 2j+1a u jednaqinu iz zadatka dobija 2j+1a = f(2j+1a) + f(2j+1a +
f(2j+1a)) = 2j+1t + f(2j+1(a + t)).
Na osnovu funkcionalne jednaqine iz zadatka, vrednost f i nekoj
taqki a1 jednoznaqno odre�uje vrednost u taqkama ak+1 = ak + f(ak),
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za k > 1, i nigde vixe, tj. ure�en par (a, t), gde je f(a) = t, odre�uje
vrednosti f na skupu Aa,t = {2ja, 2j(a + t) | j > 0} i nigde vixe, pa
se f jednoznaqno moжe dobiti ako se N prikaжe kao disjunktna unija
skupova Aa,t (ako je unija N, tu �e biti i definisana; ako je disju-
nktna, f �e biti dobro definisana).
Dakle, dovoƩno je izabrati nizove (an)n>1 i (tn)n>1, tako da se me�u
brojevima an, an + tn (n ∈ N) svaki neparan broj nalazi taqno jednom.
To se moжe posti�i izborom

In : a
(n)
k = 4k − 3, za n ∈ N, t

(n)
k =





4n − 2, za k = 1
6 − 4n, za k = n

2, inaqe

(zaista, a
(n)
1 = 1, a

(1)
1 + t

(n)
1 = 4n − 1, a

(n)
n = 4n − 3, a

(n)
n + t

(n)
n = 3 i an

j =

4j − 3, a
(n)
j + t

(n)
j = 4j − 1, za j /∈ {1, n}).

Svaki izbor In odre�uje neku funkciju f (n), koja zadovoƩava funkcio-
nalnu jednaqinu iz zadatka. Kako za m 6= n vaжi f (n)(1) = 4n−2 6= 4m−
2 = f (m)(1), tako dobijene funkcije su razliqite, pa u ovom sluqaju
funkcionalna jednaqina iz zadatka ima beskonaqno mnogo rexeƬa.

4. Neka je f0 = f2 − f1 = 0 i f−n = (−1)n+1fn za n ∈ N; niz (fn)n∈Z zado-
voƩava rekurentnu relaciju iz zadatka (indukcija, f−1 = −1, f−2 = 1;
ako je f−n = (−1)n+1fn, f−n−1 = (−1)n+2fn+1, sledi f−n−2 = f−n −
f−n−1 = (−1)n+1fn − (−1)n+2fn+1 = (−1)n+3(fn + fn+1) = (−1)n+3fn+2).
Neka je gj = fjfn−j, za n ∈ N, j ∈ {1, 2, . . . , n − 1}. Kako je gj = gn−j,
dovoƩno je posmatrati samo indekse 1 6 j 6

[
n
2

]
. Kako je

fmfn+1 − fm+1fn = (−1)nfm−n za sve m ∈ N, n ∈ N0, m > n

(za n = 0 tvr�eƬe je fm = fm, a za n = 1 glasi fm − fm+1 = −fm−1; ako
je tvr�eƬe taqno za n − 2 i n − 1, za svako m > n sledi

fmfn+1 − fm+1fn = fm (fn + fn−1) − fm+1 (fn−2 + fn−1)

= (fmfn − fm+1fn−1) + (fmfn−1 − fm+1fn−2)

= (−1)n−1fm−n+1 + (−1)n−2fm−n+2

= (−1)n (fm−n+2 − fm−n+1) = (−1)nfm−n,

pa je tvr�eƬe dokazano indukcijom po n), sledi (za 2k 6
[

n
2

]
−1, odakle

n − 4k − 2 > 0)

f2kfn−2k − f2k+2fn−2k−2 = −(f2k+1fn−2k−1 − f2kfn−2k)

− (f2k+2fn−2k−2 − f2k+1fn−2k−1)

= (−1)2k(−fn−4k−1 + fn−4k−3) = −fn−4k−2 6 0.

Analogno je f2k+1fn−2k−1−f2k−1fn−2k+1 = −fn−4k 6 0 (za 2k−1 6
[

n
2

]
−1,

odakle n − 4k > 0).
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Dakle, ako je n = 4m + p, gde je m ∈ N0, p ∈ {0, 1, 2, 3} i δ =
[

p
2

]
, vaжi

f2fn−2 < f4fn−4 < . . . < f2mf2m+p

6 f2m−1+2δf2m+p+1−2δ < . . . < f3fn−3 < f1fn−1,

gde se jednakost (na mestu gde se pojavilo 6) dostiжe ako i samo ako
n ≡ 1 (mod 4).

5. (a) Neka su zvezdice podeƩene u parove, tako isti par zvezdica
u prve dve jednaqine qine one koje su uz istu promenƩivu (par qine
i zvezdice koje predstavƩaju slobodne qlanove prve dve jednaqine),
a sve preostale se proizvoƩno podele (kako je ukupan broj zvezdica
paran, ovo je mogu�e uraditi). Ako se Branko pridrжava strategije:

1◦ kada Aca upixe broj umesto neke zvezdice koja se ne nalazi u
nekoj od prve dve jednaqine, on umesto zvezdice koja je sa Ƭim u
paru upixe proizvoƩan broj;

2◦ kada Aca upixe broj umesto neke zvezdice koja se nalazi u nekoj
od prve dve jednaqine, on umesto zvezdice koja je sa Ƭim u paru
upixe isti broj ako se zvezdica nalazi uz promenƩivu, odnosno
razliqit broj ako je u pitaƬu zvezdica uz slobodan qlan;

nakon zavrxetka igre, prve dve jednaqine �e imati jednake ,,leve”, a
razliqite ,,desne” strane, pa �e sistem biti protivreqan, tj. u ovoj
situaciji Branko moжe pobediti bez obzira kako igra Aca.
(b) Neka su zvezdice iz prve kolone (tj. zvezdice uz promenƩivu x1)
podeƩene u parove na proizvoƩan naqin; u okviru iste jednaqine neka
2i-ta i 2i + 1-va (za 1 6 i 6 1005) zvezdica qine par (gledano ,,sleva–
nadesno”). Na ovaj naqin sve zvezdice su podeƩene u parove (ima ih
parno, pa se to moжe uraditi). Ako se Branko pridrжava strategije:

1◦ kada Aca upixe broj umesto neke zvezdice koja se nalazi u prvoj
koloni, on umesto zvezdice koja je sa Ƭim u paru upixe proizvo-
Ʃan broj;

2◦ kada Aca upixe broj a umesto neke zvezdice koja se ne nalazi u
prvoj koloni, on umesto zvezdice koja je sa Ƭim u paru upixe −a;

dobija se sistem jednaqina, kome prostor rexeƬa sadrжi



(0, b, b, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

2006

,−1) | b ∈ R



 ,

tj. sistem ima beskonaqno mnogo rexeƬa, tj. i u ovoj situaciji
Branko moжe pobediti bez obzira kako igra Aca.
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Tre�i razred , B kategorija

1. Neka se taqka A nalazi u preseku pravih p1 : 3x + 5y − 14 = 0 i
p2 : x + 3y − 5 = 0, i neka su B i C preostala dva temena trougla iz
zadatka, koja pripadaju p1 i p2, redom. Tada B pripada pravoj koja je
normalna na p2 i sadrжi H, tj. (kako jednaqina p2 glasi y = − 1

3 ·x + 5
3

i kako me�usobno normalne prave imaju koeficijente pravca koji u
proizvodu daju −1) y = 3x + n, gde je 1 = 3 + n (H pripada toj pravoj),
odnosno y = 3x − 2. Dakle, koordinate taqke B zadovoƩavaju sistem
3x + 5y = 14, y = 3x− 2, odakle je B

(
4
3 , 2

)
. Analogno, C pripada pravoj

koja je normalna na p1 i sadrжi H, tj. (kako jednaqina p1 glasi y =
− 3

5 ·x+ 14
5 i kako me�usobno normalne prave imaju koeficijente pravca

koji u proizvodu daju −1) y = 5
3 · x + n, gde je 1 = 5

3 + n (H pripada toj
pravoj), odnosno y = 5

3 ·x− 2
3 . Dakle, koordinate taqke C zadovoƩavaju

sistem x + 3y = 5, y = 5
3 · x − 2

3 , odakle je C
(

7
6 , 23

18

)
.

Konaqno, jednaqina prave kojoj pripada tre�a stranica trougla je

jednaqna prave BC, tj. y = 2+
(
x − 4

3

)
· 2 − 23

18
4
3 − 7

6

= 2 + 13
3 ·
(
x − 4

3

)
, odnosno

39x− 9y − 34 = 0 (Tangenta 55, str. 45, Pismeni zadaci, zadatak 2).

2. Jednaqina
√

3−1
sin x

+
√

3+1
cos x

= 4
√

2 ima smisla za x ∈ D = R \ {kπ
2 |

k ∈ Z}. MnoжeƬem sa sin x cos x

2
√

2
dobija se (ekvivalentna na D) jedna-

qina
√

3−1
2
√

2
· cosx +

√
3+1

2
√

2
· sin x = 2 sinx cosx. Kako je

√
3−1

2
√

2
∈ [ 0, 1 ],

postoji jedinstveno α ∈
[
0, π

2

]
tako da je sin α =

√
3−1

2
√

2
. Tada je cosα =√

1 −
(√

3−1
2
√

2

)2

=

√
4+2

√
3

8 =
√

3+1
2
√

2
i cos 2α = 2 cos2 α − 1 =

√
3

2 .

Kako je 2α ∈ [ 0, π ] i kako jednaqina cosx =
√

3
2 na ovom intervalu ima

jedinstveno rexeƬe x = π
6 , sledi 2α = π

6 , pa je jednaqina ekvivalentna

sa sin
(
x + π

12

)
= sin π

12 cosx+cos π
12 sin x = sin 2x ⇔ 0 = 2·sin x− π

12

2 ·cos
3x+ π

12

2 .

Dakle, rexeƬa jednaqine su x = π
12 +2kπ i x =

π+2kπ− π
12

3 (za proizvoƩno
k ∈ Z). Kako su rexeƬa u prvom kvadrantu π

12 i 11π
36 > π

12 i kako je
π
12 = 15◦, sledi da postoji rexeƬe jednaqine oblika n◦ (za neko n ∈ N),
kao i da je najmaƬe takvo rexeƬe za n = 15.

3. Kako je |z2+1| = |z2−i2| = |z−i| ·
|z+i|, sledi z ∈ S ⇔ (|z − i| − 1)·|z+
i| = 0 ⇔ (|z − i| = 1 ∨ z = −i), pa S
qine oni kompleksni brojevi qije
odgovaraju�e taqke leжe na kru-
жnici jediniqnog polupreqnika
sa centrom u taqki koja odgovara
broju i, kao i taqka −i.

Poxto |z1 − z2| predstavƩa rasto-
jaƬe izme�u taqaka odre�enih

0

−i

i

2i

DR10 3B3
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kompleksnim brojevima z1 i z2, sledi da je najve�e mogu�e rastoja-
Ƭe taqaka iz S jednako 3 (ako z1 i z2 pripadaju kruжnici, Ƭihovo
rastojaƬe nije ve�e od preqnika kruжnice, tj. 2; najudaƩenija taqka
kruжnice od −i je taqka 2i, a rastojaƬe ove dve taqke je 3) i dostiжe
se ako i samo ako je {z1, z2} = {−i, 2i}.

4. Neka je Sn = 1 + 2 + . . . + n =
n(n + 1)

2
. Kako je

Sm − Sn =
m(m + 1)

2
− n(n + 1)

2
=

m2 − n2 + m − n

2
=

(m − n)(m + n + 1)

2
,

ukoliko je m = n + 200, sledi Sn+200 − Sn = 100 · (2n + 201), pa 100 |
Sn+200 − Sn. Sledi an+200 = an i bn+200 = bn, pa je niz a1, b1, a2, b2, . . .
periodiqan, tj. uoqeni broj je racionalan.

5. Ako je S konaqan, postoje dve taqke iz S koje su na najmaƬem rasto-
jaƬu; neka su to A i B. Ako je C ∈ S taqka na kruжnici sa preqnikom
AB tada je △ABC pravougli sa pravim uglom kod C, pa je CA < AB,
xto je kontradikcija sa naqinom izbora taqaka A i B.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Neka su O1 i O2 centri
k1 i k2, redom. Iz jednakosti
periferijskih uglova u k1 sledi
∢AMN = ∢AO2N , a iz odnosa ce-
ntralnog i periferijskog ugla u
k2 sledi ∢PMN = 1

2 · ∢PO2N , pa
je AO2 simetrala ∢PO2N . Kako je
△PNO2 jednakokrak, sledi AO2 ⊥
PN . Analogno je O2B ⊥ PM , pa
je P ortocentar △AO2B. Opisana
kruжnica ovog trougla je k1.

M

O1

O2

N

P

B

A

S

C
D

X

DR10 4A1

Neka je X taqka simetriqna sa P u odnosu na S. Tada je X ∈ k1

(taqka simetriqna ortocentru u odnosu na sredixte stranice), kao
i X − O1 − O2 (O1S ‖ O2P i O1S = 1

2 · O2P ) (,,veliki zadatak”), pa
je ∢XCO2 = 90◦, tj. C je na sredini tetive PD kruga k2. Dakle,
PC = CD.

2. Za 1 6 k 6 p − 1 vaжi p ∤ k i p | k3 + (p − k)3, pa k3+(p−k)3

p
∈ N i

k3

p
, (p−k)3

p
/∈ N. Sledi 0 <

{
k3

p

}
+
{

(p−k)3

p

}
< 2 i

{
k3

p

}
+
{

(p−k)3

p

}
∈ Z, pa

je
{

k3

p

}
+
{

(p−k)3

p

}
= 1, odnosno

[
k3

p

]
+
[

(p−k)3

p

]
= k3+(p−k)3

p
− 1.
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Sledi

p−1∑

k=1

[
k3

p

]
=

1

2
·

p−1∑

k=1

([
k3

p

]
+

[
(p − k)3

p

])
=

1

2
·

p−1∑

k=1

(
k3 + (p − k)3

p
− 1

)

= −p− 1

2
− 1

p
·

p−1∑

k=1

k3 = −p − 1

2
+

1

p
· p2(p − 1)2

4

=
p − 1

4
·
(
−2 + p2 − p

)
=

(p − 2)(p − 1)(p + 1)

4
.

3. Broj je racionalan (u sistemu sa proizvoƩnom bazom) ako i samo
ako je Ƭegov zapis, poqev od neke pozicije, periodiqan (ako je zapis
konaqan, moжe se podrazumevati da je perioda duжine 1 (sastavƩena
od cifre 0); to nije neophodno u ovom zadatku, poxto je iz konstru-
kcije broja x jasno Ƭegov zapis nije konaqan). Ako je x racionalan,
neka je n0 pozicija od koje Ƭegov zapis postaje periodiqan i neka je
duжina periode T = 2t · y (t ∈ N0, 2 ∤ y). Niz

(
2t(4k + 2 − y)

)
k∈N

nije

ograniqen odozgo, pa postoji k0 ∈ N takvo da je α = 2t(4k0 + 2− y) > n0.
Kako je an jednak najve�em stepenu broja 2 koji deli n, sledi aα = t.
Me�utim, kako je α + T = 2t+1(2k0 + 1), sledi aα+T = t + 1, pa, kako su
t i t + 1 razliqite parnosti, sledi bα 6= bα+T , xto je u kontradikciji
sa T -periodiqnox�u niza (bn)n>n0

.
Iz dobijene kontradikcije sledi da je x iracionalan.

4. Svaki prost broj p > 3 je oblika 6k ± 1, za neko k ∈ N0, pa vaжi
2 cos pπ

3 = 2 cos
(
2kπ ± π

3

)
= 1. Kako je cos 3x = 4 cos3 x − 3 cosx, sledi

1 = 2 cos pπ
3 = 8 cos3 pπ

9 − 6 cos pπ
9 =

(
2 cos pπ

9

)3 − 3 ·
(
2 cos pπ

9

)
, odakle sledi

tvr�eƬe zadatka.

Drugo rexeƬe. Koreni polinoma z9 + 1 su cos
(

π
9 + 2kπ

9

)
+ i · sin

(
π
9 + 2kπ

9

)
,

za −4 6 i 6 4 (ovi brojevi su razliqiti, tj. ovaj polinom nema
vixestrukih nula), a polinoma z3 + 1 su cos

(
π
3 + 2kπ

3

)
+ i · sin

(
π
3 + 2kπ

3

)
,

za −1 6 k 6 1. Kako je z9 + 1 = (z3 + 1)(z6 − z3 + 1), koreni polinoma su
cos jπ

9 + i · sin jπ
9 , za j ∈ {−7,−5,−1, 1, 5, 7}. Sledi

z6 − z3 + 1 =
(
z2 − 2z cos

π

9
+ 1
)(

z2 − 2z cos
5π

9
+ 1

)(
z2 − 2z cos

7π

9
+ 1

)
,

odakle je (izjednaqavaƬem koeficijenata uz z, z2, z3 u predhodnoj jedna-
kosti)

−2 ·
(
cos π

9 + cos 5π
9 + cos 7π

9

)
= 0,

3 + 4 ·
(
cos π

9 cos 5π
9 + cos 5π

9 cos 7π
9 + cos 7π

9 cos π
9

)
= 0,

−8 cos π
9 cos 5π

9 cos 7π
9 − 2 ·

(
cos π

9 + cos 5π
9 + cos 7π

9

)
= −1,

odakle je cos π
9 + cos 5π

9 + cos 7π
9 = 0,

cos π
9 cos 5π

9 + cos 5π
9 cos 7π

9 + cos 7π
9 cos π

9 = − 3
4 ,

cos π
9 cos 5π

9 cos 7π
9 = 1

8 .
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Na osnovu Vietovih pravila sledi da su cos π
9 , cos 5π

9 , cos 7π
9 koreni

polinoma 8y3 − 6y − 1, pa su 2 cos π
9 , 2 cos 5π

9 , 2 cos 7π
9 koreni polinoma

x3 − 3x − 1.
Kako je svaki prost broj ve�i od 3 oblika 9k ± r, za neko k ∈ N0, 2 | k
i neko r ∈ {1, 5, 7} (broj ve�i od 2, deƩiv sa 2, je sloжen; broj ve�i
od 3, deƩiv sa 3, je sloжen), sledi (poxto 2 | k, neka je k = 2k1, k1 ∈
N0) 2 cos

pπ

9
= 2 cos

(
2k1π ± rπ

9

)
= 2 cos

(
±rπ

9

)
= 2 cos

rπ

9
, tj. tvr�eƬe

zadatka.

5. Neka su bojama pridruжeni brojevi iz {1, 2, . . . , 2010}. Ukoliko
decimalni zapis broja c ima period k, neka su sve taqke prave y = c
obojene bojom j, tako da je j − 1 ≡ k (mod 2010), a ukoliko decimalni
zapis nije periodiqan, neka je prava y = c obojena proizvoƩno. Pro-
jekcija proizvoƩne kruжnice na x-osu je interval (za uoqenu kruжni-
cu, neka je to [ a, b ]). Kako za proizvoƩno 0 6 k 6 2009, proizvoƩan
interval sadrжi broj c kome je decimalni zapis periodiqan sa pe-
riodom k (u [ a, b ] postoji broj oblika n + 0, a1 . . . am, tako da je n ∈ Z,
am < 9 i n + 0, a1 . . . (am + 1) ∈ [ a, b ]; ako je b1, . . . , bk neperiodiqan niz,

broj c = n + 0, a1 . . . am + 1
10m · b1...bk

10k−1 ima period decimalnog zapisa k
(poqev od pozicije m +1) i pripada [ a, b ]) i kako y = c seqe kruжnicu,
sledi tvr�eƬe zadatka.

Qetvrti razred , B kategorija

1. Jednaqina ima smisla za a > 0. Kako je sin 3x + cos 3x =
√

2 ·
(

1√
2
· sin 3x +

1√
2
· cos 3x

)
=

√
2 ·
(
cos

π

4
· sin 3x + sin

π

4
· cos 3x

)
=

√
2 · sin

(
3x +

π

4

)
, jednaqina je ekvivalentna sa sin

(
3x +

π

4

)
= log 1

π
a,

pa (kako je slika funkcije sin
(
3x + π

4

)
jednaka [−1, 1 ]), ima rexeƬa

ako i samo ako je −1 6 log 1
π

a 6 1 ⇔ a ∈
[

1

π
, π

]
( 1

π
< 1, pa je funkcija

x → log 1
π

x opadaju�a) (Tangenta 56, str. 31, Pismeni zadaci, zadatak

2).

2. Jednaqina ima smisla za x ∈ R. Neka je t =
(√

2 − 1
)x

. Kako je

5
√

2 − 7 =
(√

2 − 1
)3

, nejednaqina postaje t3 − 5t + 2 6 0 i zadovoƩena

je za t ∈ (−∞,−(1 +
√

2) ]∪[
√

2 − 1, 2 ]. Kako je t > 0, sledi
√

2 − 1 6(√
2 − 1

)x
6 2. Kako je 0 <

√
2 − 1 < 1, funkcija x →

(√
2 − 1

)x
je

opadaju�a, pa sledi da je rexeƬe nejednaqine x ∈
[
log√ 2−1 2, 1

]
.

3. Neka su R i Vl,redom, polupreqnik i zapremina lopte. Neka su r, Vk

i h,redom, polupreqnik osnove, zapremina i visina kupe opisane oko
te lopte. Presek ravni koja sadrжi preqnik osnove i visinu kupe sa
kupom je jednakokraki trougao (osnovice 2r i visine h), a sa loptom
krug (upisan u prethodni trougao, polupreqnika R). Neka je ugao na
osnovici tog trougla 2ϕ.
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Kako je tg 2ϕ =
H

r
i tg ϕ =

R

r
, sledi

Vl

Vk

=
4
3 · R3π

1
3 · r2Hπ

=
4R3

r2H
=

4 tg3 ϕ

tg 2ϕ
=

4 tg3 ϕ(1 − tg2 ϕ)

2 tg ϕ
= 2 · (tg2 ϕ − tg4 ϕ).

Ako je f : R+
0 → R definisana sa

f(x) = 2x2 − 2x4, kako je f(0) = 0,
lim

x→∞
f(x) = −∞, f ′(x) = 4x − 8x3 =

4x(1− 2x2) (jedina pozitivna nula

je
√

2
2 ), f

(√
2

2

)
= 1

2 , sledi da je

Vl

Vk

= 2 tg2 ϕ − 2 tg4 ϕ 6
1

2
i ova

vrednost se dostiжe za tg ϕ =
√

2
2 ,

tj. najve�i mogu�i koliqnik je 1
2 .

H
R

r

ϕ

DR10 4B3

4. Neka su parabole iz teksta zadatka P1 i P2. Neka je koordinatni
sistem postavƩen tako da su x i y osa tog sistema direktrise, redom,
parabola P1 i P2. Neka su koordinate жiжa F1(p1, q1) i F2(p2, q2) (u
tom sistemu) i neka su koordinate preseqnih taqaka Ai(xi, yi), za i ∈
{1, 2, 3, 4}. Kako je parabola geometrijsko mesto taqaka koje su jednako
udaƩene od жiжe i direktrise, za svako i ∈ {1, 2, 3, 4} vaжi

Ai ∈ P1 ⇒ (xi − p1)
2 + (yi − q1)

2 = y2
i , Ai ∈ P2 ⇒ (xi − p2)

2 + (yi − q2)
2 = x2

i ,

odnosno x2
i − 2p1xi − 2q1yi + p2

1 + q2
1 = 0, y2

i − 2p2xi − 2q2yi + p2
2 + q2

2 = 0.
Sledi da za proizvoƩnu taqku O(α, β) ravni, vaжi

|AiO|2 = (xi − α)2 + (yi − β)2 = x2
i + y2

i − 2xiα − 2yiβ + α2 + β2

= (2p1xi + 2q1yi − p2
1 − q2

1) + (2p2xi + 2q2yi − p2
2 − q2

2)

− 2xiα − 2yiβ + α2 + β2

= 2xi(p1 + p2 − α) + 2yi(q1 + q2 − β) + α2 + β2 − p2
1 − q2

1 − p2
2 − q2

2 .

Ako je α = p1 + p2 i β = q1 + q2, vrednost posledƬeg izraza ne zavisi
od brojeva xi, yi (i ∈ {1, 2, 3, 4}), pa se taqka O(p1 + p2, q1 + q2) nalazi na
jednakom rastojaƬu od taqaka A1, A2, A3 i A4, tj. taqke A1, A2, A3 i A4

pripadaju jednoj kruжnici.

5. Neka je H podnoжje normale iz A na BE, a P i Q preseci AH
sa CE i BD, redom. Neka je K podnoжje normale iz C na BE.
Tada je ∢KCB = ∢HBA (uglovi sa normalnim kracima), a kako je

i ∢BHA = ∢CKB = 90◦, sledi △CKB ∼ △BHA. Sledi
CK

BH
=

BK

AH
=

BC

AB
= tg ∢BAC. Kako je △EHP ∼ △EKC (∢PEH = ∢CEK,
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∢EHP = ∢EKC = 90◦), sledi

PH =
EH · CK

EK
=

EH · BH · tg ∢BAC

EB − BK
=

EH · BH · tg ∢BAC

EB − AH · tg ∢BAC
.

Analogno je QH =
EH · BH · tg ∢DAE

EB − AH · tg ∢DAE
, pa kako je ∢BAC = ∢DAE,

sledi PH = QH, odakle je AP = AQ, tj. P ≡ Q. Sledi P ≡ Q ≡ O i
AO ≡ AH ⊥ BE, tj. tvr�eƬe zadatka.

A

B

C D

EK H

O ≡ P ≡ Q

DR10 4B5
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