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Y Bom

IIpBo ma ce ocBpHEMO Ha HACIOB KOjU HUj€ Yy MOTIIYHOCTU TadyaH — 30Up-
Ka CAAP:KM CBa TakMuuema y mKoiIcko] 2002/3. n 2003/4. roauum mon
nokposuresscTBOM JpymrBa maremarumuapa Cpbuje, Ha KOojuma cy yue-
CTBOBAJIM YUEHUIM U3 HAIIE 3€MJbe.

Osa 30upka je HacTaja ca jeJHUM I[UJbEM — & C€ YUYEHUIM MTO 5O-
Jbe MpUNpeMe 33 TAKMUYEHha U 1a, KA0 MMOCJIeIUIa IPETXOMHOT, 10 AUTHEMO
HUBO pe3yJiTaTa HAIIUX TaKMuJyapa Ha MeDhyHapomHuM MaTeMaTUYKUM TaK-
vuuemuma (Mebhymapomma maremaTwuka osmMmmnujana, eHr. Internation-
al Mathematical Olympiad, IMO; Banrauujana, eumr. Balkan Mathematical
Olympiad, BMO). ¥ ckuony oBe mmeje ce Hasaze U TEMATCKA U3AAHA
HpymrBa maremarnuapa Cpbuje (HejeqHAKOCTU, NUCKPETHA MATEMATUKA,
KOMOMHATOPUEKA, (yHKIMOHAJHE jeqHaumnHe, Teopuja 6pojesa. .. ), Koja cy
nocjenmhuX TOAVHA u3amia u3 mramie. /la je y HAIIO] 3eMibU CUTYaluja
TAKBA M1a C€ OBM IPOrPAMU Y MOTIYHOCTU MOTY WUCIPATUTHU MOTIYHUM U
DOOPO OPraHW30BAHUM NPUNPEMAMa HAMMX MeDyHAPOOHUX €KUIa, pe3yJi-
TaTy O OWIM CBAKAKO jOII CjajHUjU M MU CE€ MCKPEHO HaJaMO Oa he mo
Tora mohu y ckopujoj oymyhuocTu.

On ocranux 30UpKK OBOT TUIA, HAIIA CE PA3JIUKY]je O IBe OUTHE Kapak-
TEPUCTUKE:

1. cBu 3amanu y 30upIiu Cy MOTIIYHO PEIIEHU, & 3a HEKe OJ HBUX je NaTo U
BUIIE CYMITAHCKA PA3IUUUTUX PEIICha;

2. 3amamuy Cy rpynUCaHU 10 TAKMUUYEHUMA, a He obJsacTuMa.

Cana hemo ”ob6pazinoxuru’ 3alTO CMO C€ OIIPENeJUIN 38 OBA ABA KOHIIEI-
Ta. 30MpKa OBOI TUIA MOpA Ia MMa CBe 3aJaTKe peleHe, na e 6m ocraje
HEKe HeJIOyMUuIle KO yUeHUKa. Tarobhe, KOHIENT NaBama BUIIE DPELIeHa
nucTor 3anartka (Koju je mpucyTaH W Ha MehyHApOOHUM TakMUUYemUMa) je
u3y3eTHO OUTaH na OM yUeHUIM BUAEIU I CE jelaH 3aAaTaK MOKE PEIIUTUI
Ha HEKOJIMKO HOTIIYHO PAa3JUMYUTUX HAYMHA, KA0 U 14 j€é MATEMaTUKA jeIHa
BEJIMKA I[EJIMHA KOja je cacTaB/be€HA O CaMO HAM3IJIE] HEIOBE3aHUX IeJIO-
Ba. Jla Obucmo oBO miaycTpoBaim uckopucrtuhemo ciaenehy meradopy:
SaMuciaure OOKcepa KOjU 3HA caMoO jenaH ympapal, Huop. mupekr. OH je
caBpImeHo yBexkDao Taj ymapall, aju He 3Ha HUjemaH apyru. Rana mzabe
Yy PUHT, UCKyCaH IPOTHUBHUK Ne TO BeoMma Op30 mpumeTutu u Oiokupahe
CBe Herose ynapre. Ay na OH 3HAa U KPOIIE U alepKAT, CUTYPHO Ou



Morao odexkuBaTu 00spu pesynrar. Mcra curyamuyja je m y MATEMaTHUIN.
Axo0 3HAMO BUIIE PA3JIUUYUTUX METOAA HATU MPOBJIEM MOMKEMO HANACTU Ca
pa3HuX CTpaHa, Te cy HaM crora Belie mance ga ra caBiazaMmo.

Jom jemar pasmor ma 3azarke I'DyNHIIEMO IO TakMuuemrMma (y3 HO-
IaTKe Kaja U TIe je OPraHW30BaHO TAKMUUEHe, KA0 U KOJIMKO BPEMeEHa je
6uno npensubeno 3a m3pany) je ma ydeHUIUMa NPUOIKUAMO IEJIOKYITHU
CUCTEM TAKMUYEHa Yy HAIIOj 3eMJbU, Ka0 U HA MehHyHAPONHUM TaKMUYEHU-
Ma (ayTopu mMucie ga BelimHa HAIMX yUYEHUKA OCTU:KE ciaabuje pesynrare
Ol OUEKUBAHUX y CBOM IIPBOM M3JIACKY Ha MeDyHapomHy cueHy, 300r He-
MOBOJbHE TPUNPEMILEHOCTH HA YCJIOBE TAKMUUYEHa Ha TOM creneny). Tak-
MUYeHa U3 MaTeMaTUKe yoOMUajeHO ce OAp:KaBajy cy0OTOM, ajau Iae TO
HUje caydaj mocebHO cMo Harmacuiau (kon MeDhyHaApOMHUX TaKMUUEHa, KAo
U HEKUX TaKMUYema 3a u3bop exure).

CBu ayTopu Cy OUBIIM TAKMUYAPU, KOJjU CY MOCTULIIN 3alasKeHe Pe3yJl-
tate Ha MeDhyHapomanMm TakMmmuemuMma. CBU Cy ydYeCcTBOBAJU Y DPaLy
ca MJIaaVM TAJICHTOBAHUM ydeHUIMMa u3 Maremarndke ruMHA3Uje y
Beorpany (kojy cy CBU 3aBpmIMIN, TAKO 14 Cy H-0j IPUPOJHO OUIN HAJBUIIE
OKPEHYTH), aju U ca ocraguMm ydenuimma mupom Cpbuje u PemyGauke
CpIcke, TOKOM pa3HUX NPUIPEMA 38 CABE3HA U MehHyHApPOIHA TAKMUUYEHA.

OBme Mopamo Ja MOMEHEeMO CBe OHe €HTy3HujacTe, HOpeld ayTopa, KO-
ju cy IpeTxonHe IBe I'OJVHE ydyeCcTBOBaJIM y pany PemyOnumurxe xoMmmcuje
3a TaKMUYeHa cpemmomkoaana u3 maremaruke (bophe Kprunuh je 6uo
npencemuuk ose komucuje mroiucke 2002/3. romune, a Bragumup Bantuh
2003/4.):

1. Auuh mp Usan, Marematnuku ¢akynrer, Beorpan

2. Tajuh np Bopucaas, Maremaruuku uacturytr CAHY

3. Hoaunka ap Urop, IIMP, Hosu Can

4. Hopocaosauku np Panme, ®TH, Hosu Can, npencemuux IMC
5

Ilparosuh np Brammvup, Martemaruusku uncturyr CAHY, mupexrop
MI' y Beorpany

6. Hyromwuja np Bopbe, Maremarnurn ¢akynrer, Beorpan, Boba
OJIUMIIVjCKE EKUIIEe

7. sKusBroBuh np Mwnonpar, Maremarnukn dpaxynrer, Beorpan
8. Nromuuosuh mp Hebojma, [IM®, Kparyjesan

9. Kamenbypr ap 3opan, Marematuukn ¢akymnrer, Beorpan, npencen-
uuk CaBesa IPyUITABA MATEMATAYAPA

10. Kuexxesuh Mwuman, Maremarnuku ¢dakymnarer, Beorpan

11. Jlazosuh He6ojma, MunucrapcrBo mpocsere um cmoprta Pemybiauke
Cpbuje



12. Jlaynmanmosuh mp Maanen, Maremaruuku ¢pakynrer, beorpan
13. Mapurrkosuh Pacrro, Maremarnuka rumuasuja, Beorpan
14. Maprosuh np Ilerap, IIM®, Hosu Can

15. Mummhesuh Bopbe, IIpurcron, CAII

16. Munocasmmesuh Mugom, ITM®, Hum

17. Munaneunosuh np IlaBre, Maremarnuru ¢parynrer, beorpan, npencen-
uuk CaBe3He KOMUCHjE 38 TAKMUYCHA

18. Hukomuh mp HebGojma, Pakynrer opranusamuonnx #Hayka, beorpan
19. Orwmanosuh mp Cpbhan, Maremaruura rumuasuja, Beorpan

20. ITaBnoeuh WMBan, 'mmuaszuja Byk Kapanuh, Jlo3uauna

21. IlerpoBuh Hukona, MucTuryT 3a $pusury, Beorpan

22. Pamuosuh np Munena, Maremarnurku uncturyr CAHY

23. Cranojesuh Pane, IIM®, Hum

24. Tamosuh np Ilpenpar, Maremaruuku nacturyr CAHY

25. Tomnh Veamka, 'mmuasuja, Bameso

26. Tomuh np Parko, IIM®, Hosu Can

27. Uyruh np Jby6omup, I'pabeBunckn ¢paxynrer, Beorpan

[Topen unamoBa PenyOamuke rommcuje y m300py 3amaTaka 3a CABE3HO
TakMuYeme cy ydectBoBaiau u Buman 'oBemapuna (PenyGuuka Cprcka),
Pamusoje Byprosuh (Peny6auka Cprcka), Crnobonan Hlhenanosuh (Ip-
ma Lopa). OBOM mpmimkoM ce 3axBasbyjeMo U goMaliuHuMa perryGanmIrmux
U caBe3HUX TakMmMuuema y oBe nase romuue: [llanmy, Hosom Camy, Humy
u mornoBo [ITanmy. 3amaTtke 3a mpobHa TarkMuYema y MareMaTUyKOj TUM-
Hasuju y Beorpany (koja cy y mcro BpeMme oxp:kaBana u y Kparyjesuy,
Humy n Hosom Cany), mopen ayTopa, CACTaBLAIA Cy U TPEriemnaiin:
Jlaynanosuh Muaanen, Jlyknh Munusoje (ctynent Maremarnukor pakyii-
rera y Beorpany), Mapuakosuhi Pactko, Munuhesuh Hopbhe u Ilerposuhi
Huroumna.

[ToceGHO nmornasmwe y 0Boj 36upnu unae Cycperu ruMHA3Mja HEHTPAJIHE
Cpbuje. 3axBamyjemo ce Mromuuosuli HeGojuin Koju HaAM je mocsiao oBe
3aJ]aTKe, KA0 M CBUM YYECHUIMMAa OBOI cabopa MIIaanX U CTapUjUuX MaTe-
MaTHUJapa 13 OBOT neJsia Halmme pernybiawmke. Y Bpcruau cMmo u IIpse cycpere
y Hamy 30upKy, Mako cy oHu oapskanu mroscke 2001/2. romume, jep twm
3a Al HUCY HAIJIX MECTO HUA Y jeIHOj APYTrOoj MaTeMAaTUYKO] Iy OJIUKAIN]UT



(yrmyuyjyhu u uvaconuc Tanrenry, koja maje mperyies CKOpO CBUX IelIa-
Bamba y CBETy MATEMaTHKe HA OBUM IIPOCTODUMA).

ITocnenme mornasme OBe 30UPKE CAUNHABAJY PE3YJITATH HAIIUX yUSHU-
Ka yHa MehyHApOAHUM TaKMUUYEHUMA Yy OBE ABE T'OJIWHE, Ca ONNCOM Ha-
JBKHUjUX [elNIaBalma TOKOM OBUX TakMuUuema. [luib oBOr mesa KmuUre
je ma Oymyhmm yuecHUnMa OpubImEM aTMOC(Pepy Ha OBUM TAKMUUCHU-
ma. M3eemraj ca MO 2003. npey3ser je u3 unanka Dopba lyromwuje u
Baamuvupa Jamkosuha u3 Tanrente.

Osme mopamo ma ce 3axBaiaumo u Ilpempary Jamwuwmhy, nouenty
Maremaruuror ¢arxynrera y DBeorpany (rtakobe GuBmem TakMuuapy u
omuMIujIy ), Koju je passuo nporpamcku jesuk WinGCLC y3 momoh wo-
ra cy HaupTaHe CKOpo cBe (jenHa Huje) cauke y oBoj 30uprm. Mwucaumo
Ia CBU MaTeMaTuyapu, KOju ce cycpehy ca mprameM reOMeTPUjCKUX CIUKA
U penraBameM TeOMETPUjCKUX MpobiieMa, MOpajy Oa OBJIALA]y OBUM IIaKe-
ToM (CBu ayTopu Cy ce yBepuam ma je 3a oBO morpebuo 10-Tak MUHYTA,
jep je Help onnmuuno ypaben!), mapasuo mopen BTEX-a, koju je Beh mocrao
CTaHIAPI 32 Kylamkhe MAaTEeMATUYKUX Kibura u Hayyaux pamgoBa. WinGCLC
moskeTe Hahm Ha cnemehoj anpecn:

http://www.matf.bg.ac.yu/ janicic/gcle/index.html

Benuky 3axBaJgHOCT AyTyjeMO M PEIEH3EHTUMA KOjU Cy MAKJLUBUM UM~
TamkbeM PYKOIKCA M CyrecThjaMa IJOIPUHENN Ha KBAJUTETY OBe 30MpKe.
Kako Hujenna kmura Huje 6€3 rpemaga, MOJIUMO CBE UMTAOLE Oa HAM YKaKY
Ha CBe KOje youe. 3aciyre 3a JIENOTY 3aJaTaka CY UCKHbYUUBO HUXOBUX
Ipemiarada, MOK Cy 3a CBe I'DEIIKe V OBOj 30UPIM UCKIBYUYMBO OIIOBOPHU
ayToOpH.

Y Beorpany, debpyapa 2005. Ayropu



Takvmmnuema y 2003. rommanm

3BaHMUYHA TaKMUUYEHma

OIIMNITVNHCKO TAKMMNYEILE N3 MATEMATURE,
cyoora, 18.01.2003.

Bpeme 3a pad 180 munyma.
Ceaxu s3a0amarx epedu 20 noewa.

ITpBu pa3pen — A kareropuja

1. Hahu wajsehu 3ajemunuru nesmuman 6pojesa 11111111 w 111...11.
——— N———
8 100

2. Pacrojame usmeby cema A u B je 3 rmmomerpa. ¥ cexy A mma 100
baka, a y ceny B 50 baka. Ha koM pacrojamy on cena A tpeba carpamuru
IKOJIy, TAKO Oa YKyIaH IIyT KOju CBU hamu mpejase y TOKY jeTHOT maHa
Oyme HajMamu?

3. Heka cy a, b u ¢ cTrpanune Tpoyria u
_a n b L _a L c
p= b ¢ a’ 1= c b a
Iokazaru na je |p—q| < 1.

4. Nujaronana AC uersopoyraa ABCD ynucasor y Kpyr je IPEYHUK TOT
kpyra. [lokaszatu nma cy npojeknuje crpamuna AB u CD Ha nujaronasry
BD jennaxe.

5. CrymeHT je y TOKYy HETOTOQUINBUX CTyauja monoxmo 31 ucnur. CBake
TONVHE je Mao BUIIE WCIUTA HETO IPETXOMHE, & HA NIETOj TOAUHU j€ a0 TPU
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IIyTa BUIIE UCIUTA HErO Ha MPBOj. KOJNMKO Mcnura je CTyIeHT MOJIOKUO Ha
YETBPTOj TOAUHIU?

JIpyru pa3spen — A kareropuja

6. Basen ce mynu nsema nesuma 3a 6 catu. [IpBa nes Ou ra HamyHuiIa 3a
5 caTu Mame o apyre. 3a Koje Bpeme Ou Oa3eH HAILyHMIA IPYra HeB?

7. Y cryny meaux OpojeBa pemmuTH jeaHaYnHY

2% 4+ y* = 3(u? +v?).

8. Hera cy a u b peannu 6pojesu taksu 1a je (Vo € R) acosx+bcos3z < 1.
Iorasaru na je tazxa |b] < 1.

9. Heka je mar mpaBoyrau tpoyrao AABC ca mpaBuM yriioM KOJ TEMeHA
C («BCA =90°) u Heka cumeTpasa NpaBor yria Cevue XUIOTEHY3y Y TAUKU
D. Heka cy tauke K n E nomgao:xja HOpMasa u3 tauke D ua crpanune BC
u AC, pemom. Jlokasatu ma je

AD? 4+ BD? = (AE + BK)?.

10. Ha rarerama jemmarokpako-upasoyrior tpoyriaa AABC (mpas yrao
je <BCA = 90°), uzabpane cy tauke D € AC u E € BC, rakse nma je
CD = CE. Heka cy K u L Tauke ca nyxu AB, takse na je DK 1 AF u
CL 1 AE. Hokasaru na je KL = LB.

Tpehu pazpen — A kareropuja

n

11. orazatu ma jemmaumua x” + y™ = 2, n € N, Hema pemema y CKyIy

npupomHuX OpojeBa, rme je z < n.

12. Pemmtu cucteM y 3aBUCHOCTU O PEAJHOT MapamMeTpa a:

3:2% 4+ 2y — 3darcsinz = T
2T -y - arcsinz = —6
52 — 'y 4 arcsinz = 6a+2.

13. Ha kosuro mHauumna ce 6poj 2002 mo:ke mpencraBuTu y OOJIUKY 30mpa
mepactyhux npuponaux 6pojesa (Buie oJ jenHOr cabuUpKa) TAKBUX Ia je
U BUXOB npousBon jemHakx 20027
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14. Heka cy b = CA u ¢ = AB crpanune tpoyriaa ANABC u [, nyxuna
1 1 1
cumMeTpadie yriaa kon remena A. JlokazaTu na, ako BaKU 7 +-=—,oHHa
c

je <BAC = 120°.

l,

15. Muoroyrao Koju je ommcaH OKO Kpyra MOJYIPEYHUKa 7, PA3JIOKEH je Ha
KOHAYHO MHOTO TpoyrioBa. JlokaszaTu na je cymMa HOJIyIPEUYHUKA YIUCAHUX
Kpyrosa y Te Tpoyriose Beha ox r.

UYerBpTH pa3pen — A kareropuja

16. JlokasaTu na 3a MO3UTUBHE peaJiHe OpojeBe a, b U ¢ BayKU HEjeIHAKOCT

(a+b—c)(b+c—a)(c+a—>b) < abec.

17. Y cryny HEHETaTUBHUX LEJUX OpOjeBa PENIUTU jeTHAUNHY

=y + +y +u.

18. Ilokasartu ma 3a peasiHe OpojeBe a u b Baku

a<b = a®>—12a—16<b>—12b+ 16.

19. Heka cy a = BC, b= CA u ¢ = AB crpanure tpoyria AABC y kome
je <BAC =3 -<ABC. Ioka3aTtu na je Tana

be® = (a —b)%(a+b).

20. Muoroyrao Koju je OmMcaH OKO KPyra MOJYNPEYHUKA 7" PA3TOKEH je Ha
KOHAYHO MHOTO TpoyrioBa. JlokaszaTu na je cyMa NOJIyNPEYHUKA YIVCAHUX
Kpyrosa y Te Tpoyriose Beha on r.

IIpBu pa3pen — B kareropuja

21. Ucnuratu kana uspas (n — 2)3 +n® + (n +2)3, n € N, uuje nemus ca
18.

22. Pacrojame usmeby cena A u B je 3 kunomerpa. Y cexy A mma 100
baka, a y ceny B 50 baka. Ha kom pacrojamy on cena A tpeba carpamutu
IIKOJIy, TAKO & YKYIAaH IyT KOjU CBU DAIW Ipeja3e y TOKY jeOHOT IaHA
Oyme HajMamu?

23. DyBa ce Hana3u y KoopAuHATHO] paBHu. V3 rtauke (m,n) GyBa Moke
[a Ckour y jenHy ox tadaka (n,m), (m—mn,n) uau (m+n,n). Ha au Gysa
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Mmoske na mobe y taury (12,32) ako ce HA MOUYETKY HAJIA3U Y TAUKU:
a) (7,12); 6) (8,12)?

24. Tlosuaro je ma cy csu [luuukoBu [lnankoBu u na cy mexku on [lmornkoBa
[TmuakoBu. Koju mckaszm mopajy 6uTu TavyHU:

a) "Heku ITnankosu cy Ilnonkosu.”

6) "Heku Ilnnukosn mucy Ilnoukosn.”

B) "Hujenau Iluouk uuje [lnank.”

25. CryneHT je y TOKY DeTOTOIUIIEUX CTyauja monoskuo 31 uconut. CBake
TONUHE je JAa0 BUIIE UCIUTA HErO MPETXOIHE, a Ha IeTOj TONUHU je Oa0 TPU
IyTa BUIIE KCIUTA HErO HA NPBOj. KOMMKO mcnoura je CTyOeHT MOJIOKMO HA
YEeTBPTOj IOIUHU!

Ipyru pa3spen — B kareropuja

26. Dagzen ce mynu nBema mneBuMa 3a 6 catu. I[lpBa meB Ou ra HamyHMIA
3a b catu mMame o Apyre. 3a Koje Bpeme Ou Oa3eH HAIyHUIA OPYTa IeB?

27. Pemmru jemmaunny: (z—3)*+(z—4)* = (20—7)*, y crymy koMmTercHIX
Opojesa.

28. Heka cy a,b,c mo3uTuBHm 6pojesu, Taxsu na Baxu a’ + b2 +c? = 1.

V2
R

Horazatu na je a(b+c) <

29. Heka je mat npasoyrau tpoyrao AABC ca mpaBuM yrioM KO TEMEHa,
C («BCA =90°) u Heka cumeTpasa NPpaBor yIia CeYe XUIOTEHY3y y TAUKU
D. Heka cy tauke K u E nomguo:xja HopMmasia u3 tauke D ua crpanune BC
u AC, pemom. Ilokazaru na je

AD? 4+ BD? = (AE + BK)?.

3 . n
30. Hahwu cBe nmpuponue 6pojese n, Takse ma je 6poj z = (2——H> peaJiaH.
—1

Tpehu paspen — B kareropuja

31. Y mapasenorpamy ca cTpaHama @, b 1 OMTPUM yTIOM (¢ KOHCTPYUCAHE
cy cuMmeTrpaJie YHyTpammux yriaoBa. OapeauTy HOBPIIMHY YeTBOPOYyIJIA
ompebeHor TuM cuMeTpasaMma.

32. Pemuru jemmauwmny 410g10 T_39 + xloglo 4: 0.
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33. Ha paBnoM crTOy Haja3e ce TpU JOUTE, MOJIYIPEUYHUKA 11, Iy, 3. OHE
nomupyjy cro y taukama Ay, Ay u Az, pemom, u cBake nse ce mehycobuo
,Z[O,HI/Ipyjy. Axo je AlAQ = 4, A2A3 = 6, A1A3 = 8, mahu T1, T 1 T3.

34. Y tpocrpanoj mupamumu SABC cBM MBUYHU YTJIOBU KOX TeMeHa S
cy nmpasu. Heka je O mommoskje BucuHe mupamuze m3 temeHa S. Axko
je mospmuHa Tpoyriaa AAOB uerupu nyta Beha o4 MOBpHIIMHE TPOYyTJa
ABOC, nahu onunoc nospuuaa tpoyrioBa AASB u ABSC.

35. Kazamke Ha cary cy mpekjombeHe tauyno y noHoh. Kama he ce
caenehu myT npekmonuTu?

UYerBpTH; pa3pen — b kareropuja
36. Ilokasaru Ia CBU KOMIUIEKCHU 6pOjeBU z, 3a Koje Baxku |z —1| = 2|z+1],
npunanajy jemaoM kpyry. Hahu menrap m mosmynpedynur Tor Kpyra.

37. Hahu cBe npocre 6pojese p 3a koje je 6poj 7p+ 1 kBagpar mpupomHOT
Opoja.

38. Hahwu peasna pemema cucreMa jeTHAUMHA:

z?y? —2x 4+ 9% =0, 20 —4x +3+1y°=0.

39. Hexa je ag,a1,...,ay,0,+1 apuT™MeTuury HU3. Jloka3aTu na BaxKu:

(anant1)? — (arap)?

a13+a23+...+an3: 1d R

rue je d pasjuka HU3Aa.

40. Kazamre Ha cary cy mOpekynomsbeHe Tauyno y moHoh. Kama he ce
cnenehu myT npeknonuTn?

OKPYsKHO TAKMUYEIHLE 13 MATEMATUWURE,
cyoora, 01. 03.2003.

Bpeme 3a pad 180 muryma.
Ceaaxu 3adamax epedu 20 noewa.

IlpBu pa3pen — A kareropuja
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41. Hexa je k npuponan 6poj. Jlokasatu na 6poj 22142811 nuje nemus
ca 7.

42. Y cryny meanx OpojeBa PEmINTH jeHAYNHY

2m? +n? =2mn+3n.

43. JloxkazaTu ma 3a CBAKO N 2> 2 MOCTOJU N PA3IUYUTUX IPUPOIHUX OPO-
jeBa, TAKBUX Oa je 30Mp BUXOBUX KBaApaTa KBaIpaT HIPUPOITHOT Opoja.

44. Heka cy t, u t, TeXRUIIHE Iy:KU, KOje omarosapajy crpauurnama BC u
CA tpoyrna ANABC, a P werosa nospumHa. /lokaszatu na Baxu

Kana Baku jemmaxoct?

45. Y paBHU Cy maTe ABe Tauke u npasa. Komcrpyucatu tpoyrao AABC,
KOI Kora cy Te mBe Tauke cpemuinra crpanuna BC u CA, a Bucubna us
Temena A mpumanma maToj mpasoj.

Ipyru pa3spen — A kareropuja

46. Y ckymy peayHUX OpOjeBa PEIMUTU jeTHAYNHY
Vaz+z+1+2Vr+3 =622 -2z —18.

47. Ha xonnko HaurHa TAbIUIIA M X N MOKe Ha Ce INOIyHu O6pojeBmMa 1 u
—1, Tako ma mpom3Bond 6pojeBa y CBakoj BpcTu Oyne jemHak 1, a Mpou3BOL
OpojeBa y cBakoj KoJioHU Oyme —17

48. JlaT je Kpyr moaynpedHuka l. Y HEroBoj YHYTPAIIHOCTUA WIN HA
rpanunu, nzabpano je 8 rtauaka. [lokazartu ma meby muma mocroje nBe,
yuje je pacrojame mame on 1. Ila gu tBpbheme Basku 3a 7 tavaka 7

49. Taure A, B u C npunanajy jemsoj npasoj. Ham AB, BC u AC, kao
NPEYHUIMA, Ca UCTe CTPAHe Te MpaBe, KOHCTPYUCAHE Cy TPU MOIYKPYK-
uune. Ilenrap kpyskuune k, Koja qOaupyje CBaky O TPU AATE MOJYKDPYK-
HUIle, HaJIa3u ce Ha pacrojamy d onx npase AC. Hahu momynpeunuk kpysk-
aure k.

50. Tpoyrao cacrtaBmen on Texumaux aysku Tpoyriaa AABC cauuan je
tpoyray AABC. Hahu roepunujest canguocTu.

Tpehu pazpen — A kareropuja
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3 _pr4+qg=0, qg#0, Koja uMa Tpu peatHA

51. Ilara je jemHauywHa T
pememna.
a) Hoxrazaru nma je p > 0.

6) Ako je m ¢ > 0, morasaTy na 3a HaAjMAmU MO ANCOIYTHO] BPEXHOCTU

. . P 3/49
KODEH OBe jemHauuue, «, Baxku |a| < min 3 V3

52. Y cryny peajHuX OpojeBa PEUIUTHU CUCTEM jeTHAUNHA

1
\/1—|—1:1+\/1+:E2+...+\/1—|—x100:100\/1—|—m

1
\/1_5”1+\/1—ff2+'~~+m:mm/l—m.

53. Ilokazatu ma ce y KOOPDJAWHATHO] PABHU HE MOYKE HAIIPTATU KOHBEKCHU
YeTBOPOYTrao, KOMe je jeHa MujaroHalia IBa MyTa OyKa O APyTe, yrao
usmebhy mujaronasna my je 45°, a KOOpAMHATE CBUX TEMEHA Cy IeJIr OPOjeBU.

54. Jlara je tauka P ymyrap kpyra k. Kpos Tauky P mocraBibeHe cy
nBe MehycobGHO HOpMaJiHe TeTuBe. Y KOM IIOJIOKAj]Y je 30up Oy:KUHA TUX
TeTUBa HajMalmM, & ¥ KOM HajBellm 1 KOJIMKE Cy Te eKCTPEeMHE BPEeIHOCTH,
aKO je HOJyIpeYHUK Kpy:kHUIE R, a pacrojame Tauke P onm meHTpa Te
kpy:xuune d (0 < d < R)?

a
55. Hexa je a — 22992003, Ilita je sehe o }2003 YT 20037

YerBpTH paspen — A kareropuja

56. Y CKyIy KOMIUIEKCHUX OpOjeBa PEIMTU CUCTEM :
at +62%y° +yt =5
By +ay® = 1.
57. IloraszaTu ma 3a CBaKW NPUPOAAH OpPOj n Basku
@Cn+1)">=(2n)"+ (2n—-1)"
58. Hera je a1 =aa =1 u apy2 = an41 + @, 3a cBaxko n € N. Ilorazatu na
cy 3a cBako k,n € N 6pojesu kanyo + ap 1 kapys + apy1 y3ajaMHO IPOCTH.

59. Hexa je n € N 1 Hera je P mosuHOM ca neI00pOjHUM KOe()UIjeHTUMA,
rakaB xa je 0 < |P(i)] <m 3ai=1,...,n. Horasaru na monuaoMm P Hema
eJIO0POjHY HYITY.
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60. Hahwu majsehy moryhy sanpevMuny npaBuiHe UYeTBOPOCTDAaHE M-
pamume, 6oune uBuie 1.

IlpBu pa3pen — B kareropuja

61. Hexa je n mpuponan 6poj. Ilokazatu ma je 6poj 8n3 — 12n2 + 6n + 63
CIIOZKEH.

62. Hera je uerBopoyrao ABC'D u TeTUBHU U TAHTE€HTHU. AKO je pa3iiiKa
crpaauna AD u BC jemumaka pasaunu crpanuna AB u CD, mokasartu na
je AC mpeunuk kKpyra omnmcasHor oko uersopoyria ABCD.

63. Herxa cy m um n y3ajamuo mpoctu npuponau oOpojesu. I[lozmaTo je ma
3n—m

5+ 2m
OpOj KOjuUM ce OBaj Pa3IoMakK MOKE CKPATUTH.

ce pas3JoMak MOJK€ CKPATUTU HEKUM mpupomaauMm Opojem. Hahu

64. Jlokazaru ma ¢ymsnuja f: R — R, 3a kojy Basmm f(2?) — (f(x))? >

I

3a cBako * € R, HUje MHjeKTUBHA (Tj. mocroje x1,r2 € R, 1 # 2o, TakBu
ma f(w1) = f(w2)).
65. Y paBHE Cy mara ABa CKylla MapajieHUX TPaBUX d1,asg,...,a013 U by,

ba,...,b7. IIlpaBe mpBOT CKyma CeKy mpaBe APYToOr CKyma. Kosauko je mapa-
menorpama onpebeno oBum mpaBama?

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

66. lorkazaTty ma 3a CBAKO IPUPOIHO N, N > 2 BaKU HEjeTHAKOCT:

1 1 1
-+ +...+ - > 1.
n n+l n
. . 1
67. OxpenuTu cBe KOMIUIEKCHE GpojeBe z 3a Koje Baskm: |z| = — = [z —1].

K

68. Hexka jemmaumua (a — 1)z? —(a + 1)z +2a—1=0, a €R, a # 1 uua
pemema r1 U To. OmpemuTu BpemHOCT mapameTpa b, TAKO Ia MPOU3BOL
(1 — b)(x2 — b) me 3aBuCH Of a.

69. Y ckymy peasHUX OpoOjeBa PEMUTU jeTHAYNHY:

V2—x=1—+Vz—1
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70. Y mpasoyraom tpoyray AABC tauka D je mOgHOMK]e BUCUHE U3 TEMe-
va A wa xunoreny3y BC, E je cpemumire nysxu AD, a F je mpecek mpaBux
BE u AC. Axo je BD =4, CD =9, uahu ny:xuny nysku BF.

Tpehu pazpen — B kareropuja

71. OcHoBuIE TPaBOYTJIOr Tpame3a y Kora ce MO:Ke YIUCATHA KPYT Cy a U
b. VIspauyHaTu mMOBPIIMHY OBOT TpAIE3a.

72. Y sonty je ynmcaHa nMupaMuaa, drja je OCHOBa MPAaBOYTAOHUK IUja-
ronase d. Boune uBuie mupammme HarHyTe Cy IpeMa PAaBHUA OCHOBE IIOJ
yriom (3. Hahwu momynpeunur snonre.

73. Hahu cse nese Gpojese x, Takse ma je log,(z® — 4z — 1) meo 6poj.

V3

74. Hokaszatu na Baku:  sin 20°sin40° sin 80° = 3
75. Ilokazaru ma 3a p > 0 BaKu HejeTHAKOCT:

2 2003
(20037) 1 = 20037 1 (200320) 1 = 20037 4 (20032003r)1 = 20087 < 903,

UYerBpTH; pa3pen — b kareropuja

1 1 1 1 1
76. Nspauynatu nh_}rr;o <1 + 5) (1 + 2—2> <1 + ?> (1 + 2—8> (1 + PR )

|
x2—4’

77. Horazaru na ¢pyrrmuja f(zr) = z € R\{-2,2}, me y3uma Bpexn-

1
woctu m3mebhy — u 1.

4

78. Hahu cBe apurmeTuvke mporpecuje Koo KOjux je omHoc 36upa mpBUX
n wnanoBa u 36upa caenehux 2n umanosa (n € N) KoHCTaHTa He3aBUCHA
on n.

79. Iokaszatu na jemaaumua ax’ + br?> —1 =0, a,b € R, a > 0 uma tayno
jeIHO MO3UTUBHO PEIICHE.

80. OgpenuTu BUCHHY BaJbKa MAKCUMAJHE 3alpPEMUHE YIMCAHOL Y JIONTY
MOJIYIPEYHUKA V3.
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PEIIYBJIMYUKO TAKMUWYEILE 13 MATEMATWUKE,
HTa6am, 29.03. 2003.

Bpeme 3a pad 240 muryma.
Ceaxu 3a0amax epedu 20 noena.

IlpBu pa3pen — A kareropuja

81. Heka cy x u y HeHeraTUBHU peajHU OpOjeBU TakBU na je x +y = 2.
ITokazaTu na Ba:Ku

$2y2(1‘2 +Z/2) < 2.
Kana Basku jemnaroct?

82. Ilar je 6poj 2%, k > 3. IlokazaTu ma ce mepmyTanujama madapa OBOT
Opoja He Moyke mobutu 6poj 2", rme je n > k.

83. Csako on 20 myau maJjbe HEKO] HECETOPUIM OJ OCTAJIUX IO jeITHO
mucMo. [okaszaTtm ma mocToje mBe ocobe Koje Cy jemHa APYroj mocialie
MHUCMO.

84. Kpysxuuna koja je ynucana y tpoyrao AABC momupyje crpanune AB
u AC pemom y taukama M u N. Heka je P Tauka npeceka cuMeTpaje yria
<ABC u npase M N. Hokasaru na je moppmuna tpoyriaa AABC nea myta
Beha on mospmuue Tpoyraa NAABP.

85. Ha crpanunama BC, CA u AB tpoyrana AABC youene cy tauke A1,B;
u C1, penom. Heka je T texxkumre Tpoyraa AABC, a T Texumire Tpoyriaa
AA1B1Cy. Iokasaru na je T =T; ako u caMo ako je

ACl : ClB = BA1 : AlC = CBl : BlA

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

86. Ilokasaru ma kBampartHe jemuaumse ax’ +br+c=0wu bx? +cx+a =0,
a,b,c € R, a # 0, b# 0, umajy 3ajeqHUUKO PENIEH€ aKO U CAMO aKO BaiKU
a® + b3 + ¢ = 3abe.

87. Heka je S momckyn ckymna peajiHUX OpojeBa KOjU je 3aTBOPEH y OIHOCY
HA MHO:KEH-e (TO 3Hauu Kaj rox cy a,b € S, ouna jeu a-b € S). Hexa cy T
u U mucjyHKTHM MOACKYIIOBU CKyma S, duja je yHuja 1eo ckyn S. Ilo3narto
je Ima mpousBOA Ma Koja Tpu eseMeHTa ckyna 1 (He o6aBe3HO pa3imyura)
npunazna ckyny 1’ u na Ipus3BOL Ma KOja Tpu esneMenTa n3 U mpunana CKymLy
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U. Hoxrazatu ma je 0ap jeman on moackynoBa 1 u U 3aTBOpPEH y OXHOCY
Ha MHOXKECHEC.

88. Heka cy a,b,c peannu OpojeBu, takBu na je 0 < a < b < ¢. IHoka3aru
& BayKU

(a+ 3b)(b+ 4c)(c+ 2a) = 60abe.
Kana Ba:xku jemmakoct?

89. Ila snu je moryhe jemHaKOCTPAaHUYHN TPOYrao CTPAHUIE 3 paszpe3aTu
Ha 2003 mucjyHKTHa TPOyTJa, TaKO Ja CBAKM O HUX MMa CBe CTDAHUIE
Behe on 17

90. Kpyr k y Taurkama P u Q momupyje kpake yria <{pOq. Ha nomynpasoj
Oq je mara Tauka X, Tako mna mpecevyHa Tavka Z kKpyra k u mpase PX
pasauuura on P monosu nysx PX. Aro je Y mpeceuna tauka kpyra k u
npase OZ paszauuura on Z, nokaszaru na je PX || QY.

Tpehu pa3zpen — A kareropuja

91. a) /la nm WOCTOjU HEKOHCTAHTAH HU3 IPUPOTHUX OpoOjeBa aji,as,. ..
TakKaB na 3a CBako k > 2 Bayku

20k _1ak41
ap = ————1
Ok—1 + QK41

6) Jla sgu mOCTOjU HEKOHCTAHTAH HU3 HMPUPOITHUX OPOjEBa G1,ds, ..., A2003
TakaB 1a 3a cBako 2 < k < 2002 Basku

2ak_1a

ay, = k=10k+1 o
ak—1 + Ak+1

92. Heka je p > 2 npoct 6poj. lokazaru ga je cBaku meawmnaarn opoja 2P —1
obauka 2kp + 1 3a HEeKo mpupomHO k.

93. Heka je O menrap onucane kpy:kuuie, a 1 tesrumre Tpoyriaa AABC,
Koju HUje jemHakocTpanundaH. Jlokazaru na je OT HOpMaJiHA HA TEKUIIHY
myx CCp ako u caMo ako 3a crpamume Tpoyraa Baxu BC? + CA? = 2AB2.

94. Hera je n > 3, a a1,a9,...,a, peanau OpPOjeBU TAKBU Oa je
a1 =ao = ... > a, > 0. Ioka3aTu Ia BaKHU

3
ar+as+...+ay
a1a9a3 + aoa3a4 + ... + AQp_20p_10, < ( .

3

Kana Ba:ku jemmaxoct?
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95. Konwmko ce majsumie dpurypa momymapHux ca Th Momxe mocTaBuTm y
Tabiy 2003 x 2003 6e3 mpeksanama TakO Ja CBaka (hUIypa IMOKPUBA TAUHO
4 jemuHUYHA OJHA?!

UYerBpTH pa3pen — A Kareropuja

96. Hahwu ckyn cBux moryhwux mo3mrumBHUX peanHux GpojeBa V' TarkBux
Ia MOCTOjU MPaBOYyTJIM mapaJjiejenunen ca ciemehum ocobuHama: HEroBa
3ampeMuHa je V, moppmwmua 18, a cyma pacrTojama O IEHTPa OO0 CTPAaHA
je 6.

97. Heka je p > 2 npoct 6poj. loka3aru ga je cBaku menwmnaarn o0poja 2P —1
obmuka 2kp + 1 3a HEKO mpupomHO k.

98. Heka je O nenrap onucane kpyskuuie, a 1T’ tesxumre tpoyriaa AABC,
Koju HUje jemHakocTrpanudan. Jlokazaru na je OT HOpMaJIHA HA TEKUIIHY
ny:x CC ako U caMo ako 3a cTpamune Tpoyria saxu BC? + CA? = 2AB2.

99. Heka jen > 3, a a1,as9,...,a, peadau OpojeBU TAKBU aa je
a1 = as = ... 2= a, = 0. Iokazatu na BaKu

a1a2a3 + a2a3a4 + ... + Ap_20p_10yn < 3

3
(al—l—ag—i—...—i—an)
Kana Baku jemmaxoct?

100. Ha kpyskuumnm je mato n tadyaka. Hukoje Tpu my:Ku Koje ce mobujajy
cmajameM OBUX Tadyaka Ce He CEeKy Yy jeOHO] Tauku yHyTap kpyra. Ha
KOJIMKO 00JIacTU OBe AYKU Oeje KPyr?!

IlpBu pa3pen — B kareropuja

101. [JokazaTu na 3a CBe PeajiHe T U Y BAKU
2+ 220y +3y? + 22+ 6y +4> 1.
Kana Basku jemmaroct?

102. Hahwu majmamu npupoman 6poj KOju je yeTupu myTa Mamu ox 6poja
HAUCAHOT UCTUM nudpama, aju y OOPHYTOM MOPETKY.

103. Csaro ox 20 /bymu Ima/be HEKOj NECETOPUNU O OCTAJUX IO jeITHO
mucmo. [lokazaTtu ma mocroje mBe ocobe Koje Cy jemHa APYroj mociaalie
MICMO.



SBAHWNYHA TAKMUMWYEIA 2003 21

104. Axko cy x,y, z,u npupomau Opojesu Behu on 1, TakBu na BaKuU
TY = Zu, NOKa3aTu na je Opoj

(z+2)(x+u)(y+2)(y +u)
(x+y+2z+u)?

CIIOKEH MPUPOIAH OPOj.

105. Har je momxykpyr Han npeunukoM AB u Ha memy Tauke C' u D Tako na
je <CSD upas, ruoe je S cpemumre ny:xu AB. Hera je E npecek mpaBux
AC u BD, a F npecek npasux AD u BC. Jlokasatu na je EF | AB n
EF = AB.

Ipyru pa3spen — B kareropuja

106. Y cryny peanHux OpojeBa PEIIUTHU jeTHAUNHY

3_
327 _ o

3/x—1
3
—17+( @) rz—1

(z —1)
107. Hexka je S moackyn ckyma peasiHUX OpOjeBa KOjU je 3aTBOPEH y OHOCY
Ha MHO:Keme (TO 3Hauu Kaj rox cy a,b € S, ouna jeu a-b € S). Hera cy T
u U [ucjyHKTHU MOACKYIOBU CKyma S, unja je yauja meo ckyn S. ITosmaro
je ma mpousBOJ Ma Koja Tpu eseMmeHTa ckymna T(He obaBe3HO pas3iaudunTa)
npunana ckyny 1’ u ma npu3BOI Ma Koja Tpu eneMmenTa u3 U mpumana CKymy
U. Hoxrazatu ma je 0ap jeman on moackynoBa 1 u U 3aTBOpPEH y OXHOCY
Ha MHOKEIE.

108. Ilara je kBampaTHa jemHaunsa axr’+br+c=0, a,b,c €R, a #0. Axo
cy oba pemema jeqHaunHe peasna u npunanajy uarepsaiy (0,1), nokazaru
na je a(2c+b) < 0.

109. Y kpy:kHU oncevYak KOME OAroBapa HeHTpaJHu yrao ox 120° ymucax
je kBanpar. OgpemuTu Oy:KUHY CTPAHUIE KBAAPATA, aKO je MOJyIPEUHUK
Kpyra 2 + v/19.

110. Jlokazatu ma je Opoj ((\5/8\/5—&—16—&—\/\/5—1—1) . \/\/5—1 1neo u

u3pavyyHaTu ra.

Tpehu pazpen — B kareropuja

111. HW3pauyHaTm Ay:KUHY HOJNYIPEUYHWKA JIONTE YIUCAHE Y TPOCTPAHY
nupamuny SABC, ako cy uBune SA, SB u SC mebhycobuo HOpMasHe U
AB=BC=a, BS=b.
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112. PemuTu cucTteM y 3aBUCHOCTHU OJ PEAJHOTr IapaMeTpa a:

ax + 6y + =z =1
r + 6ay + =z =
r + 6y + az = 1.

113. Herka cy a,b,c,d crpanune, a P moBpimmHa KOHBECHOT UYETBOPOYTIIA.
2, 32 .2 2
a*+b°+cc+d .
Jlokaszaru na Basku P < 1 . Kama Basku jemmakoct?

114. Heka je E cpenumre crpanune AB kBanpata ABCD, a F u G Tauke
na crpanunama BC u CD, pemom, takse na je EF | AG. Iokasatu na je
FG ranrenra mHa kpyr ynucan y kBagpatr ABCD.

115. Axo 3a omTpe yriose «, [ u 7y Baxku cosa = tgl, cosf = tgy u
V5 -1
7

cosvy = tga, mokazatu ga je sina =sinf =siny =

YerspTHu paszpen — b kareropuja

116. Hahwu ckyn cBux mMoryhmux mo3uTUBHMX peasiHUX OpojeBa V TakBux
Ia MOCTOjW IPaBOYLJIM mapaJielnenunen ca cienehmm ocobmHaMa: merosa
3anpeMuHa je V, moBpmmua 18, a cyma pacrojama O IE€HTPa OO0 CTPAaHA
je 6.

2003 _ 1) _ B
117. Haha Tim 2 1) —2003(z — 1)
z—1 (z—1)2

118. Pemuru cucrem
r—y+2=6 a4y +22=14, 2> —y>+2>=36.

2 2

x Y
119. OgpeauTu Tauky Ha €JIUICHU 3 + T
TaKBy [a TAHTE€HTA HA €JUICY y TOj TAYKU I'Paad Ca KOOPAUHATHAM OCaMa
TPOyrao HajMambe MOBPIIUHE.

= 1 y mpBOM KBaJpaHTY,

120. Har je uu3 ravara T;(x;,y;) y Oy paBHU, Tako na je
2o=1, Yo =01 Tps1 = V3Tn — Yn, Ynt1 = Tn + V3y, 3a n > 0.

Y KOM KBaJIpaHTy ce Hajga3u Tauka 1opo3?

CABE3HO TAKMUYEIGE U3 MATEMATHUKE,
Hosu Can, 19. ampua 2003.
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Bpeme 3a pad 240 muryma.
Ceaxu s3a0amar epedu 25 noewa.

IIpBu paspen

121. Ogmpenuru 6poj peliewa jeqHAUNHE
ot Faot . ae? = 2011
Yy CKyIy IPUPOITHUX OpojeBa.

122. Y koopauHaTHO] paBuu je narta nysxk AB mysxuse 2003. Kounukwu je
najsehu Opoj jeMHUYHUX KBaApaTa drja TeMEeHa UMajy mesjo0pojHe Koop-
OUHATE U KOje maTa Oysk cede?

y#x ceue jeqmHUYHM KBaIpaT aKoO Canp:KU Oap jeqHy HeroBy yHYTPAI-
BY TA4dKy, Tj. TAUKY KOja HUje Ha KOHTYPHU KBaApaTa.

123. Hexka cy a, b, ¢ cTpanumne Tpoyria udmju Cy oaroBapajyhnu yrioBu
a =40°, B =60°, v=80°. Ilorkazaru ma je

ala+b+c)=b0b+c).

124. Y pasuu je mat omrap yrao ca temMenoMm O u rparmuma Op; u Ops.
Heka je ky xpyxuuma umju nenrtap npunazna kpaky Op; m Koja momupyje
kpak Ops. Kpysxkuuna ke momupyje Kpake yria W KPY:KHULY ki CIOJMbA.
OppenuTu reOMeTPUjCKO MECTO Tadaka AoIupa Kpy:kHuna ki u ko, kazna
HeHTap KpyskHUIE k1 nposasu noaynpasy Op;.

JIlpyru pa3pen

125. Jlat je tpoyrao AABC ca crpanunama a, b, ¢ u TOBpIIMHOM S.

a) Iokazatu ma mocroju Tpoyrao AA;BC) ca crpamumama \/a, Vb, \/c.
Sv3

6) Axo je S; mospmuna tpoyraa AA;BiCy, nokazaru na je 512 > T\/_

126. Hexra je ABCD xBanpar ynucan y KpyskHUIly k u P mpousBosmna

tauka Te kpyskuune. okazatu ma je 6ap jeman onm 6pojesa PA, PB, PC,

PD wupamuonaias.

127. Heka je ABCD upasoyraouuk. ¥ nojacy usmeby mapasennux npaBux
AB u CD oppemutu cKymn Tadaka u3 kojux ce nyxu AB u CD Bume mon
UCTUM YTJIIOM.

128. Heka je S moackyn ckyna npuponuux OpojeBa, S C N, koju mma
caemeha cBojcTBa:
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a) meby csakux 2003 y3acTONHUX NPUPOTHUX OPOjeBa MOCTOJU jeNaH KOJU
je cagpxkan y S

n
6) akon € Sun>1, ouna u [5} €S.

ITokazatu na je S = N.

Tpehu u uerBpTHU pa3pen

129. IlokazaTu na je 3a cBaku IpUpoaan 6poj n 6poj [(5++/35)?" ] nemus
ca 10™.

130. Hara je ¢pynrmuja f [0,1] — R roja mma caeneha csojcrsa:

a) f(xz) >0 3a cee z € [0,1],

6) f(1)=1,

B) ako x1,x2 € [0,1] u 1 + 22 < 1, ouma je f(z1) + f(z2) < f(z1 + z2).
Iokazatu na 3a ceako x € [0,1] Basku f(x) < 2.

131. Ilara je rpyskuuna k u tauka P Ban me. [IpomenssuBa mpasa s xoja
canp:ku Tauky P ceue kpyskuuny k y tauxkama A u B. Herka cy M u N
cpenumTa gykoBa oapebhenux taukama A m B um tauka C' Ha myxu AB,
rakBa ga je PC? = PA- PB.

Hokrasatu na yrao <MCN He 3aBuCH O IIpaBe s.

132. Heka je n napam Opoj u S CKym CBUX HU30Ba LY:KUHE 7 UUjU CY
YJAHOBU HYJIe W jeauHuie, a 0ap jemaH dYjgaH CBAKOT HU3A jenHak je 1.
ITokazatu ma ce S MOKe TOIEIUTU HA AUC]YHKTHE TPOUJIAHE MOACKYMOBE
TAKO Ha BaxKM: 3a cBaka Tpu Huza (a;)7q, (b)), (¢;), koju mpumanajy
UCTOM mOACKyIy u cBako ¢ € {1,2,...,n} 6poj a; + b; + ¢; nemwus je ca 2.

TAKMUWYEIBE 3A M350P EKUIIE 3A MO
(Masa osmmmMvnujana)

Henedba, 20. arpui 2003.

Bpeme 3a pad 180 munyma.
Ceaxu 3a0amax epedu 25 noena.

133. Axo je p(x) monmuoM, oBeseknMO ca p™(r) mOIMHOM
p(p(---p(x)---)).
————
n
Ilokazatu ma je mommmom p2903(x) — 2p2902(x) + p?0%%(z) memms mommmEOMOM
p(z) — .

134. Cpaka cTpaHWIa U CBaKa AXjarOHAJIA KOHBEKCHOI NM-TOYILJA, TAE je
n > 3, obojena je mnaBo mau upsBeno. JlokazaTru na ce TeMeHA N-TOYLJa
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mory osuauutu ca Aj, As, ..., A,, Tako ma Baxku jeman on ciemeha msa
yCJI0Ba:

a) cse nyxu A1Ag, AsAs, ..., Ap_1A,, A Al 060jere cy ucTtoMm GojoMm;

6) moctoju 6poj k, 1 < k < n, Tako ma cy nysxu AjAs, AsAs, ..., Ap_1Ag
mnase, a gy ApAgi1,..., Apn—14n, A A1 npBere.

135. Heka cy M u N paszauuure Tauke y pasau tpoyriaa AABC takse na
je
AM : BM :CM = AN : BN : CN .

Horazatu nma nmpaBa MN canp:ku HeHTApP ONMCAHE KPY:KHUIE TPOYILJIa

AABC.
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20. BAJIKAHCKA MATEMATUYKA OJINMMIINJAIIA,
Anbauuja — Tupana, 2.—7. maj 2003.
Hemedsma, 4. maj 2003.

Bpeme 3a pad 270 muryma.
Ceaxu 3a0amax epedu 10 noena.

136. Ila su mocroju ckyn B, xoju ce cacroju ox 4004 mpuponua 6poja,
TakaB Ja 3a CBAKU HeroB moackyn A, koju mma 2003 eseMeHTa, BaKu Oa
30up ememenara ckyna A uuje memus ca 20037

Duewa jyzocaosencra penybaura Marxedonuja

137. Hera je AABC tpoyrao, takas na saxu |[AB| # |AC|. Hexra je D
TauKa MpeceKa TaHTeHTe Ha OMuCaHy KpyskHuny tpoyriaa ABC y tauku A u
npase BC. Heka cy F u F tauke na cumerpanama ayxu AB u AC penowm,
takBe na cy BE u CF wopmanue na BC. Ilokazaru na cy tauke D, E n
F xomumneapwue.

Pymyruja

138. Hahu cBe ¢ynruuje f: Q — R koje 3amoBosmasajy caemehe yciose:
(1) flx+y) —yf(z) —xf(y) = f(x)f(y) — 2 —y + 2y, 3a cBako z,y € Q;
(2) f()=2f(x+1)+2+z, 3a cBaro x € Q;

(3) f(1))y+1>0.

Kunap
139. Herka cy m um n y3ajaMHO OPOCTHA HEMAPHU IPUPOIHU OpOjeBU.
IIpaBoyraouuk ABCD, rtakas na je |[AB| = m u |AD| = n, nomemen
je Ha mn jemuHnuaux kBaapata. Oz3HaunMo ca Aj, As,..., A y3acrom-

He mpeceuHe Tauke aujaroHane AC ca cTpaHUIaMa jeIMHUYHUX KBaIpaTa
(A1 = A A, = C). Horazatu na BasKu:

iy VmZ +n2

—1)tL AL A —
1( YA A o

E

<.
I

Byeapcka
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44. MEBYHAPOIHA MATEMATUYRKA OJIMMIINJAIIA,
Jaman — Tokwmo, 11.—19. jyax 2003.

Bpeme 3a pao 2 x 270 munyma.
Ceaxu 3a0amax epedu 7 noewa.

IIpeu dan
Hemedsba, 13. jysa 2003.

140. Heka je A nmoxckyn ckyna S = {1,2,...,1000000}, xoju canpsxku Tavyso
101 emement. IlokasaTu ma mocrtoje OpojeBu ti,to,...,t100 U3 S TaxkBu na
Cy CKyIIOBU

Aj={z+t;|zecA} 3a j=12,...,100

II0 MApPOBUMa NUC)yHKTHU.
Bpasun

141. Opgpenuru cBe napose (a,b) npuponaux GpojeBa Takse xa je

a?

2ab%2 — b3 41

npupoaaH 6poj.
Byeapcra

142. Jlat je KOHBEKCAH MIECTOyrao KOJ KOr'a 3a CBaKe OBE HaCIPaMHE
CTPAHUIE BaKU: pacTojame m3MeDy HBUXOBUX CPEIOUINTA jeIHAKO je Tpo-

3
u3BOIy Gpoja 5 u 30upa BUXOBUX Iy:&uHA. [loKa3zaTu ma Cy CBU yIJIOBU
ror mecroyraa jenuaku. (Komsekcan mecroyrao ABCDEF uma Tpu mapa
nacupamuux crpauuna: AB u DE, BC u EF, CD u FA.)
Homcra

Apyeu dan
noHenmedbak, 14. jya 2003.

143. Heka je ABCD tetuBan uerBopoyrao. Heka cy P, Q u R momHo:x]ja
HopmaJsia u3 tauke D ma mpase BC, CA u AB pemom. Jlokazatu na je
PQ = QR aro u camo ako ce cumerpadsie yriaosa <ABC u <ADC ceky Ha
npasoj AC.

duncra
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144. Heka je n mpupomau 6poj u =1,T9,...,T, peayHu OPOjeBU TaKBU Ia
jexi <z < ... <1y
a) Jlokazatu na je

2
n n

S leal | < 2SS a2,

i=1j=1 i=1 j=1

6) JlokazaTu ma jeJHAKOCT BPEAU AKO U CAMO AKO j€ T'1,T9,...,IT, APUT-
METUYKa MPOTrpPEeCcuja.
HUpcxa

145. Heka je p mpoct 6poj. Iokazaru ma mocToju mpocT 6pPoj ¢ Takas na,
3a cBaku 1eo 6poj n, 6poj n? — p HUje mesUB ca q.
Ppanyycka
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IIpo6Ha TakMmuema

ITPBO ITPOGHO TAKMMNYUEIHE
Hemesba, 22. nemembap 2002.

Bpeme 3a pad 240 munyma.
3adayu epede 8,9,6 + 7,12 noena.

146. Hahwu cBe mapose (a,b) npuponsux GpojeBa TakBUX Ja je

1 1 a

a+b+b+l

meo Opoj.

147. Hexka cy H; u Hy momuoxkja HOpMaJja m3 oprToueHTpa H Tpoyria
AABC Ha cuMeTpajie YHYyTPAILIbEr U CIoJballber yria kox remena C, a C
cpenumre crpanune AB. okazatu na cy tauke Hy, Ho u C] KonuHeapHe.

148. Jla snu je moryhe pa3ioRuTU TPOYrao Ha KOHAYAH OPOj KOHBEKCHUX
a) meroyryosa; 0) mecroyriaosa?

149. Hus (a,) 3amat je ycaoBuma a1 = 1, ag =2, a3 =24 usan >4

2 2
6ay,_qan—3 — 8an—10a;5_o

ap =
Qp—20pn—3

IokasaTu na je a, nemuso ca n! 3a cee n € N.

JPYTO ITIPOGHO TAKMNYEIKLE
yTopak, 29. anpuia 2003.

Bpeme 3a pad 240 munyma.
3adayu epede 8,10,12,12 noena.

150. Hexa je | Ttamrenra y tauku M kpyra k ca npeunukom MN. Ha
nysxxu M N je mara tauka A. IlpousBosan Kpyr ca meHTpom Ha [ ceude [y
raukama C u D. Hera npase NC' u ND cery kpyr k pemom y taukama P
u . Hokazaru na npasa P(@) nponasu Kpo3 QUKCHY TAUKy.
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151. IaTo je n+1 paszauyuTux TPOUIAHMX HOACKYTIOBa ckyna {1,2,...,n}.
Horazatu na mebhy muma mocToje nBa YMjU je MPECeK jeTHOUIIAH.

152. Heka je Sy koHauaH ckyn npupomaaux OpojeBa. /lepuHummmo ckymoBe
S51,89,...,8,,... Ha cinemehm HauwH: mpupomHu OpPOj a TPUIATA CKYILy
Sp41 AKO W CaMO AKO TAYHO jelaH onx OpojeBa a u a — 1 mpumama CRyIy
Sp. Iorazatu ma mocroju GECKOHAYHO MHOTO MpupomHux O6pojeBa N ca
CBOjCTBOM Ja je

SN:SOU{(I+N|CL€SQ}.

153. Hexka cy x1,%2,...,%, TO3UTUBHU PEaJHU OpPOjeBM TAKBU Oa je Ty +
o+ ...+ x, =1. IHorazaru na je

T n T2 n n Tp >,/a:1—|—,/x2+...—|—,/xn
Vi—z V1—z 7 VI—x, Vn—1 '

TPERE IITPOBHO TAKMNYEILE
yeTBpPTaK, 22. maj 2003.

Bpeme 3za pad 270 munyma.
Ceaxu 3a0amax epedu 10 noewa.

154. Hera cy a,b,c,d € [0,1]. Hokazatu HejeqHAKOCT

a2+ b+ 2+ d? 1 _(atbtc+d 2
4 4= 4 '

155. Heka je ¢ mpoct 6poj u M CKyn CBUX n X 1 MATPHUIA CA €JIEMEHTUMA
n3 ckyna {0,1,2,...,9 — 1}. Kosuko marpuna n3 M wuma neTepMUHAHTY
KOja HUje meJpuBa ca q7f

156. Ia sm je moryhe Tabuny 8 x 8 monmyrutu 6pojesuma 1,2,...,64 (cBaku
6poj ce mojaBsmyje jemqHOM) TAkKO ma je 30up OpojeBa y cBako] ¢urypu F
nejbuB ca 4.

a) ¢urypa F je EH];

6) durypa F je jemna on EEF‘, EE\] .

(Purype F ce mory porupatu!)

157. Hera ¢ysrmmja f: Q — [0, 4+00) 3amoBomasa caenelie ycaose:
1° flz-y) = fz) fly) (Vo,y € Q);
2 f@)<l > fz+1)<1 (Yo e Q)
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3 f(33) =2

Hahwu cBe moryhe Bpemmoctu 3a f(2292),

2003

YETBPTO ITPOBHO TAKMNYEIHE

Bpeme 3a pad 2 x 270 munyma.
Ceaxu 3a0amax epedu 7 noexa.

IIpeu dan
nerak, 13. jyua 2003.

158. Heka je n mpupoman 6poj. Ilomckyn A ckyma {1,2,...,n} 30Bemo
zenepuwyium aKo je

{le —y| : 2,y e A} ={0,1,2,...,n—1}.

a) JlokazaTu ma mOCTOjU TeHepUITy i moacKyn ca Hajsume [24/n] + 1 eme-
MeHaTa.

6) Jla 5u 3a CBAKO N MOCTOjY TeHEPUILY K MOACKYT Ca HAjBUIILe [\/%]4—2003
enemenaTa’

159. Hexka je ABC'D koHBeKcaH 4eTBOpPOyrao Takas 1a AB Huje mapaJjesHo
ca CD. Kpyr ki nponasu xkpo3 A u B u noaupyje npasy CD y P, a kpyr
ko mposasu kpo3 C' u D u nomupyje AB y Q. Ilokazatu na 3ajeqHuyka
TeTuBa Kpyrosa ki u ko monosu PQ ako u camo ako je AD mapaJienno ca

BC.

160. IlpernocraBumo na npupomuHy OPOjeBU m U N 33A0BOJABAJY
p(5™—=1)=5" -1,

rae o(z) o3mauaBa 6poj mpUpoOAHUX OpPOjeBa MAKUX ON T U Y3ajAMHO

npocrtux ca x. Hokazatu ma je rama H3II(m,n) > 1.

Zpyeu dan
cybora, 14. jya 2003.

161. IIpermocrasumo ma cy Ajp, As,..., A, Tauke y paBHM U Oa je& CBaKOj
Ol KLUX NMPUAPY:KEH peajaH OpPoj A; TAKO na je 3a CBakKoO 1,7, i 7 j,
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Hoxrazatu na je n < 4, n ma, ako je n = 4, BaKu

162. Hera cy P(z) u Q(z) mosuHOMU ca peaJHUM KOe(DUIMjEHTUMA, IPU
JeMy CBAKM OJf BbUX MMa 0ap 1o jeqHy peasHy Hyiay. AKO OBU HMOJMHOMUI
3aI0BOJbABAjY

P(l+2+Q@)?) =Q(+z+ P(x)?)
3a cBe x, mokasaru na je P = Q.

163. Hahu cBe mpupomue 6pojeBe n, 3a Koje ce TabIUIA N X N MOKE
nonyautu OpojeBuma —1,0,1 Tako ma cy cBux 2n 30upoBa MO BpCTaMa U
KOJIOHaMa Tabiuie pa3induTy.



Takvmmuema y 2004. roomaNM

3BaHMUYHA TaKMUUYEHma

OIIIIITVHCKO TAKMUYEILE N3 MATEMATURE,
cyoora, 17. jagyap 2004.

Bpeme 3a pad 180 munyma.
Ceaxu zadamax epedu 20 noena.

IlpBu pa3pen — A kareropuja

164. Ha mujaromanu AC pomba ABCD uzabpana je npou3BosbHA Tauka F
paznuunta on A mu C. Heka cy N u M rtaure npasux AB u BC, penom,
takBe na je AE = NE u CE = ME, a K npeceuna tauka npasux AM u
CN. Horazaru ma tauke K, F u D npunanajy jeaHoj mpasoj.

165. [Ipuponuu 6pojeBu a, b u ¢ cy TakBuU ma Ccy OpojeBu
p=>b°+a, g=ad"4+¢c umw r=c"+b
npoctu. lokaszaru na cy mea on Opojesa p, ¢, r MehycobHO jenHaxm.

166. Ilokasaru ma 3a HemapaH Ieo 6poj ¢ jemmaumsa x5 4 3z + ¢ = 0 HeMa
eJIOOPOJHUX pelrena.

167. Ha xoIMKO HAUMHA MOYKEMO PACHOPEIUTHU M PA3IUYUTUX NTULA Y N
Pa3IuuuTUX KaBe3a TAaKO & CBAKW KaBe3 CaAp:Ky Oap jenHy, aju HajBUIIE
nse nrumne”?

168. Komapar ce HAma3u y DOHEM JIEBOM YIUIy IpaBoyraoHne rabiuie Gop-
maTa 2003 x 2004. Komapar nerm m3Han oBe tabiune Ha ciaenehum HaywmH:

33
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KaJa MOJETU M3 HEKOr moJba U npesetu 99 nmosma, on ciaetu Ha 100-TO ma ce
omMopu (JuHUja KOjoM ce kKomapar kpelie He Mmopa na Oyne nmpasa JUHU]A,
MOKe OUTH M M3JIOMJLEHA U CMe fa cevue caMy cebe, aju CcBaku “KOpak’ Ko-
Mapua Mopa OuTy napaJjeiaH uBUIaMa Tabiaune). 3aTuM KoMapal HOHOBO
nosiehe ca Tor moJa, npesehe npeko 99 moma u caehe wa 100-to... la au
KOMapall MOKE CJIE€TeTU y TOPHU IECHU yrao?!

Jlpyru paspen — A kareropuja

169. Ha mujaromamu AC pomba ABCD uzabpana je npou3Bo/bHA Tauka F
pasmuuuta om A mu C. Herka cy N u M rtaure npasux AB u BC, penom,
takBe na je AE = NE u CE = MFE, a K upeceuna tauka npasux AM u
CN. Horaszatu na tauke K, F u D npunanajy jeaHoj mpaBoj.

170. Hahu cse 6pojese b € N 3a roje mocroju a € N tako na

bla>+1 u b|a®—1.

171. Heka cy z, y m z HEHEraTUBHU peaJHU OPOjeBU KOjU 3aI0BOJHABA]Y
xz+y+z=1. Hahu majuamy moryhy Bpemsoct uspasa x + y2 + 22.

172. PemuTu jemunavuny: %+ 4\/17 —z=3.

173. Komapar ce HaJIa3u y DOHEM JIEBOM yIUIy IpaBoyraoHe tabauie Gpop-
maTa 2003 x 2004. Komapai metu uszHanm oBe Tabiauie Ha ciaemehu HaumH:
KaJa MOJETU M3 HEKOT noJba U npesetu 99 nmosma, o ciaetu Ha 100-To ma ce
onMopu (JuHUja KOjoM ce kKomapar kpelie He mopa na Oyne npasa JuHU]A,
MOKe OUTH M M3JIOMJLEHA U CMe 18 cevue caMy cebe, aju CBaku “KOpak’ Ko-
MapIa MOpa OUTH mapaJjesaH uBUIaMa Tabiaune). 3aTUM KOMapal IOHOBO
nosiehe ca Tor moJva, npesehe npeko 99 moma u caehe wa 100-to... la au
KOMapall MOKEe CJIEeTeTU y TOPHU IECHU yrao?!

Tpehu pazpen — A kareropuja

174. Jenunuunu KBampatT je mOnesbeH Ha mpasBoyrie Tpoyriaose. (Tpoy-
[JIOBU HeMajy 3ajelHUYKUX yHyTPAIIKUX Tadvaka.) Heka je S 36wup
XUIIOTEHY3a CBUX TUX Tpoyriaosa. Jlokasatu ma je S > 2v/2. Kana Baxm
jemmakocT?

175. a) Axo je x =y (mod p) ouma je m 2P = y? (mod p?). Ilorazarn.
6) Pemuru jemmaummy 2° + y° + 2° = 2004 y N.

176. Jemmauuna
P pr+q=0
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nMa KOMIUIEKCAH KopeH a + bi, vae ¢y a,b,p,q € R u ¢q,b # 0. Tlokazatu na
je ag > 0.
177. Hoxkazaru na je 6poj

n2003 4 1 q
CJIO/KEH 3a CBaKW npuponaH 6poj n, n > 1.

178. Iloka3zaTu ma HE MOCTOjU TPOYTao KOME 3a yIJIOBE BAKU:

tga+tg B +tgy = ctga + ctg B+ ctgn.

UYerBpTH pa3pen — A Kareropuja

179. Heka je AABC tpoyrao takas ma je <ACB > 120°. Heka je R
MOJIyIIPEYHUK OMMCAHOT Kpyra Tor Tpoyriaa. JlokazarTu:

AB
3R> AC+ BC+ — .
V3

Y KOM ciiyuajy BasKU jeqHAKOCT?!
180. Pemutu jemmaumny x° + y° + z° = 2004 y N.

181. Ha cBeuanoj cmorpu moBomoMm mana Bojcke CIII' usabpano je us
cBaKor o1 4 pasnuuuTa pona (memanuja, apTUbepuja, Ba3ryXOMIOBCTBO 1
MOPHAPUIA) N0 4 BOJHUKA PA3IUYUTUX YMHOBA (11O jemaH neceTap, BOMHUK,
NOPYYHUK U KaneraH). [loMo3uTe Majopy, 3a0y:K€HOM 3a MPOCIABY, KOJU je
nobwmo mapebeme ma tux 16 BOjHMKA pasMecTu y CTPOj ODIMKA KBaapaTa,
TAKO & Y CBAKOM peny W CBAKOj KOJOHUW Oymy cmemTeHa 4 BOjHUKA U3
PA3NIMYNTUX POAOBA U CA PA3IUYUTUM UMHOBUMA.

182. Tokazatu na je Opoj
nl7 4l 2004 4 8 4

CJIO/KEH 3a CBaKu mpuponad 6poj n, n > 1.

183. [lokxaszaTu na He MOCTOjU TPOYrao KOME 3a YIJIOBE BayKWU:

tga+tg B +tgy = ctga + ctg B+ ctgn.

IlpBu pa3pen — b kareropuja
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184. ludpe a n b cy paznuunre 1 TakBe Ja BaKU
aa - ba - aba = abaaba.

JlemuppoBaTt OBy jeqHAKOCT.

185. ¥ tpoyrny AABC (BC > CA) je <CAB — <ABC = 45°. Ako je D
tauka crpanurne BC rtaksa ma je CD = CA, uspauyHaTu BeJIUUUHY YT
<BAD.

186. IlokazaTu ga 3a HemapaH Ieo 6poj ¢ jemnaumua x> + 3z + ¢ = 0 Hema
1IeJIOOPOJHUX PEIICHA.

187. Kosnuko uma jeqHAKOKPAKUX TPOYIJIOBA, YMje Cy CTPAHUIE MeJI00poj-
He, a obum jemHar 30cm?

188. Iloxazaru ga je 6poj 2'2 + 52 cnosesn.

Ipyru pazpen — B kareropuja

189. VY mpasoyraom tpoyray AABC (<ACB = 90°) koHcTpyucana je
Bucuna CD. Cumerpana yriaa <CAB ceue npaBy CD y Ttauku P, a cume-
rpaJsa yraa <BCD ceue npaBy BD y tauku Q. okasatu na je PQ || BC.

190. Vcnuratu ma au KBaApaTHA jeTHAYMHA

(> + > +cHa? +2(a+b+c)r+3 =0,
rae cy a,b,c € R, a®?+b%4c? # 0, MO¥Ke UMATU peasHe U PA3IUIUTE KOPEHE.
191. Pemuru jemuauumny: Va2 — 4z +1— |3z — 2| — 3z = 1.

192. Iara je jemmaumna (a—1)2? — (a+1)z+2a—1 = 0, mpu uemy je a # 1.
Hahwu cBe BpemnocTu mapamerpa b 3a Koje uzpas

(1 — b)(z2 — b)
HE 3aBUCH OJ @, IPU YeMy Cy X1 U Ty KOPEHHU JaTe jeqHAdmHe.

193. Iloxazaru ga je 6poj 2'2 + 52 cnosesn.

Tpehu pazpen — B kareropuja

194. V3pauyHatu BpeAHOCT U3Pa3a

sin 6° sin 42° sin 66° sin 78°
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0e3 mpuMeHe KaJKyjaaropa u Tabiaumna.
195. Iokazaru mejemmaxoct:  (10gan03 2004) " + (logggos 2004) ' < 2.

196. PaBuu o u 3 ceky ce mo npaBoj c¢. Heka je ¢ yrao auempa kora duHe
Te aBe paBHU, a 1) yrao mamely Heke mpase p paBHEU « u mpase c¢. Ako je
v yrao usmely mpase p u paBHU [3, MOKA3aTU A BaKU

siny = sin psin .
sina cosa  sin(a+ 4)

197. N3pauyHaTu BpeIHOCT JeTePMUHAHTE: sin@ cosf sin(8+0)|.
siny cosvy sin(y+9)

$3y324 =1
198. PemmuTu cucreM jeQHaumHa v CKyIy peajHnx opojeBa:  x2yz? =2
2325 =3 .

UYerspTH; pa3pen — b kareropuja

199. Ckyn npuponuux OpojeBa pa3bujeH je y rpyme Ha ciaenehu madws:
{1},{2,3},{4,5,6},{7,8,9,10},...
Hahwu 36up umamoBa n-te rpyme.

200. Hexa cy 1,2, 73 KOpeHn noauaoMa x> +max +n, (n € Z). Hokazatn
na je 213 4 x93 + 233 meo Opoj memus ca 3.

201. Y mpaBOyTJIOM TPOYTJY y KOME je XUIOTEHy3a ¢ = 8 M OITap yrao
o = 60° ynucaH je 1paBOyraOHUK MAKCUMAJIHE MIOBPIINHE, TAKO Oa MY jeITHa
CTpaHUNa IPUNaLa XUIOTeHy3u Tpoyria. Oapenuru nyKuHE CTPAHUILA TOT
NIPaBOYTAOHUKA.

202. Hahu peasna pemema CUCTEMa jeIHAYNHA:

1
—==2+4, Vz+3+2rx=8
1+ (z—y)?
x3y3z4 =1
203. PemuTu cucreM jeHAUMHA y CKyIy peajHumx OpojeBa:  x2y*z* =2

229325 =3 .
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OKPYKHO TAKMUYEIHLE 13 MATEMATUKE,
28. ¢edpyap 2004.

Bpeme 3a pad 180 muryma.
Ceaxu za0amax epedu 20 noena.

IlpBu pa3pen — A kareropuja

204. Y tpoyray AABC, myskvHe CTpaHuUIa Cy TPU y3aCTOINHA IIPUPOAHA
O6poja. Ako je TexumHa JUHUja TOByYeHA U3 A HOpMAaJHA HA CUMETPAIY
yria <ABC, nponahu nysxkuHe cTpanuna Tpoyria.

205. Heka je H oprouentap omrpoyriaor tpoyriaa AABC. Heka cy Aj,
By u Cp, pemom, nenTpu onucanux kpyrosa tpoyriosa ABHC, ACHA n
ANAHB. Iokazatu na cy tpoyriosu NAABC u AA;B;Cy nonynapHu.

2
206. TTocmarpajmo ronauan au3 ox 2003 Gpoja, npu yemy je a, = {2804} ’

n=1,2,...,2003. Koauko pa3zauuuTux 4aaHOBa CAAPKUA Taj HU3?

207. Ila nu mOCTOjW MOJMHOM Ca IEJIOOPOJHUM KOe(pUIMjeHTUMa TAKAB A4

BayKI: a) P(7) =8 u P(15) = 12; 6) P(8) =7 u P(12) = 157

208. Tprosam mpeko peke MOpa Ia IpeBe3e: CUP, MUIIA, [TaIl0Ba, MaUdKYy,
nca, ByKa 1 MenBena. Y YaMIy MMa MecTa 3a caMo k ox Tux 7 o0jekara.
Ako ocraBu Mwuina ca CUpoM, MUII hie ra mojectu. AKO OCTaBU maIoBa ca
MUIIEM WM CAPOM HAIOB Ne X mojecTr. AKO OCTABU MAUKYy Ca MAllOBOM
uiay MumeM oHa he ux mojecTr. AKO OCTaBU IICA Ca HAIOBOM WU MAYKOM
o he ux ybutu. AKo ocTaBu BykKa Ca IICOM WM MA4YKOM OH he mx yGuru.
Axo ocraBu MenBena ca ICOM WM ByKOM OH he mx youru. IIpermocrasima
ce ma Tpro,ai cBe oBe gorabaje cupedaBa ma ce mece Kan je npucyran. Ko-
je MuHUMAJTHO k rapaHTyje ma OH MOKe CBe apTurJje 0e3bemuo ma mpebaru
Ha OPyry CTpaHy peke?

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

209. Heka cy m u n nmpuponau 6pojeBu He Mawu on 2. Ilorkazatu na
MOCTOju MpUpoaaH OPoj k TAKO ma BaKU:

<n+m>"‘_k+¢m

2 2

210. at je tpoyrao AABC. Taurenra t y Tauku B Ha ONUCAHY KPYKHUILY
AB

ako je — = k.

OoKO Tor Tpoyria ceue npaBy AC y tauku M. Hahu BC

M
MC’
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211. Ako je (x—&-\/xQ—&—l) . (y—|— \/y2—|—1) =1, noxkazaru na je x +y = 0.

212. Axko cy rexumue guauje AABC u3 temena B u C mebhyco6uo HODP-

. 2
MaJiHe oHza je: ctg [+ ctgy > 3" Hoxkaszaru.

Y KOM ciiyvajy BasKU jeqHAKOCT?!

213. Hara je 6ema Tabaa 2002 x 2003 u mocTta upsene u Oeme Ooje.

a) J[03BOJEHO je y jeMHOM KOPaKy HPOMEHUTH 0O0jy Ma KOja YeTUPHU IOJba
KOja umHe KBagpaT 2 X 2. Ila au ce mocae HEKOIUKO KOPaKa MOKe NOOUTHU
uctu O6poj OeNMUX M NPBEHUX M0Jba 7

6) l03BOMEHO je y jeqHOM KOPaKy HPOMEHUTU 0O0jy Ma KOJUX AEBET I0Jba
Koja umue KBagpaT 3 X 3. Ila au ce mociae HEKOIUKO KOPakKa MOKE HoOuTu!
uctu 6poj Oenux M MPBEHUX HOJba?

Tpehu pa3zpen — A kareropuja

214. Y umpasoyraonury ABCD je AB =1, BC = 2. Ilara je tauka P
yHyTap mera TakBa na je <PAB = <PBA = 15°. Uspauynatu <CPD.

215. Ako cy m, n u p onceuru koje tpoyrao AABC onpebyje na npasama
KOje camp:ke CPEeAUIITe YIUCAHOT Kpyra a MapajiesiHe Cy, PECIEKTUBHO, Ca
crpanunama BC' =a, CA=0bu AB = ¢, nokaszartu na je

m n
— 4+ — 4+ p = 2.
a b ¢

216. Heka cy a1,as,...,a2004, 01,02, ..., b2gos MehycoOHO pasmuuuru peas-

Hu 6pojeBu. Axo je 3a cBako i € {1,2,...,2004}
(CLZ‘ —+ bl)(ai —+ bg) e (ai —+ b2004) = Q,
mokasaTuy na, 3a cBako ¢ € {1,2,...,2004} Basxku

(b + a1)(b; + az) ... (b; + azo04) = —av.

217. Hahu cBe mpocte 6pojeBe p u ¢, TakBe ma je OpPOj

VP? + 14pg + ¢ + V/p? + Tpg + ¢
OpUPOAaH.
218. Hahwu cBe ¢yurmuje f: N — Q koje 3a cBe z,y € N 3anoBosmasajy

f<x—§y> FCEY/0)

Ty .

N.
3

Kam je
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YerBpTHu pa3zpen — A kareropuja

219. Hera je ABCD upasoyraouuk. Heka je F momHo:xkje Bucune u3 A
wa BD. Heka je F npom3BossHa Tauka Ha aujaronanu BD wivmeby D u E.
Hexra je G npecek npase CF u wopmatsie uz B na AF. Heka je H npecek
npase BC' u mopmasie u3 G va BD. Ilokazaru na je <EGB = <FHB.

220. Ilara je nxn kBanpaTHa Tabauua [a;;], noe je a;; = o Onabe-
i+j—

pumo n 6pojeBa u3 Tabauie, TAKO Aa HUCY omabpana maBa Opoja u3 mcTe
BpcTe mau ABa Opoja m3 mcte kKojoue. Jlorkaszatu ma 30up Twx n O6pojeBa
He MOske OuTy Mamu on 1.

221. Ogpenutu ycaoB koju Tpeba na 3a10BoJbe peasHu 6pojeBu a u b Tako
1a CUCTEM
r + vy + z = a
2+ yr 4+ 22 = b
“Ma jeAMHCTBEHO PEAJIHO pPEIleHe.
Y KOjuUM Ciy4ajeBrMa CHUCTEM HeMa peuemna’

222. Jlate cy jmaBe ImaxoBCcke Tabse 2 X 4 © y HOMmEM JIeBOM YTIJIy TPBE
HAJIA3U Ce KpaJb, & Y AOWEeM JieBOM yriay apyre tou. Osmauumo ca k, 6poj
Pa3IUYUTUX N-TIOTe3a KpajbeM, a ca t, OpPO0j pasIuuuTux n-moTe3a TOIOM.
3a koje n Baxku k, < t,?

223. [ar je mpaBoyrau tpoyrao 1. Ila snu je moryhe m3BpmunTy pa3dn-
jame Tpoyraa 1 ma 2004 tpoyrnmha roju ucnymasajy cienehe ycimose:
1° cBakm on Tux Tpoyriauha je cauuaH Tpoyriay 17

2° He mocTOje ABa Tpoyriauha Koju Cy MOy aapHu?

IlpBu pa3pen — B kareropuja

224. Jlokazatu ma je n" —n nmemuBOo ca 24 3a cBe HEMapHE TPUPOIHE
Opojese n.

225. Hera je S mpecek, mebhycobuo ympaBuux, mujaromasa AC u BD
KOHBEKCHOI M TeTwBHOr ueTBOpoyria ABCD. Ilorasatu na HOpMaJa U3
tauke S Ha npaBy BC monosu mysk AD.

226. Y Tpoyray AABC 3a yHyTpalme yriose Baxku o — 3 = 27.

a) IlokazaTtu ma je yrao « TYII.

6) Ha npasoj AB, u3a tauke A y onHocy Ha Tauky B, je mara tauka E
takBa na je EC = AC. Iloraszatu na je CA cumerpana yraa <FCB.

227. Heka je maro mpeciukaBame [ : R — R, tako ma 3a cBe x € R Baku
f(z)+2f(1—2x)==x. Oppemuru f(x).
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228. Y jemuoj rpynu symu ce Hana3e tpu Wranujana, yetupu Ppanmysa
u ner [[Inanana. Ha xommko paszanuurmx HAYWHA CE€ CBU OBU JbYAU MOLY
nopebaru y Hu3 tako ma cBu Ppamnysm Oymy jeman mopen ApPYyror, CBU
MInanmu jemam mopen apyror m HuUKOja aBa Wranujana me Oymy jeman mo
apyror?

Ipyru pa3spen — B kareropuja

229. [lujaromasne rerusuor yerBopoyria ABCD ceky ce y tauku O. Axro
je BC=CD =12c¢cm u OC = 4cm, vahu nysxkuny mujaronase AC.

230. [IokazaTu na pasiuKa pellemna jeTHAYNHE
522 —2(5a +3)x +5a* +6a+1=0, acR
HE 3aBUCU O] G.

231. oraszartu ma 3a cBako T > 0 BaKu HEjeIHAKOCT:

Vr(z+1)+x(x—4)+1>0.

232. Hahu peasnu u uMaruHapHU Te0 KOMIIEKCHOT Opoja

2004 2004
<1+i\/§> (—1+i\/§>
=l ) =)

233. 3a kKOje BpemHOCTHU peaJHuxXx OpojeBa r u y uspas
E =212 42zy+y? —20+2y+2

nMa HajMamy BPEITHOCT?

Tpehu paspen — B kareropuja

234. Hahwu cBe peasine Gpojese x,vy, 2, TakBe 1a je

24+ 2t =a(y+ 24 0).

235. Hahu cBa pemema Hejemmaumue

vsinx + /cosx > 1.



42 3BAHWUYHA TAKMUYEA 2004

236. Taura A npumana kpyry k momynpeunuka r. Ap u Aq cy momynpase
TakBe na je {pAq = 60°. Ako cy B u C mpeceuyne Tauke TUX MOJYyIPABUX
u kpyra k, nahu ny:xuny teruse BC.

237. CucreMm jemnaunua

br + ay = ¢
cx + az = b,
cy + bz = a

UMa jJeIUHCTBEHO PEIIEHE.
Iokasaru na je tana abc # 0 u Hahu TO pememe.

238. M3pauyHaTu 3aIpeMUHy NMUPAMUIE, YMja j€ OCHOBA jeIHAKOCTPAHMIY-
HU TPOYTrao CTPAHUIE a, AKO CYy ODOUYHE CTPaHE HATHYTE IPeMa PABHU OCHOBE
mox yriaosuma «, 3 u .

UYerspTHu paspen — b kareropuja

239. Hahwu Bucuny Kyme MakCuMaJIHe MOBPIIUHE OMOTAYA YIUCAHE Y JOMNTY
nosnynpevsnka R.

240. Har je xommiekcan 6poj z = cosp +ising, ¢ € R o # kn (k € Z).
1

. 2+
OppeanTu MOAYJI U apryMeHT KOMIUIEKCHOT Opoja
y—

24+x+1

241. Hahwu obnact BpennocTu QyHKOUje Yy = .
2 —z+1

242. Jloka3aTu ma ce HU 3a jemaH mpuponaH opoj n 36up 1+2+...4+n me
MO’Ke 3aBpIIaBaTy HEKOM on mudapa 2,4,7,9.

243. Konuko HajBulle OmTPUX yrioBa MOKE UMATU KOHBEKCAH MHOIOYrao?

PEIIYBJINYKO TAKMNYEILE N3 MATEMATUKE
Hym, 27.03.2004.

Bpeme 3a pad 240 muryma.
Ceaxu 3a0amax epedu 20 noena.

IIpBu pa3pen — A kareropuja
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244. Heka je ABCD tpamne3 kox xora je AB || CD u P Tauka Ha mpo-
nysxkerry mujaronasie AC tako ma je C mameby A u P. Akocy X u'Y
cpemumra ocHoBuna AB u CD, a M u N upeceune tauke npasux PX u
PY ca nysxxuma BC u DA, pemom, mokasatu na je npasa M N napaJesna
OCHOBUIIAMA TPAIe3a.

245. Y jemmarocrpammunoMm tpoyriay AABC je |AB| =2. Hekacy M u N
yHyTpamme Tauke crpanune AB rtakse na je |[MN| = 1. Ilokasaru na je
<MCN > 30°.

246. Konuko mMma Tpojkn npuponaux 6pojesa (a,b,c) taxsux na je 2a + 1
nemuso ca b, 2b+ 1 memuso ca ¢, u 2¢c + 1 memuBo ca a.

247. Illaxoscra Tabma mumensuja 2004 x 2004 je mommovana ZOMUHAMA
mumen3uja 1 X 4. Moske nu Opoj XOPU3OHTAJNHUX MOMUHA Oa OynIe jemHak
OpoOjy BEPTUKAJIHUX JOMUHA T

248. Koawko mma mpupomuaux 6pojesa n, 10 < n < 100000, nemwmBux ca 4
y UMjeM ce MEKaAHOM 3alucy He mojaBsyje nudpa 0 u HUKOje mBe cycenHe
uudppe HUCY jemHake?!

Jpyru pa3spen — A kareropuja

249. Jlat je tpoyrao AABC. IlpaBa cuMeTpuyHA TEKUIIHO] My:KU U3 A y
omHOCy Ha cuMerpany yraa <BAC ceue onucanu kpyr tpoyria AABC y
K. Hexka je L cpemumre ny:xu AK. Iokasaru:

<4BLC =24BAC.

250. Hahwu makcuMaJsiHy BpPEOHOCT M3pa3a
I=a>+bV+*+d*+¢?

ako cy a =2 b >c>d > e > 0 peannu OpojeBu 3a koje Baxku a +b < b u
c+d+e <5. Kaga ce moctuske Ta BpeasocT?!

251. Herka je a mpupoman 6poj sehu ox 1. Tokasatu na je 6poj
n2n+1)Bn+1)...(an+1)
IeJbUB CBUM IPOCTUM OpOjeBMMa MAMmUM OJ @, 38 CBAKU IPUPOIAH OpPOj M.

252. Pasznuka kopeHa kBaapaTHe jemHaumue 2 + pr +¢ = 0 (p,q¢ € R)
jemnaka je 4. Hahwu Te Kopene Tako ma 36up p + q O6yne mHajMamu moryhu.

253. Ilocroju nu OGeckoHayaH MOACKYIN CKyIla MPUPOTHUX OpOjeBa TakaB
a HUjeIaH HerOoB UJaH, HUTU 30Up HEKOJMKO H,eIOBUX ejleMeHaTa HUje
cremen mpupomaror 6poja (Tj. muje 6poj obmuka a¥, a,k € N, k > 2)?
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Tpehu pa3spen — A rareropuja

254. Iar je kpyr k u merosB npeunuxk AB. Heka je P mpou3BosbHA Tauka
Tor kpyra passmuuura on A u B. Ilpojeknuja tauke P va AB je Q. Kpyr
ca mearpoM P u nosmynpeunukoMm PQ ceue kpyr ky C' u D. Ilpecek npasux
CD u PQ je tauka FE. Herka je F cpemumre AQ, a G momHoskje HOpMaJe
u3s F wa CD. Horasatu ga je EP = EQ = EG u na cy tauke A, G u P
KOJIMHEaPHE.

255. Y ckymy peaJsHux OpojeBa Hahu CBa pelllema CUCTEMA jeTHAUMHA

r=14+y, y=1++vz z=1+z.

256. Axro je n € N Takas na
n|(1"+2"+...+(n—1)")+1,
OOKAa3aTHU Ia N HUje nejbUB HUjeTHuM KBagparoMm Behwmwm om 1.
257. dyurmuja f: R — R je TakBa na je
z+ f(z) = f(f(z))

3a cBako x € R. Haliu cBa pemema jemmaumnue f(f(x)) =0.

258. IlejaH je mpe x roamHa MMAO & IIyTa Mamke IOQUHA HETO OHIA KAl je
Y TOOWHA PaHUje MMAO0 Y IyTa Mame FOAVHE HErO IITO UMa Cada, IPU YeMY
cy x, y u 6poj IlejanoBux roamua npupoaau 6pojeBu. Koauko cBe rommHa
Moke na uma Jlejan?

UYerBpTH pa3pen — A Kareropuja

259. Ilar je xomBerkcan neroyrao ABCDFE xkon kora je DC = DE u
<DCB = <DEA =90°. Hera je F yuyTpamma tauka cermerta AB ompen-
jena ycmosom AF : BF = AE : BC. Ilorasaru na je <FCE = <ADE u
<FEC =<BDC.

260. /lat je omrpoyrau tpoyrao ABC. Heka cy M, N u P cpenumra
crpanuna AB, AC u BC, Ay nogno:kje sHopmaje u3 tauke N HA CTPAHUILY
BC, n uera je A; cpemumre ny:xu M Ag. Koucrpyumumo amamsoruo Bj
u Cy. Iorazaru ma ce npase AA;, BBy u CC] ceky ako u caMO ako je
Tpoyrao ABC' jenHakokpax.

261. Osmaummo ca d(n) 6poj nenunana npupoxsor Gpoja n. Oxpemury
cBe mpupoaue 6pojeBe n TtakBe mna meby 6pojeBuma

n, d(n), d(d(n)), d(d(d(n))), ...
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HeMa HUjeAHOT IOTIYHOT KBaApPaTa.
262. Hahwu cBe 1-1 ¢pyuruuje f: N — N koje 3amoBomaBajy yciaose:

12 f(fm) + f(n) = f(f(m) + f(n),  2° f(1) =2, [f(2)=4

263. Herka je A ckyn onx 6 enemenara. Jlokasatu ma y CBakOj (paMuin-
ju {A1,As, ..., A11} pasnuuUUTUX TPOENIEMEHTHUX MOACKYyIoBa ox A, moc-
Toje Tpm pazamumuTa ckyna A;, A; u Ay Koju Ccy CBM IOICKYNIOBH KUCTOTL
YETBOPOEJIEMEHTHOT CKYTIA.

Ilpeu pa3pen — b kareropuja

264. Hexa cy a, b u ¢ Tpu pasznuuure udpe, OX KOjUX HUjenHA HUje
jemHaka HyJH, 3a KOje BayKU

abc : ¢ = be.
Onpenutu Te nudpe.

265. Y mpasoyriaom tpoyray AABC uan karerom AC Kao HaI TPEYHUKOM
KOHCTPYHUCaH je Kpyr k koju ceue xumorenysy AB y tauku E. Y tauku
FE xoucrpyucana je tanrenTa t kpyra k koja ceue rarery BC y Taurku D.
Iokasatu na je tpoyrao ABDE jenHakOKpaku.

266. Ilar je mapasesorpam ABCD. Ha mnpasama AB, BC, CD u DA
uszabpasne cy, pemoMm, tauke Ay, By, C1 u Dy Tako na je B cpenumre ny:xu
AAy, C cpemumre ny:xu BBy, D cpemumre ny:xu CC; u A cpemuiure oys&u
DD;.

a) Iokaszaru na je uersopoyrao A;B1CiD; rakobhe napasesorpam.

6) Uspauynaru nospummny yersopoyria A;B1Cy1 Dy, ako je nospumna de-
tBopoyraa ABCD jemmaxa 2004cm?.

267. Onpemutu Koepunujente a,b € R momunoma P(r) = 22 + ax® — 2x + b
aKo ce 3Ha da je ¥ = —2 HyJaa moamHOMa u ma P(x) npu menemy ca x + 3
naje ocratak —12, a 3atuMm (arropucatu moiauHoM P(z).

268. Koawnko mma mpupomguux 6pojeBa n, 10 < n < 100000, memuBux ca 4
y dujeM ce INEeKaJHOM 3aIlucy He ImojaBibyje nudpa 0 u HUKOje IBe cycenHe
uudpe HUCY jeqHare?

Ipyru paspen — B kareropuja

269. Hahwu cBa peanna pemiema jeqHadnHe:

(2% =922 — 2+ 9%+ (2® + 322 — 2z - 3)* = 0.



46 3BAHWUYHA TAKMUYEA 2004

270. Hera je AB npeunux kpyra k u tetuse AD u BC Tor kpyra ce cery
y taukn F. IlokazaTu na

AE-AD+ BE - BC
He 3aBucu o u3bopa tauaxka C' u D.

271. Hahu cBe mpupoane 6pojeBe T 1 y TaKO A& BAKU:

r+yP+Vr—y2—-1<1.
272. Pa3nuka kopeHa KBanpaTHe jenHaumue 2 + pr+q = 0 (p,qg € R)

jennaka je 4. Hahim Te Kopene Ttako na 30up p + ¢ 6yne Hajmawmu moryhu.

273. Hahu cBe nene 6pojese m takse na Basku (1 +14)™ = (1 —1i)™.

Tpehu paspen — B kareropuja

4/ log, 2004 v/ 1085004 2
sehn?

275. Hahu Bucuny npaBuiiHe 4eTBOPOCTPAHE NMUPAMUAE aKO j€ 3aIPEeMUHA
JIONITE OmKMCaHe OKO MMpaMuae jemHaka V, a HOpMaJia, KOHCTPDYWCAHA U3
I[EHTPa Te JIONTe HAa OOUYHY CTpaHy, 0Opa3yje ca BUCHHOM IUPAMUIE YIrao
Q.

274. Koju je ox 6pojeBa 2 2004

276. Heka je O cpemumire omucaHor Kpyra jemHakokpakor toyriaa AABC.
Ako je AB = AC = b u <BAC = a (a # 120°). Hahu nyxuny nyxu BD,
npu uemy je D mpeceuna tauka npasux BO u AC.

277. Illorazatu na 3a cBe o u 3 # k‘g (k € Z) Basku HejeqHAKOCT

costa sinta

—— T —5; =1L

sin? 3 cos?f3
Kana Basku jemmaroct?

278. Y 3aBUCHOCTU O PEAJIHOT MapaMeTpa ¢ PEIIUTUA CUCTEM jeTHAUnHA:

r + y - =z =1
20 + 3y + az = 3
r + ay + 3z = 2

YerBpTH; paspen — b kareropuja
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279. Hahu cBe npocre 6pojese p u ¢ Takse ma jemmaumua zt —prd +q =0
uMa IeO0 KOPEH.

280. Hahwu cBe mpuponse 6pojeBe n TakBe na (QyHKIUja

f(z) = cosnz - sin éx
n

uMa mepuom 3m.

281. Hera je n € N. Pemutu cucreM jemHauusa:

$1(1‘1+l‘2+...+$n) = 1
.Ig(l‘l +1‘2+...—|—5En) = 3
IE3(I’1+I’2++’JJTL) = 5
Tt + o+ ... 42) = 2n—1.

282. Haliu cBe peasine BpeIHOCTU IapaMeTpa ¢ TaKBe a (yHKIU]a

1
f(z) = 52‘% +a-22""t 4 (1-a)2"

6ynme pactyha 3a cBe BpemHoctu x € R.
283. Jloka3zatu na 3a CBe IPpUPOAHE OpOjeBe N BaKU

logl +log2+...4+logn
- .

log(n +1) >

TAKMUWYEILE 3A M350P EKUIIE 3A CABE3HO
TAKMWYEILE U3 MATEMATURE
(Mauo caBe3HoO)
Beorpan, Henespa, 4. anpui 2004.

Bpeme 3za pad 240 munyma.
Csaxu 3adamax epedu 20 noena.

IIpBu paspen

284. [ar je jemmarorparu tpoyrao AABC, kon kora je AB = BC. Hexka
je Tauka D mpecek cumerpaiue yraa <BAC ca kpakom BC. Hopmama nHa
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AD y rauku D ceue nponys:kerak crpanune AC y taukum E. Tauke M u N
cy, peaoM, OIHOXK]a HopMaJsia u3 tadaka B u D ma ocuosuryy AC. Ako je
AFE = a, uzpauynatu M N.

285. Hera cy A, B, C' u D Tauke kpyra k, takse na Baxku AB = BC = CD.
Hera je F rauka mujamerpaJiHo cynpoTtHa taukn B. Axo je BENAD = {F}
mokasatu na je AB = AF u na CE nonosu FD.

286. 3a mare pasnuuurTe peaJiHe Opojese a, b, ¢ 1 d U3paUyHATU BPEAHOCT
uspasa:

_ 1 1 1 1
S= o ad T T at-o00-d T caehcd T @ aEdnao-

287. Ako cy m m n mpupomHu OpojeBu um OGpoj /m + /N panmoHaNaH,
MOKa3aTU 14 je OHIA Taj OpOoj M IPUPOIAH.

288. Ilocmarpajmo mpupomue 6pojese n, n < 10000. la au meby muma
“Ma BUIE OHUX YKju je 30up nudapa jeqsax 18 uian OHUX KO KOjUX je 36up
nudapa jeUHUNA W TeCeTUNna jenHak 30upy mudapa CTOTHUHA W XUbana?
(yronugko Heka on Tux nmdapa HemocTaje, cMaTpa ce ma je oHa jemnaka 0:
unp. 936 3anoBomasa 06a ycaosa jep je 9+34+6=18u0+9=3+6)

Hlpyru paspen

289. Ilyskmua crpaunune kBanpara ABCD jemuaka je 1. Taurke P u ) npu-
manajy, peaoM, crpanunama AB u AD, Ttako ma je obum Tpoyria AAPQ
jennak 2. VMzpauynaru pemuuuny yraa <PCQ.

290. Heka cy AB u CD nBe meby cobom HOpManHe TeTuBe Kpyra k
MOJIyIPEYHUKA, T, KOje ce ceky y Tauku M yuyrap kpyra k. Ilokazaru:

a) AB*+CD? > (2r)%;

6) AM? + BM? + CM? + DM? = (2r)2.

291. Pemmtu jemmaummy: 277 4 42" +3245 4 gl-= — 192

292. Hahwu cBe BpenHOCTM PeasHOT mMapaMeTpa ¢ TAaKO 1 jeTHAUnHA
2 _
[z*+z—-2|=2+a
“Ma TAYHO TPU PA3JIUUUTA PEaHA PelleHha.

293. Ilocmarpajmo mpupomne Opojese n, n < 10000. Ila au meby muma
uMa BUIIE OHUX 4mju je 36up mudapa jenHax 18 mim oHUX KOJ KOjUX je 36mp
nudapa jeJUHUNA U JeceTUla jenHak 30upy mudapa CTOTHUHA W XUbana?
(yronuko Heka on Tux nudapa Hemocraje, cMaTpa ce ma je oHa jemmaka 0:
uHop. 936 3anoBosasa 06a ycaosa jep je 9+34+6=18u0+9=3+6)
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45. CABESHO TAKMUWYEIHLE 13 MATEMATUWRKE,
IITaGam, 17. ampua 2004.

Bpeme 3a pad 240 munyma.
Ceaxu s3a0amarx epedu 25 noena.

IIpBu paspen

294. Hahu cse mapose npupoauux 6pojesa (a,b) 3a koje Bayku:

5a° — b = 2004.

295. Iar je tpoyrao AABC u tauke D u FE penom ma noayupasama CB

A B
u CA, tako na Baxku CD = CE = # Hexka je H oprouenrap

tpoyraa ABC u P cpemumre gyka AB KpysKHUIE ONKMCAHE OKO TPOYIJIA
ABC, roju me canp:xu tauky C. lorkaszaru ma npasa DE nomosu ny:x HP.

296. Axo cy a, b, ¢ mo3uTuBHu OpojeBu, TakBu 1a je abc = 1, mokaszaru mga
je

1 1 1
4 + > V2.
\/b—l—l—I—l \/c—l—l—kl \/a—&—l—kl
a 2 b 2 c 2

297. Y mpocropy je mat ckym S koju canpsku 100 Tavyaka, TAKO ma HUKO]je
4 on ®mUX He mpunanajy jenHoj pasHu. /[lokaszaTu na He NOCTOjU BUIIE O
4-1012 TeTpaemapa ca TeMEeHUMa U3 CKyIa S, TAKBUX [a CBaKa OBa O TUX
TeTpaegapa MMajy HajBUIIE OBA 3ajeTHUYKA TEMEHA.

llpyru paspen

a

b ¢
+ - + — DpupogaH
b ¢ a

298. Ako cy a, b, c npupogau GpojeBU TaKBU 12 je U
6poj, nokazaru na je abc mOTIyH KyO.
299. JlaT je omTpoyram TPOyrao Ca MOJNYIPEYHUKOM YIUCAHE KPY:KHUIE

r. llokaszaTtu ma 30Up pacTojama OPTOIEHTPa OX CTPAHUIA TPOYILJa HUje
Behwu on 3r.

300. Hera cy M, N, P npou3BoJsHE Tauke penoMm Ha crpanunama BC,
CA, AB omrpoyruor tpoyriaa ABC. Ilokasatu na je Tauna 6ap jemHa o
HEjeTHAKOCTU:

1 1 1
NP> BC, PM>;CA  MN > AB.
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301. Pasrosapanu cy Oapon Mwunaxaysen u marematuyap. bapon Mwn-
Xay3eH je peKao nOa Ce y HEroBOj 3eMJbM M3 CBAKOT I'pala MOXKE IIyTeM
cruhu y Ouso koju apyru rpan. Ilpu Tome, ako ce m3 TPOU3BOJLHOT TPaaa
IyTyje 1O 3eMJb¥ IPOM3BOJPHUM IIyTEM A0 IOBPATKA Yy Taj I'Pakd, OHIA Ce
npobe kpo3 Hemapan Opoj ycnyTHUX rpanoBa. MaremaTtuyap je muTao KO-
JIUKO IyTa ce Opoju rpai, ako ce Buime myTa npobhe Kpo3 mera. bBapon je
OArOBOPUO Oa C€ TAKAB I'pajl OPOjU OHOJMKO IyTa KOJIUKO IIyTa ce mpobe
kpo3 wera. Ocum Tora, 6apon MuHXay3eH je HOIAa0 Ja U3 CBAKOT I'PAIa
y IEeroBOj 3eMJbU T0Ja3u jedHaK Opoj myTeBa, OCUM W3 HEerOBOT POIHOT
rpana m3 Kora moJjasum Mamu Opoj myreBa. Ha To je MaTemMaTnuap pexao
na Obapor Munxaysen naxke. Kako je To 3akmyuno?

Tpehu u uerBpTH pa3pen

302. Y Tpoyriny AABC nospmuue S tauka H je opronentap, D, Eu F cy
nonuoskja Bucuna us A, Bu C, a P, Q u R Tauke cumerpuune Taukama A,
B u C y omuocy ua npase BC, CAu AB, penom. Ilozuato je na Tpoyriaosu

DEF u PQR nvajy jennaky nospmuuy 1 u na je T > 55' oxkazaTu na
jeT =2S.

303. Hus (a,) ompeben je ycnosuma a1 =0 u
(n+1)3%a,11 =2n*2n+ Da, +2(3n+1) 3a n>1.

IokaszaTu na D€CKOHAYHO MHOTO UJIAHOBA HMU3a IPUNANA CKYILYy IIPUPOIHUX
Opojesa.

304. Heka je A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}. Konuko mma nmonckynosa B
ckyna A, TakBux na 3a cako n € {1,2,3,4,5,6,7,8} Baxxku: ako n € B u
n+2 € B, onna 6ap jenam ox 6pojeBa n+ 1 u n+ 3 rakobe npunana crymy
B?

305. Hexa je (a,) su3 onpeben ycnoBuma a1 =z € R u 3a,41 = a, + 1 3a
n > 1. Heka je

A—z_:l{an—%y B—Z_:l[an—i—%].

N3zpauynaru 36up A + B y 3aBUCHOCTH OL .
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TAKMUWYEILE 3A M350P EKUIIE 3A MO
(Masna osmmmMmnujana)

HeneJspa, 18. ampua 2004.

Bpeme 3a pad 180 munyma.
Ceaaxu za0amax epedu 25 noewna.

306. Ilar je xBampar ABCD u kpyskuuna v ca npeunukom AB. Hexka je
P mpoussosmua tauka crpauuie CD, M u N pemom npecenu ny:xu AP u
BP ca v xoju cy pasauuutu on A u B, a () tauka npeceka npasux DM u
CN. Horasatu na je Q € v u na Baxku jemnaxkoct AQ : QB = DP : PC.

307. Hexka cy a, b, ¢ peanuu 6pojeBu, TakBu na je abc = 1. Ilokasatu na
Ccy HajBuire aBa on Opojesa
1 1 1
20— -, 2b—=, 2—-
b c a
Beha oxm 1.

308. Hera je P(xz) mosmHOM n-TOT CTEmeHa ca KopeHmMma i — 1, 4 — 2, ...,
i—n u Heka cy R(x) n S(x) mosmHOMM ca peaNHUM KOe()UIN]EeHTUMA TAKBU
na je

P(z) = R(z) +iS(x).
Iokaszaru na nonmuaoM R vMma n peaiHux Hysna. (i je IMArMHADHA jeIUHU-
1a)
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21. BAJIKAHCKA MATEMATUYKA OJINMMIINJAIIA,
Byrapcka — IlneBen, 5.—10. maj 2004.
merak, 7. maj 2004.

Bpeme 3a pad 270 muryma.
Ceaxu za0amax epedu 10 noena.

309. Hu3 peannux 6pojesa ag,ai,as, ... 33A0BOHABA PEIAIA]Y:

Q2m + A2n

Amtn + Gmen —m+n—1= 5

3a cee m,n € Ng, m > n. Axo je a; = 3 mahiut asgoq.
Kunap

310. Pemuru y ckymy TpoCcTuUX OpojeBa jemHauuHy:
¥ —y® =x-y% —19.
Anbanugja

311. Hexka je O ymyrpamma Tauka omrpoyriaor tpoyria AABC. Kpy-
rOBHU ca [MeHTpuMa y cpeaumTuMa crpanuna tpoyriaa AABC, koju nponase
tauxy O, meDycobuo ce cery y taukama K, L n M, paznuuntuMm ox O.
Hokazatu na je O mernrap ymucanor kpyra tpoyriaa AKLM ako u camo
ako je O meHtap ommcaHor Kpyra oko tpoyriaa AABC.

Pymyruja

312. PaBam je momeseHa Ha 06JACTH KOHAYHUM OpOjeM HpaBUX, O KO-
jUX HUKOje TpW He mpoJiade Kpo3 MCTy Tauky. JlBe obsacTtu Ha3uBaMO
”cycemuuM”’ YKOJWKO jeé HUXOBA 3ajeTHUYKA TPAHUNA: AY:K, TOJJIYIpaBa
uinu mpaBa. lloTpebHO je y cBakoj obimacTm ymmcatu 1neo OPOj TakasB na
Baske caeneha nBa yciosa:

1° mpowmsBox 6GpojeBa M3 cycenHux OOJACTU je MamU O BUXOBOr 30upa;

2° 36up cBux OpojeBa ca CBakKe CTpaHe NMPOU3BOJLHE NpABE jeIHAK je
HYJIU.

IlokazaTu ma je To moryhe ako U caMoO aKO CBE IpaBe HUCY MapaJieiiHe.
Cpbuja u Ilpra Topa
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45. MEBYHAPOIHA MATEMATUYRKA OJIMMIINJAIIA,
I'puka — Atuna, 9.—19. jya 2004.

Bpeme 3a pad 2 x 270 munyma.
Ceaxu 3a0amax epedu 7 noena.

IIpsu dan
moHenmedhak, 12. jyma 2004.

313. Ilar je omrpoyrau tpoyrao AABC taras na je AB # AC. Kpyx-
vuna uuju je upeunur BC ceue crpamune AB u AC y taukama M u N
pemnom. Osmaunmo ca O cpemumre crpanune BC. Cumerpasne yriosa
<IBAC u <MON ceky ce y tauku R. IlorazaTu ma ce Kpy:KHUIE ONUCAHE
oko tpoyrioBa ABMR n ACNR ceky y Tauyku KOja OpUNALa CTPAHULN
BC.

Pymyruja

314. Opgpenutu cBe nosuHOMe P(x) ca peasHuM KoepUUUjeHTUMa KOjU
3aI0BOJbABAjy jeIHAKOCT

Pla—b)+Pb—c)+P(c—a)=2P(a+b+c¢)

3a cBe peajHe Opojese a,b,c 3a koje je ab+ bc+ ca = 0.
Jyacna Kopeja

315. Hera je xyxa purypa cacraBi/beHa OJ MIECT je IMHUYHUX KBAAPATa Kao
Ha CJAUIU

uau Ma Koja purypa nodujeHa on oBe (GUIype IPUMEHOM POTAIMja U OCHUX
cumerpuja. Onpenuru cBe m X N IPaBOYTAOHUKE KOJjU C€ MOTY IOKPUTU
KyKaMa Tako Ia

e IPABOYraoHWK Oymae MOKpuUBeH Oe3 mpa3HuHa U 0e3 MpeRIanamna;

® HU jemaH Oeo KykKe He Oyne M3BaH IPABOYTAOHUKA.

Ecmonuja
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Lpyeu dan
yTopaxk, 13. jya 2004.

316. Hexka je n > 3 npuponan 6poj. Hera cy ti,ts,...,t, DO3UTUBHU
peanuu OpojeBU TAKBU 14 je

) 11 1
n“+1>+te+...+ty) | —+—+...+—|.
1 12 [2%
Iloka3zatu nma cy t;,t;,ty NysWHe CTpaHuUIA TPOyTJa, 3a CBe i,j,k 3a Koje
jel<i<j<k<n.
Jyacna Kopeja

317. Y romBercHoM uerBOopoyriy ABCD mujaromana BD uuje cumerpaia
vutu yraa <ABC mutm yrioa <<CDA. Taurka P koja ce Hasa3u yHyTap
yerBopoyria ABCD je TakBa ma je

<PBC =<DBA u <PDC =<BDA.

IHokasaru na je ABC'D TteTtuBHEI yeTBOPOYyTrao ako u camo ako je AP = CP.
Homcka

318. IIpuponan 6poj HazuBaMoO aameprupajyhu ako Cy CBake OBe CycCenHe
nrdpe y HEroBOM AENUMAJHOM 3aIUCY PA3JIUYUTE TapPHOCTH.

Onpenutu cBe mpupomHe 6pojeBe n, 3a Koje mocToju aarepHupajyhu 6poj

[eJLUuB ca n.
Upan
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IIpo6Ha TakMmuema

ITPBO ITPOBHO TAKMMNYEILE

Bpeme 3a pad 180 munyma.
Ceaxu 3a0amax eépedu 20 noena.

IIpBu paspen
Hemedba, 7. nenemodap 2003.

319. Jla su mocroje meau OpojeBu a, b, c,d TaxkBu ma je

abcd —a = 1235
abed —b = 235
abed —c = 35
abed —d = 5 7

320. Onpenntu f(z) ako je

f(i;;)—i—?f(it?):x, 3ax#1, x# -3

321. Y Tpoyray AABC mnoByuena je cumerpasna AM yrma a = <CAB
(M € BC). Y cBaru ox tpoyraosa AABM n AAMC ynucanu cy Kpyrosu
MONYIPEYHUKA 7| U T2, pecuekTuBHO. [lokaszaTm ma je r; = ro akO M CaMo
aro je AABC jemmarokpak ca kparuma AB = AC.

322. Heka cy K u L taure usune AD, ommocuo mujaronase AC mapases-
— — -— —

orpama ABCD, takse na je AK : KD =1:3u AL: LC =1:4. Ilokazatu

na cy tauke K, L u B koauHeapHe.

323. Ha kpy:xuunu je pacnopebeno 40 ¢urypa, mrro 6eaux, mro [PBEHUX.
Ila urpaua urpajy ciaemehy wurpy: npsu y3mMa CBe IpPBeHe purype kKoje
umajy 6esior cycena, HAKOH TOra APYTHU y3uMa CBe Oeiie Gurype Koje uMmajy
OPBEHOT cycena, OHAa OIeT IPBU y3MMa CBe IpBeHe (DUIype Koje mUMajy
Oemnor cycema mrn. Wrpa ce 3aBpmaBa Kaja Ha KPYKHUIM OCTaHY CaMO
¢urype ucre Goje.

a) Ila squ je morylie ma Ha Kpajy ocTaHe caMO jeIHa UpBeHa (urypa?

6) Jla nu je moryhe na Ha kpajy ocrany nse Gese ¢purype?
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Jlpyru pa3pen
HoHeneJdhak, 1. nenemoap 2003.

324. Jlar je tpoyrao AABC. Ha nmoaynpasoj AC uzabpana je tauka K u
Ha moaynpaso] BC usabpana je tauka L Tako na Baxku AB = AK = BL.
Ha monynpasoj AB uszabpana je tauka M u ma noaynpasoj C'B uzabpana
je tauka N tako na Basku AC' = AM = CN. Ha nonynpasoj BA uzabpana
je tauka P u ma moaynpasoj CA uzabpana je Taura () TAKO na BasKuU
BC = BP = (CQ. Tlokasaru na cy npase KL, MN u P(Q napaJsemnue.

325. Ha mysxu AC m3abpana je npousBosbHa Tauka B u Ha nysxunvma AB, BC
u AC ka0 mpeuyHUIMMA, KOHCTPYUCAHU Cy KpyroBu ki, ke u k. Kpos rauky
B je xoncTpyucana npou3BOJLHA IIpaBa, kKoja cede k y taukama P u Q, a
kpyrose ki u ko mopen tauke B y taukama R u S, penom. Ilokazaru na je
PR=Q5.

326. Hera je mat mpuponan 6poj n. Ilocmarpajmo ypebene mapose (u,v)
npupomaux Opojesa, TakBux ga uMm je H3C jemmax n (3maum 3a u # v
nap (u,v) CMaTpaMoO PA3auduTUM o1 (v,w)). IlokazaTu ma je 6poOj TakBUX
IapoBa jeaHak 6pOjy MO3UTUBHUX Ieamiana opoja n2.

327. Hahu majmamu npuponan O6poj m 3a Koju je

m 100
—— /—/j

100 -+ 7190 3.°"
10019 > 33

328. DByb6amapa mera uBunama mnosnuenpa, nonasdehum us Bpxa A. Owna je
MPOMLJIa CBYMM MBUIAMa MOJMEIpa TauyHO ABamyT. JlokasaTu ma Tauyka y
KO0jo] je OybaMapa 3aBpIIMIa MyT HE 3aBUCU OJ MyTa.

Tpehu pa3zpen
HmoHeneJhak, 1. nenemoap 2003.

329. Hera cy AK, BL u CM sucune tpoyraa AABC, a P 6uio koja Tayka
y TOj paBHU KOja He IpUIMaLa MpaBaMa Koje caap:ke Te Bucuue. JlokazaTu
na kpyroBu omucaru oko NAKP, ABLP u ACMP, ocum P ummajy jom
jemHy 3aje THUYKY TauKy.

330. Kpyr | nomupyje usayrpa Kpyr k, u npeunurk PQ kpyra k y tauku C.
Heka je A tauka ma k, a B tauka mHa ny:xkm C(@Q) takBa na je AB tanrenta
kpyra [ koja je mopmasina Ha PQ. Ilokazatu na AC momosu yrao <PAB.

331. Ilocroju mu mpupoman 6GpOj N TaKaB ma BAYKU:
1° 6poj n HEUje MOTIYH CTElmeH MPUPOAHOT Opoja;
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2° 6pojesu n+ 1,n+2,...,n+ 2003 cy nemusu kBanparom (Behnum on 1);
3° 6poj n + 2004 HUje TOTHYH CTemeH TPUPOITHOr Gpoja’

332. Csara Taura paBHU je 00OjeHa y miIaBO wian npBeHo. Jlokazartu na
IIOCTOje [BE IJIaBe TauyKe Ha PACTOjalmy 1, MIM YeTUPU KOJIMHeapHe IPBEHE

TayKe Al, A27A37A4 TaKBeE Oa je A1A2 = A2A3 = A3A4 =1.

333. Heka cy m u n pazauuuTy TpUPOIHU OPOjeBU, a TpUpOAaH OpPOj u
p < a— 1 npocrt. IlokaszaTu na je MOJIUHOM

Pla) =a™(z—a)" +p

HepacTaBJ/bUB HAM Z.

YersBpTH pa3pen
moHeneJsbak, 1. nenemoap 2003.

334. Iar je tpoyrao AABC u oko mera je ommcan kpyr k. Hera je
AD cumerpana yrna <BAC (D € BC) u mera je | Kpyr Koju uU3HyTpa
nonupyje kpyr k u ny:xxu AD u BD. Osnaunmo ca E taury gomupa Kpyra
[ u cumerpasne AD. oka3atu na je F menTap ymucaHor Kpyra y TPOYyTao
ANABC.

335. Ilorka3ary na mocToju OECKOHAYHO MHOI'O CJIO/KEHUX NMPUPOIHUX OPO-
jeBa n ca CBOjCTBOM:
n | 3”71 _ 277,71 .

336. Ilocroju nmu mpupoman 6pPOj N TaKAB Oa BAKU:

1° 6poj n HUje messUB KBAAPATOM IpUpomHOT Opoja (Behmm om 1);

2° 6pojesu n+ 1,n+2,...,n+ 2003 cy memuBu kBaaparoM (BehmMm ox 1);
3° 6poj n + 2004 HEUje MOTIYH CTEIeH IPUPOIJHOT Opoja’

337. Heka je n > 4 u mera cy r1,Ts,...,T, TO3UTUBHI PEAJHU OPOjeBU.
a) JlokasaTu HejeTHAKOCT:

Z1 + €2 + Tn—1 Tn
>
Tn+ X2 T1+ T3 Tpn—2+Tn Tp-1+2T1

npu veMmy je jemmakocT Moryhie moctuhu camo y caydajy n = 4.
6) Ilokasaru ma je 3a cBako n > 4 oBo Haj6oma npoueHa (Tj. HA 3a KOje N
6poj 2 ca mecHe CTpaHe HEje AHAKOCTU HE MOYKEMO 3aMEHUTU HekuM Belium).

338. Heka je S KOHBEKCaH CKyI Tadaka KOjU CAIp:KU Oap TPU HEKOJUH-
eapHe Tauke. Hera cy Taure ckyna S obojeHe ca p pazauuuTux 060ja
(cBaka Tauka je o6ojeHa TauHo jeqHoM on p Goja). IlorazaTu na 3a CBaKO
n > 3 moctoju GECKOHAUHO MHOTO HOILYJAPHUX N-TOYTJIOBA TAKBUX Ha CY
CBa TEMEHa TUX N-TOYTJIOBa 000jeHa MCTOM OOjoM.



98 ITIPOBHA TAKMMWUYERA 2004

JPYTO ITIPOBHO TAKMNYUEIKLE
merak, 30. jamyap 2004.

Bpeme 3a pad 240 muryma.
Ceaxu 3a0amax epedu 25 noewna.

339. Okxo okpyrior croaa cemu 2005 BuTe3oBa, a jemad O HMUX OP:KU
ronm cebe z < 2005 3maTHMEA, Ca 3a0aTKOM M8 WX HOMEJU TAaKO I8 HUKOM
He mpumnanHe Bumie on jeanor. Hberosa 3amucao je ma, y CBAKOM KOPAaKYy,
jemaH O BUTE30Ba KOJU Ap:KE BUIMIE OJ] jeTHOT 3JIATHUKA (aKO TAKBUX jOII
“Ma) Ia [0 jeJaH CBAKOM O] CBOja IBa CyCea.

a) IlokazaTtu ma ce OBaKBa pacHozesa MOpa 3aBpmuTU ako je z < 2005;
6) lla nu ce pacnozmesa MO:Ke 3aBpIIATU ako je z = 20057

340. Heka je ABC tpoyrao m P tauka y merooj ymyrpammoctu. O3-

waunmo ca D, E, F nomuoxja sopmaiia u3 P ua npase BC,CA u AB, penowm.
IIpernocTaBuMO 14 j€ IPU TOM

AP? + PD? = BP? + PE?> = CP? + PF2.

IlokazaTtu na je tama P menrap kpyra omucanor oko AS,SpS., rme cy
Sa,Sp, Se nenTpu npunucanux kpyrosa tpoyriaa ABC.

341. 3a matu npupongan 6poj n, Heka je S CKyI CBUX HEMAPHUX ITPUPOTHUX
OpojeBa MamUX OI N W y3ajaMHO HPOCTUX ca n. 3a x € S nepuHUIIEMO
f(z) rao majsehn menapan menmman 6poja n — x. IlokazaTu:

a) 3a cBako z € S mocroju m < [*H] raxso na je f(f(...f(2)...)) =u1;

6) axo je n mpoct u He mesm 2F — 1 Hu 3a xoje k= 1,2,...,n — 2, onma je
HajMame m U3 Iela NOA a) ynpaso jenHaxo ["Fl].

342. Heka je f: R — R ¢yurumja Taksa na je, 3a cBako , |f(z)] < 1u
Fla+15/56) + f(z) = f(z +1/7) + f(z +1/8).

Hokasatu na je f mepmomuusa.
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TPERE ITPOGHO TAKMUYEILE

Bpeme 3a pad 240 munyma.
Ceaxu s3a0amarx epedu 25 noena.

IIpBu u npyru paspen
Henedspa, 21. mapt 2004

343. Hera cy BD u CE cumerpaje yayTpammux yriaosa tpoyriaa AABC,
npu uemy cy D € AC u E € AB. Axo je mosunaro na je <BDFE = 24° u
<CED = 18°, onpenutu yraose tpoyraa ABC.

344. Ilar je jemmarokxpak Tpoyrao AABC. Ha ocuosunu BC je omabpana
npousBosHa Tavka P. Kpo3 P cy KoHCTpyucaHe OBe MpaBe MapaJiesrHe
kpamuMa Tpoyriaa. OszHaumMo ca () u R mpecedrne Tadyke OBUX MPABUX Ca
kpanuMa tpoyria. Heka je S Tauka cumerpuuna Tadykum Py ommHocy Ha
npaBy QR. Ilokazatu ma Tauka S JeKU Ha OMUCAHOM KPYTY OKO TPOYTJIA

ABC.

345. Ilokasatu ma Opoj
(n+2)*—n?

HU 3a jemaH mpupomaH Opoj n HUje MOTHYyH KyO mpupomHor 6poja.

346. Axo jex >0,y >0, z > 0 u 22 + y? + 22 = 1, onpenuTtu HajMamy
BPEIHOCT M3pa3a
Ty Yz 2T
S=—"=+=4+—.
z x y
347. Jla g1 mOCTOju KOHBEKCAH MHOTOYrao KOju ce MOke mcehu HA HEKOH-
BEKCHE UEeTBOPOYTJIOBE?

Tpehu u yerBpTHU pa3pen
moHeneJshaK, 22. mapt 2004.

348. IlpernocraBumo ma cy 36upoBu yrioBa y Temenuma A u B terpaenpa
ABCD jemunaxu mo 180°. IHokasaru na je AB < CD.

349. Hera cy ay,a9,as,...,a, TpupogHN OpPOjeBU TAKBU Oa HE IIOCTOjE
IBa O KOJjUX ce jeJaH CacCTOjU O INOYeTHUX mnudapa APYror y UCTOM pe-
nocneny (ump. 6pojesu 13 u 13809 He MOry GUTU UCTOBPEMEHO YKILYUYEHN).
IlokazaTu ga je
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350. Ilar je momunom P(z) ca menobpojHuM KoedpuuujeHTUMA. 38 CBAKU
npupogan 6poj n 6poj P(n) je sehu ox n. IMocmarpajmo Hus

Ty = 17 €2 :P(Z'g), cee 5 Tn :P(xn—l)a

ITozmaTo je ma 3a cBakm mpupoman Opoj N mocrToju usaH HHU3a KOjU je
newus ca N. Iokasaru na Basku P(x) =z + 1.

351. Ilocama omn mupara ce mOMOIJIA KOBUEra ca 06JaroM y KOMe ce HaJaa3u
onpeben Opoj 3maTHUKA. Y TOj MOCAIU MUPATU CY pacnopebenu mo cHa3u
Ol Hajjayer Mo Hajcaadujer um CBU Cy YIO3HATU ca TUM pepociaenom. Ilo
NUpaNKUM IPABUINMA Hajjauyd Ipenjake MOIeNy IJIeHa KOja ce IpUXBaTa
akKo 3a Wy riaca 6apeM MOJOBUHA CBUX mupara. AKO ce moaesia He TPUX-
BaTU NUPAT KOJU je Ha0 IpemIor OvBa eNUMUHUCAH (XONAHeM Ha JacLy)
U OYyKHOCT IIoneJsie IIJIeHa IpUlana cieneheM IO CHA3U W TAKO PENOM CBe
JIOK ce He yCBOjU HEKU Ipelyior. Y riacamy U Ipeljaramy Ionesa IJIeHa
NUpaTU Cce MOHAIIAjY PANMOHAIHO U 3HA]y Ia C€ U APYTU IUPATU IIOHAIIA]Y
parmmonasuo. CBaKOM OUPATY j€ JIMCTA IPUOPUTETA UCTA:

e [TupaTy je mpe cBera HajBUIIE CTAJO Ma CAYyBa >KUBY TJIaBY.

e AKO je mpBU yCJIOB 33JOBOJLEH MUPAT e TacaTy U MpeIaraTu TaKo
Ia OCBOjU IITO BeNy KOJIWUMHY 3JIATHUKA

e Ako je nmupary mo obe mpeTxomHE TAUYKe CBE jeoHO, OH lie riacaru
NPOTHUB IOJEJIE V UUJ/bY €IUMUHICAKA CBOJUX PUBAJA.

Koju he 6utu npBu nupaT O CHA3W KOjU Ne cauyBaTU sKUBY IIaBY U KAKO
he rmacuTu kKoHauHa momesa IJeHA ako y kKoBuery mMma 100 3maTHUEA a
6poj mupara usnocu: a) n = 100; ©6) n = 2004.
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YETBPTO ITIPOBHO TAKMNYEILE

Bpeme 3a pad 270 munyma.
Ceaxu 3a0amax epedu 7 noeua.

IIpsu dan
cybora, 26. jyn 2004.

352. Heka cy a1 < a3 < ag < --- < a, TPOU3BOJLHU TPUPOTHU OPOjEBU.
IlokasaTu na BasKu
1 1 1
+ e <1,
[ah 612] [a2, ag] [anfla an]

npu demy [x,y] osnauasa H3C(z,y).

353. Kpyrosu 71 u 72 ce ceky y taukama A u B, a Kpyr Y3 UX OOAuUpyje
cnoma y taukama C u D pemom. Taurka K je cpemumre C'D. IlpaBa AB
ceue Kpyr 73 y Taukama P u Q). Horazatu na je <PKC = <QKC.

354. Hera cy A, As,..., A, CKyHOBK O WO N Oy»KA HA IATOj HIPABO].
Hoxazatu na ce mpecex A; NAy;N...NA, cactoju on me Bume ox n’ —n+1
NVCjYHKTHAX ITy7KU.

Lpyeu dan
nmoHeneshak, 28. jyn 2004.

355. IlpermocraBumo ma Hu3 npuponHux O6pojea (a,) 3am0BOJbaBA
(ai,a;) = (4,j) 3a cBaka mBa pa3nauunTa OpupomHa O0poja i,j. Ilokasaru
Ia je an, = n 3a CBaKo n.

356. Ilat je tpoyrao ABC. Taurenra y temeny A Ha Kpyr OnmcaH OKO
AABC ceue cpemwmy JauHH]y Tpoyria napajenny ca BC y rmauku Aj.
Ananorao nmedpunaumemo tauke By m Cy. Iokazatu ma tauke Aq, By, Cy
JIesKe Ha MpaBoOj U na je Ta mpasBa HopMaJsHa Ha OjIepoBy mpaBy TpOyria
ABC.

357. Y moma OGeckoHAUHE KBaJgpaTHE TAOJIUIE YIUCAHU CY MPUPOAHU OPO-
jeBU TaKO na Baxku ciemehe CBOjCTBO: aKO je y HEKO HoJbe Tabiuie ynucax
HeKu Opoj a, Tama je 306up OpojeBa y MOMY UCHOA U Y TOJLY HECHO O
nmocMarpaHor nossa jemHak 2a + 1. IlokasaTu na cy Ha CBAKO] AWjarOHAJIN
mapaJjesaHoj IpaBoj ¥ = Yy CBU OPOjeBU PA3TUYUUTH.
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ITETO ITPOBHO TARKMWYEIHE

Bpeme 3a pad 270 muryma.
Ceaxu 3a0amax epedu 7 noena.

IIpsu dan
cpena, 30. jyu 2003.

358. Heka je (a,) HU3 pa3IMYUTUX NPUPOAHUX OpPOjeBa TAKaB Ja HOCTOJU
roHCTaHTa @ > 0 TakBa ma je a, < an 3a cse n € N. Jlorkazatu na:

a) ako je a < 5, HU3 canp:kU OECKOHAUYHO MHOTO OpojeBa Kojuma 36up
mudapa (y HEKAIHOM CUCTEMY) HUjEe IEJLUB ca b;

0) mperTxoHU PEe3yITAT HUje TadaH 3a a = 5.

359. Jlujamanwm pema n je BEPTUKAJHO CUMETPUYAH CKYM j€IUHUIHUX
KBaJpara Koju y BpcraMa mMa 1,3,...,2n—3,2n—1,2n—3,...,3,1 kBanpa-
Ta pemom (Bumeru cauky). Heka je A(n,k) Opoj HaumHa Ha KOje MOMKE Ha
ce mocrasu k mucjymrrHux 2 X 2 kBagparta y (2n — 1) x (2n — 1) kBagparuy
Mpexy, a B(n,k) 6poj HaumHA Ha KOje MOKe Ia Ce IOCTaBU k AUC)yHKT-
HUX IOMUHA Ha aujaMmanT pena n. CuMeTpudHa MOCTABLAHA Ce CMATPA]y
pazmauntum. Ilokaszaru xa je A(n, k) < B(n,k) 3a 2 <k < (n—1)2.

360. Hexka cy a,b, ¢, d mo3utuBHu peasau OpOjeBU TaKBU Oa je
3(a+ b+ c+d)+ 4(abc + bed + cda + dadb) = 8.
IlokazaTu HejeTHAKOCT

ab + ac + be+ ad + bd + ed < 2.

Lpyeu dan
moHemesbaK, 5. jysn 2004.

361. Y marom tpoyray AABC koucrpyucatu tauky M uwuju je 36ump
kBagpara pacrojama mo npasux AB, BC u C' A MunuMmamgaH.

362. YUyrynyuyk 6apona MuHxay3eHa TBPAU A2 V IHETOBOj 36MJbU MTOCTOjU
n > 3 Behux rpamoBa, oI KOjUX Cy CBaka IBa IIOBE3AHU ABUOHCKOM JIMH-
UjOM y jeIHOM CMepy, Ka0o U Ja Ce M3 CBAKOr I'paaa y OMIJIO KOjU APYyru
MOke mohum ca HajBUIIE jeOHUM MpecemameM. 3a KOje je CBe BPEeIHOCTHU
npupoasor 6poja n > 3 moryhe na uyykyHyHYEK Oapona Mwunxay3ena ros-
OpHU UCTUHY !

363. 3a 6poj A = x2 —1002000y2, rme cy z,y € Z, Baxku A > 0 u A Huje
nornyH kBagpar. Hahu majmamy moryhy Bpemmoct 6poja A.



Cycperu rumHa3uja
nmeaTpaJsine CpoOuje

IIpBu cycperu rumHas3uja neHrpasae Cpouje

Bpwauwxa Dawa, 7. deyembap 2001.

Bpeme 3a pad 180 munyma.
Ceaxu s3a0amarx epedu 20 noewa.

IIpBu paspen

364. Y xBampary ABCD 3anata je tauka M 3a kojy Baku AM = 7,
BM =13, CM = 17. U3spauynaru nospmuny kBanapara ABCD.

365. Oxpenuru cBe Tpojke (T, Yy, 2) IPUPOAHUX OPOjeBa KOjU 3aM0BOHABA]Y
jemHauuHy
zyz+axy+yz+ze+x+y+ 2+ 1=2001.

366. Y sxectoroj 6opbu 70 ox 100 rycapa usrybuiio je jemHo oko, 75 jeaHo
yxo, 80 jemny pyky, 85 jemny Hory. Koamko je Hajmame rycapa usryoumio
1 OKO U yXO M PYKY U HOT'Y UCTOBPEMEHO?

367. Hexka je M wnpou3BoJ/bHA Tauvka KOja JIEKU YHyTap IPABUIHOT
n—royria. Jlokazatu ma mocrtoje nBa temena A m B TOr n—royria, Tako
a BaxKU

(1 — 1) 180° < <«AMB < 180°.
n

Ilpyru paspen

1
14+392+2v4

63

368. Pammonaaucartu pasaoMak
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369. Pemuru jenmauuny

x2—10x—|—15_ 3z
22 —6x+15 22 —8z+15

Yy CKyIly KOMILJIEKCHUX OpojeBa.

370. Ha wpyxmunu je 3amara 2001 tavka on KOjux je jemHa o3HAUEHA.
ITocmaTpajMo CBe KOHBEKCHE MHOIOYIJIOBE UHja Cy TEMEHA 3aaTe TaUKe.
Kojux umma Buime: OHUX KOjU CaAp:Ke O3HAUEHY TAUKYy WM OHUX KOJU je He
caapxke?

1
371. Axo je 2z 44y = 1, noxaszaru ma je x2 4+ y> > 20

Tpehu un uerBpTU pa3pen

372. Ako je log196 = a u log56 = b, mahiu log0,175 (y ¢yurmmju ox a u b).

373. Hahwu ny:xkmHe cTpaHUIa jeIHAKOKPAKOD TPOYTJIA YUjU j€ MOJYIped-
HUK yOUCaHe KPY:KHUIE I = 3 M U onmcaHe KpyskHune R = 8 cm.

374. Oxo snonte je omucaHa 3apybibeHa Kyma. JlokaszaTu na Basku

VLIVK:PLZPK.

375. Axro je x =tgh°, y =1tg20° u z = tg65°, noraszaTu na je

zy +yz+zx =1.

Ilpyru cycperu rumHa3uja nearpaiaae Cpouje

Kpywesay, 14. deuyembap 2002.

Bpeme 3a pad 180 munyma.
Ceaaxu 3a0amax epedu 20 noewna.

IIpBu pa3pen

376. Pemutu o x € R jennavuuny:

x4z —|1—z|| =2
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377. Y mexkamHOM 3ammcy geBeTonuppeHOr Opoja, KOju ce 3aBpliaBa
uuppom 5, mojaBmyjy ce cBe mudpe ocum Hyse. Jlokazatu ma Ttaj Opoj
He MOyKe OUTU TMOTIIYH KBaIpAaT.

378. JenmaH KOHBEKCAH YeTBOPOYTao MOJEJLEH je nujaroHajiaMa Ha YeTUpU
TPOyIJIa Yrje Cy MOBPIIMHE Npupoaau OpojeBu. Jlokazaru ma je mpousBOI
Ta yeTupu Opoja MOTIYH KBAIPAT.

379. Uzpauyunaru:

(24 +22 +1)(4* + 42 +1)(6* + 6% + 1)(8* + 8% + 1)(10* + 10% + 1)
(4 + 124+ )34 +32+ 1)(5H +52 + 1) (T4 + 72+ 1)(94 +92 +1)

Jlpyru pa3spezn

380. OmpemuTu a Tako Oa pemema T U To jenHaumue 2 —x +a —2 =0

x x
3aI0BOJbABjY YCJIOB L2y —z129+4=0.
T2 X1 2

381. Ilar je moamykpyr Han npeunukoM AB. Kpos cpemuny C nyka AB
KOHCTPYUCAHE Cy UeTUPHU IPaBe KOje AaTu MOJYKPYT Jejie Ha IMeT IeIOBa
jemuakux moBpmmHa. OmpenuTy OmHOC XY

382. mHa omceuaka KOje KOHCTPYUCAHE TpaBe T'pale Ha npedHury AB.

383. Ilar je mpaBoyraouuk ABCD, takas na je AB =3BC. Ako cy E n
F rauke crpanune AB rtakse na je AE = FF = F B, noka3atu 1a je npasa
DFE ranrenTa Kpyra ommcaHor oko tpoyria FBD.

384. Pemutu jenHaumny:

(V3 — V3 V5 + V5)(a? +2? +1) = (V3+ V3 V5 + V5)(z" —2® +1).

Tpehu u uerBpTU pa3pen

385. Pemuru jemmaunmy sin® z + cos?z = 1.

386. Ako je 2" 4+ 1 mpoct Opoj, Tama moCTOju HpuUpomaH Opoj k ma je
n=2F ne N. Ilokasaru.

387. Hexka je n mpuponan 6poj. Horazatu

(33...3)2 4+ (55...544...4)> = (55...544...45)?
N—— S—— N — N—— N —

n n—1 n n—1 n—1
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388. Ila s mocToje mpupoaEKM GpojeBum m u n Tako Aa je (54 3v/2)™ =

(34 5v2)"?

Tpehu cycperu rumHa3uja nearpasae Cpouje

Kpazyjesay, 14. deyembap 2003.

Bpeme 3a pad 180 munyma.
Ceaxu 3adamar epedu 20 noena.

IlpBu pa3pen
389. Y mpasunaom n—royray Ai1As... A, 1A, je <A3A1A4 = 6°. Koauro
[UjaroHajia UMa Taj MHOTOyrao?

390. Ako cy x,y,z peasHu OpPOjeBU TaKBU 1a CY TY, Yz U 2ZIT PAINUOHAIHU
OpojeBu pazmuuutuy on Hy’de. lokaszaTu:

a) 6poj z2+y?+ 22 je pammonanan;

6) aro je 2° + 93 + 23 pammomamam 6poj paszmmuuT Om HyJe, Taza cy u
OpojeBu x,y,z PAIMOHAJHUA.

391. Ogpenutu cBe mpocte GPOjeBe p, ¢ U T 3a KOj€ je UCIYHEeHA jeTHAKOCT
3p+a+r)=pqr

JIlpyru pa3pen

392. Koauko mMma mpupoaHux OpojeBa n TAKBUX A4 je

100 < ¢/n < 1017

393. Hahu Bpemmoct m3paza z°+ 23y 4+ y%, ako peamnu 6pojesu = u y
3a/I0BOJbABAjY j€IHAKOCTU
P ray+yi=4 u 4222 +yt=8

394. 3a cBaku mpupoman Opoj n, Heka je S(n) 36up mudapa 6poja n
(samacamor y gexamaom cueremy). llokasatu na Basm 9 | S(n®) — (S(n))>.
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Tpehu u uerBpTU pa3spen

395. Ilara je woumka ABCDA;B1Ci1D;. Ako je moBpmuHa nupamumie
ABCDA; jennaka 1, nu3payyHATU MOBPIIUHY JATE KOIKE.

396. Y crymy peajiHuX OpojeBa PEMUTU CUCTEM j€THAYMHA:

F=ys, yF=ad, 2= Yo+ %

397. 3a KOje BPEOHOCTU DEAJHOr IapaMerpa ¢ jeIHAYUHA,
1 +sin? az = cosz

UMa je IMHCTBEHO pelleme?
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Pemema 3amaraka

Pemnmema 3BaHMUYHMX TaKMMN-
yema y 2003.

PEIMTEIBA 3AJATAEKA OIIIMITNHCEKOT' TAKMNYEIBA N3
MATEMATUWERE

ITpBu pa3pen — A kareropuja

1. Heka je b= 11111111 w a = 111...11. Kana nomeaumo oBe Gpojese,
—— ——

8 100
nobuja ce 1111 = a — gb, rme je g neo 6poj — ronuunuk. CBaku 3ajemnHUY-

ku genmnaan a u b mesu m 1111, na je tpaskenu Opoj HajBehwm 3ajemuuuru
nmemunarn 3a b u 1111, a xako je b nemuso ca 1111, To je H3(a,b) = 1111.

2. IIkousy Tpeba m3rpamutu Ha IyTy usMmebhy cema A u B, nunaye MOKEMO
cMmamuT 00a pacrojama. Heka je mromna Ha pacrojamy x oxn cena A. Tana
je oHa Ha pacTojamy 3 — X OX cejla BB, ma je yKymaH IyT KOjU IIpeJjla3e CBU
bamu mo mkose (aBa myTa Mamu OX YKYIHOD AHEBHOL IIyTA)

100z + 50(3 — 2) = 50z + 150,

mwro je 3a x € [0, 3] majmame 3a ¢ = 0. akae, mrouay tpeba m3rpamgutu y
mecty A.

3. Kako je, no mejennakocTn tpoyria, |a — bl <e¢, [b—c| <a u |c—a|] <b,
caenu
(@a=0b)(b—c)(c—a)| |a—>b|lb—c|lc—al < cab

=1.
abc abc abe

lp—q| =

4. Hera je P momHO:kje HOpMAaJe U3 IeHTpa onucanor kpyra O Ha qujaro-
vasny BD, u meka cy A;, Cq nomao:xkja nopmana uz A,C wa BD, penom.

69
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Tana je BP = DP (mopmasa u3
IEHTPa HA TETUBY je YjeIHO U He-
Ha cuMmerpaia), a 36or A0 = CO
modujaMo ma Cy W HUXOBE MPOjeK-
uuje jemuake, tj. A1 P = PCy, na je
BA, = BP — AP = DP — PCy, =
C1D, wro je n Tpebaso morazaTu.

5. Heka cy a,b,c,d,e penom 6pojeBu MOJTOKEHUX UCTUTA OX TMPBE IO TETE
romuue. Tanma je

a<b<c<d<e, a+b+ct+d+e=3l, e=3a.

Axo 6u Ouso a > 4, Tama 6u 6unmo u b > 5, ¢ =26, d > 7, e > 12, na je
a+b+c+d+e >34 > 31, mro je memoryhe.

Aro jea=1, tamae=3,n1a 1 <b<c<d<3, mro je uemoryhe.

Axo jea =2, tana e =6, ma je 2 < b < ¢ <d <6, Tj. MOpa Obutu b = 3,
c=4,d=5, omaocuo a+b+c+d+e =20 #£ 31.

Hakae, a =3me=9. 3ad<7, 6u umanu na je ¢c < 6 u b < 5, anu onna
jea+b+c+d+e<3+54+6+7+9=30<31l. 3uaum, mopa butu d = 8.
[Tocnenmwa curyanuja je moryha, Hup. 3a a=3,b=4,c=7,d=8,e=9
nmma=3,b=5¢c=6,d=8,e=9 (n 0Bo cy jenuna pememna).

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

6. Heka cy a u b BpemeHna 3a koja 6u ce Ga3eH HAIYHUO MPBOM, OJHOCHO
ApyroM neBu, mocebuo. V3 ycmoBa 3amaTka je

1 1 1
— == b= .
a+b 5 u a+5

Pemasamem oBor cucrema mobujamo b = 2 mnm b = 15, a xkako mopa butu
ucnymeno b = a+ 5 > 5, Hanaszumo na je b = 15.

7. Yersoprka (0,0,0,0) je pememe oBor cucrema. AKO 6u mocTojano jour
jemHO pelmeme, Taza OM IOCTOjallo U pemleme 3a koje je x2 + 32 Hajmame.
Kaxo xBamparu memux 6pojeBa mpu mesbemy ca 3 majy ocrtaTtke 0 u 1, z2 412
MOKe OUTH MebUBO ca 3 CaMO akO Cy T W Yy OeJbUBU ca 3, ma je r = 3x1,
y = 3y1, 7j. u? +v? = 3(2? +9?), ma xaxro je
2 2 _ 1., 2 2 2

u’ +v :§(x +y°) < (z° +y°),
nobujamo "mame” pememe (u,v,T1,Y1).
Iakne, jemuuo pememe nare jexuauuse je (0,0,0,0).
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2
8. 3a x =0 mobujamo a+b <1, aszaz= ?ﬂje —g+b< 1, mTo mHaMm maje:

a+b —|—2—g—|—b <142-1, ommocumo b<1.
2
3axz7r;no6mjaMo—a—b<1,a3ax:§jeg—bgl,mTOHaMﬂaje:

(fafb)+2(gfb)<l+2~1, omHocHO b > —1,

e mobujamo —1 < b < 1, 1j. |b] < 1, mro je u Tpebaso mokaszaru.

9. Uersopoyrao CEDK je kBanpar, na je DK = DE. Kako cy Tpoyriosu
AFEAD u AKDB upasoyrau, u3z [luraropune teopeme mobujamo:

AD? + BD? = AE? + DE? + BK? + KD? = AE?> + BK? + 2DE - DK.

Ca mpyre ctpane, (AE + BK)? = AE? + BK? + 2AE - BK, na je n0BOJbHO

DE  BK
IOOKa3aTu Oa je AE — Di [WTO CHeI M3 CIIMHOCTH TPOYIJIOBa AFEAD
u AKDB.
B
K D
C E A A

10. Heka je F Tauka 3a rojy Basku D — C — F u DC = CF. Kako je
DC = CF = CFE, 10 je <DEF = 90° (C je ueHTap Kpyra ONUCAHOT OKO
ADEF), naje FE 1 DE, omnocuo FE | AB (rpoyraosu AABC u ADEC
Cy jemHAKOKpakro-mpaBoyriau u u3 te ciauunoctu cuaenu AB || DE). Kaxko

jeu BE 1 AF, 1o je E oprouenrap tpoyraa AFB, na je AE 1 FB, Tj.
KL DC

DK || CL || FB. 3ato je (mo TamecoBoj Teopemn): TB-CF 1, wro je

u Tpebaio mOoKa3aTu.

Tpehu pa3zpen — A kareropuja

11. Heka je x < y. Tama Basku z >y, z >x 1
" = " _yn — (Z_y)(zn—l +Zn—2y_|_.“_|_yn—1) > (Z _y)nmn—l > nxn—l’

Tj. x < N, Ia je z > n, MTO je CYIPOTHO yCJIOBY 3aJaTKA.
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12. YBemumo cmeny X = 2% Y =y, Z = arcsinz. OBaj cucrem mocraje
suueapan o X,Y, Z:

3 4+ 2¥ - 37 = 7
X - Y - Z = -6
5X — Y + Z = 6a+2

U HBETOBO peIene je
X=a+1, Y=5 Z=a+2,
ma je IMOJIA3HU CUCTEM EKBUBAJECHTAH Ca
2 =a+1, y=2>5, arcsinz=a+2.

Crnemn, ako je a € (—oo, —1]U (§ —2,400), cucTeM HeMa pemrema, a akKo je
a € (—1,% — 2|, mocToju jeAMHCTBEHO pemIeH:e

x=logy(a+1), y=5, z=sin(a+2).

13. Kaxko je 2002 = 2-7-11-13 6poj 2002 ce ka0 mMpOM3BOI TPUPOITHUX
OpojeBa Behux on 1 moxke mpura3aru Ha ciaenehe HavwHe:

2.1001, 7-286, 11-182, 13- 154 (4 = (]) naumna),
14 -143, 22-91, 26 - 77, (3= (3)/2 naunma),
14-11-13,22-7-13,26-7-11, 77-2-13, 91-2-11, 143-2-7 (6 = (;) maunma),
2.7-11-13 (1 mayus).

CBako 0onx OBUX pacTaB/hamka OAMOBAPA JEAHOM TPAKEHOM IIPECTABIbABLY
(rama ce momyHu morpebHUM 6pojem jemuuuna). lakie, TpaxKeHUX Ipe -
craBmama uMa 4+ 3+ 6+ 1 = 14.

14. Heka je D mpeceuna tayka cuMeTpaJie yHYTPAIIBEr yriaa KO TeMeHa

BD
A u crpamune BC. Tana je C = % (ocobuna cumerpane yraa). V3

KOCUHYCHE TeopeMe npumenene Ha Tpoyriaose AABD u AADC nobujamo:
b2 412 — 201, cos% =DC?* u A +12-2, COS% = BD?,

Ia aKo IPBY jeJHAUMHY HOMHOMKHUMO Ca 2, a APYTy ca b? u omy3MeMo uX
nobujamo:
o
12(c* — b*) = 2bcl, cos 5((3 —b).

Axo je ¢ # b, nobujamo
1 1 2cos 3

b ¢ ly '
ma MO yCJIOBUMa 3aJaTKa CIEMA COS 5 = %, a TOIITO je o yrao TpoyrJia,
cremu a = 120°.
Axo je b = ¢, uz mouerHOr ycmoBa mobmjamo b = ¢ = 2l,, ma je cos § = %,
(e}

Te je § = 60°, omnocro o = 120° m y oBoM ciryuajy.
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15. 3a cBaku TaHreHTHU MHOrOyrao obwma O, moBpummuae P u momynpeu-
HUKa ymnucasHor kpyra r Baxku 2P = r - O. Heka cy P,O,r u P;,0;,1;,
1 < i < n, nOBpIIKHEE, OOUMUI U MOIYIPEYHUIM YIUCAHUX KPYTOBa MOJIa3HOT
MHOTOYTJIa, OJHOCHO AaTUX Tpoyriaosa. Tama Baxku O; < O, na je :
2P 2P, 2P N 2P, 2P1 +...+P, 2P

=7

YerBpTH pa3zpen — A kareropuja

16. Be3 ymamema ONIITOCTU MOYKEMO IPETIOCTABUTU na je a = b > c. Y
ToM cayudajy je a+b—c >0ua+c—b > 0. Ako je b+c—a < 0, Bazxku crpora
HejenHakoct. VHaue, natym m3pasu cy IO3UTUBHU, 0a je (10 HejeIHAKOCTH
n3Mebhy apuTMeTUUKe U T€OMETPUjCKE CPENUHE) :

(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b) =

Via+b—c)b+c—a) - V(c+ta—bla+b—c)-(c+a—-b)(b+c—a)<
a+b—c—|—b+c—a.c—|—a—b—|—a+b—c.c—|—a—b—|—b+c—a
2 2 2

mTo je TpebaJsio MOKa3aTu.

= abc,

17. Pewemwe 1: Ilona3na jenHauymHa je €KBUBAJIEHTHA Ca jeTHAYUHOM
ol +1) = (¥* + D + ).

3a y = 0 mobujamo x = 0.

3a y =1, jennauuna z(z + 1) = 4 Hema 1ese KOpeHe.

3a y =2, jennayuna z(z + 1) = 5- 6 uMa H03UTHBAH KOPEH T = 5.
3a y > 3 Bayke HEjeTHAKOCTHU:

o,y 1.5y 1 2 2 2, Yy, 2, Y
CAN AN 1 2 241
W+ 5@ +5+5) <@ +D" +y) <@+ +35+1)
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1 1
maws (y? + 5 = )P+ 5 +3) <wle+ 1) <P+ D7+ 5 +1), cremn

2y 1 2, Y
y+2 2<x<y—s—2.

Kako je, ox 6pojesa y> + % —5u y2 + %, jemaH mpuUpoOIaH, a APYTU O0JIUKA

(mpuponan—3 ), mocienma jeHaUMHA HEMa Pellemha y CKyIly HeHeTaTUBHIX
nenux 6pojesa. Jlakie, jemumna pemema cy (0,0) u (5,2).

Pewewe 2: Pemumhemo ommruju mpobaem: Hahwm hemo pemema jenmHauume
P rr=y'+yP+y+yy Z

[MoMHO®UMO HaTy jemHaumHy ca 4 u nomajmo 1. Hobujamo 4x2 +4x +1 =
4yt + 4y + 4y 4y + 1.

I[Tpumerumo na je

2+ )2+ 3 +dy + 1 =dy* + 45 + 4% + 4y + 1.

-1
Kako je 3y? +4y+1=By+1)(y+1) >03ay< —luzay> 3 nobujaMo
a BasKU
22 +y)? <4yt +42 + 4 + 4y + 1

3a cBe nese y # —1. Takobe je
2 +y+1)2 42— =4y + 43 + 4% + 4y + 1.
Kako je 2y —y? = (2—9y)y <0 3a y < 0 m 3a y > 2, nobujaMo ma BasM
2y +y+1)° >4y + 4y + 4y + 4y + 1
3a cBe nese y < 0 m 3a y > 2. [obunu cmo ma 3a mene y < —1 u 3a mese
Yy > 2 BaKU
2 +y)? <+’ + 47 +y+1= 20+ 1)> < (2’ +y+ 1)

Kako mameby nBa ysacromma kBagpaTa HE MOKE OUTH jOII HEKU KBAIPAT
TO 3HaUM Oa IOJa3HAa jeqHAYMHA HEMa pemema 3a uneie y < —1 u 3a nere
y > 2. llakae, ocTaje ma MpOBEPUMO Ma JU jeTHAYUNHA UMa IEJT0OPOjHUX
pemema 3a y € {—1,0,1,2}.

3ay=—1wu3ay=0 nobujamo (2z + 1)2 = 1, 1j. 22 + 1 = +1, omroCcHO

r=—-1ux=0.
—14+/17

3ay =1 mobujamo (2x+1)2 =17, 1j. = = 5

pemema.
3a y = 2 mobujamo (2x + 1)? = 121, mTo maje x = —6 mw x = 5.
Hamnu cmo cBux 6 pemema:

(x,y) € {(_67 2)’ (_17 _1)’ (_170)7 (0’ _1)7 (070)7 (5’ 2)}

Jenuua HeHeraTuBHA pelIema Cy: (z,y) € {(0,0),(5,2)}.

, ITO HUCY 1eJI00POojHA
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18. ®ymrmuja f(z) = 23 — 122 pacre Ha unTepBasUMa (—00, —2) U (2, +00),
omaga Ha uHTEpBady (—2,2), nMa JoKaJIH1 MakcuMyM 3a & = —2, f(—2) = 16
¥ JIOKAJIHU MUHUMYM 3a ¢ = 2, f(2) = —16

Axo je a < b < -2, tana je f(a) — f(b) <
Axo je 2 < a <b, rana je f(a) — ()<0
Axo je, a <2mu b> -2 rana je f(a) < f(=2) u f(b) = f(2).

Iakne, majseha paszmura f(a) — f(b), 32 a < b ce moctmke 3a a = —2
u b =2 (u Tama BaxKu 3HAK JeQHAKOCTU y necHO] HejemHaroctu). Cuiemu
fla) — f(b) < f(—=2) — f(2) = 16 — (—16) = 32, onmakiue nobujamo tBpbheme
sapatka: f(a) + f(2) < f(b) + f(2), T

a® —12a — 16 < b> — 12b + 16.

19. Pewewe 1: Heka cy D m E taure ma crpanunu BC, TakBe na je
<BAD = <DAE = <FAC. Hexa je EC = x u AE = y. W3 camunoc-

b
tu TpoyrioBa ANAEC u ABAC, nobujamo: € % = —, OJHOCHO
Y x
b2 be
r=—, y=—.
a a

Tpoyranosu AADC u AADB cy jemmakokpaku, na je DB=a—bu AD =
DB, omaocuo AD =a—b, DE =b— x. VI3 cnmuunoctu tpoyriaosa ABAE

AB EB
u NADE, mobujamo — = ——
AOPHIEMO UD T AR
c a—2x
OMHOCHO —— = , OJaKJe,
a—b Y

ybanuBameM BPEIHOCTU 3a T U Y,
u cpebuBameM, mOOUjaMO TpaKEHU
UJEHTUTET:

bc? = (a — b)*(a +b).

Pewemwe 2: Ozmauumo ca «, 3,y yraose Tpoyriaa kox temena A, B, C.
N3 ycnoBa 3anmarka mmamo na je a = 308 u v = 7 — 43. CunycHa teopema
y Tpoyry AABC uam naje

b a a
sin3 sin33 sinb(4cos2f — 1)’

OnaKIe je
a=b(4dcos? f—1).

3a pauyHame TPAKEHOI u3pa3a jom Tpeba Oa MCKOPUCTUMO KOCHUHYCHY
TeopeMmy,
& =a®+b* —2ab - cos,

Kao 1 (OPMYIy 3a KOCUHYC YETBOPOCTPYKOI yTriIa,

cos43 =8cos? B —8cos? f+1:



76 PEINIEKHA SAITATAKA

be? = a®b+b® — 2ab® cos(m — 4y) = b® + abla + 2b - cos(453)]
= b®+ab[b(4cos® B —1) + 2b(8cos? B — 8cos? B+ 1)]
= b +ab*(16cos? B — 12cos® B+ 1)
= b+ ab’[—1— (4cos’ B —1) + (4cos® B — 1)
= b —ab® —ad’b+a® = (a—b)*(a+D).

20. Buneru pememe 15. 3amatra (5. 3a Tpehiu paspen A rareropuje).

IIpBu pa3pen — b kareropuja

21. Kako je
(n—2)% +n®+ (n+2)% =3nn*+8),

3aKJbYUYyjeMO Ia je naTu M3pa3 IapaH akKo je n IMapHO, a AeJbUuB ca 9 yBek
(ako n muje memus ca 3, Tama n? maje ocrarak 1 TpHW mememy ca 3, Ta
je n? + 8 nemus ca 3). Cuemm, natu u3pas Huje HemuB ca 18 akko je n
HemapaH 6poj.

22. Buneru pememe 2. 3anarka (2. 3a npBu paspen A kareropuje).

23. a) IIpumenom cBe Tpu onepaiuje (CKOKa) dyBa ce Hajseliu 3aje HUUKY
nenunan, tj. H3I(m,n) = H3(n,m) = H3II(m — n,n) = H3(m + n,n).
N3 tauke (7,12) ne moxxemo mohm y (12,32), jep je

H3(7,12) = 1 # 4 = H31(12,32).

6) U3 rauke (8,12) ako mBa myTa NPUMEHUMO APYTU KOPAK, IOJIA3ZUMO Y
raury (20,12), a 3aTtum u y Taury (32, 12) u onga npumenyjyhu npsu kopak
monasumo y tadry (12,32).

24. Oszmaummo ca A ckyn [lnankosa,

ca O ckyn Ilmonkosa, a ca I ckyn A
IInmuukosa. IlpBu mckas rosopu na

je I C A, omHoCHO ma Cy CKyIOBU
I\N(AUO) u (ONI)\ A upa3uu, na y

TOM CJIy4ajy OPYTY WCKA3 3HAYN 14 q
je ckyn AN O NI wenpaszan. 3uaun,

upBo TBpheme je Tauno, rpehe Huje
TAYHO, & APYro MOKe OUTU U TAYHO
¥ HETAYHO, Y 3aBUCHOCTU O TOTA Ja
mu je ckyn (ANT)\ O menpaszan (T)
nim npasan (L).
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25. Buneru pememe 5. 3amarka (5. 3a npsu paszpen A kareropuje).

Ipyru pa3spen — B kareropuja

26. Buneru pememe 6. 3amarka (1. 3a npyru paspen A kareropuje).

27. AKO yBemeMo CMEeHy Yy = xf%, nobujamo jemraunny 112y*—24y%—1 =0,
omakne je y*> = 1 mmm y* = —%, ommocro y € {—1,1.i\/5c, —iy/55}, Ti.

z€{3,4,%+iy/ 8,2—2',/%}.

Hanomena: 3amarar je moryhe pemmru n momohy cmene y = x — 4.

28. Pewemne 1: Kaxo je 1 =a?+b%+c* = (1a? + %) + (3a* + ¢?), na ocnoy
HejeIHAKOCTU ApUTMETUUKE U [eOMETPUjCKe CpeauHe, nodujamo :

1
1> 2\/§a2b2+2\/§a202 V2ab + V2ac,
2
(Va? =a 3a a > 0), omakae je a(b+ c¢) < %
V2 1
JemHakocT BasKM aKKO a = —,b=c = 3
1

2

Pewewe 2: Kako cy 6pojesu a,b,c € (0,1] MmoskeMo yBecTu CMEHY:
a=sinp, b=-cosysinf, b= cospcos, p,0 € (O,g] .

Tana tpaskenu uzpas nocraje a(b+ ¢) = sin p cos p(sin + cos §), mro HaKOH
csobema na cunyc 36upa naje a(b+ ¢) = % sin 2@(% - sinf + % - cosf),
OIHOCHO

L s 2¢p - sin(f + 7r)
— -sin2p - =).
V2 v 4

MakcumymM oBOr m3pasa ce moduja Kama cy oba cuHyca jemHaku 1, Tj. 3a

a(b+c) =

m 1 1 1 V2
=0=—,o0mH0CcHO 38 a=—=ub=c=-uranajealb+c)= —=—.
@ 1 7 5 je a(b+c) 52
: V2
Tume cmo nokazanau na je a(b+ ¢) < >

29. Buneru pememe 9. 3amarka (4. 3a apyru paspen A kareropuje).

30. Kako je

3+i 240\ :
= . == 1 "
: (2—i 2+¢> (497
To je 22 = (2i)", ma je 6poj z peanan akko je z? peasanm u 22 > 0, a To je
TAYHO AKKO je Opoj m nmesbuB ca 4.
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Hanomewna: 3anmarak je moryhe pemwutn u noMohy TPUrOHOMETPUjCKOT 06-

JMKa KOMIUIEKCHOT 6poja (Koju ce paau KacHHUje): aprymest onx 1+i je 7,
na je apryMeHT Ofl Z je[IHAaK N7, OJaKJIe CJIelu Ja je z peajlaH akkKo je 6poj

n gemnus ca 4.

Tpehu pazpen — B kareropuja

31. Ako je a = b, natu mapaJiesorpam je poMm0, mma je TparkeHa IMOBPIIUHA
jemmaka 0, jep Tama cumerpase yrioBa {DAB u <BCD canpske mujaro-
wany AC, a ocrane mBe cuMmeTpaJie caap:ke aujaronasy BD, ma ce cse
YETUPU CUMETPAJIE CEKYy Yy jeIHO] TAUKU.

[MpernocraBumo na je a > b u Hera je « = <BAD. Heka je M npeceuna
tauka cumerpaia u3z A u D, N npeceuna tauka cumerpata u3z D u C, P
npecedna tadka cuMmerpasia uz B u C, a () mpecevyHa Tayka cuMeTpajia u3
A un B. Yersopoyrao M N P(Q) je mpaBoyraoHuk, jep je 36up yriosa KOju
HAJIEKY HA jeqHy cTpaHunly napaJesnorpama 180°, ma ce \UX0OBe cuMeTpaJie
cery mox yriiom ox 90°. Ilaksie, TpaskeHa MOBPIIWHA j€:

S = MN-MQ= (DN — DM)(AQ — AM)
- in< _psin & o DY (a—b)2sin Eeos &
S = (asm2 bs1n2)(acos2 bcos2) (a—b) sin - cos o

D a C

32. Ilata jemmauwmHa je neduaucana 3a r > 0. Tana je

glogigz _ ylogyx-logig4 _ ,logyg 47

ma je 4logio — 16 = 4% omnocuo log,qx = 2, Tj. = = 100.

33. Heka cy O1, Oz u O3 uenrpu natux jgontu. Hersopoyrao 010541 A,
je mpasoyriau Tpane3 ca BucunoM A As = 4, mysxum kpakom 0109 = 11 4179
M OCHOBHUIIAMAa 71 U o, na u3 [lurtaropune reopeme mobdbumjamo

(r1+72)% = (A1 42)° + (r2 — 1),
omakie je riro = 4. Camuno mobujamo na je

rrs = 9 n  Torg = 16.
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MuokemeM OBe TPU JeIHAKOCTU, & 3aTUM KOPEHOBAmeM, mobujamMo na je
rirers = 24, omakie je

3 8
ro=—-— u 713=0.

34. Hera cy a u § muenapckn yriaosu uBuna AB u BC nupammme. Kako
je CS 1. ASBu AS 1 BSC, To 3a mospmuae umamo ciaenehe omnoce:

Pnrase = Prapc cos o u Papsc = Parapc cos 3.

IlokaskUMO TPBY OX OBE IBE jeNHAKOCTU (Apyra ce NOKa3yje aHAJOTHO).
Osunauumo ca D momuoxkje mopmase uz C uwa AB. Karxo je CS 1 ASB
nmamo na je D momuo:kje Hopmatse u u3z S Ha AB. 3a Bucune CD u SD
rpoyranosa AABC u AABS umamo Be3y SD = CD - cosa (13 mpaBoyrior
tpoyraa ACSD) u onga je

1 1
Prasp = §AB -SD = §AB -CD -cosa = Paape cosa.

Bparumo ce cam Ha Tpaskeme omHoca mnospumHa TpoyrioBa AASB u

2
cosa  Paasp Prpopcosf cos 3 . Ccos &
ABSC: = = =4 , OJIaKJIe je =4,
cosB Pasc Papoccosa Cos v cos 3
. cos« . .
Tj. 3 = 2 (oBaj O4HOC He MOKe OuTH —2, jep Cy AMeNapCKU yIIOBU ( U
cos
o Prass
0 mamu on 90°, na Cy BUXOBU KOCUHYCU IO3UTUBHU), OILHOCHO P = 2.
ABSC

35. Ako je Maja Ka3ajbKa MpENIa yrao o, BEJIUKA je 38 UCTO BpeMe IIPeIia
yrao 360° + «. Kako ce Besuka kasasmka kpehe 12 myra 6pike, ouhe

360° +a=12a, Tj. a=

Mausa rasasmka 3a jeman cat mpebe 30°, Te he mo mpekaamama Ka3aJbKuU
npohn % cara, Tj. mpekjonuhe ce 3a jemaH car u 5% MUHYTA.
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YerspTHu paspen — b kareropuja

36. Kako je |z| = /2?2 4+ y2, Toe je z = z+ iy, U3 maTe jenHaumne no6mjaMo
V(x—1)2 +y2=2\/(z+ 1)2 + y2, ognocHo, nocye cpebusama,

o3y v

Ilaksie, TO je Kpyr ca HEHTPOM Yy TAYKU (—%, 0) 1 TOIYyIPEYHUKOM %.

37. Heka je 7p+1=n? n € N. Taza je 7p = (n — 1)(n + 1), ma xako cy
CBU IPUPOMHU meymonu Opoja 7p 6pojeBu 1, 7, pu 7p, To je n —1 =1 nnnm
n—1l=7Tumn+1l=1umn+1=7. Cremu n € {2,8,6,0}, ma nposepom
npobujamMo ma je jemuHo perieme n = 6, OZHOCHO p = 5.

38. Ako mpBy jenHaumMHy IMIOMHOKMMO ca —2 U cabepeMo ca APyroMm noou-
jamo:

(y+1)(22%(1 —y) +y° — 3y +3) = 0. (%)
3a y = —1 nobujamo x = 1 (13 UpBe uiM Apyre jeAHAUYMHE CACTEMA).
3a y < 1, m3pa3 y apyroj sarpamu je crporo sehm ox 0, ma je meo m3spa3s
(%) jemaax 0 camo 3a y = —1.

3a y > 1, mpBa jemmaumna gaTor cucreMa, 2y’ — 2z +y? = 0 HeMma pemema
(muckpumumHanTa je D = 4 — 4y? < 0).
Haxkue, jequuo pememe garor cucreMma je (1,—1).

39. Iloka:xknMo nato TBpDheme MaTeMaTUYKOM WHIYKII]OM.
Dasa undyruuje: tTBpbheme je Tauno 3a n = 1,

2

(ar1a2)? — (a1ap) _ (a2 — ag)(az + ap) _ 2 2d - 2a; 3
4d ! 4d bo4d b
Hnoyruujcka npemnocmaska: TPETIOCTABIMO 1A je TBpheme Tauno 3a n =

ki ar® +ag® + ...+ ap® = @) (@100

id
2 _ 2
Hnoyruujexu wopar: 3an=Fk+1jeal+...+ ai_ﬂ = (akak+1)4d (a10) +
5 (akars1)® = (a1a0)® +4daiy  ajyq(af + dd(ax +d)) — (a1a0)®
Bt = 4d - 4d -
ajyr(ar +2d)* = (a1a0)®  (apgrak42)? — (arao)?

g i 14cl - 4d , MTO je TPa:KeHO TBP-
ewe 3a k+ 1.

Crora mo HMpUHIUIY MaTeMaTWYKe WHAYKINUje TBpDheme 3amaTka Basky 3a
CBaKU IpUPOIAH OpOj n.

40. Bugern pememe 35. 3amatka (5. 3a rpehu paspen B rareropuje).
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PEIITEIHA 3AITATAKA ORPYFHOI' TAKMUYEIBA N3
MATEMATUWRE

ITpBu pa3pen — A kareropuja

41. Kaxko je 23 =1 (mod 7) umamo caenehe moryhuocTu:

3a k=0 (mod 3) je 2k—1=32, ma 221 4281 1=2242041=6 (mod 7);
3a k=1 (mod3)je2k—1=31,ma2% 1421 1=2142'41=5 (mod 7);
3a k=2 (mod 3) je 2k —1=30, ma 22*~1 42k 1 1 =20422+1 =6 (mod 7).

Opnapne caenu tBpheme 3amaTKa.

42. Cpebusamem mobujamo (2m — n)? + (n — 3)? = 9, omakae mobujamo
(2m —n,n-— 3) € {(07 73)a (Oa 3)7 ( ’ )a (737 O)} mTo rllaje pemema
3

3
(m,n) € {(0,0),(0,3),(3,3),(3,6)} .

43. Pewemwe 1: Hera je n > 2 mpomsBossaH npupomaH 0poj, a; = 3
npou3BOJLAH HemapaH Opoj, a ag, as, ..., G,—1 TPOU3BOJLHU PA3IUIUTY TAPHA
6pojeBm, TakBH fMa a1 < ag < ... < ap_1. Tazxa je a?+a3+...+a2_; = 2k+1,
3a HeKM npuponaH 6poj k. Aro mzabepemo a, = k, 30up KBagpara CBUX N
6pojesa je k% + 2k +1 = (k+ 1)%. Tlopen Tora, (an—1 —1)? > (3 —1)2 > 2,
n—2
na je u ¥ a? + (an—1 — 1)*> > 2. OBa HejeIHAKOCT je eKBUBAJEHTHA ca
i=1
n—1
an =k = % <Z a? — 1) > an—1, I& Cy CBU OpoOjeBu ai,as,...,a, Mmehycob-

i=1
HO Pa3/INYNUTHU.

Pewemwe 2: 3amatak pemaBaMO IPUMEHOM MATEMATUYKE WHIYKILjE.

Basza undyxuugje: 3a n =2 je 32 4+ 42 = 52,

HUnoyxyujcka npemnocmaera: TpeTIOCTABUMO Oa TBpheme Baku 3a n = k,
Tj. ma nocroje aj; < ag < ... < ap, TAKBU 1a je aj + a3 + ...+ ai = b?.
Hnoykyujexu xopax: tama je (5b)2 = (5a1)? + (ba)? + ... + (Fag)? =
(3a1)? + (4a1)? + (5a2)® + (5a3)® + ... + (5ax)? u 3a oBux k + 1 Gpojesa
Baxky 3a1 < 4a1 < bag < ... < bag.

Crora mo mpuHOWNY MaTeMaTWUYKe MHIyKnuje TBpDeme 3amaTra Basku 3a
CBAKU IPUPOTAH OPOj n.

44. Heka je A; cpemumre crpanute BC, a Ty Tauka CUMETPUYHA TEKUIITY
T Tpoyraa AABC y onaocy Ha taury A;. Osmauumo ca D u F nomHoxja
Bucuna u3 A, ommocuo T ma crpanuny BC (u3 Tamecose teopeme npu-
AD)

3
W3 nomynapuoctu tpoyrnosa ABTA; =2 ACTyA, nobujamo na cy mysKUAHE
crpanuna tpoyriaa ATTyC jemnake %ta, %tb u %tc. Hoerosa moBpmuna je

Parrryc = Para,c + Paamoc = Pata,c + Para, B = PaTBe, 08HOCHO

BC-TE BC-3AD P
2 - 2 3

Memene Ha Tpoyriose AADA, ~ NTEA; nobujamo na je TE =

Parrryc = Parpe =
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IloBpmmHa Tpoyriia Mama je UIM jefHaKa OJ IMOJYIPOU3BOAA IPU3BOJLHE

2 2
IBe merose crpanute, te u3 rpoyriaa ATTyC nobujamo 3 < 3 gta - §tb’

OMTHOCHO

mTo je TBpheme 3amarka.

JemHAKOCT BasKM AKKO Cy y OATOM TPOYIILY TEKUIIHE NYKU KOje OIroBapa-
jy crpamunama BC u C'A HOpMaJjHe, OOHOCHO aKKO 3a CTPAHUIE IaTOr
Tpoyraa Baxu a’ + b% = 5c2.

45. Awaausza: #Hera cy A; m By cpemumra crpanuna BC u CA, pemowm.
Osmauumo marty mpaBy ca p. Heka je D momuoxje mopmase us A ma BC,
a Dy momnoxje Hopmane us By wa BC. Baxnu p || ByDy, <A1D1B1 = § n
B;1D; je cpemma nunuja tpoyraa ACDA (u D; je cpemumre mysku DC').
FKoncempyxuyuja: y mpeceky Kpy:KHUIE ca TpedHukoM A;B; u mpase map-
aJIeTHOM ca p Koja caap:ku By mobujamo taukry Di. Y mpeceky mpaBux p u
Ay D; mobujamo tauxky D. Taura C je Tauka Ha npasoj Ay D; 3a KOjy Basku
D1C = Dy D pasnuuura ox tauke C. Taury A mobujamo y mpeceky IpaBux
CB; u p. Tauka B je taura ma npasoj A;D; 3a wxojy Basku A;C = A1B
pasauuuta ox tauke C.

Joxasz: 3 KOHCTpYyEKIUje ciaenu na Bucuaa AD nesxu Ha npaBoj p U Oa je
Ay cpemumire nysxu BC. Ilo koucrpyruumju, rpoyraosu ACDA u AC A1 B
Cy CIWYHU, Ca KOePUIUjEeHTOM CIUYHOCTU 2, na je By cpemumre mysxu C'A.
Nuckycuja: mema pemema arxo je p L A1 By (unaue Gu mpasa p Guiaa HOP-
masnHa u Ha BC u na AB) u ako npasa p canpsxku tadke A; u By (unaue
je AB 1 BC, na p canpxu Aq,B1,A n B). Y ocranuM ciydajeBUMa CBe
KOHCTPYEKIMje cy Moryhe u jeaHo3HaduHe, Ta MOCTOjU jeTHO pEIIeHe.

Hanomena: KoucTpyrnuja je mMorsa ma ume um Ha ciaenehuw HaywH: TpaBy
BC' nobujamo kao mpaBy HOpMaJHy Ha P Koja mposa3u Kpo3 Aj, a Taury
D, masmasumo kao nomHoxkje HoOpMmaJse us By wa BC, a majbe KOHCTPYKIM)ja
uxe ucTo kao y nperxomaom nauuny (D, C, A, B).
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JIpyru pa3spen — A rareropuja
46. Besuumbe mom KOpeHOM MOpajy OUTU HEHETaTWBHE, Ta je

z € [-3,14109) U [0 4 o0). Heka je u = Va2 +a+ 1,0 = Vo +3,
w = 622 — 2z — 18. U3 monasme jemnauumue mo0UjaMO CHCTEM

U+ 2v =w, 6u2—8v2:w2,

Tj. mocye emuvuHanmje w, Su? —4uv —120v% = 0. Kako x = —3 Huje pememe,
cnemu v # 0, ma mobujamo 5(%)2 — 4(%) — 12 = 0, omaocuo % = 2 wunm

Va? 1
v = —g. Ilpyra moryhuocr ornana, jep cy u,v = 0, na je vertrtl =2,

vr+3
3—+/53 _ 3++/53

omsocHO 22 — 3z — 11 = 0, Tj. 1 = — u X9 5

pemema, jep mpumanajy odJiacTu ne(MHUCAHOCTU KOPEHA.

v
v

, ITO Cy 1

47. Hexa je x;; € {—1,1} 6poj Koju ce HANa3M y HPECEKY i-T€ BPCTE U
j-Te romoue tabsune. /la 6u mpomsBom OpojeBa y cBakoj om mpBux m — 1

BpcTa Ouwo jemuax 1 moTpebHO je M MOBOJLHO Ha OyIe Xim = Tﬁl zi; (3a
1 =1,2,...,m —1). Ia 6u npoussBon 6pojeBa y CBaKO] O npgyix n—1
KOJIOHa Ouo jemHak —1 moTpebHO je M MOBOLHO Ja ByHe Ty, = —Tﬁla:ij
(3a j=1,2,...,n—1). Ha 6u npoussoxn GpojeBa y m-T0j BPCTA 61/12):3(%;[—

n—1 n—1 m—1
Hak 1 MOTpebHO je U MOBOMLHO Ha Oyme Tmpn = [[ Tmj = ][] (— 11 inj) =
j=1 j=1 i=1
n—1m-—1

(—1)”_1 II II zi- da ©u nmpousson OpojeBa y n-TOj KOJOHM OMO jemHAK
j=1 i=1

m—1 m—1 [n—1
—1 moTpebHO je m MOBOLHO Ja Oyhe Tmn = — [[ Tin = — [] (H xij) =
i=1 i=1 \j=1
m—1n—1
— II II zij- To je moryhe camo ako je (—1)"~' = —1, 1j. ako je n mapHo.

Y ToMm cay4ajy ce 3am0BOJbaBajyhne momymaBame Ao0Mja TAKO IITO Ce Ip-
BO TONMYyHE TOJba KOja JIeske Ha mpecenuMa TpBUX M — 1 BpcTa ¥ TPBUX
n — 1 KOJIOHa Ha IPOU3BOJHAH HAUMH, & 3aTUM C€ II0Jba KOoja Jeke Yy MOCIen-
0] BPCTU UM NOCJIENKHO] KOJOHU HA jeAHO3HAUYAH HAYWH MONYyHAaBajy KO-
pumhemeM nperxonaux GopMmysia. 3aTo ce Tabauia MOKE MTONYyHUTU Ha
0 HaumHA YVKOIMKO je n HemapHo, a Ha 2™ D=1 gagpma ykomuro je n
TapHo.

48. Kpyxuu nceuak ymju je yrao 60° uma mujamerap 1. Hywxumua 1 ce moc-
TIDKE 3a HajydaJbeHHUje Tauke Ha JyKy U 3a IeHTap MUCEUYKa U MIPON3BOJLHY
TayKy Ha JIYKYy. Kpyr MOKEMO IIOTIYHO NPEKPUTHU ca 6 OBAKBUX MCEUYAKA.
HajBume jemna Tavka JeXU y HEHTPY KPyra, Oa O IPEOCTANUX 7 MOKEMO
uzabpaTu OBe KOje JeKe y MCTOM UCEUKY, & N4 HUCY HA]yAaJbeHUje TauKe
Ha ayKy. IbuxoBo pacrojame je mame on 1.
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Bumumo na tBpheme He MOpa BaskATH 3a 7 Tavaka, aKO jeqHy MOCTABUMO y
LEHTAp Kpyra, a ocrajie y TeMeHA MPaBUJIHOT MIECTOYIJIA YIUCAHOT y OBY
KPY3KHUILY.

49. Hera je A— B — C pacnopen Tauaka u ueka je AB = 2r, AC =2R, O,
cpemumre AB, Oy cpenumre BC, O3 cpemumre AC, O neHTap Kpy:KHUIE
k marte y 3amaTky u r meH moaynpeunuk. Tana je AOs = O3C =1 + R,
0103 = AO3—A01 = R, 0203 = 003—002 =T, 010 =r+x, OQO = R+ZL‘,
030 = R+r—xzx. W3 nospmuae Tpoyraa 01003 uspaskeHe Ipeko XepoOHOBOT
obpacra, OIHOCHO MPEKO MOJYIPOU3BOJAa CTPAHUIE U OAroBapajyhe Bu-

cure nobujamo \/(R+r)r(R — z)x = §Rd. Crauuno, U3 penanuja 3a MOBP-

1
mury tpoyraa 0100, mobujamo +/(R+ 1+ z)Rrz = §(R + r)d. Hakon

KBaIpUpama 1 OMy3UMama OBe ABe penamuje, mobujamo rax?(2R + 1) =
1rd*(2R + 1), omocHo x = 4.

50. Hexa cy tg,tp,t, TeRKUMHE Ty:KX KOje OArOBApajy CTpaHUmama a,b,c
tpoyraa ABC, penom. Tana je

42 = 2¢2 +20% —a?, A2 =27 +2a® — b2, 412 =24 + 207 — 2,

na Behoj cTpaHulnm oAroBapa Mama TERUNIHA AY:K. De3 yMamema OIIITO-

cTH, MOsKeMO mpetnoctaButy 1a je a < b < c. Tana je %” = %’ = % =k, nma

KOpUNTNEHmEeM TOPHUX jeTHAKOCTA UMAMO
4k (@® + 02 + ) =482 + 17 +12) = 3(a* + b* + ),

V3

ma xako je a’ + b2 4+ c? > 0, cienu 4k? = 3, onmocHo k = 5

Tpehu pa3spen — A rareropuja
51. a) Pewewe I: Axo je p < 0 ¢ymrmuja f(r) = 2% — px + ¢ je cTporo
pacryha, nma mara jenHauuHa He MOMKE UMATU TPU PeEaJiHA PEIIeHa.
Pewewe 2: OBo cMmo Morau nobutu u u3 BueToBux mpasuia:
T1+x2+x3 =0, z1@2+ Tows +T371 = —p, T1T2x3 = —¢,
rme Ccy Ti,X2,T3 KOPEHU OaTe jeAHAUYUHE, Ia je
0< x% + :173 + x% = (x1 + a2+ x3)2 — 2(z1x2 + o3 + T321) = 2P,

na je p > 0 (360r q # 0 Hujenan oxn x1,xs,x3 Huje 0).

6) Axo je ¢ > 0 umamo zjxowr3 = —q < 0, a Kako je x1 + x9 + a3 = 0
mebhy OpojeBuma x1, T2, T3 Cy OBaA MO3UTWBHA M jelaH HeraTwBaH. Heka je
x1=7>0,20=5>0,r<s. Tanajexs=—(r+s), naje

p=—rs+r(r+s)+s(r+s)=r>+rs+s’>3?,
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Tj. r < \/g Tarobe ¢ = —rs- (—(r+8)) = rs(r +s) > 2r3, 1j. r < { g
. P 5/4

Cnenu r < min <\/g, \/;>, omakje ciaenu u TBpheme 3amaTkA.

52. 36o0r medpuHECAHOCTH KOpeHa Mopa outu z; € [—1,1] 3a ¢ =1,...,100.

Hexka je

— 1 1
ai:(\/l—i—xi,vl—xi), ?:(100\/1+m,100\/1—m>

CucreMm ce cBoIu Ha
100 — _—

Z(Ii:b.
i=1

2 2
Kaxo je |b| = \/(1001/1+ﬁ) +(100/1 - 5k5) " = 1002 u xaxo je

1@ | = (VT F+ )2+ (VT —2:)2=+2,3ai=1,...,100, no6ujamo

100 100

— —
I ail =3 lail,
=1 =1

[Ia BRI jeJHAKOCT y HejeHAKOCTH TPOYTJIA 38 BEKTOPE 1, . .., 100, Tj. OHM
—

cy ucrocMepuu (rcTor cMepa Kao u Bektop b ). Axo je k(v1+x,v/1 —z) =

(WVT+y,V/T—y), k > 0, nobujamo k?(1 +z) = 1 +y,k*>(1 —2) = 1 — g,

onHOCHO k = 1, na cy 0BU BEKTOPU UCTOCMEPHU AKKO Cy jeqHaku (BEKTODY

1 - . . — —_ .
To5 0 ). Cnemu, jemHAKOCT BasKU AKKO je aj = ... = G190, OLHOCHO aKKO je
T1=...=T100 = ﬁ, ma je OBO jemUHO pEeIelme CUCTEeMA U3 3aIaTKA.

53. IIpernocraBumo ma yersopoyrao ABCD 3amoBosbaBa TpaskeHe yCJIOBE
— =

u na je AC = 2BD. Tamna je AC - BD = AC - BDcos45° = BD? - /2.
Mebytum, oBa jemmakoct je Hemoryha, jep cy

—_— =

AC-BD = (zc—%a,Ye = Ya)  (Td — Tb,Yd — Yo)

= (zc—2a)(®a — ) + (Ye — Ya)(Ya — Wb)

u BD? = (x4 — 2)? + (ya — y»)? nemu 6pojesu, BD? # 0, na 6u nobumu na
je V2 panmonaman 6poj.

54. Heka je O menrap mator kpyra, 0 < a < Z yrao usmebhy OP u Tetuse
nysguse t1 (@), nysRuUHA OpyTe TeTuBe to(a), S1 u Sy cpeaumTa OBUX TETUBA,
a ca S(a) ozmaummMo Tpaskenu 36up rerusa, S(«o) = t1(a) + t2(«). Kako je

t1 (@) ta(a) )
1T =\/R2 - 0852, 22 =\/R2 - 0852, 0S; =dsina, 0Sy =dcosa,

nobujamo S(a) =2 (\/R2 — d%cos? a + \/ R? — d? sin? a), Tj.

s
2
n

4
(S(a))* =4 <2R2 —d*+ 2\/R4 — R2d? + dzsinz 2a) .
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Osnaj u3pa3s je HajMamu kan je sin2a = 0, 1j. kax je a € {0, T}, omHocHO Kax
jemHa onm TeTWBa MPOJIA3U KPO3 LEHTAp Kpyra ” Tala 30Up TeTWBa M3HOCU
S(a) =2(VR? —d?+ R).

OsBaj m3pa3s je majsehu ranm je sin2a = 1, 1j. kan je a =

us

4
teruse rpaze yrao § ca OP u rana 36up rerusa usnocu S(a) = 44/ R? — %.

OOHOCHO Kal

a
. . n IyTa
55. JIOKa:KMMO MATEMATHYKOM HHIAYKIUjOM na je al } Y < 2003.

Basa undyxyuje: 3a n =1 oBo je Tauno, jep je a =>%/2003 < 2003.
Hnoyxyujcka npemnocmaska: TPETIOCTaBUMO 12 je TBpheme TauHo 3a HEKO

Aa
@ Foyra: 9003,

n ==k, Tj. HeKa je b=a

a
}kJrlHyTa o

Hnoyxuujeru wopax: Tana je b < 2003, ma je a® =a® <

a?0%3 = 2003.

a
3a n = 2003 nobujamo ma je a® }2003 T8 9003.

YerBpTHu paszpen — A kareropuja

56. CucreM je eKBUBAJEHTAH CUCTEMY y KOME je APYra jeIHAYWHA IO-
MHOKeHa ca 4, Tj.

t 4+ 62%y% +y* =5, 43y + dxy® =4

ma M CUCTEMY KOjU Ce cacToju on 30mpa OBe OBe jeMHAYMHE U PA3JIUKE OBE
IBE jeTHAYWHE, Tj.

(z+y)t=09, (x—y)t=1.

W3 oBux jemmaumua mnobujamMo r = , Yy = , TIOe cy
a,0 € {l,-1,i,—i}, Tj. 16 pemema. IlorpeGuo je jom BumeTu ma Cy OBO
a1 V34 By _ az V34 B

2 B 2
mvai 6u (o — a2)V3 = (B2 — B1), ma ako je a; = ag umamo By = fBa, Tj.
HCTO pemene, a uHade /3 MOMKEMO MPETCTABUTU Y OOIUKY T + is, Tae cy
r,s € Q, mro je memoryhe, jep je V3 peanam u upamuonasan 6poj.

57. (1+2)" - (1-%)"-1=(1+n 2+ Q@p+Qmp ) -
(1-nE+OEr-Oar+) - 1=2(DaEr O+ >

a-V3+p a-V3-p
2

pasauuura pemema. Mebhyrtum, ako Ou Ouio
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0. Muoskemem ca (2n)™ mobuja ce (2n+1)"—(2n—1)"—(2n)" > 0, a omatie
U TpasKeHa HejeTHAKOCT:

Cn+1)" > 2n)"+2n—-1)".
JemmakocT Baxku akko n = 1 wam n = 2.

58. Hera je b, = kap42 —a, 3a n € N u meka je (by,b,41) = d. Tana
je bp41 — by, = by, memuso ca d, na je u b, —b,_1 = b,_2 memuso ca d.
Hacrasmamem oBor mocrymnka, mobujamo na cy bo = 3k+1u by =2k +1
nemwusu ca d. Kaxo je 3b; — 2by = 1, 10 je (b1,b2) = 1, na je d =1, mro je
u Tpebasio MOKa3aTuU.

59. 3a mene 6pojeBe M U N U TMOJUHOM Ca EJIOOPOJHUM KOe(UINjeHTUMA
P sasu (m—n) | (P(m)—P(n)). Heka je | € Z nenobpojua HyJa IOIMHOMA
P. Tana nocroje k,r € Z, taksu na je l=kn+r u 1l <r < n, na:

nlkn| (r=1)|(P(r)=PQ) = P(r),
wro je memoryhe, jep je 0 < |P(r)| < n.

60. Heka je S Bpx mupavmune, ABCD merosa ocuoBa u F TOIHOMXK]e HOD-
maste u3 S wa ABCD. Tpoyrao ASEA je npaBoyriu, a XUOOTEHY3a My je
AS = 1. Hera je <SAE = a, 0 < a < 5. Tana je SE = sina Bucuna mm-
pamune, a 2AFE = 2 cos o qujarosajia KBaapaTra y OCHOBH, I1a j& 3alpPEeMUHA
nupaMuie

1 (24AE)? 2
5( 5 ) SEZESinacosza.

Vi) =

. 2 .
2a —2sin’a) = gcosoz(l — 3sin’ @), ma nmamo

2
Tana je V'(a) = gcosa(cos
ma je V'(a) > 0, 30 0 < sina < %, a V'(a) <0 3a % <sina <1 (aje

. . _ 1 _ 4
omTap yrao), Tj. MAaKCUMyM Ce DOCTUKE 3a sin o = /3 1 m3nocu V=3v3.

IlpBu pa3pen — B kareropuja

61. Cpebusamem nobujamo 8n® — 12n% + 6n + 63 = (8n3 — 12n? + 6n —
)+ 63+1) = 2n—1)2 +43 = 2n +3)((2n — 1)2 —4(2n — 1) + 16) =
2n+3)((2n—1)2 —4(2n —1)+4+12) = (2n +3)((2n — 3)? +12), na je natu
Opoj mpousBoa aBa mpupomgHa O6poja Beha om 1, Tj. caoskeH je.

62. "z AB—CD = AD — BC u AB+ CD = AD + BC (uerBOopoyrao
ABCD je ranrentrn), nobuja ce AB = AD u BC = CD, na cy TpoyTioBu
AABC u AADC nonynapuu (nomynapse cy uMm cBe Tpu crpanune). Tana
je <ABC = <ADC = 1(<ABC+<ADC) = 90° (jep je uersopoyrao ABCD

retuBHU), na je AC IpedYHUK Kpyra.
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63. Heka je 3n—m=k-p, bn+2m=k-s, (p,s) =1, k>13ap€Zu

s,k € N. Onasne ce mobuja n = w um= M Kako cy m u
n ysajamHO mpoctu, To je k = 11.

64. Kaxo mato tBpheme Baku 3a cBako z € R, Bawkum u 3a j 0u
z=1. 3a z =0 nobujamo f(0) — (f(0))* > i, OZIHOCHO (f(O) — %) <0,
omakre je f(0) = . Ba z = 1 mobujamo f(1) — (f(1))*> > i, OIHOCHO
(f(l) — %)2 <0, omarne je f(1) = 4. Cuemn f(0) = f(1), Tj. nara Gynxum-

ja HUje WHjeKTUBHA.

65. Csaku map mpaBuX OPBOT CKyIla U CBAKUA Map MPABUX APYTOr CKYyHa
ompebyjy Taumo jeman mapaJsiesorpam u obpuyTo. Ilap mpaBmux u3 mpBOr

CKyIla MOKEMO m3abpaTu Ha (2> Ha4MHa, a U3 JPYTOr Ha <2) HaUMHA,

13 7
na TpasKeHUX IlapaJjejiorpaMa uMa (2> . <2) = 1638.

JIlpyru paspen — B kareropuja
2 1 1 ,
66. Kakosan+1<k<n“—1, k€N Baxknu —>—2,,Z[O6I/IJaC6
n

k

1 1 1 1 1 1 1 n?P-n
oot s>t 5+t 5=+ 3 =1,
n n+1 n n o n n

mTo je TpedaJsio MOKA3aTuU.

1
67. Iatu uspasu cy nepunucanu 3a z # 0. U3 |z| = 7l crenn |z| =1, a u3
|z| = |z —1] ciemn |z — 1| = 1. Ako je z = x + iy, u3 oBux ycaosa nobujamo
3
?+y?=1u (z—1)2+y? =1, ommocro 2> = (r—1)?, na je z = 3 Ay = %

V3

3 o L., 1 V3
= ——. Ilarye, pemema ¢y - +i— U = —i—.
W Y 5 ne, pelera cy o 5 %5 5
68. Kako je a # 1, jennauwna je KBaipaTHa, Ia U3 BueTroBux mpaBuia
nobujamo na je nartu muspas [ = (1 — b)(x2 — b):
2a — 1 a+1 1-2b

-b P=b—-b+24——
a—1 a71+ + +a71’

I =x129 —b(ml +I2) -‘rb2 =

(u Tan je [ = Z)

| =

ma OaTu M3pas3 He 3aBUCHU O 4 aKKO je b =
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69. Ilata jemnauwmHa je nedurmcaHa 3a r > 1. Heka je
u=v2—zx, v=vzr—1.

Uz v=1-uuu’+0v?=1, nobuja ce
u(u—1)(u+2)=0,

omaxrie je u € {0,1, -2}, 1j. € {2,1,10}, na kakro cy cBu nobujenu 6pojesn
HE MawkU Ol 1, ycBajaMoO CBa TPU PEMIEHA.

70. U3 jemmaxoctu AD? = BD - CD nobujamo ma je AD = 6 u DE = 3,
a u3 mpasoyrior tpoyria ABED nobujamo BE = 5. Hera je G Taura
ma crpanunu AC rtakBa ma je DG || BF. Ilomro je EF cpenma auHUja

tpoyrana AADG, uz EF = x ciequ DG = 2. W3 canunoct Tpoyriosa
5+x 13 45

ABFC u ADGC cnenu jeaHakocT 97 — 9 onakie je x = I OIHOCHO
x
Br =1
17

Tpehu pazpen — B kareropuja

71. Heka je AB =a, CD =b, BC =z, AD = h, AD 1 AB. Kako je
x4+ h=a+b (tpanes ABCD je raurenran) u u3 z? — h? = (a — b)? nobuja

ce (x —h)(a+b) = (a—0b)? 'x—(a_b)2+h omakie je
= y T). T = atb ; OlARJIE ]
1 (a—b)? 2ab
h=a+b—z==>a+b— -
Gro-w 2(a+ a+b> a+b’
b
naJeP:a; h =ab

72. Hera je O menrap sonrte onucane oko nupamune SABCD, R wen
nosynpevnuk, F cpemumre npasoyraounka ABCD u M cpenumire uBuie
CS. Tpoyrao ASCE je npasoyruu ca omrpum yriom § = <SCE, a Tauka
O je jemnako ynaJsmena on tadaka C' u S, ma je OM 1L CS u

SM 1 CEFE d
R=05= sinf  2cosfBsinf  2sin28’

jep je <SOM = <SCE = (§ (yrnoBu ca HOPMAJIHUAM KPaIKMa).
73. 360r mepUHUCAHOCTU JIOTAPUTMA MOpa OUTH
z € (00,2 —V5)U (24 V5, +00).

U3 logy(2? —4x — 1) =n, n € Z, cnem x = 2+ /5 + 27. Tlomro je = € Z,
nobujamo 5+ 2" = k%, k € Z.
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Axo jen <0, Bazn 27"(k*—5) = 1, mTo je memoryhe, jep je 27"(k?—5) =1
napaH Opoj.

Axo je n =0, nobujamo k? = 6, mro je memoryhe (k € Z).

Axo je n > 0, ©6poj 5+ 2" je menapan, na je k = 2m — 1, 3a Heko m € 7,
omakne cpebusamenm nobujamo m(m—1) =2""2+1. 3an =1 6poj 2" 2+1
HEje 1eo, 3a n > 2 6poj 2" 2 +1 je memapawn, a 6poj m(m —1) je mapan meo
Opoj, ma cy u oBe cuTyamnuje Hemoryhe.

3a n =2 mobujamo 2% —4x —5 =0, 1j. v € {—1,5}, mTO Cy jemuHa pemema
(npunanajy obiaacTy Ne(pUHUCAHOCTU JIOTAPUTMA).

74. TpuronomerpujckuM TpaHchopMaljamMa JOOKUjaMo:
sin 20° sin 40° sin 80° = 3 (cos 20° —cos 60°) sin 80° = % (cos 20° -sin 80° — cos 60° -
sin80°) = L (1 (sin 100°+sin 60°)— £ sin 80°) = 1 ((sin 100°—sin 80°) 4 ¥L3) = 23

8
mTo je Tpebaso mOKa3aTu.

75. Kako je p > 0, 3a k > 0 Baxu kp > 0, Te umamo ma je 20037 > 1,
k

omHOCHO 1 — 2003%? < 0, onakxe je (2003FP)1 209" < 1 Cabupamem oBux

Hejennakoctu 3a k= 1,...,2003, nobujamo

32003p

2
(20037)1 = 20037 4 (20032p)1 — 20087 1 4 (20032008)1 — 200 < 2003,

mTo je m Tpebaso moKa3aTu.
Jenmakoct Basku akko p = 0.

YerspTu paszpen — b kareropuja

) 1 1 1 1 1
76. Hexa je a, = 1—&-5 1+2—2 1-&-? 1+¥ 1+ﬁ .

1
Tana je | 1 — 3 a, =1 omarie je a, = 2(1— OHOCHO

— -227,,+1 I 22n+1 P)

lim a, = 2.
n—oo

2

. Tana je yx? — 4y = 22 — 1, omaxie HAIA3UMO

x
77. H jey=
exa je y = -5 —

4y —1

==
T y—1

)

Tj. MOpa GuTu; > 0, ogHOCHO Y € (—oo, i]U(l, +00), wro je u Tpebaso

JNOKa3aTU.

78. Nzpa3s
ap+...+ay, 2a1 4+ (n—1)d

Upni1+ .. +azn  2(2a1 + 2nd + (2n — 1)d)
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He 3aBUCH 01 n akko je 2a; + (n — 1)d = ¢(2a; + 2nd + (2n — 1)d), Tj.
(1 —4c)dn = (2a; —d)(c—1).

Hocaemma jequarocT je ucnymena 3a c¢se n akko je d(1 —4c¢) =0 u (2a; —
d)(c—1)=0.

Ako je d =0, mopa 6utu a1 # 0 (Da He Ou UMaJU Oejbeme HyJIoM) U ¢ = 1,
Tj. TO je HU3 a, = a # 0 3a cBako n (3a OBAKAB HU3 HEMAMO NEJLEHE HYJIOM).
Axo je c = %, 6uhie d = 2a;, na nobujamo pemema a, = (2n —1)a, a # 0 3a
cBako n (omer ma He OV UM NEILEHE HYJIOM).

Ilakne, cBa pemema 3amaTKa Cy HU30BU: ap, =a u a, = (2n — 1)a, a # 0.

79. Axo cy cBa Tpu pemema peajHa, 0 BUETOBUM IPaBUIMMa UMaMO
T1T2T3 = % > (0, ma je caMo jeHO TO3UTUBHO, jep mo BueToBuM mpaBuianma
UMaMO U X1Z2 + ToZ3 + x3r1 = 0, Tj. He MOy OWUTU CBa TPU MO3UTUBHA.
Ako je caMo jemHo pememe peadqHo (HOP. 1), TaAa 3a APYyra IBA BAKUA
To = T3, A je T1Tor3 = T1|T0|? = % > 0, Tj. omer je x1 > 0.

80. Hexka je r momynpeunuk ocHoBe, a H BucuHA Basbka. Y IPECEKYy BabKa
U PAaBHU KOja CaAp:KU HETrOBY OCy A00UjaMo MpaBOyTaoHuK cTpanuna H u
2r, a mujaronarne 2v/3. Tana je V(H) =r’*rH = ((V3)? — (£)?)nH, 1j.

v = (3= 2 o,

0< H < 2V3, maje V/(H) =3r(1 — £2). Caemn: V/(H) >0, 32 0< H <2
u V'(H) <0, 3a 2 < H < 2V/3, Tj. MaKCUMaJIHy 3aIpeMUHY T0OUjaMO aKo
YIOUIIEMO BaJbak Bucuue H = 2.

PEIMTEIHLA 3AIJATARKA PEITYBJINYKOT' TAKMUYEIHLA 13
MATEMATUWRE

IIpBu pa3pem — A kareropuja

81. Peweme I: CraBmameM y = 2 — & y TpaKeHU M3pa3 a00mjaMo
I =22 4+ y?) =222 — 2)%(222 — 4z + 4) .

W3 mejemmakocTu apuTMETUYKE W TeOMETpUjCKe cpemuie je ab < (“TM)2,
mro Ham maje z(2 — x) < 1, 1j. 22(2 — 2)? < 1. Tlocremmu dakrop y I
MOKEMO TPEACTABUTH Kao 222 — 4z + 4 = 2((3: - 1)+ 1) < 2. Kowauno
nobujamo I < 2.

JemrakocT y mpBOj HEjeIHAKOCTW Baku Kagma je £ = 2 —x, Tj. 3a x = 1, a
y apyroj kana je x — 1 =0, mro oner naje x = 1. Jlakiie je1HAKOCT BaKW,
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caMo kKana je r =y = 1.
2 4 y?)

y =
) <2

)

Peweme 2: Heka je x = 1+t, 0 <t < 1. Taga jey =1—t, a 2%y*(z? +
A+8)2(1—)2(1+1)2+ (1 —1)2) = (1 - t2)2(2+ 2t2) = 2(1 — t*)(1 — #?
jepje 01 —-t2<1u0<1—t* <1,

Jemnaxoct Basu akko 1 —t2 =1—t* =1, 1j. 3a t =0, Tj. akko v =y = 1.

82. IIpermocraBuMo ma ce mepmyranujama nupapa o6poja K = 2k no6uo
opoj N =2"n > k. Tanga je N > K, na nomro N mMa HajBUIIE OHOJIUKO
nudapa xonuxo nma u K, N u K umajy uctu 6poj uudapa, na je N < 10K.
Hame, N — K je memus ca 9, momro oba Opoja majy UCTU OCTATAK MPU
nememy ca 9 kao u 36up muxosux madpapa. Cmema 9 | N— K = 2F(2"F 1),
omtocuo 9 | 2"k —1 < 2nF = X < 10. To smaum 2% —1 = 9, mTo je
Hemoryhe.

83. Y marom ckymy mocrtoju ocoba kKoja je mpumwmia makap 10 mucama
(unaue 6u 6Gpoj mpumibeHux nucama 6wo mamu ox 9 - 20 = 180, a Taj 6poj
Mopa 6utu jemHak O6pojy mociarux mucama, koju je 10-20 = 200). Ta ocoba
je mocnana 10 mrcama HekuM on mpeocTtaaux 19 ocoba, a mpummniaa Maxap
10 mucama ox uctux 19 ocoba. Ako He 6K HOMIIO O IpERJIAIAHmA, TOPEL
youene ocobe 6uio 6u jormr 10+ 10 = 20 > 19 ocoba. Cunenu ma je ta ocoba
npuMniIa NUCMO of ocobe Koja joj je u mocJsaJia MUCMOo, ITO je u Tpebaso
IOOKa3aTH.

84. Heka je S nenrap ynucame kpyskuuie, Ay cpemumre crpanuie BC, a
«, 8 u v yraosu kon temena A, B u C tpoyraa ABC. Kako je AM = AN
To je <KAMN = 90° — 5. Taurke B,S u P Cy KOJMHeapHe, Ia a00ujamo
INPS =180°-<PBM—<PMB = 180°-5—(90°+%) = 3 = <NCS. Cnemn
na tauke S, C, P u N npunanajy jenHoj pr?KHI/IHI/I na je <CPB = <CPS =
<CNS =90°. Harme PA; je TexumHa nuHUja npaBoyrior tpoyria BCP,
na je <A1 PB = <A1 BP = <ABP, 1j. AB || A1 P, mro 3nauu na P npunana
cpenmoj nuauju tpoyraa ABC. Tpoyrao ABP uma 3ajeIHUUKY CTpaH-
uny ca tpoyraom ABC, a omrosapajyha Bucuma My je, IO TpETXOIHO
IOOKa3aHOM, IBa IIyTa Makkha, OLAKJE CIenu TBPDHeme 3aIaTKa.

85. Heka je AC; : C1B = k,BA; : A1C =1l u CB; : BiA = m. Tana je
3Ty =TA +TB,+TCy, = (TA + AAl) + (TB + BBl) (TC + CCl) =

—

—_— = — - I
(TA+TB +TC) + (AA; + BB1 + CC1) = 0 + g2 AB + 4 BC + ;m.CA =

(kLH _ —m+1) AB + (l+_1 — m—+1> BC. Axo je T =T}, u3 nuHeapHe HE3aB-

ucHoctu Bexkropa AB u BC' cnemm k_+1 — mTH = # mlﬂ = 0, omHOCHO

k=1=m. Obpuyro, ako je k =1 =m, cnenun TT Tj. T =1T7.

T
0

JIpyru pa3spen — A rareropuja

86. =: Heka je a 3ajemHnuro pememe naTtux KkBagpaTHux jemnaumnaa. Cire-
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m1 0 = alaa? + ba + ¢) — (ba? + ca + a) = a(a® — 1), na nomro je a # 0,
nobujamo ma je o = 1. Awo je a = 1, mobujamo a + b+ ¢ = 0, ma u3
UIEHTUTETA

a® 4+ b3 + ¢ — 3abe = %(a—i—b—l—c)((a—b)Q—i—(b—c)Q+(c—a)2)

cremu ma je a® + b® + ¢® = 3abe.

Axo je o KOMIIEKCAH KOPEH jemHauuHe ° = 1, OHOA je U & 3ajeqHUYKO
pelieme JaTUX KBAAPDATHUX jeTHAYNHA, [1a CY OBE jeJHAUNHE €KBUBAJICHTHE.
OnmaBme jea:b=b:c=c:a, na je a=b=c, onarne u a’> + b> + ¢3 = 3abc.
«: O6puyTo, axo je a® + b® + ¢® = 3abc HA OCHOBY rOpmer WICHTUTETA
nobujamo na je a = b = cnmm a+ b+ c = 0. Y upsBoMm ciayuajy mare
jenHaunHe Cy MOEHTUYHE, a Yy APYTOM 3ajeqHUYKO perremne uM je 1. OBum
je mokasano tBpheme 3amaTka.

3

87. IlpermoctaBuUMO CympoTHO, Tj. ma moctoje ti,to € T ca tito = u € U
u up,up € U ca ujug =t € T. Tana je titouius = uuius € U u titouiug =
titot € T mTo je KOHTpaIUKIW]ja.

88. [Ilo mejemmakocTtu uamMelly apuUTMETUUKE ¥ TE€OMETPUjCKE CpEIUHE,
nmamo: (a+3b)(b+4c)(c+2a) = (a+b+b+b)(b+c+c+c+c)(c+a+a) >
4-(ab®)7 -5 (be*)s - (ca?)s =60 -a12 - b0 - ¢15. Kako je a < b < ¢, mame je
60-a12 b2 -c15 > 60-aiz -biz - ¢ > 60abe. Y IPBOj HEjeTHAKOCTU j€ITHAKOCT
BasKU aKko @ = b = ¢, y npyroj akko b = ¢, a y tpehoj akko a = b. Ilakie,
jeIHAKOCT BasKM aKKo a = b = c.

89. Moryhe je. Heka cy temena maror tpoyraa A, B u Cy, K u L Tauke
ua AB, takse na je AK = KL = LB =1, k u | upase koje canp:ke K u
L pemom, mopmaiaue Ha AB, a Cp npecek npase | u BCy. Heka je C, mu3
rauaka gepunncan ca {Ca,} = kN ACo,—1,{Cont1} = 1N BCay,, 3a n > 1.
Tpoyranosu AC,Cont1 3a 0 < n < 1000, BCy,—1Cy, 3a 1 < n < 1001 n
ABCy02 nmajy tpaxkeno pasbujame(za ¢ > 0 C;Ciy; > KL = 1, ACy; >
AK = ].7BCQ»L'+1 > BL = ].,ACQ7;+1 > AL = Q,BC% > BK = 2)

90. Kako je Z cpemumre ny:xu PX, n3 npaBuiia mapaJesorpaMa 3akibydy-
jemo ma je 4XZ2 +40Z% = 20X? + 20P?. Ilpu ycioBuMa 3aIaTKa, BAKN
OX = 0Q+QX, QX? = XZ-XP = 2XZ? u OP = 0OQ. Ilobujamo:
2X7%24207% = 0Q*+20Q-QX +QX?+0P? =20Q%*+20Q-QX +2X 7%=
0Z2=0Q - (0Q+QX)=0Q -0X = A0QZ ~ AOZX = 10ZQ = 10X Z,
mebytum, u <0ZQ = <0OQY (yrao m3smeby ranrenre m TeTumBe Kpyra)
= <10QY 2<0XZ =YQ | PX.

Tpehu pa3spen — A kareropuja

91. IIpermocraBuMoO na MOCTOjU HU3 G, N > 1 ca maTtum cBojcTBOM. Tama je
— 1 .
Hu3 b, = 2 Ha OCHOBY yCJIOBa 3aJaTKa, aPUTMETHYKA IPOrPecHja, ma 3a
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uexo d # 0 Basku b, = by +(n—1)d, 3a ¢cBaKO IPUPOIHO N, A je 3a TOBOJLHO
Benuko N, b, mmu Behu on 1 mmu mawmu on 0. Ca mgpyre crpaHe, Kako Cy
OopojeBu a,, npupomau, mopa butu 0 < b, < 1, mWTO je KOHTPaAUKIUjA.

Komauvan mm3 oBakBux OpojeBa moctoju. ¥ ciaydajy 2003 OGpoja MoskeMO
y3€THu HIOD. a, = %03!, 3a 1 < n < 2003. Jlako ce mpoBepaBa na 0OBaj HU3

3a,00BOJbaBa yCJIOBE 3a0aTKa.

92. Hera je ¢ mpoct memmnan 6poja 2P — 1 (Tj. 2P = 1( mod ¢)) u =Heka je
d majMamu mpuponam 6poj, Takas ma je 2¢ = 1( mod ¢). Tazma d | p, ma je
d=1wum d=p. 360r 2¢ =1( mod q), mopa 6utu d = p. 13z 2971 = 1(
mod ¢) cnenu p = d | ¢g—1. Kaxo je ¢ wenapan, ¢—1 je nemuso u ca 2. Cuenu
na je ¢ = 2kp+1, 3a mero npupoauo k. Kako je mpousBos HEKOIUKO OpojeBa
obmuka 2kp + 1,k € N 6poj ucror obauka, a CBAKA OEIUIAN TPUPOIHOT
6poja IpOU3BOI KHETOBUX IIPOCTUX AeiumiIana, qobumjamo tBpheme 3anarka.

93. Heka je 7 yrao tpoyriaa konm temena C', R MOJyIpeyHUK ONMUCaHEe

KpyskHUIE, a a,b u ¢ crpanune BC,CA u AB, penom, tpoyraa ABC. Tana
2 2 2

je CC? = W,OC& = Rcosy u ¢ = 2Rsiny. Axo je OT mopmaaHo

2

ua CC4, momro T menmu CC, y ommocy 2 : 1, mobujamo R? = OT? + %

cc? . cc?
u R? coszfy = 0T? + g+, OHNAKJIE OIy3VMMAameM R? sm2fy = =3, 0OHOCHO
02 _ 1 20242072
4

, Tj. 2c = a®+0b?. O6puyTO, Heka je X mpojeKnuja Tadke

OHa CC1 u 01X : CCy =k. Tana je R2=0X?%+ (1 -k)2CC?, R%cos?y =
2 2 2
O0X?% + k?CC%, ona}:ne Oy 3UMaHEeM % = R%sin’y = (1 — 2]@)% =

(1 —2/@)%7 1j. k = 3, omaocro X =T.

94. 3a n = 3 tBpheme je ycTBapum HejemHAKOCT m3MeDy apurmernure
U TeOMEeTPUjCKe cpemuwHe. 3a m > 3, 300T HATOr MOPETKA, BAKU G1dg =
arog+1, 32 1 < k< n—2, na je ajasas+asasas~+...+an_san_1a, < ajasas+
ar+ag+...+ay 3

)
JenHAKOCT Ha IPBOM MECTY BaXKU aKKO G] = G2 = Ak = Qk+]1 AN Q42 = 0,
a Ha APYTOM aKKO a1 = Gy = G3+...+Gp, Tj. AKKO ] = A3 = A3 U Qg = ... =

n=0.

aiasay + ... + ajasa, = ajaz(as +ag+ ...+ ap) < <

95. O3HaumMO moMka KOja uMajy obe KoopaArHATE mapHe. Y OUMMO O3HAUEHA
nosba Ha ciaenehoj cawurm.

Cpaka ¢urypa 3ay3vMa TA4YHO j€IHO O3HAYEHO mOJpe. Kakro je Opoj 03-
HAYEHUX II0Jba jeTHAK [%] . [%} = 1002001, za Tabay ce MOke IOCTABU-
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tu HajBume 1002001 ¢urype. Ha Tabuny je moryhe mocrasurum 1002001
¢urypa, Ha IpuMep, Kao Ha cienehoj caumm.

sl
Hon oot

YerBpTH pa3zpen — A kareropuja

96. OsmauumMmo auMeH3Uje mapaJesienunena ca a,b u c. Tama je abc =
V,2(ab 4+ bc 4+ ca) = 18,a + b+ ¢ = 6. 3Bamartak ce CBOaM HA: 3a KOje
V > 0 oBaj cucrem jemHauvHa MMa pelllemha Koja 3am0BosbaBajy a > 0,0 >
0,¢c > 0. IIpema BueroBum ¢opmyrnama, a,b u ¢, cy peuema jenHadnse
f(z) =23 — 622 4+ 92 — V = 0. Tpeba ompeauTn Kana oBaj MOJUHOM UMa 3
(He oGaBe3HO paznuunTa) NO3WTUBHA peaiHa kKopena. [locmarpajyhu o6-
UK KyOHe KpuBe, 3aK/byUyjeMO 1a je TO eKBUBAJIEHTHO cienehnM ycioBu-
ma: f(0) < 0, JOKANHN €KCTPEMYyMU C€ NOCTIKY y MO3UTUBHUM TaYKAMA,
JIOKAJIHA MAKCUMYM je HEeHEraTUBaH U JIOKAJHU MUHUMYM j€ HEeNO3UTUBAH.
Kako je V > 0, umamo f(0) = =V < 0. Jlokauau exkcTpeMyMu ce HOCTUKY
y kKopernma usBona f'(x) =322 — 122 +9=0< o =1 wm = = 3. Bugmvo
A je JIOKAJHU MaKCUMyM JOCTUTHYT 3a & = 1 u uma Bpenuoct f(1) =4-V,
a JIOKAJHA MUHUMYM je MOCTUTHYT y & = 3 um mMma Bpemuoct f(3) = —V.
36or Tora cy cBU ycJoBu ucnywmenu kana je 0 < V < 4. JemHocraBHO ce
IPOBepaBa Ma MOCTOje TPU Pa3IMUnTa KOopeHa 3a V < 4 u nBa pa3imaunTa
ropena 3a V = 4.

97. Bunmern pemene 92. 3anarka (2. 3a tpehin paspen A rareropuje).
98. Bugeru pememe 93. 3amarka (3. 3a rpehin paspen A kareropuje).
99. Bugern pememe 94. 3amatka (4. 3a Tpehu paspen A rareropuje).

100. Oszmaummo ca a, Opoj obsacTy Ha KOJUKO je KPYT MOIE/HLEH YKOJIUKO
je naro n ragaka. Jlako ce Buam na je ag = 2. JlonasameM HOBe Ay:&u(Kana
ce 1oJa HOBa Tauka) no0uja ce m+1 HoBa obaact, rae je m Gpoj oy:ku Koje
ce CeKy yHyTap Kpyra ca IpuUAOJATOM AY:KU, KOjU je MHaue jeqHaK pq, TIe
p M ¢ IpeacTaBibajy Opoj Tavaka Ha KPYKHUIM KOje ce HaJia3e ca jemHe
crpane npuponare ayku. Jlakme, 3a OpPOj HOBUX OOJACTU BaKU Upt] =
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1 n
ay + Z —1)(n—k)+ 1), onarne (ropucrehu Zk = (7174— ZkQ =
k=1

D2n+1) 1 1
(n+ (2n + ’Zk3 L)) OBUIAMO any1 = an+6n(n273n+8),
k=

1

o (n4 —6n3 +23n2 — 18n + 24).

OIOHOCHO @, =

IIpBu paspen — b kareropuja

101. Kaxo je 2%+ 2wy +3y?+2x+6y+4 = 22 +22(y+1)+(y+1)%> — (y+1)2+
3y2+6y+4 = (v+y+1)2+2y% +4y+3 = (z+y+1)2+2(y+1)2+1 > 04+0+1 = 1,
nobujamo tBpbheme 3anmarka. Jemmakoct Basku arkko x +y+1=y+1 =0,
OmHOCHO akko T = 0,y = —1.

102. U3 7122... %y, -4 = Tp¥p_1...21 3aKbBydyjeMo z1 < 2, ma 360r
nemuBocTu ca 4, mopa outu r1 = 2. U3 225...2, -4 = Ty ...2, CIIE-
m T, > 8, ma mopa ma Oyme x, = 8. Kako je 4-23 > 90, mopa Ourn
x9 € {0,1,2}, na 36or memusoctu ca 4 Mopa 6utn xo = 1. 3a Tpomudppenn
Opoj 218 me Basku 218 -4 = 812, ma HajMamu TakaB OpPOj mOTpaKUMO MeDy
yeTBOoporupperHuM 6pojeBuma. U3 jemnaxoctu 21x38 -4 = 8312, mobujamo
xs = 7. IHakme, Tpaskenu Opoj je 2178.

103. Buzneru pememe 83. 3amatka (3. 3a npsu paspen A kareropuje).

(@+2)+u)ly+2)y+u) _
(x4+y+z+u)? B
(wytaztzy+2?)(ay +autyut+u®)
B (z4+y+z+u)? B
_ (putzz 4 2y + 2%)(2u+ 2u+ yu 4 u?)
B (z+y+z+u)? B
zZx+y+z4u) - ulz+y+z+u)

(x4+y+2z+u)?
TBpbheme 3amarka.

104. Ilocae cpebuBama mobujamo:

= 2z -u, ma Kaxko je z,u > 1, ciuemm

105. Tlpum ycaosuma 3anmatka je F oprouenrap tpoyriaa ABE(umm je E
oprouenTap Tpoyriaa ABF-upernocTaBuMo ma je mpBa CUTyaluja), ma je
EF 1 AB. U3 «CSD = 90°, canemu <CAD = 45°, ma je tpoyrao ACF
jemunarorparo-npasoyriu u AC = CF. Karko Basku <FECF = <BCA = 90°
u <EFC = <BAC(yrnoBu ca HOPMAJHUM KpaluuMma), Ia Cy TPOYILJIOBU
ECF u BCA nonynapuu, onakie je EF = AB.

Ilpyru pa3spen — B kareropuja
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. sn g 3/3=
106. Ilara jemmaumma mma cvmcia 3a T # 1 u z # 3. Hewa je t = ¢/=7.

Tama je (3 —a)t? =2t + (x — 1) = 0, omarne je t = 1 wm t = &=L Y

3—x

4
wil) = 1, omHOCHO MM

MPBOj CUTyauuju mooujamMo xr = 2, a y IAPYTOj (

i_ﬁ =1, 1. =2 nm ‘2_7713 = —1, mrro Hema pemema. Jlakme, jemuno

pelnleme jefHaUUHE je = 2.
107. Bugeru pememe 87. 3anatka (2. 3a apyru paspen A kareropuje).

108. Ako je z1,z9 € (0,1), 6uhe % =2-c +§ = 201T9 — T1 — Tg =
T1To — 1 + X122 — o = 1 (w2 — 1) + x2(x1 — 1) <0, na je u a(2¢+b) < 0.

109. Heka je matu xsagpar ABCD rtakas na cy tauke C' u D Ha Kpy:KHU-
uu, a tauke F u F mpecek HopMmasie u3 nearpa kpyra ca CD u AB pemom.
Heka je R momynpeunur kpyskuuie, O meHTap KPY:KHUIE, & 2T CTPAHUIA
ksagpata. Tana je OE? = R?—2? OF = £ (jep je yrao onceura 120°), 2z =

R(—2 + /19)

EF =0OFE-OF =VR? - x2—§, OJaKJIe mOobujaMo T = T(ﬂpyro
pelieme KBaApaTHE jedHAUMHE OTIALa, jep je HeraTWBHO), Ia je T = %,

ONaKJe je CTpaHWUIa KBaIpaTa 3.

110. Kaxo je 6\/8\/5+ 16 = 6{/(\/3+ 1)3 = \/V5+1, 10 je Tpasenu 6poj

2-\/\/5+1.\/\/3f1:4.

Tpehu paspen — B kareropuja

111. W3 mpasoyraux tpoyraosa ASB u SBC, mobujamo AS = CS =
Va2 = b, na je V. = V(SABC) = {BS - P(ASC) = %(a2 —b?). Hexa je
D momuoxkje Bucune n3 B ua ocuosuny AC jemnakokpakor tpoyriaa ABC.
Tana je

AC =+a% —b2-+/2,BD? = a® — (Va2 — b2 - ?)2 = ?\/&2 + b2, ma je mosp-
mma mupavmge P = 2 - b- a22—b2 + \/a2—b2é\/a2—b2 + (1,42—b4
3V bva? — b2

T Ty

, Ia je TpaKeHu

INOJNIYIIPDEYHUK 7" =

a 6 1 1 6 1
112. Kakoje D =|1 6a 1| =6(a—1)%*@+2),D,=|6 6a 1|=
1 6 a 1 6 a
a 1 1 a 6 1
6(a—1)(a—6),Dy=|1 6 1|=2a-1)Ba+2),D.=|1 6a 6=
1 1 a 1 6 1
6(a — 1)(a — 6), To 3a a # 1l,a # —2 cucreM uMa jeIUHCTBEHO DEIIEHEe
(fZZ,y,Z) = ((a_lf)_(¢61+2)a 3(55?*?4_2)7 (a_?)_(g_,_g))’ 3a a = 727D = Ova 7é Oa
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IIa CUCTEM HeMa pellema, a 3a a = 1, ogy3uMameM IIPBE ABE jeTHAYUNHE
nobujamo 0 = 5, ma HE y OBOM CJIyYajy CHCTEM HEMAa DEIIeHA.

113. Herka cy o u 8 yranosu usmeby crpanuna a = AB u b = BC, onnocHo
¢ =CD un d= DA, penom. Tana je P(ABCD) = P(ABC) + P(ACD) =

. . 2,2 2, 52 2,2, 2, 52
%absma—i— %cdsmﬁ < %(ab—i—cd) <2 (" ;b 4 td ) = a+b ZC +d-  Jen-

2 2
HAKOCT y MPBOj HEjemIHAKOCTU Basku akko « = = 90°, a y Apyroj akko
a="buc=d. Ilarmne, jeIHAKOCT BayKM AKKO j€ JATU YETBOPOYrao KBaIAPAT.

114. [TocTaBUMO KOOPAMHATHU CUCTEM TAKO I je KOOPAWHATHU MOYETAK Yy
HeHTpy KBagpata, Tauka A mma koopmunare A(—a,—a), a tauka B(a,—a),
a > 0. Heka je k > 0 koedpunujent npasna npase AG. Tana je jennaunza Te
npase y = k(z+a) —a, na kako Tauka (G IeKU U HA IPaBoj Yy = a, 1o6ujaMo
na cy mene koopauaate G(2%—a,a). Cnuano nobujamo: E(0,—a), EF :y =

kx—a, F(a,ka—a), na je jennaunna npase GF : y = h(k—2) (x—a)+a(k-1).

2(1—F)
k(k—2)
. |a[2(17k) - (k - 1)”
Pacrojame on rauxke (0,0), no npase GF u3snocu: S a,
I T
oNaKJe ClIeIu TBPpheme 3amaTka.
. 2 2
. . sin 1 CcOoS
115. 13 matux jemaaxocTtu mo6ujamo cos? o = Qﬂ =——=—1=— T
cos2 3 cos?f sin” ~y
1 1 1 —cos? a
l=—— 1= ————-1=———"— —1. Opasze je cos*a +
1 cos?a _ | 2co8?2a—1 )
cos? ~y sin? a
cos?a—1=0, 1j. cos?a = %‘/57 ma 360r cosa > 0 ciaemu cos® a = %\/g

P 2 2 3=5 _ (V/5=1\2 .
Opnasre je sin“a =1—cos” a = == (T) , IIa KaKo Je « omTap yrao,

ciaenu sin o = @ Awnasorno ce mobuja sin § = siny = 7‘/52_1.

YerspTHu paspen — B kareropuja

116. Bugperu pememe 96. 3anatra (1. 3a ueTBpTu paspen A kareropuje).

2003 _ 1) _ 9 1
117. Cpebusamenm nobujamo: liml z(z ) —2003(z — 1) _

(z —1)?
gy @D EE D4+ @)
r—1 x—1
= lim [(z202 422000 4+ 1)+ (22 4+ 20+ D)+ (D) +1] =
xTr—
2003 - 2004
= 200342002 + ... + 1 = =———— = 2007006

118. Hera je t = x —y,u = xy. Cuctem mocraje: t+ z = 6,12 + 2u + 22 =
14,t(t? +u) + 23 = 36. U3 npse jemnauune je t = 6 — 2, a u3 apyre u = 6z —
2?2 —11, na 3amenoM y Tpehy u cpebusamenm mobujamo 22 —622+112—6 = 0,
omaxue je z € {1,2,3}. Cnemu na je (t,u) € {(5,—6), (4,-3), (3, —2)}, omakiue
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nobujaMo CBa pelremna MOJIa3HOT CUCTEMA!
(z,y,2)€{(2,-3,1),(3,-2,1),(1,-3,2),(3,-1,2), (1. — 2,3),(2,—-1,3) }.

119. Jemmaumna tamrente y tauxu M(a,b), a,b >0 je % + %g = 1. Hbenn
npeceny ca KOopAMHATHUM ocaMma cy Tauke A(2,0), B(0, 18). Us % + % =1

nanasumo b = 3v/8 —a?, na je P(ABO) = 2 = a/és_w~ Kaxko je P'(a) =
2

%, Baskrr P'(a) < 032 0 <a <2 Pla) >0,3a2<a< 22, 1j.

a —a“)2

MUHAMYM ce HOoCTwke 3a a = 2. Jlakme, TpaskeHa tauka je M(2,3).

120. Osmaummo ca 2z = T + iy, 3@ k > 0. Tama je z,4+1 = V3x, +

P2yn +i(2n + V3yn) = (V3 + i) (zy + iy,) = Q—ﬁéﬂzn = 2(cos § + isin §)zp,
2003 2003
= 92003 . (cog( =20 ) 4 sin( o)) =

)), ma zopp3 IPUNALA YETBPTOM KBAADAHTY.

3a n > 0. Kako je zg = 1, TO je 29003

11 11
22003, (cos(%) + isin(%

CABE3HO TAKMUNYEILE N3 MATEMATUKE,
HoBu Can, cybora, 19. anpui 2003.

IIpBu paspen

121. Axo je meru x; mapan 6poj, ¥; = 2k, ouma je z;* = 16k* = 0 (mod 16).
Axo je x; menapan 6poj, oHIa je

it —1=(x; — D(z; + (22 +1) =0 (mod 16))

(mpBa mBa uMHMOUA Cy OBa y3acCTONHA mapHa Opoja, a m Tpehm umHUMIAIL
je mapam 6poj), ma je z;* =1 (mod 16). To 3mauum na je

ittt it =k (mod 16), k < 10.

C mpyre crpane, 2011 = 11 (mod 16), mTo 3HAUM na jeAHAUMHA HEMa pe-
mema.

122. YBenumo cienehie o3znake:

k — ©poj jemMHMYHMX KBaapaTa ca IeJOOPOJHUM KOODIMHATAMA KOje
oaTa Oy cede;

T Wy — OysKVHE HOPMAJHUX [IPOjEeKNnuja JaTe AY:KU Ha KOODIAUHATHE OCE;

m u n — OpojeBu MeJOOPOJHMX TavaKa Yy TUM HOPMAJHUM IPOjEeKIjaMa,
penowM.
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Tana Basku:

k=m+4+n+l<z+l4+y+l+l=x4+y+3
=/2(22+y2) — (x —y)2 +3 < V220032 + 3 = 2835,6697 . ...

[Ipema Tome, Basku HejemHakocT k < 2835.

Osumauumo ca K7 jequuuyHu KBaIpaT Cca ~ OECHUM FOPHUM’ TEMEHOM Y
rkoopauaatHoM mouerky, O(0,0), a ca Ko jemuaunyHm KBaApaT ca ’JIeBUM
mowum” Temenom X (1416,1416). Kako je OX = 141642 =~ 2002.5264, To
naty nysk AB moskeMo mocrasutu Tako na Baku A € Ky, B € Ky, AB || OX
u d(AB,0X) < \/2/2. 3a Takas nonomxaj xyxu AB Bamu k = 2-1417+1 =
2835.

123. Herka je D— A—C — FE, DA =¢, CE =a u F taura ca oHe cTpaHe
npase AC ca koje muje B takBa ma je ADEF jemmakocrpanuvyan. Kako
je <ADB = 20° = <ABD u <CBFE = <CEB = 40°, 6uhe <DBF = 120°
u <BDF = 80°. Kako je <DFFE = 60°, ouhe 36or <F + <B = 180°

yerBopoyrao DBEF teruBan, na je <DFB = <DEB = 40°. 3aro je
FD AC b

AFBD ~ ANABC, na je BD-BC —a Kako je FD=DFE =a+b+cnu
a
DB =DC =b+c (jep je <CBD = 80° = <DCB), 6uhe
a+b+c b
b+c  a’

mTO je u Tpebaso moKa3aTu.

124. Heka cy Ry u Ry noxynpeunuru, a O u Oy neHTpu Kpy:kHUIA ki ©
ko, T Taura nomupa, O, T, OY mommoxja mopmasa u3z Oy, T, Oz HA Doy
n T', O nomuosxja wopmasa us T, Oy Ha p1. W3 Tpoyraa O1050) umamo

R Ry ) 2R R,
TT' = ——=— a u3 Tpanesza 010,050 na je TT" = ——= =2TT".
Ry + R P 1Rt e R + R,
Hakme, T' ce HAma3u Ha MOJIYIPABO] KOja HEJM OATH yrao Ha yriose « u 3
sina 1
TaKBE 1A =—.
A sing 2

O0GpatHo, ako je T Tauka Te mpaBe, HEKa KPY:KHUIA ko mpoJsasu Kpo3 T’
un gonupyje p1 u pa. Hera je Oy mpecek O2T ca p; n tauke T, O, O, T”,

RiR
04 rao rope. Omer je TT' = 12 Axo obenexumo = Oy Y, mmamo
Ry+ RiR ft fi
TT" = %, ma x = Ry, omHOCHO ki momupyje u ps.
1 2

Ilpyru pa3spezn

125. a) Tspbeme HenmocpemnHo cienyr U3 HAPEIHUX OUUIJIECIHUX HEjel-

HAKOCTU:
Va <o+ e <\[b+2Vbe+ ¢ = Vb + Ve,
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U CJAUYHO \/B<\/E+\/E, \/E<\/E—|—\/5.

6) IIpumenom Xeporosor oGpacua Jako ce nobuja na je
1
5% = E(?ab + 2bc 4 2ca — a® — b* — ¢?),
ma je 3aTO JaTa HejeTHAKOCT €KBUBAJECHTHA HEjeTHAKOCTU
2ab + 2bc + 2ca — a® — b* — ¢* > 45V3. (1)

a JOKasKEMO OBY Heje,IIHaKOCT, yBeoguMO CTaHJapOdHE CMEHe

b+c—a c+a—>b a+b—c >0
=— =—F0) r=—]" r > 0.
2 b q 2 b 2 9y p7 q’
(a+b+c)
2
S =+/pgr(p+q+r). Cana je nejennaroct (1) ekBUBaJIEHTHA HEje THAKOCTH

(pg+ qr +rp)* = 3pgr(p+q + 1),

Tanma je p+q+1r = ,majea=q+r,b=r+p, c=p+gq, a

OOHOCHO Ca p2q2 + q2r2 + r2p2 > pgr(p + q +r). Ilocnenma nejenuaroct
HEIOCPENHO CJIeIU U3 HejeTHAKOCTU

p2q2+q27“2 S 9 q2T2_|_,r,2p2 5 ’I"2p2 _|_p2q2

5 > pg’r, 5 > pgr?, 5 > pqr.

126. IIpernmocraBumo, cynpoTtHo TBphemy, ma cy 6pojesu PA, PB, PC,
PD pamuonamnuu. Heka je kpy:kuuita moaynpevynuka d u Tadyka P mpumnanga
mameM Jayry BC. Ako je <CAP = «, us AAPC je PC = 2dsina u PA =
2d cos a. Iame,

PD = 2dsin<PBD = 2dsin(45° + o) = dv/2(sina + cosa)
PC PA
= 2 —+— .
V2 ( >t )
Kako je - + - pamuonasan 6poj, To je PD wmpanuonasnan 6poj. Kon-
TPaAUKIN]A.

127. W3 ragara cumerpaise s ayxu BC ouumramenuo ce sBume AB u C'D
non uctuM yriom. llpermocraBumo ma ce u3 Heke Tauke M BaH Te cume-
tpase nyxu AB u CD Bume mom uctum yriaoMm. VceTo Basku u 3a TAuKy
N koja je cumerpumuna Tauku M y omHocy Ha S, 300or cumerpuje. W3
rauaka M u N Buzme ce nysxku AB (CD) nmox wucrum yriom, te tauke A,
B, M, N (ommocuo C, D, M, N) mpumaznajy WMCTOj KPYKHUI KOja je
onucana oko npasoyraouuka ABCD. Ilakme, M npunana JyKy Te KPYyiK-
HUIE CAIPKAHOM Y IMOCMATPAHOM IOjacy.

O6paruo, u3 cBake tauke M Tor ayka Bune ce AB u CD nonm uctum
YTJIOM, jep U HOj cuMeTpudHa Tadyka [N y OMHOCY Ha § UMa MCTO CBOjCTBO.
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3aro je TpaskeH! CKyI Tadyaka yHHUja CUMeTpaJie § U IPEeCceKa KPY:KHUIE
onucane Oko npasoyraouunka ABC D u nmocmaTrpasor nojaca usmeby mpasux

AB u CD.

128. Heka je n € N u f(m) = [m/2]. Pymruujom f ce n Moxke noburu
u3 OpojeBa 2n u 2n + 1, oum u3 6pojeBa 4n, 4n + 1, 4n + 2, 4n + 3, urn.
Sakrmyuyjemo ma ce ca 11 mpumena ¢yurmuje f Opoj n Moxke mobuTy u3
6pojesa 21n, 21n +1, ... 21n + (211 —1). To cy 2! > 2003 yzacTomaux
npupoaaux 6pojesa, Te je 6ap jeman on wux y ckymy S. Cunenu na je u n
y crymy S.

Tpehu un uerBpTU pa3pen

129. Tlocmarpajmo 6pojese a,, = (5 + v/35)™ + (5 — v/35)™. Ounm 3am0-
BOJbABAJy DPEKYPEHTHY (GOPMYNy dpmi2 = 10a;,+1 + 10a,, (mro 3akmyuyje-
MO KOHCTPYHCaHeM KapakTepucTuuse jemHaumue x2 — 10z — 10 = 0 unmja
pemema cy 5+ \/?E) Kako je ap = 2, a; = 10, uEAYKOMjOM Ce JIAKO IO-
buja ma cy 3a cBe m € N OpojeBu ag9,;,—1 U A2y demuBu ca 10, Ilomrro
je -1 < 5— 435 < 0, 3a memapuo m je —1 < (5—\/%)m < 0, ma je
[(5+V35)™] = apn.

130. Ilpmmerumo Hajupe ma 3a 21 = o = 0 U3 HejemuarocTu (B) ciemn na
je 2f(0) < f(0), tj. f(0) < 0. Omarse n u3 (a) cnemn ma je f(0) =0, na
mejennaroct f(z) < 2z 3a x = 0 BakuU.

Ako y (B) craBumo z; =z, x2 = 1 — x, mobujamo

f@)<fl@)+fA-2)<flz+l-2)=f1)=1,

mro nokadyje xa je f(r) <1 3a csako z € [0,1].
Heka je cama z € (0,1/2]. Tana je 2z € (0,1], ma u3 (B) 3a 1 = a9 =
caemu na je 2f(x) < f(2z), Tj.
2
" f@) _ f2)

x 2z

3a cako x € (0,1/2].
Ia nokaxemo mejemuakoct f(x) < 2z 3a = € (0,1], npumernmo na
ceaku 6poj z € (0,1] mpumanga HEKOM TOIYOTBOPEHOM WHTEPBAILY OOJIIM-

ka (27771277 rme je n =0,1,2,.... Axo je x € (1/2,1], Tj. arko je n =0,
1
Taga je @) < —<2,jepje f(r) <1uxz>1/2. Crora mara Heje AHAKOCT
x x
BaKN.

Heka je cana x € (0,1/2], 1j. mera je n > 1. Tana je

—_

r<2r<2r<.. . <2l <y 3a Heko n € N.

[\
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Ho omga je mpema (1)

f@) _ ) _f@ ) _ fEn)

~ N ~
T 2z on—1lg AL

<2,

IpuU 4yeMy HOCJeNlmha HEJeTHAKOCT Y IPETXOMTHOM HU3Y BaKU Jep je YV O]
2"x > 1/2, a y ToM cayuajy cmo Beli nokasanm na BaskM DaTa HEjeTHAKOCT.
Tuwme je rBpheme 3amarka MOKa3aHO.

131. Heka cy PP, u PP, tanrenre Ha Kpy:kuHUity k, roe cy P u P, Ttauke
KOje Mpunanajy JIyKoBuUMa Koju canpske tauke M un N, penom. [lokazahemo
na cy P, C u N xomumeapre. APP,C je jenmakokpak (PC? = PA-PB =
PP? — norenmmja w3 Py ommocy ma k) u APPyA ~ APBP;, na je

— <P, PB
4PP,C = T-<UAlrb
2
PBP PP B
_ = ! ;—q ! 36up yraosa y APP,B jen

<PP,A+ <«PP B
= ! —; ! <PBP; = <PP;A — TeTUBHU U TaHTCHTHU

=<PPN jep je N cpenumre nyka AB na kome muje Pp,

ONAKJIE CIENN TParKeHa KOJWHEAPHOCT.
Awnasoruo nokasyjemo na cy P, C' u M ronuneapue. Onasue je

1
<MCN = <P, CPy, =7 — 54Iﬁfﬂ%

(jep Pi, C u P, mpunanajy kpyry ca nearpom P), omakie ciaemu TBphHeme
3a0aTKA.

132. Tepbeme mokasyjeMo MHAYKOMjOM IO M. 3a n = 2 TO je OYUIJIETHO
(ckyn S Beh u cam uma 3 exemenra, S = {01,10,11}). Hexka je, 3aTo, n > 4.
OsHaummo ca S, CKyIm CBHX He-HyJa HU30BA Iy/KUHE N CACTABJHEHUX OJ
wyna u jemuunna. Ilepuunmwmmo cienehie ckynoge:

To — CKym CBUX HM30Ba KOjuMa Ccy mpsux n — 2 unanosa jemmaru 0 (Tp
nMa camo Tpu eaemenrta; to ¢y 00...001, 00...010, 00...011);

—— N—— N——
n—2 n—2 n—2

Too — CKyI CBUX HM30Ba KOjUMa Cy HOCIeIma ABa dnaHa jennaka 0 (To
Cy CBU HU30BU U3 S,_o KojuMa je Ha kpajy nomucano 00);

Th1 — crym cBUX HU30Ba U3 S,_3 KojuMma je Ha kpajy momnucaxo 01;

Tip — ckym cBUX HU30Ba u3 S, o KOjuMa je Ha kpajy mgonucano 10;

T11 — Ckym cBUX HU30Ba 13 S,_2 KOjUMa je Ha Kpajy gonmcano 11.

Jacumo je ma je S, = To U Too U Ty UTio U Ty (mucjyurTHa yHUjA).
I[Momennmo ckyn S,_9 Ha TpOeJIeMEHTHe MOACKYIIOBE KOjU 3aJ0BOJLABAjY
[IOCTABJLEHU YCJIOB, U Ha uctu HauuH (”3abopasimajyhin” mocienme nse



104 PEINIEKHA SAIOATAKA

mudpe) nomeaumo ckyn Tpg. Tpoenementru ckyn Ty U CKyIOBU HACTAIU
nomeaoM ckyna Tpg 38I0BOJBABA]Y MOCTABJILEHU YCJIOB.

Ocrarak TPOEJIEMEHTHUX CKYIIOBa MPAaBUMO Ha ciaenehv HauwH: 3a cBa-
kn ckyn G = {a, b, c} u3 monene ckymna S,_o mepuHUIMMO HU3:

a;, 1<i<n—2,
01 _ (,01\™ 01 _ :
a —(ai )i:17 a;” = 0, i=n-1,
n

~.
I

u, amasiorso, mmsose a'?, a'l, 01, 1O pll OV 00 U Jacwo je

ma a0 O € Top; al?,019,¢0 € Ty u a'l,b', !t € Ty,. Cxymosu
Gy = {a®, 00 Y Gy = {al9 b1, O}, G = {a't, b9, 10} umajy Tpasweno
cBojcTBo. IHa oBaj HauMH CMO CBaKOM €JIEMEHTY W3 IOJeJe CKyIa
Sn—_o TPUOPYRUIN TPU TPOEJEeMEHTHa moickymna ckyma Tp; U T U Ty ca
TpaskeHoM ocobunoMm. Huje Temko mpoBepuTy ma OBU IIOACKYIOBU 3aj€IqHO
ca Ty u Tyy y yauju majy S.

MAJIA OJIMMIINJA JA

133. Jlema 1. Axo cy p,q,r noausomu, tana ¢ —r zeau p(q) — p(r).
[oxas: Heka je p(z) = anx™ + -+ + a12 + ap.
Tana je p(q(x)) —p(r(z )—( (Q(w))“r +a1Q( )+a0) (a (7“( ) +

n

(@) +ao) = Y ak((g(x)* = (r(2))*) = (g Zak ()" +
k=1 k=

(q(z) 2 (z) + - + (r(2))*1), omakne cremu rBpheme meme.

Jlema 2. 3a cBako n € Ny p(z) — x nenm p" ™ (z) — p"™(x).
Jlokaz: Jacuo je ma ce mome yseru p’(x) = x. DBasza ummykmmje mocraje
tTpusujamHa. Ilpermocrasumo ma p(x) — x memu p"tl(z) — p"(x). Kako
je p" 3 (x) —p"ti(z) = pp"t(x)) —p(p"(x)), 10 p"T(2) — p"(x) nemm
p"T2(x) — p"t(z) mo memu 1 (3amenu ce q(z) = p"ti(z),r(x) = p"(2)), na
u p(z) —z memm p™+2(z) — p"ti(x), mro je m Tpebaso morazaTu.

Cana tBpbheme 3amarka cjlead HAMOCPEOHO M3 JieMe 2, MOIITO je
2003 () — 922002 4 2001 () — (2003 () _ 2002 (1)) _ (2002 () 2001 (1)),

134. [lorka3 hemo m3BeCTU MHIYKIMUjOM IIO 7.

3a n = 3 tBphewme ounrnenno Bazku. llpermocraBuMo na je MOKa3aHO
tBpheme 3a n — 1, rue je n > 4.
Heka je AjAy...A,_1 TpasxkeHo o3HavaBame tuna (a) y n — l—royriy
AyAs ... A, 1. Hekra cy cBe myxu

A1 Ay, AsAs, ..., Ap_1 Ay HOp. 1wiaBe. 3aAp:KUMO MCTO O3HAUABAHE YBEK,
ceM y cayuajy na je myxk A, 1A, upsena, a ny:x A, A; naasa. Tamxa hemo
ux o3HauuTu y pemocuaeny A,, Ay, As, ..., Ap_1.

Heka je AjAs...A,_1 tpaskeno osmauvaBame tuna (b) y n — l—yray
AyAs... A, 1 u mera cy naysm AjAs, AsAs, ..., Ap_1Ax miaBe, a ay:u
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ApAki1, ..., Ay_1A; upBere. Axo je mysr A, Ay miaBa, TPaKeHO O3HAUA-
Bame TemeHa n—royraa je AiAs...ApAnAks1...Ap—1, & ako je upBeHa
A1As . AR 1 AZAL . AL,

135. Heka je AM : BM :CM =p:q:r,p,q,r > 0. [locmarpajmo ¢pyHKIUI]Y
f(X) = (¢ —rHAX? 4+ (r* —p*) BX? + (p* — ¢*)CX?. Jemmauuna f(X) =0
IpeTcTaB/ba KPUBY uuju je cremen Hajsume 1 (jep je xoedumujent y3 x2
(mapasmo n y3 y°) jemmak (¢ —r?)+(r*—p*)+(p*—¢*) = 0). Arojep=q=r,
Taga ce Tadka X, Koja je pememe jexnauuue f(X) = 0 Hanasu Ha npeceky
cumerpadiia nyxu AB, BC,CA, Tj. nearap je ommcaHOT Kpyra, ma HeMaMmo
pazmuuute Tauke (M u N) ca matum csojctBoMm. Heka je mmp. p # q.
TTocmarpajmo Tauky Y, koja ce Hamasu Ha cuMmerpanu ay:xu AB. Kako je
AY = BY , umamo f(Y) = (¢> —p?)(AY2—-CY?), na mopa 6utu u AY = CY,
Tj. HOKA3aJM CMO Ha HEHTAp ONMcaHe Kpy:kHuUe npunana ckymy f(X) =0
U 7a Ta] CKyI HUje Tpa3aH WM He IPEeTCTaB/bha pPaBaH, OJHOCHO IIPaBa je.
Canma tBpbeme 3anarka tpusmjamuo caenu, jep ckyn f(X) = 0 campsn
rauke M u N (u3 AM = pd, BM = qd,CM = rd cnemu f(M) =0 u cangno
3a N).

20. BAJIIKAHCKA MATEMATWNYKA OJINMMIINJA ITA

136. ITocroju. Heka je C ckyn roju ce cacroju ox 2002 pazaudura TpupoI-
Ha Opoja memusa ca 2003, mup. {2003k | 1 < k < 2002}, a D ckyn koju ce
cactoju on 2002 pasmuumra mpuponHa O6poja, Koju mpu gememy ca 2003
najy ocrarak 1, mHuop. {2003k +1 | 1 < k < 2002}. Heka je B=CUD, a
A npowussossan meros noackyn ox 2003 exementa. Hexka AN D uma k ese-
menata (Baxku 1 < k < 2002, jep ckymoBu C u D mmajy 2002 enemenara).
Tama ANC nma 2003 — k enemenara, Te 30up OpojeBa y A npu nememy ca
2003 naje ocrarak (2003 — k) -0+ k-1 = k, na muje nemus ca 2003, jep je
1 <k <2002.

137. Osmauumo ca By cpemumre crpanune AC, ca C] cpeaumTe CTpaHUIE
AB, ca O uenrap onmmcaHor Kpyra, ca «, 3,7 yriaose kox temena A, B,C n
ca a,b,c nyxune crpanuna BC,CA, AB. 13 npasoyraor tpoyraa ABC1E
nobujamo ma je

B BC, B c/2 o
~ cos(<C1BE)  sin(<C1EB)  2sinf

(<«C1EB = <ABC = (3: yriioBu ca HOPMAJHMM KpamumMa). AHAJIOrHO U3

ACByF nobujamo CF =

- (camo oBme je <B1FC =7 — <ACB, ann
2siny

je omer sin(<«B1 F'C) = sinv).
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Y rpoyray AADC cy yraosu <DAC = u <ADC = v — 3. Cunycua
TeopeMma maje:

PC: . AC - Dpo— -b-sinﬁ .
snB  sin(y—7) sin(y — )
Y ANADB cy yraosu <DAB=a+ =7 —~v u <ADB =~ — 3. Cunycua
TeopeMa naje:
. bB . AB :>DB:C.,SIH(7T_7): .c~sm7 .
sin(e+ f)  sin(y —f) sin(y — ) sin(y — )
KRako Baxxn DB : DC = BE : CF po6ujamo ma cy TpaBOyIJIU TPOYTJIOBU
ABDE u ACDF cauuau, ABDE ~ ACDF. V3 te cauunoctu nobdbujamo

<BDE = «CDF, mro nosiaun na cy tauke D, E u F ronureapse.

3a HekW Apyrauymju IOJIO:Ka] Tavaka Hero Ha ciauiy (HOp. Kax je
AB < AC, 1j. ¥ < [ nam Kax je yrao 7 omrap), DOKa3 OM Mmao moT-
MYHO AHAJOTHO.

138. Hakon cpebusama, ycaos (1) mocraje: f(z+y)+ (x+y) = (f(x) +
x)(f(y) +y), Tj. ako ozmaummo ca g(z) = f(z) + x, nobujamo:

(1) g(z+y) =g(z)g(y), 3a cmaro z,y € Q,

(2 g(x) =2g(x+1), 3acsBako z € Q,

(3) g(1)>0.

Bax=y=0mus (1) nobujamo g(0) = (9(0))?, ma je g(0) = 0 umu g(0) = 1.
Ba x =0 u3 (2) u (3') nodujamo ¢(0) = 2¢(1) > 0, ma je g(0) = 1. Us
(2) je g(1) =4 = (%)1, na MoskeMmo nokasatu, kopucrehu (1') u npuanMn
MaTeMaTUYKe UHAYKIUje, Oa je

g(n) = (%) (¥n € N).

Axo y jemmaroct (1') ymecro y crasumo y = —zx gobujamo g(0) = 1 =
9(x)g(—x), ma je

g(—o) = ——. (+)
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To mam 3ajemso ca g(0) =1= (%)0 n g(n) = (%)” (Vn € N) maje

9(z) = (;) (Vz € Z).

Axo y jemmaxoct (1') ymecTo x 1 y craBumo § mobujamo ma je

107

3a cBako ¥ € Q. 36or Tora xaga BaguMO M-TU KOPEH OH je jeJHO3HAUHO

onpeben u kanma je m mapan 6poj (y3uMaMoO MO3UTUBHY BPETHOCT!).

Wunykuujom 1o m MoxkeMo nokazatu aa je g(m-x) = g(x)™ 3a csako m € N.

Kopumhemewm jennakoctu (x) mobujamo u

g(m-z) = g(x)™

3a cBako m € Z. Axko ome cTtaBuMoO T = % nobujamo na je

1 OnaTie je

()

sa ceakn m € N. Ako y jemsarocT () craBumo x = 3 mobujamo g(%2) =

(2)™"*, omrocno

s =(3) e,

Bpahawmem Hazan nmobujamo ma je

flz) = <;>z—l‘=2m—m, (z €Q).

[IpoBepom mako BuamMO Oa OBa (yHKOMja 3aA0BOJFABA CBA TPU YCJIOBA

3a,0aTKAa.

139. De3 ymamema ONIITOCTU MOYKEMO HPETIOCTABUTHU Ia je m = n (360r
cumerpnje). Pehwm hiemo ma je cermenmr ApA,;1 mpsor tuma ako cy A,
n Apy1 Taure npeceka aujaronasne AC ca y3aCTONHUM BEPTUKAJIHUAM JIMH-
ujaMa Mpeske (TAKBU CETMEHTU Cy Ha CIUNUA HPEACTABILEHU MOAe0ILaHUM
muanjama). Kanma je jemma onm rauara A, u Appq npecex mujaromane AC
ca BEPTUKAJHOM JIMHUJOM MPEKEe, a IPYyra €a XOPU3OHTAJHOM JIMHUjOM,

KaskeMo na je cermeHt ApA, i aApyror Tuma.
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c

A

_|__
A B

Nmamo m — 1 npeceunux tavaka aujaronane AC ca BepTUKAJIHUM JIMH-
ujama u n — 1 npeceunux Tavaka aujaronasie AC ca XOPU3OHTAJIHUM JIH-
ujama, paszauuutux on A u C.

Cse Te Tauke cy MehycoOHO paznumunTe: ako OM ce IORJIAIAIE HEKe,
HIIP. Q-Ta TA4dKa [MpPECeKa Ca BEPTUKAJIHUM JUHUjaMa U D-Ta ca XOPU30H-
TasHUM OHaa Om m3 TasmecoBe Teopeme mobuaum a : b = m : n, mTo maje
an = bm, wro je memoryhe jep je H3Il(m,n) = 1, a 3a nupuponue Gpojese
aunbsBaku 0 <a<mmu0<b<n Crora oume nmere AC va m+n — 1
cermenara (oBaj 6poj je memapan). IIpsu wian y cymu mma 3uak +. U3
HemapHocTu 6poja m+n — 1 ciaemu na y AaToj CyMU MO3UTUBHUX UJIAHOBA
“Ma jeaH BUIIE HErO HEraTWBHUX. llpmMmermmo na akxo je A, mpecedna
tauyaka mujaroHange AC ca XOPU3OHTAJIHOM JUHUJOM TaAa Cy E>E€HU OKOJHU
cermenTu A, 1Ay, m Ay A, CEerMEHTH IPYTOT TUIA U MMajy CyIPOTAH 3HAK.
Crora nma jemuak 6poj "nosuruBHux” 1 ’HeraTuBHUX CerMeHaTa APYTror
TUma. 3aTO MMa ’MO3UTUBHUX’ CEerMeHaTa IIPBOT TUMA 34 jelaH BUIIE O
”HeraTUBHMUX CErMEHTa MPBOT TUMA. KRaKO CBU CErMEHTU IIPBOT TUIMA UMa-
jy ucty myskwuny (u3 TasecoBe teopeme ce nobuje 7”";”‘2), nobujamo ma
j€e mOmpUHOC CerMeHaTa MPBOI TUIA TPAKEHO] CYMU jeIHAK OYy:KWHU jeITHOT

vm?2 +n?

3a ¢urcupan k = 1,2,...,n — 1 umamo ma 6poj km mpu mememy ca n
naje KOJMUYHUK t, U OCTATaK Ty, OMHOCHO, km = tgn+ry, rae je 0 < rp < n.
IIpeceuna tauka mujaronane AC ca k-tom xopuszonranuom auaujom (AB
je myaral) je rauka Ag, rme je s = k+ t, + 1 u ona uma roopaunate (y
KOODJIMHATHOM CHCTeMy y KOM je A koopiamuaTHuM moderax): (t + “&, k).
OpnaBne nobujaMo 3HaK cerMeHara OKO Tauke Ag:

TAKBOI CErMeHTa, Tj.

k+tg As_1 A, ASAS-H
mapHoO — +
HEeTapHO + -

Crnenehe, mora:KuUMO na Tp MMa UCTY MapHOCT Kao u k—+tx. Axo je k mapan
u km = tyn+rg je mapas, na cy 6pojeBu 1y u t UCTe TAPHOCTH, A Cy U Tk
u k 4t ucre napuoctu. Ako je k memapan u km = tyn + 1 je Hemapau, ma
cy 6pojeBu 1 u tj pas3auyuTe MApHOCTHU, Ha CY Ti U k + t} McTe mapHOCTH.

Ca mpyre cTpaHe, Kako 1, = rq aje pm = gm (mod n), a OBO IOBJIAYN
p = ¢ (mod n) (jep cy m m n ysajamHO npocTu OpOjeBU), OLHOCHO P = ¢
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(jep Basku 0 < p,q < n), nobujamo na cy 6pojesu r cBu Moryhu ocraunu
(cem 0) mo Momymy n.
Kana je rp mapan 6poj umamo na je

VmZEn? re  VmIan? n—ry
_As—lAs+AsAs+1 = -—— — 4+ .

m n m n
vm2+n?2 n-—2r,
= — - .
Kako rp y3uma mo jemHom cBaky on Bpemuoctu 2,4, ...,n — 1 nobujamo na
OBU YJIAHOBU INOIPUHOCE CYMU Ca
n—l

m g _m Zl——Z

i=1 i=1

_\/m2+n2.<n—1_é-”21~"J2r1>:\/m2+n2.1—n
n

- m 2 2 m 2n

Kana je rp memapan 6poj umamo ma je

vVm24+n2 ry vmP+n2 n—ry  VvVm2+4+n? 2r,—n
Ag 1 A—AA = — —— : = . .

m n m n m n

Kako rp y3uma mo jemHom cBaky on Bpemuoctu 1,3,...,n — 2 nobujamo na
OBU UJIAHOBU MIOMPUHOCE CYMU Ca

n—1
Vm?Z+n? & 22 —1)—n  Vm24n? (4 nolontl 9 po1 n-1
m 1 n o m n 2 n 2 2
im
ovmZ+n? 1-—n
IIIto Kanm cpemumo maje . )
) m 2n ) )
Crora je monpuHOC CBUX CerMeHATa APYTror TUMA TPaKeHOj CYMU jeTHaK
vm2+n?2 1—n vVm?2 4+ n? .
. , MTO C& ———— OJ] IPBOT THUIA Haje
m n m

k-1 T 2
Sy T

VA A 4] =
ot ) ‘ J J+1| mn

44. MEHBYHAPOIHA MATEMATWUYEKA OJINMMIINJA ITA
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140. Ilorkasahemo tBpheme kKoje je ommruje ox TBphema marTor y 3anaTky:

Hexa je A k-eaemenmmuu nodckyn ckyna S = {1,2,...,m} u nexa je n
npupodan 6poj 3a woju eaxmcu (n — 1)(k* — k + 2) < 2m. Ilocmoje bpojesu
ti,t2,...,tn € 8 marsu da cy cxynosu t; + A, j = 1,2,...,n, no naposuma
QUCJYNKMMHAU.

Heduammumo HU3 crymosa (S;) m Hu3 Gpojesa (t;) ca: Sy = S; axo je
Si—1 # 0 omma je t; = minS;_ 1 u S; =S 1 \{t; +z—vy | z,y € A}. Axo
jet € A;_1A;, ouna je t = t;, uau nocroje x,y € A, x > y, TAaKBU 1a je
Cnemn na je |Si| = |So| —i(k* —k+2)/2>m—(n—1)(k* —k+2)/2 >0
3ai=1,2,..,n—1, na au3 (¢;) uma G6ap n unasosa. Ckymnosu t; + A cy mo
IapoBUMa IUCjYHKTHU. 3AUCTa, ako 6u ckynosu t;+A ut;+A, i < j, nmanu
Hellpa3aH IPEeCcek, IocTojauu 6u OpojeBu x,y € A, TakBu ga je t;+x = t;+y,
na 6ucmo mmasm ma t; =t; +x —y ¢ S; 2 Sj_1, INTO je IPOTUBYPEUYHO Ca
tj S ijl-

141. Pewemwe 1: Axo je b = 1 omma je a?/(2ab®> — b + 1) = a/2. Taxo
CMO HAIIU jedaH HU3 pelena DaTor IpobJeMma: (2k 1), k € N. Haname
IpeTnocTraBpbaMo na je b > 1.

Axo je 2a < b, orna je 2ab? — b3 +1 = (2a —b)b* +1 < 0, nma je BpemHOCT
pasMarpaHor m3pasa HeraTuBHa. AKO je 2a = b, oHma je 2ozb2 - 4+1=
(2a—b)b*+1 = 1, ma je BpeaHOCT paszMaTpaHOr n3pasa jemHaka a?. Tako cMo
HAIIM JOII je#aH HU3 pemema naror npobaema: (k,2k), k € N. Hanasme
NpeTIoCcTaBhaMo na je 2a > b.

U3 a® > 2ab®> —b®> +1 > (2a — b)b?> u 2a — b > 1 nobujamo ma je a > b.
Cana u3 a® > (2a — b)b? u 2a — b > a nobujamo nxa je a > b

Kako je (b3 —1)2 = 4a?b* — (2ab? — b3 + 1)(2ab® + b3 — 1), To 2ab? — b3 +1 |
(b3 —1)2. Hexra je (b>—1)? > 2ab?> —b>+1. Kaxo je (b3 —1)2,2ab* —b3+1=1
(mod b2)7 o je (b° —1)%2/(2ab?> — b® +1) = 1 (mod b?), ma je (b3 — 1)2
(2ab® — b3 + 1)(b? + 1). Wmajyhm y sumy ma je a > b?, mobujamo ma je
(b3-1)2 > (2b4—b3—|—1)(b2+1). IMocnenma Heje ITHAKOCT HUj€e TAYHA, 32TO IITO
je exsuBasenTna ca (b—1)b°+2b*+b3+b% < 0. 3ato je (b*>—1)% = 2ab?—b3+1.
Omasne nobujamo na je a = (b* — b)/2. YspmraBamem mobujamo na je
a?/(2ab* — b® + 1) = b*/4, a To je mpupomam Gpoj ako u camo ako je b
napan npuponan 6poj. Hamau cmo m tpehu Hu3 pemema gaTor mpobiemas:
(8k* — k,2k), k € N.

Tpasernu maposu cy: (2k,1), (k,2k), (8k* — k,2k); k € N.

Peweme 2: Axo je b=1 onza je a?/(2ab?> — b® + 1) = a/2. Taro cmo Hamim
jeman HU3 pemema nartor upobiema: (2k,1), k € N. Haname npernocrasi-
jamo ma je b > 1.

Axo je 2a < b, onna je 2ab* — b3 +1 = (2a — b)b* +1 < 0, na je BpemHOCT
pasMarpaHor m3pasa HeraTuBHa. AKO je 2a = b, oHma je 2ab2 - +1=
(2a—b)b?>+1 = 1, na je BpeaHOCT pa3MaTpaHOTr U3pasa jemHaka a?. Tako cMo
HAILIM JOII je#aH HU3 pemema naror npobiaema: (k,2k), k € N. Hanasme
NpeTmocTaB/haMo na je 2a > b. Y Towm caydajy je a > b, 3aro mTo je
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a?>2ab? —b3+1> (2a—b)b*> u 2a—b > 1.
Pasmarpajmo kBamgparny jemnauwuny

x? a®

2wh?—b+1 202 —b+1°

Jenmno wmeno pememe je a. Ilomohy BujeroBux mpasuia mobujamo na je
IPYTO DPeIIemhe

2a%b? a(b® —1)

=Y ATy
2ab? — P +1 " 2 — P+ 1

Ouursenuo je ma je k mpupoznan 6poj. 3aro je map (k,b) pememe pa3s-

maTpanor npobiaema. Hejemmaroct k < b Baku jep je eKBUBAJEHTHA Ca

(@a—bb* +a+b > 0. 3Baro je b = 2k u 2a(b® — 1)/(2ab> — b* + 1) =

2k(b3 — 1)/(2kb? — b3 + 1) = b2, Omasme cremu ma je a = 8k* — k. Hamum

cmo u Tpehm mU3 pemema maror mpoGaema: (8k* —k,2k), k € N.
Tpasenu maposu cy: (2k,1), (k,2k), (8k* — k,2k); k € N.

142. Hexka cy X, Y, Z, U, V u W cpemumra crpanuna AB, BC, CD,
DE, EF u FA mecroyrna ABCDEF penom u uerka je P = AD x BE,
Q=BEXxCFuR=CFx AD.

Heka je <APB > 60°. [oraxumo na je XP < AB\/§/27 u Jga mpu
TOM jeHAKOCT BaKM aKO U CaMO ako je Tpoyrao ABP jemHakoCTpaHU4YaH.
Hera je K rTauka koja sexu ca ucrte crpase npase AB ca koje ce Hasasu
u Ttauka P, TtakBa nma je tpoyrao ABK jemmakoctpanudan, u Heka je O
HeHTap Kpyra OMUCAHOT OKO TOr Tpoyria. Kako je <APB < <AKB, 1o je
OP < OK. 3aro je XP < XO+OP < XO+OK = XK = AB\/3/2. Jacuo
je ma jemHaKOCT BaskM ako u camo ako je P = K, Tj. ako u caMo ako je
Tpoyrao ABP jemmakocTpaHuvaH.

N

36up yraosa <APB, <BQC n <CRD jennax je 180°. Ako Hucy cBa Tpu
jemnaka 60°, jeman on mux je Behu om 60°. Heka je To unp. <APB. Tana je
XU < XPH+UP < ABV3/2+DEV3/2 = (AB+DE)\/3/2, a To je npoTusHO
npernocrtaBiuu 3anarka. Cunemun na je <APB = <BQC = <CRD = 60°.
Tpoyraosu ABP, BCQ, CDR, DEP, EFQ n FAR cy jeqHAKOCTDAHUYHU.
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3aucta, ako HIp. Tpoyrao ABP HUje jeIHAKOCTpAHUYAH, OTIET UMAMO 14 je
XU < XP+UP < ABV3/2+DEV/3/2 = (AB+ DE)+/3/2, mto je mporuszo
NPETIOCTABON 33,1aTKA.

W3 yumenune na cy tpoyraosu ABP, BCQ, CDR, DEP, EFQ u FAR
jemHakocTpaHuvHU ciaenu na cy yraosu mecroyraa ABCDEF jemnaku mo
120°.

143. Pewewe 1: Tauke P u Q) nesxe Ha Kpyry kome je C'D npeunuk. Mmamo
na je <QPD = <QCD = <ACD = <ABD u <PQD = <PCD = <BAD,
ma je 3ato APQD ~ ABAD. Opnasne ciemu na je PQ : QD = BA : AD,
1Tj. ma je PQ = AB-DQ/AD. Ha cauuan HauuH MOXKe Oa Ce HOKa:Ke
ma je QR = CB-DQ/CD. Cnemn na je PQ = QR ako u camo ako je
AB - DQ/AD = CB - DQ/CD. Tocaenma jeIHAKOCT je €KBUBAJIEHTHA Ca
AB :CB =AD : CD. Omaocu AB: CB u AD : CD cy jemsaku O0IHOCUMA
Ha Koje cumerpadie yraosa <ABC u <ADC pasnaxy nyxx AC. Ouum cy
jemHaku ako um camo ako cumerpadie yriosa <ABC u <ADC ceky ny:x AC
Y UCTOj TAYKU.

Pewemwe 2: Herka je r mOIympedyHUK Kpyra ONUCAHOI OKO UYETBOPOYyIJa
ABCD. Taurke P u (Q nexxe Ha Kpyry kome je CD npeunuk. 3aro
je PQ = CDsinBCA = CD - AB/2r. Ha cauuad HauuH MOM¥E na Ce
mokazke na je QR = AD - CB/2r. Canemu ma je PQ = QR arxo u camo
ako je CD - AB = AD - CB. Tlocaeanma jeqHAKOCT je €KBUBAJIEHTHA Ca
AB:CB = AD : CD. Ogmaocu AB: CB u AD : CD cy jemHaku OZHOCUMA
Ha Koje cumerpatie yriaoBa <ABC u <ADC paznaxy nyxxk AC. Onum cy
jemHakm ako um camo ako cumerpadie yraosa <ABC u <ADC cery nyx AC
Yy MCTOj TauKH.

144. Axo ce mma y Bumy mga je 7 < T < ... < Ip, HUAje TEIIKO Oa Ce
3aKBYyYN Oa j€

n n

>3 lenl=2 X )

i=1 j=1 1<i<j<n

ZZ(S& — ZL']‘)2 =2 Z (ZL’j — ZL’Z')2.

i=1 j=1 1<i<j<n
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3aTo je mara HejeIHAKOCT €KBMBAJIEHTHA Ca

2

> (@ — ) <n3_1 > (wi—xy)”

1<i<j<n 1<i<j<n
Kako je
Z (x; — ;) = Z(?k—n—l)xk,
1<i<j<n k=1
n k—1 n

Z (.7_2)(%_551):Z (k—i)— Z(J_k) Tk =

1<i<j<n k=1 \ i=1 Jj=k+1
" (k(k—1) (n—k)n-k+1) n

:Z( TR 5 xk—§Z(2kz—n—1)xk,
k=1 k=1
TO je

Kopumhewmem Komujese mejennakoct mobujamo ma je

2 2
4 o
Yo @i—w)| =S| Y G-d@ )| <
1<i<j<n M \i<ici<n
4 n?—1
<3 Yoo Y (@)= 3 Yo (@mi—wy)*
1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

JemHaKOCT Ba:KM aKO M caMo ako ¢y cBu 6pojesu (x; —x;)/(j — i), 1 <i <
Jj €< n, jemnaxku mebhy coBom, Tj. ako M camoO akKo je Hu3 (Tf) apUTMETUUKA
mporpecuja.

145. Kako pP~14+pP~2+.. +p+1 £ 1 (mod p?), mocToju mpocT 6Gpoj q, Takas
maq|pPt4+pP2+. . +p+1lup? fg—1. Karo je pP~L+pP2+.. . +p+1=1
(mod p—1), To cy pP"L +pP 2+ ... +p+ 1 u p— 1 yzajamno mpocTu, ma
qfp—1. Karo je (p— 1)(pP L +pP 2+ ...+p+1)=pP -1, 10 ¢ | p? — 1.
3aro je mopemak 6poja p mo moxyny ¢ jennak p. Cmemu ma p | ¢ — 1.

IIpermocTaBuMo nma mocTOju mpUpodaH Opoj n TakaB ma je nP = p
(mod ¢). Tama je 1 = n? ' = pla=V/P (mod q). Karo pf(q —1)/p u rako
je mopemak 6poja p mo Momymy ¢ jemmak p, o pl4=U/P £ 1 (mod ¢). Kon-
Tpaauknuja!
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Hanomena. IIpoct 6poj ¢ 3am0BobaBa IOCTABILEHN yCIOB aKO U CAMO
axo je mpoct u y K = Q(\/p). Ilpumemyjyhu teopemy YeborapjoBa o
ryctunu Ha ['amoaoBo 3aTBapame mossa K, mobujamMo Oga CKyI TaKBUX ¢
nma rycruny 1/p. Cremu ma mocToju GECKOHAUHO MHOTO IPOCTUX GpojeBa
¢ KOjU 3a40BOJHABA]Y MOCTABJLEHU YCJIOB.
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Pemema npoOHUX TakMmuue-
ma 'y 2003.

IIPBO ITPOBHO TAKMMNYEIHGE
Henesba, 22. nermemoap 2002.

11 a b+ b+ ab+a+ a®b
146. Umamo N = a+b+b+1 = ab(o+1) ,
BUIMMO Ia je a | b Heonxoman ycios ma N Oyme neo. Crasumo a = kb,
: (k +1)(b* +b) + k20°
k € N. Cana je N = W20+ 1)
ako k | 0> +b, b | k+1ub+1]k* (jep cy b> u b+ 1 yzajamuo npoctn).
IMomro b | k4 1, b m k Mopajy Guru y3ajaMHO NpPOCTH, Ia TAKO NPBa
pesanuja nocraje k | b+ 1.

Axo (k,b)=1,k|b+1ubd|k+1, onna kb | k+b+ 1, ma mopa na Baxu
kb—k—b—1<0, 1j. (k—1)(b—1) < 2. Cnemu na cy jemuue moryhuocTtu 3a
Eub: (k,b)e{(1,1),(1,2),(2,1),(2,3),(3,2). Jlako je mpoBepuTu aa jeauHO
(k,b) = (2,3) naje pememe: (a,b) = (6,3).

OJlaKJIEe OIMaX

, WTO je 1meo Opoj ako M camo

147. Osmauumo ca M cpemumre nysku CH a ca C' momnoxje mopmadte us C
va AB. Tlomro cy Tauke Hy, M u Hy KonuHeapHe, JOBOJLHO je HOKA3aTU Ja
cy Ttauke M, Hy u C romuueapre. Ilokazahemo na je <HMH,; = <C'MC}.
Osrauumo ca «, § u 7y yrioBe Tpoyria Koju oaropapajy temenuma A, B u
C, peloM M MPENnToCTaBUMO [a je, Kao Ha ciaumu, o > [ (cayuaj a = [ je
rpusujasan). Tana je <HMH, = 2<HCH,, a npeMa NO3HATO] peJAIUjU
u3 reomerpuje Basku <HCH; = |a — (|/2. IIpema Tome, <HMH; = a — (.

A B

Hexka je A’ momno:xje Bucune u3 remena A. Taure M, C’', A’ u C, npunanajy
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Ojaeposom kpyry Tpoyraa ABC ma je <C'MCy = «C'A'Cy = <AA'Cy —
JC'A'C; =(90°—3) — (90° —a) = a— .

148. a) Moryhe je. Ha caunum je mato pasnarame TPOyria HA 8 KOHBEK-
CHUX IIETOYTJIOBA.

6) Huje moryhe. IIpermocraBumo cynpotHo, ma je tpoyrao AABC pa-
3n0keH Ha n mectoyraoBa. Hera je {A,B,C Py, Ps,..., Py} ckyn cBux
TeMeHa, IeCTOYTJIOBa Koja Cce MojaBibyjy y oBoj momenu. Heka je P; Teme
TAYHO p; MEeCTOyrIoBa y momeau, a A, B, C penom temena a, b, ¢ mecroyrio-
Ba. Tanma je p1+...+pm+a+b+c=06n, a 30up yraoBa CBUX MECTOYTIOBA
y momenu je jemHak 6n - 120°.

C nmpyre crpane, cBako p; je 6ap 2; ako je p; = 2, ouna ce P; Hama3u Ha
CTPaAHUI TPOYTJIa WJIU HEKOT IEeCTOYTJIOBa, Ha je 30Up yrioBa MIECTOY-
rnoBa y P; jemmar 180° < p; - 120°. Axo je p; > 3, onma je 36up yrio-
Ba y P; me Behu ox 360° < p,; - 120°. Hajsan, 36up yraoBa y TeMeHU-
ma tpoyraosa je 180° < (a 4+ b+ ¢) - 120°. CabupameMm 0BUX Hejen-
HaKOCTU nobujaMo na je 30up CBUX YIJIOBA MIECTOYIJVIOBA Yy MOAEIUA MAamU
on(a+b+c+pr+...4+pm) 120° = 6n-120°, wWTo je KOHTPAAUKIA]A.

149. Ako u seBy U HECHY CTPaHy OaTe jelHAUYNHE MOIEIUMO CA (n_1 HO-

Gujano — = gIn=t gin=2
Ap—1 Ap—2 Ap—3
pekypenTHy penamujy by = 2, by = 12 u b, = 6b,—1 — 8b,—2 3a n > 3.

JemnocraBuo mobujamo nga je b, =4" —2" u

. Hera je b, = apy1/a,. Hus b, 3amoBomasa

n—1

n—1 n—1
an =[]0 =J[2@ -1 =2"7" [ -1
i=1 i=1

i=1
Tpeba ma noraskemo ma je osaj O6poj memus ca n!. Axo je p® majsehnm
cTerneH mpocTor Gpoja Koju menu a, Tpeba ma HOKAKEMO Ia je o > [—} +
p

[n n
—2} + [—3} +.... 3a p =2 0BO je OUUIJIEAHO, & 3a OCTaJie IpocTe Opojese
p p

. . R n—1 n—1
p u3 OjuepoBe TeopeMe cienu javya HejeTHAKOCT v > + +
p—1 p(p—1)

_p;gp__ll)p....
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PYTO ITIPOBHO TAKMUNYEIKLE
yTopak, 29. anpma 2003.

150. Heka je X npeceuna tauka ay:xu M N u PQ. Ilomro je yerBopoyrao
MPQN reruBar 3akpydyjeMo na je Saympo @ Sanpg = (MP - MQ) :
(NP - NQ). Ilomro je MX : NX = Sampo : SAanpQ 3arbydyjeMo na
je

MX MP MQ

NX NP NQ°
Tpoyraosu ACMN u ADMN cy npasoyriu ca Bucunama MP u MQ,
penom. Omarie mobujamo nma je MP : NP = MC : MN u M@ : NQ =
MD:MN.

W3 npasoyraor Tpoyria CAD mobujamo ma je CM - MD = M A%, Tlpema
tome, MX : NX = (MA : MN)? na nonoxaj tauke X He 3aBUCU O
n300pa IPOMEHJBUBOT KPyTa.

151. Opmmax 3armpydyjemo ma je m > 5. IlpermocraBumo cynpoTHO, na
tBpheme Huje TauHO 3a HeKku nmpupomaH 6poj n. Tama mocroju HajMamu
npupomgan 6poj n 3a Koju TBphHeme HUje TAUHO.

ITocroju enemeHT a KOju ce Hana3u y 6ap yerupu noackyna (y CymporT-
HOM, aKO OU Ce CBAKM eJIEMEHT HAJIA3UO y HAjBUIIE TPU CKyIa, YKYIaH Opoj
0jaBJ/bUBAKa CBUX €JIeMeHaTa y CBUM CKyMOBUMa Ou OMO Mawmu WU jel-
Hak on 3n. Mebyrum, kako uma n + 1 ckynoBa, ykKymnan 6poj MOjaBbUBAA
eseMeHaTa y BUMa je 3n + 3, WTo je KOHTPAAUKIU)a).

[Mocmarpajmo enement a. Heka cy Cp, Cy, C5 u Cy CKynoBu y KojuMa
ce manasu exemednt a. Hegka je C; = {a,b,¢}. Tlomro je mpecek ckyma
C7 ca cBakuMm on ckymnoBa Co, C3 u Cy nBousaH, jeman on ejgemeHara b u
c ce mHajasu y nBa on ckynoBa Co,C3 u Cy. Hera je to, He ymamyjyhu
ommrocT, exemenT b u mera je Co = {a,b,d} u C5 = {a,b,e}. Mebyruwm,
Tana mMopa outu u b € Cy ma 6u npecek ckyma Cy ca cBakum ox Cp,Co u C
6ro mBousaH. 3akbydyjemo ciaenehie: CBU CKyIOBU KOjU CAAPKE €JIEMEHT
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a MOpajy caap:kaTy U ejgeMeHT b (1 0OPHYTO, CBU CKYIIOBU KOjU Caap:ke b
canpie u a).

Hera cy C1,...,Ck cBu CKynoBu Koju canp:ke eiaemente a u b. Hbuxosa
yHUja uMa yKymHO k + 2 ejleMeHaTa, U CBU OCTAJU TPOUWIAHU CKYIIOBU HE
cery uu jeman on ckymnoBa C1,Cs, ..., C. OcTarak TpOWIaHUX IMOACKYIIOBA

y yHuju mma m = n — k — 2 ejeMeHara, a IpeMa IPETIOCTABIU TaKBUX
ckymoBa uMma n + 1 — k = m + 3 mro IpoTUBpeUYn MUHMMAJIHOCTU Opoja n.
Kounrpamuknuja!

152. Ilocmarpajmo monmuOME fr(x) = E x'. YcIoB 3amaTKa ce MOMKe

1€Sy
3amnucaTt y ODIUKY

fora(@) = (1 +z)fu(z) (mod 2).

Tana je fn(z) = (1+ 2)Y f,(z) (mod 2). 3a N > max S, tpheme 3amaTra
ce MOKE 3aIKCaTh Kao

fa(@) = (L+2Y) () (mod 2).

[Ipema TOME, JOBOJLHO je HOKA3aTHU Oa MOCTOju ODECKOHAYHO MHOTO IPUPOI-
Hux O6pojeBa N TakBUX Oa je

A+z)N =142 (mod 2).

MareMaTUIKOM UHAYKIXjOM C€ jeTHOCTABHO MOKa3yje ma MPEeTXOAHa pesa-
muja Baxku 3a N = 2F umme je moka3s 3aBpieH.

153. MokeMO mpeTmoCTaBUTU, HE yMamyjyhu ommrocT, ma cy OpojeBu
T1,%2,...,Ty ¥ OHamajyhemM moperry, Tj. Oa je x1 = Tg = ... = Tp. TLa-

. 1 1 1

na je \/ -1 > ——1>...2 — — 1. Ha ocuoBy Yebumosmese
Z1 x2 Tn

HejeqHAKOCTU mobujamMo ma je

LI T, T
\/1—$1

oot = +...+t—2
VI—z, \/L_l 1 1

1 Tn

>%(m+...+m)<\/;+...+\/;>. (1)

Ha ocHoBy Hejemnaxoctu uaMeby apuTMeTHmuxke M T€OMETPHUjCKe CpeIuHe
3armpydyjemo ma je (3a 1< i< n) ucnymeno:

i_l_131—|—...—|—J?i_1—|—13i+1+...+1‘n
Ty B Ty

>

1

- (n—=1)(T1 o @i T+ e Ty

Ti
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Samemyjyhu oso y (1) nobujamo ma je

T T 1
—_ > — n) - vVn—1-
e Tt 2 R WE Ve v

o 1 1\
(1) 2D : —|—...—|—< : > . (2)

J;f—("’” 22D

Tpaskena HejeTHAKOCT Ce cada jemTHOCTABHO noOuWja TPUMEHOM Hejeon-
HakoCcT! m3MeDhy aprTMeTUUKe U reOMeTPUjCKe CPeAuHe Ha NECHY CTPaHy
penamuje (2).

X i To " n T > VT o+ T
Vi—z JI—zp O -z, Vn—1 ’

TPERE ITPOGHO TAKMUYEKE
yeTBpTaK, 22. maj 2003.

154. Bes ymamema omnmroctu (Tj. 360r Tora mro cy obe cTpaHe CuUMeT-
puune 1o a,b, ¢, d) mosxkemo mpeamoctasutu ga je 1 > a >b>c>d > 0.
A+ +ct+d> 1 < (a+b+c+d

Tlona3ua mejemHaxkocT - - 1

2
1 1S ) je eKBuBa-

JIECHTHa Ca
da?+ P+ +d* 1) <a? + b2+ +d* +2(ab+ ac+ ad + be + bd + cd),
OJHOCHO

(a=b)2+(@a—c)?+(a—d?+O—c)+(b—d)?+ (c—d)? <4

Kako u3 ycnosa p,q,7 € [0,1] mw p+q+7 < 1 cremn p? +¢*> + 72 < 1 (jep
je 2pq + 2pr + 2gr > 0), nobujamo ma je

(a—b)2—&—(b—c)2—|—(c—d)2 < 1.
Csaku o1 IpeocTalux YIaHOBa 3aJ0B0JbaBa;:

0<a—c<1 = (afc)zgl,

CBe 0BO 3ajeqHO Iaje TPpasKeHY HejeIHaKOCT.
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JemHaKoCT BaKM Kala Y CBUM TOPHBUM jEeTHAKOCTUMA BayKU 3HAK jel-
HAKOCTHU, Tj. Kana je 2pq +2pr+2qr =0, a—c=1,a—d=1unb—-d =1,
mro naje a=b=1wmwc=d=0.

155. JleTepMmHaAHTA je OEBUBA Ca ¢ AKO U CAMO aKO je NEeTePMWHAHT HaJI
nomeM [anmoa GF(q) jemnaka 0 (3a TakBe MaTpuile KakeMO OA Cy CHUHLY-
napue Han GF(q) mmm na mucy perynapse). Haname Hiemo pauynaru Hazn
GF(q) (y Tom momy cy omepanuje cabupama U MHOMKEHa IO MOLYILY ().

IetepMunanTa je pazmuuuta o 0 (Tj. IO MOZYIY ¢) AKO M CAMO aKO CY
IBEHE KOJIOHE (03HAYUKMMO UX CA C1,C2, .. ., Cp ) JIMHEADHO HE3aBUCHU BEKTODU.

Koaony c¢; Moxkemo omabpaTu Kao TpPOM3BOJBAH HEHyJIa BEKTOP. 10O
MOKEMO YUMHUTHU Ha ¢ — 1 HauuHAa.

Komona ¢y Mopa Owurtw guHEapHO He3aBUCHA ca KoJoHOM c¢1. CTo-
ra je MOkeMO m3abpaTyé Kao NPOU3BOJLAH BEKTOD PAa3IWdUT OX (1 - Cq,

a1 €40,1,2,...,qg— 1}, mro MosxkeMO yuuHUTU Ha ¢" — ¢ HAYUHA.
Cmwaro, ako cy ci,c2,...,cj—1 Beh omabpaHe, KOJOHA c;j Mopa Ourn
JHEapHO He3aBUCHA Ca KOJIOHAMa C1, €2, .. .,Cj_1, HITO UCKLYUYy]je ¢! Bexr-

TOpa 3a KOJOHY ¢; (CBe nIuHeapHe KOMOMHAIUjE (¢l +oCa+- -+ _1¢j—_1).
Ilakne, kKonoHy ¢; MOskeMo onabpatu ¢" — ¢/ ~! Hauuna.

Ha ocHOBY mpuHIUNA IPOU3BOAA HAJA3ZUMO 12 je TPAKEHU OpOj HECHUH-
ryaapaux mMarpuna Han GF(q):

156. Jacuo je ma je HOBOJBPHO pemnTH IPOGJIEM 3a OCTATKE IO MOAYIY 4
6pojesa 1,2,...,64 (mux uma no 16 ox csake spcre: 0,1,2,3).

a) IIpernocraBumo ma je moryhe monmyHuTy maxoBCKy Tabiy TakBUM OpoO-
jeBuma. Pazmorpumo meo Ttabiie obiauka

p
q r s
t
W3 ycnosa ma je y cBakoj ¢urypu F' obnuxa | | 30up OpojeBa mesbuB

ca 4 cuemu
ptq+r+s=q+r+s+t=p+q+r+t=p+r+s+t (mod4),

a omatie mobujamo
p=g=s=t (mod4).

Ognatie 3akpydyjeMoO Ia Cy Ha CBUM OeauM MOJbMMA IMAaXOBCKe Tabie
(u3y3eB mBa yraona 6Gesa mosma) OPOjeBUM KOjU Aajy UCTU OCTATAK MPU Ie-
mewmy ca 4. Iakne, mmamo 30 OpojeBa KOju [ajy UCTU OCTATAK IPU ACJbEHY
ca 4 mro mHuje Mmoryhe.
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6) Ako mocTaBUMO OCTATKE O MOAYJy 4 HA Tabuy Ha ciaenehu HAYMH, JAKO
ce mMpoBepaBa na Cy 3al0BOJbeHa 0ba yCcIoBa:

103 2 10 3 2
23012 3 01
32103 210
0123012 3
103 2 10 3 2
23012 3 01
32103 210
0123012 3

157. Kopumhemem ycaosa 1° u 3°, 1j. u3 f(%) =2= f(z)- f(z?)ggi,;)
mobujamo ma je f(z) # 0 3a cBako x # 0, a xaro [ : Q — [0, +00) mobujamo
na je f(x) > 0 3a cBako z # 0.

Kazna y ycnos 1° samennmo x =1 u y = 2305 nobujamo axa je f(1) =1.
Capna 36or yciaoBa 2° 1 OIpuHOUIA MaTeMaTUYKe WHIYKIHjE TOOMjaMoO Ia
3a cBaku npupogad 6poj n Baxku f(n) < 1.

Kana y ycaos 1° 3amenumo x =y = —1 nmobujamo na je u f(—1) = 1.
Omasne, 360r ycmosa 2°, nobujamo na je u f(0) < 1.

Kaxko je f(—n) = f(=1)- f(n) = f(n) nobujamo na saxu f(z) <1, (Vz € Z).
Heka cy z,y # 0. Tana je f(%)f(%) = f(1) = 1, onakse nobujamo na Bayku
f(%) <1wm f(2) < 1. Bes ymamema OMIITOCTH MOMKEMO IPEIIOCTABATH

na je f(%) < 1 u Tama mMaMo:

f<§><1 = f<1+§><1 = fle+y)= L) FO+2) < fly).

x
(2°) Y

Us f(z +y) < fy) nobujamo na je f(z +y) < max{f(z), f(y)}.

Hera cy p n ¢ pasmuuutu npoctu 6pojesu u Heka je f(p) # 1 (tj. f(p) < 1).
Tana mocroje a,b € Z taxkBu ma Basku 1 = ap + bg. Kako je a € Z umamo na
je f(a) <1, a omatae je

flap) = f(a)f(p) < f(p) < 1.

Cana je

1= f(1) = f(ap + bq) < max{f(ap), f(bg)} = f(bg) =1,

a omarye caema u ga je f(q) = 1. Tume cvo moraszann ma je f(p) =1 3a
CBaKM IPOCT 6POj p, CEM €BEHTYAJHO jeIHOT.
Kaxo ce caku ¥ € QT moske mpencraBuTtu y obauky

Q2 (677

T =p1°" - pa N
npu demy cy «; € Z\ {0}, u3 ycnosa 1° mobujamo

fl@)=fPi™ p2™ - oopi™) = f(p1)™ - f(p2)®* .. )™
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2003 £(2003) B
f<2002> oG .

nobujamo ma je jenam ox 6pojesa f(2), f(7), f(11), f(13) jemmax i, mok cy
ocrasu jemmaku 1. Canma je

2004 [f(2)]°f(3)f(167)
f( > T (2003)

= f(2)*.

I cnyuaj: ako je f(2) = 3, f(p) =1 3a ocrane mpocte 6pojese u f(p**
CpEYR) = f()* - fpR)YE.

Ospne cy ycunoBu 1° u 3° ouuriieHO 3a10BOJLEHU, & 38 YCJIOB 2° MMaMO Ia

ako je f(z) < 1 omma je f(x+ 1) < max{f(z),f(1)} = f(1) = 1. Y osom

cmyaajy je f(35%8) = ;-

IT cayuaj: ako je f(2) =1, f(p) =1 3a ocrase mpocte Gpojese ceM jemHor

om 7,11,13 m f(p1® - ... - pr®) = f(p1)* - ... f(pr)*. Ha uctu mauun ce

MOKaKe A cy ¥y OBOM CJIyYajy CBU YCJIOBU 3aI0BOJHEHU. Y OBOM CIyUajy

je f(3o03) =

?I(al)me f(gggg) € {1.1}, y saBucnoctu ox Taora ma a je f(2) = 3 wm
2)=1.

YETBPTO ITPOBHO TAKMWYEILE

158. Osmaummo k = [/n].
a) JemmocraBan npumep remepurmyhier moackyma je

(1,2, k—1,k 2k 3k,..., [%] k,n}

u oH canpxu k + [n/k] < [24/n] + 1 ememenara.

0) IIpernocrasumo na jen € Nu A = {1, 29, ..., Ty} resepumyhnu moackyn
crkyma {1,2,...,n}, opu uemy je 1 < 21 < 22 < -+ < Ty, < n. 3a maru
npuponaH 6poj r, nocMaTpajMo pasiuke obnmka r; — T, rae je 1 <i—j <
Mﬂ pa3nKa MOKPUBAjy HAJBUIIE MCTO TOJMKO
m(m—1)—(m—r)(m—r—1)

r. IIpeocramux

6pojesa u3 ckyma {1,2,...,n — 1}, ma mocmarpanux

- —r—1
pasaura mokpusajy 6ap N =n—1 — (m —r)(m =~ ) pa3iuka.

Cyma S cBux pasmuka obnuka z; —; 38 1 <i—j <7 je

r
S=r(@m—z1)+ -1 (@mo1—22)+ -+ @m—rt1 — ) < (2) (n—1). (1)
C mpyre crpase, IO rOpPHBEM Pa3MaTpamy 0Ba CyMa HUje Mama O

1 1 — )2\’
1+2+~~-+N2§N225(n1(m7r)>- (2)
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2

T m-—r
Crnemn ma je r3(n —1) > 2(2>(n 1) > <n 1- %
peHoBameM W MHOemeM ca 2 mobujamo 2ry/n—1 > 2n — 2 — (m — )2
Ilocnenma HejenHAKOCT je eKBUBAJIEHTHA

(m—r—\/n—l)Q>3n—3—2m\/n—1. (3)

Kako oBa mejemmakocT Mopa ma Baku 3a cBako r = 1,2,...,n — 1, MOKeMO
omabpaTu r Tako ma Jesa crpana y (3) Oyne mama on 1. Tanma (3) mocraje

3n —4 < 2myvn — 1, 1j.

> , OIAKJIE KO-

ITobujena noma rpaHuIia 3a m je 3a qoBOJBHO Beaukro n Baha omx v/2n+2003.
I[Ipema TOoMe, OArOBOP HA OBAj AEO 3adaTKA je HEraTUBAH.

159. Heka npasa P() ceue kpyrose ki, ko 1 B5UXOBY 3ajetHUUKY TeTUBy XY
penom y taukama R, S u M. Ilpumerumo na Baskn XM -MY = PM-MR =
QM - MS. Ako je PM = MQ, ouna je u RM = MS, nakne RP = QS,
omakise je CP-PD = RP-PQ = PQ-QS = AQ-QB, tj. AQ-QB=CP-PD.
C npyre crpane, ako je PM > MQ, ouna je RM < MS n onatie RP < QS
mro nossaun AQ - QB > CP-PD. Hakne, PM = M() je eKBUBAJEHTHO Ca
AQ-QB=CP-PD.

Hera je E rmauka mpecerka npasux AB u CD. Oszmauumo ca a,b,c,d
pemoMm pacrtojama on tauke E mo A, B,C,D. MoxkeMO OpeTnocTaBUTH,
oxpebernoctu pamu, na je a < bu d < c. Kaxo je EP? = EA-EB = ab
u EQ* = EC - ED = cd, jemnaxoct AQ - QB = CP - PD ce cBomu Ha
(d —Vab)(vab — ¢) = (a — Ved)(Ved — b), mTO je eKBUBAJIEHTHO jeIHAKOCTI
a+b c+d

Vab  Ved

ako u camo ako je AD || BC.

. Hocnenma jemnaroct Basku ako u camo ako je a/b = d/c, Tj.

160. IlpermocraBumo cynporHo TBphemy 3anmartka, ma je H3II(m,n) = 1.
Tana je mpema mo3suaTtoMm TBphemy u3 Teopuje 6pojeBa

H3I(5™ — 1,5" — 1) = 5H300m.n) _q _ g (1)

Hexa je
5= 1= 2 (2)

rae Cy p; pasiuauTé npocTu 6pojeBu, a «,o; npuponnn 6pojen. Tana je
(5™ —1) =22 Ypy — 1) (pp — D)pg* - p (3),

na kako je k > 1 (k=0 je ounrsenno memoryhe) crnemn ma 2% | (5™ —1) =
5" —1. U3 (1) 3akmyuyjemo na je o = 2. Mebyrum, 3a m napuo 6u 5™ — 1
6uno memuso ca 23 = 8, ma 3aTo M MOpa GUTU HEHAapPHO.
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Heka je m = 2r +1. Tazna je 5™ — 1 = 522 — 1, rne je x = 5”. Kaxo
pi | 522 —1 (3ai=1,...,k), 5 MOpa OUTH KBAAPATHM OCTATAK MO MOMIYIY
p;. Majo Teopuje KBaIpaTHUX OCTATAKa HAM Jaje Oa ONaBIe CJICAN Ia je
p; = £1 (mod 5). Aro je mero p; = 1 (mod 5), onma je mo jemmauumnu (3)

5™ —1 memumBo ca 5, mto je wemoryhe. IIpema tome, 3a cBako i je p; = —11
(mod 5). Axo cama jemmaumuy (2) mocMaTpamMo MO MOLYIy 5, mobujamo
(—=1)**! = —1 (mod 5), maxme k je mapro. C mpyre crpame, jemnaumna (3)

o momyny 5 maje 2 - (—2)¥ = —1 (mod 5), ma je k = —1 (mod 4). Oso je
KOHTpa,UKNMja ca npernocraBkoM na je H3(m,n) = 1.

161. IIpermocraBumo na je n > 4. 3a cBe pasnuuute i,j, k,| 3 cryna
{1,...,n} Basm A; A7 — A;AZ = A;A? — AjA? = \; — \j, omakie caenu na je
ApA; L AjA;. Vsmeby ocrauor, Baskn AsAy L A1Ay mw AgAy 1 Ay Az, mro
3HaumM na je A4 opronenrap (HemereHepucasor) tpoyriaa A;AsAs.

Aro je n > 4, Tana je amanoruo u As oprouentap AA;AsAs, nmakie
As = Ay, wito je memoryhe. Ilakmne, n = 4.

Osnauumo cazma ca «; yrao konx temeHa A; y tpoyriy Aj;AsAs (i
1,2,3) u ca R meroB moJynpedHuk omucaHor kpyra. Tama je 2A\ =
A1 A3+ A1 A2 — Ay A2 = 241 Ay Aj Az cosag = 8R%sin g sinap cos ag, Tj. A =
K cotay, roe je K = 4R?sin ay sinap sinay. Conmano je Ay = K cotan, A3 =
1 1

Kcotaz u \y = —K cot aj cot as cot ag, ma je — + — 4+ — 4+ — = 0 exkBuBa-
A1 A A3\

JIEHTHO TIO3HATOj jeAHAKOCTU tan o + tan as + tan ag = tan a; tan ag tan ag.

162. IlpernoctaBumo ma je T peasan 6poj Takas xa je P(xg)? = Q(xp)?.

IIpumernmo ma Tama mo ycnoBy 3amaTtka Bakn P(yo) = Q(yo), a camum
tam 1 P(y)? = Q(yo)?, tme je yo = 1+ x9 + P(1)? > x Takobe peasro.
Ha oBaj maumn moskeMo moOuTM GECKOHAUHO MHOTO KOPEHOBA MOJIUHOMA
P? — %, omakme omvax cremu ma je P?(x) = Q?(z) 3a csako z. Illra
BUlIe, OfaBlae U u3 maTor ycaosa mobujamo P(y) = Q(y) 3a cBako y obauka
y=1+2z+ P(x)?, nakme 3a GeCKOHAUHO MHOTO ¥, TIa 3akmydyjemo P = Q.

Ocraje ma moka:keMoO na Ty Ca MOYEeTKa PElerma MOCTOjU, Tj. Aa MOJU-
oM R(z) = P(z)? — Q(x)? mma Gap jenmy peanny mymy. Heka cy x, u
peIoM mpowu3BoJbHe peanne Hyie monusHoMma P u (). Tanma je R(x,) < 0 m
R(zq) > 0, ma 360r menpexumnHoctu ¢yurnuje R(z) mocroju peanno o 3a
koje je R(xg) =0, uumMe je noka3 3aBpIIEH.

163. IlpernocraBumo na rabmauna [a;] (a;; € {—1,0,1}) uma Tpasxeno cso-
jCTBO M 0O3HAUMMO CyMe IO BpCTaMa U KoJoHaMa pemoM 7; u 8; (i =1,...,n).
Meby r;-oBuMma u ¢;-oBuMa, jenan eiaemedt {—n,...,n—1,n} Henocraje, na
vMa 6ap N HEHETATUBHUX U Oap 7 HENO3UTUBHUX CyMa. llepMyToBameM
BPCTa U KOJOHA MOKEMO MOCTUNU Ha YIPAaBO T1,...,Tk U Cl,...,Ch_k OYIy
HeHeraTtmBHe. JacHO je na je

n n n
Sl + Y lesl > 3 bl n =
i=1 j=1

r=—n
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C mpyre crpase,

n

n n k n n—k
SUIES SCTIED SURD SRS SERND i
i=1 j=1 i=1 j=1

i=k+1 j=n—k+1

=D @i =Y eyt ) a4y ) a4y =

i<k i>k j<n—k j>n—k

k n—k n

:222(1”—2 Z i Qi <4k(n—k)

i=1 j=1 i=k+1j=n—k+1

Cremn ma je n? < 4k(n — k), Tj. (n — 2k)? <0, ma n Mopa GuTu MapHO.

JlokasxkmMo cafa MHAYKIMjOM O3 32 CBAKO IapHO N IOCTOju Tabauia ca
TpaskeHuM cBojcTBoM. I[Ipumep 3a n = 2 je mat ma caurnu 1. Heka mmamo
TpaskeHy TabJIUIy N X n 3a HEKO mMapHO N > 2, ca ¢ =N, ¢ = —n + 1,
c3=n—2,....cn.1=2,cphb=—1lurr=n—1,1r9o=-n+2,...,r_1 =1,
r, = 0. Aro Tabauiy OpOMMPUMO KAO HA CIUNU 2, MO3UTUBHE CyMe Ce
noBehaBajy 3a 2, HeraTuBHE ce CMamyjy 3a 2, a Hemocrajyhm ememenTu
—1,0,1,2 ce mojaBbyjy y JOOaTUM BpCTaMa U KOJOHAMA, TAKO Ia HOOUjeHa
rabuauna (n+ 2) X (n + 2) rakobhe uma TpaskeHO CBOjCTBO.

1|1

nxn —1/-1

110 1|1
1]-—1 —1|-1
1]-1 —1111]0

1]-1 —1]1]|-1

dur.1 dur.2
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Pemema 3BaHMUYHUX TAaKMU-
yema y 2004.

PEIMTEIBA 3AIJATARA OINIIITUHCEKOTI' TAKMNYEIHA U3
MATEMATHWERE

ITpBu pa3pen — A kareropwuja

164. IIpernocrasumo na je tauka F omabpama Tako na je AE > CE (xao
ua caumu). [Ipumernmo ma cy yerBopoyrinosu ABME u EBNC tetusHu.
Saucra, TeTuBHOCT ueTBopoyria ABME ciemu u3 jeAHAKOCTH YTIIoOBa
<FEAB = <ECM = <EMC, a teruBnoct uverBopoyria BNCE crenu u3
<ECB = <BAC = <ENB. Iokaxkumo, cana, na je u ANKFE teruBasn.
To Baskm jep je <EAM = <EBM (xao yrnosu Hanm terusoMm EM xpyra
onucanor oko FABM) u <EBM = <ENC (kao yruosu Hax tretusom EC
kpyra omucanor oko EBNC).

W3 reruBnoctu uyerBopoyria ANKE 3akmyuyjemo na je <CEK =
<KNB, a u3 reruBnoctu uyerBopoyria BNCFE na je <KNB = <AEB.
[Momro je AC oca cumerpuje pomba, umamo na je <AEB = <AED. To
3Haun na je <AED = <AEB = <KNB = «CFEK, u3 uera cienu ma Ccy
Tauke K, F nu D Koauueapue.

165. /Isa on GpojeBa a, b u ¢ cy ucre mapuoctu. Heka cy TO, Ha npuMep,
aub. Tanma je 6poj p=>b°+a napan, na je p=2u a=>b=1. Aau Ttana
jeqg=a’+c=c+l=c*+b=r.

166. Axo je ¢ HemapaH, HEIAPDHU Cy MY U CBU AEJIMONM, ITa OU U peleme,
xg, MOpaJso Outu Henapuo (zo | ¢). 3a To pememe Ou MOpaJo GuTU

3+ 319 +q =0,

a To je memMoryhe jep cyma Tpu HemapHa Opoja HHKAOA HUjEe jeTHAKA HYJIa.
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167. Tauno 2n—m = m—2(m—n) OTUOA Cy caMe y CBOJUM KaBe3UMa, U HUX

MOsKEMO Ha omabepeMo Ha (%Tm) HAUMHA, a OHIa UM omabepeMo KaBese Ha

ﬁ Hauwmaa. [Ipeocranux 2(m — n) OTANA MOKEMO 14 MOCTABAMO y PEX

Ha (2m — 2n)! HauuHa, W IBEe MO OBE UX CTABLAMO y IPBU KaBe3, IPYTH,

urn. [Ipu Tom ce cBaku pacmopen mobuja Ha 2~ " Hauumna. [Ipema Tome,
n! 1 m!n!

m
OATOBOD )€ (Qn - m) (m —n)! (2m —2n) 2m—n  2m=n(m —n)l(2n —m)!

168. He moske. Odapbajmo tabny y upny u 6ery 60jy (kao IIAXOBCKY).
Bumuvo na komapan ysek ciehe Ha mosba ucte 60je, a TOPHY JIEBU U JOHU
IECHU yTao OBe Tabie Cy pasauuuTux 00ja.

Ipyru pa3pen — A kareropuja

169. Buueru pememe 164. 3anatka (1. 3a npsu paspen A kareropuje).

170. Uz b | a®>*+1 = (ba?) =1 = (b,a) =1, ma b{a Wmawmo:
bla®—1+a?+1 = a®+a? = (360r (b,a?) =1)b|a+1=b|ala+1)—(a®+1) =
a—1=bla+1—(a—1)=2. Hakue jenuna pemema cy b=1ub=2 3a
Koje mocroje GpojeBu a (3a b = 1 a je mpowsBosbad npuponas 6poj, a 3a
b =2 a je mpousBomaH Hemapan 6poj).

171, 2+ +22 =1—-y—z+y? +2%2 = %+(y—%)2+(z—%)2 > %

Jemnakoct Baskm 3a ¢ =0, y = 2 = %

172. Crasumo y = Yz m z = /17— 2. Ilara jemmaumna ce CBOAM HA
cucrem y +z =3 u y* + 2* = 17. Hexa je y> + 22 = p. Tana je 2yz =9 —p,
sraun 2y?2? = (9 — p)?, omakne noGujaMo KBaIpaTHy jeJHAYMHY IO p:

17 =yt 424 = (2 +22)2 — 2222 = p? — %(9 —p)2,
ymja cy pemewma p =5 u p = —23. Camo npBO pelieme Noaa3u y ob3up.
Cama cucrteM jemmaumsa mocTaje y + z = 3, y> + 22 = 5, Koju ce JTaKo
pemasa. Pemema cy (z,y) = (2,1) u (z,y) = (1,2).

173. Bugeru pememe 168. 3anatka (5. 3a npsu paspen A rkareropuje).

Tpehu pa3zpen — A kareropuja

174. Heka je KBagpaT MOIE/bEH HA N MPABOYIJIUX TPOYIJIOBA U HEKA Cy

wuxoBe noppumae P, P, ..., P,, a BUX0BE XUIOTEHY3€ C1,C2,...,Cn. 3a
2

Ci
MOBPUIVHY IIPABOYIJIOr TPOyria Baku P; < o Kako 3a cBe Te xunoreny3se

c:
BaKU C; < V2 nmamo na je 7% < 1. Crora mmamo: 1 =P+ Py +...+ P, <
2 2 2

c c c c c
R TR R

Cn n
4 4 4 22 V2 2v2 V2 T 2v2

C Cl+62++cn_
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S .
= yymMe CMO IIOKa3aJin TpameHy HeJeHHaI{OCT.
2v/2
JeﬂHaHOCT BayKMI CaMO Kada Je Je,HI/IHI/I‘-IHI/I I{Ba,ﬂpaT II0O0€eJbEH Ha IOBa Je,ﬂ—
HaKOKpaKa MpaBoyria TPOyTJia.

175. a) 2P —yP? = (z —y)(@P" L+ 2P 2y + ... + ayP~2 +yP~1). IlpBu darrop
je memus ca p jep je v =y (mod p). zkyP~17k = pFap=1=k = 2P=1 (mod p),
ma mMamo 2P 4 aP 2y 4. 4 ayP i 4P =P P P =
p-2P~1 =0 (mod p). Tume cmo nokazamu zP = yP (mod p?).
6) Kopumhemem nena mox a) mobujamo ma je

0 3a  n=>5k

¥»=¢ +£1 3a n=5k+1 (mod 25).

+7 3a mn=>5kx2
Kako je 2004 = 4 (mod 25), a tpu ox oBux OpojeBa Mory matu 36up 4
wmm —21 camo kax je ¥ =y = z = —2 (mod 5) u Kako je 35 = 243, a Beh
8% = 32768 mobujamo ma jemmaumua z° + y® + 2° = 2004 mema pemema y N.

176. Ocrazna nBa KopeHa Cy a—bi (KOMILIEKCHI KOPEHU PEaJIHOr [OJIUHOMA
cy koujyrosauu) u —2a (Buet: 21 + x2 + 23 = 0). U3 Buerosux ¢opmyna
UMaMo U 1 - Tz T3 = —q, Tj. q = 2a(a® +b?), ma je ga = 2a*(a® + b?) > 0
jep je a # 0 (36or g #0).

177. Kaxo 22 4+ x + 1 menu 22 — 1, xoju nemu 22001

— 1 u xKaxo je
Pl)=a2 4tz +1=a2+2+1+2%% 32 =224z +1+22(@2 1),

nobujamo ma je P(x) memus ca x? +x + 1.

(mo Tora cmo mohim 1 ako mpumernMo na je 6poj € = e HyJa IOJMHOMA

P(r) = 2299 4 2 + 1, e je P(x) nemus ca (v —e)(x — %) = 22 +x + 1)
Tume cmo mobumu u ma je 6poj n?°%% +n + 1 nemus ca n? +n + 1

(1 <n?+n+1<n?0 4 nt1)3a cearkm npupoman n > 1, te je 2% 4 n+1

CcJIO:keH OpOoj 3a cBaku mpuponax n > 1.

i27/3

1
178. Pewemwe 1: Kopumhemem cmene tgf = el (opmyJiie 3a NBOCTPYKU
clg
ctg?6 — 1

ctg 6

jemHaumHa ce TpaHC(HOPMUIIE Yy

yrao ctg26 = ¥ jemHaxocTu 3a yriaose ¥ = w — (o + () monasua

ctg2a + ctg 25 + ctg (2 — (2a + 206)) = 0.

Ako o3HauMMO ctg2a = x, ctg2[ = y, 1 TPUMEHUMO aIUIUOHY (HOPMYIy 3a
30Up KOTAHreHCa, CBemhe ce Ha:

2?2y 4+’ —ay+1=0, 1j. (x+y/2)> +3y*/4+1=0,

IITO He MOKe OUTU 3a,10BOJLEHO HU 3a KOje peasiHe OpOjeBe X U Y, Ia TaKaB
Tpoyrao He IIOCTO]jH.

Pewewe 2: Aro mobheMo on MO3HATOr MIAEHTUTETA KOJU Ba:KU 33 YIJIOBE
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Tpoyraa: tga+tgfl +tgy =tga-tgf - tgy, osnaunmo tga = a, tgf
tgy = ¢, mmahiemo a+b+c = abe, a u3 ycnosa 3agaTka je a+b+c = *

Tana je, ca jemme ctpame, abc = % + % + %, Tj. (abe)? = abc (% + % + %)

bc + ca + ab, a ca mpyre crpane KBagpupameM umeHturera abc =a + b+ c,
(abe)?—(a®+b%2+c?)

9

= o

S
+ |

e

nobuhemo: ab + bc + ca = 5 , TIa 3aMEHOM IIPBE jeTHAYUHE Y
npyroj mobujemo: (abc)? = —(a? + b% + ¢?), mTo je moryhe camo Kan cy
cBu 6pojeBu 0, a To je HeMoryhe jep cy 6pojeBu a, b 1 ¢ TaHTEHCU yTIOBA
TpoOyrJa.

Pewemwe 3: CandHo KaO y NPETXOAHOM PeIIenY JOJIA3UMO 0

1 1 1
(a+b—|—c)2—abc(a—f—b—l—c)—abc(——f—g—l——) = bc+ ca + ab.
a c

Omatne je a? +b? + ¢ + ab + bc + ca = 0, WTO Kax HOMHOAUMO ca 2 maje:
(@a+0)*+(a+c)* + (b+c)? =0,
mTo je moryhe camo kan cy cBu O0pojesu 0, Tj. Kaga BaKu
tga+tgf =0, tga+tgy=0, tgf+tgy=0.

sin(z + y)
COST - COSY

W3 rpuronomerpujcke popmyie tgr+tgy = nobujamMo ma Mopa
oa BaKy

sinfa + ) =0, sin(a++v)=0, sin(f+7v)=0,

mro naje o+ =kw, a+v=Ilr, [+v=mn,k,lm € Z, a 1o je nemoryhe
jep ¢y «, 3,y yraosu Tpoyria, Tj. a, 3,7 € (0, ).

UYerBpTH pa3pen — A kareropuja

179. Osmaunmo ca f(XYZ) u3zpas Ha [eCHO] CTpaHU KOjU OAroBapa
tpoyrny AXYZ, a R(XYZ) nosynpedHuK ONUCAHOT KPYyra TPOYTJIA
AXY Z. Ilpernocrasumo <ACB > 120°. Heka je C' Tauka Ha OpOLyHKETKY
nonynpase AC TtarBa na je <AC'B = 120°. W3 HejenHakocTu TPOyTJa
y ABCC', BC < BC' + C'C, nmobujamo ma Baxu f(ABC) < f(ABC’).
Karo je v = <ACB > <AC'B = 120° (u v u 120° cy Tymwm yriosu ma je
siny < 8in 120°) u3 cunycuux teopema 3a tpoyraose AABC u AABC' no-
bujamo 2R(ABC) = AB > ,AB =2R(ABC"), tj. R(ABC) > R(ABC").
siny = sin120°

Crora je mOBOJLHO IOKa3aTy HejeqHAKOCT oHma kana je <ACB = 120°. He-
ka je k onucanu kpyr oko ABC u Heka je E Tauka Ha TOM KPYT'y TakBa Ia
je tpoyrao ABE jemmakocTpaHudaH. Y TOM CJIy4ajy UMaMO

_4B
V3

R nu 2R>CE=AC+ BC
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(mosumaro je na Basku CE = AC + BC). Cabupajyhu oBy jemHakoct u
HejeTHAKOCT Mo0ujaMo :KeJbeHy HejeTHAKOCT:

3R>AC+BC’+A—B.

V3

Jemmakoct Basku camo kan je <ACB = 120° u AC = BC.

180. Buueru pememe 175. 3amarka (2. 3a rpehu paspen A rareropuje).

181. JexmHo on pemema je JaTO Cle- IIn Ax Bs Mo
nehom tabmumom (I1,A,B,M cy o3- Ms Bmn Anxn IIx
Hake 33 POJOBE, a .I,B,I,K 33 Yl- An Iz Mxk Bn
HOBe)Z BK Mﬂ HH AB .

3 4

182. Ilpumerumo ma cy 6pojesu &, €2, €3 u e*, myne mommmOMa

P(l’):x17+1'1 +£L’2004+CE8+1,

2k

rae je e = e'"5 . Crora je
P(x) memus ca (z—¢)(z—eX)(x -z —e)=a+23+22 o+ 1.

Tume cmo mobuwmn u ma je 6poj n'” + n' +n?%% 4+ nd + 1 nemus ca 6pojem
nt4nd+n?+n+1l (I<nt+nP+n2+n+1<nl"+nt + 020 4 n841) 3a
CBaKU IPUPONAH N > 1, Te je OH CIOKEH 3a CBaKU IpupomaH n > 1.

183. Bugeru pememe 178. zamarka (5. 3a rpehiu paspen A kareropuje).

IlpBu pa3pen — B kareropuja

184. U3 aa - ba - aba = 1001 - aba 360r a # b(# 0), Hakon nemema ca aba,

cnemu aa-ba = 1001, Tj. 11la-ba = 7-11-13, omrocuo a-ba = 7-13. Criyuaj

a=7, ba =13 me maje pemema, ma Mopa our a = 1 u ba = 91, Tj.
11-91-191 = 191191.

185. Osmaummo ca o = <CAB, = <ABC, v = <BCA u x = <BAD.
U3z CD = CA caemqu <CAD = <DAC = a —zx. Kako y AACD Baxu
a—z+a—x+v=180° Tj. 2(a — x) + 180° — a — B = 180°, mobumjamo
a— [ =2x. Narue, r = 042;ﬁ = 22°30’.

186. Buneru pememe 166. 3anarka (3. 3a upBu paspen A rareropuje).

187. Heka je a ocmoBuna, a b kpak tpoyria. W3 a + 2b = 30 caemu na
a Mopa Ourtm mapan O6poj, a um3 HejemHAKOCTH Tpoyruaa a < b+ b = 2b, Tj.
a<14. Y ob63up monaze camo ciaenehwm ciyuajeBu:
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(a,b) € {(2,14), (4,13),(6,12), (8,11), (10, 10), (12,9), (14, 8)},

ma OBAKBUX TPOYIVIOBA MMa YKYIHO 7.

188. Kaxo je 22459 = (24)3 +(5%)% = (24 4-53)(2% — 2. 53 +5%), moBujamo
Ia je matu Opoj meJbuB ca 24 4 53 = 141, ma je cioskeH.

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

A B
189. W3 camunoctu tpoyrioBa AACD ~ ACBD cnemu % = C—g, a
) AC PC (CB @B o .
U3 CB Ba CUM I Ja ci — = —u = = —. B
3 CBOjCTBA CHMETpaJe yIia cilefle —m = oo D~ QD naBre je
PC  BQ .
ﬁ_Q—D7 Ia je PQ || BC.

190. Kaxo je D = 4[(a+b+c)?—
—4[(a=b)?>+(b—c)?+(c—a)?] <

1 pa3JIMYNTE KOPEHE.

3(a®+b%+c?)] = 8(ab+bc+ca—a?—b*—c?) =
0, mata jeqHaynHa HE MOYKE MMATU PeaJHe

191. Jemmauuna ce mpencrasu y obmury |2z — 1| —[3x — 2| —3x =1 n
pa3MaTpajy ce ciaydajeBu T < %, % <z < % uzx = % Jemuno pememe je
r=—1.

192. Bugmeru pememe 68. 3amarka (3. 3a apyru paspen B kareropwuje,
mebyonmruacko 2003. roause).

193. Buzmeru pememe 188. 3amartka (5. 3a upsu paspen b kareropuje).

Tpehu pazpen — B kareropuja

16 cos 6° . . . .
194. MuoxkemeM u3pasa ca 16 cos6° umaMo sin 6° sin 42° sin 66° sin 78° =
cos

16 sin 6° cos 6° sin 42° sin 66° sin 78° _ 8sin 12° cos 48° cos 24° cos 12° -

16 cos 6° 16 cos 6°
4 sin 24° cos 48° cos 24° _ 2sin 48° cos 48° sin 96° 1

16 cos 6° T 16cos6°  16cos6° 16

1 1
195. (1 2004) "' + (1 2004) "' = -
(logagos )+ (logagos ) 1083093 2004 + 1087905 2004

1085004 2003 + 108504 2005 = 10gs004 (2003 - 2005) = logyge4 (20042 — 1) <
1085004 20042 = 2.

196. Heka je {D} =pNcu A € p, A# D. Axo je C nomaosxje nopmadiie u3 A
Ha pasaH 3, a B mogHo:xje HopMmadtie u3 A ma npaBy ¢, umahemo ¢ = <ABC),
Y = <ADB u v = <ADC. W3 tpoyraa AABD je AB = ADsinvy, a u3
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tpoyraa AABC je AC = ABsing, nok ce uz tpoyraa AADC mobuja je
AC = ADsin~y. N3 oBe Tpu jeqHakoCcTH cieau na je sin-y = sin@sin.

197. Ako ox Tpehe KoJOHE Oqy3MEMO IPBY MOMHOKEHY Ca COS 0 U OIy3MEMO
APYTry IOMHOKEHY ca sind mobujamo Kooy ca cBuM esneMerntuma 0. Crora
je u TpaskeHa merepMuHaHTa jemHaka (.

198. Pewewe 1: VI3 npBe nBe jenHaywHe MMaMoO Yy = 2T, NOK U3 IIPBE U
tpehe umamo z = 3z. Cana u3 npse mobujamo 64820 = 1, ma cy pemema

[aTOT CUCTEMa
2 -2 -3

1 3 -1
z,Y,z)= 1 v v ni\xr,y,z) = 1 v g v g
(@9,2) = V648 V648 N 648) (@9,2) = ( V648 V648 /648

Pewemwe 2: JlorapurmyjemMo jeqHavmnie U 100UjaMO CUCTEM JUHEAPHUX je -
HAUMHA.

).

YerspTu paspen — b kareropuja

. . _ (n—1)
199. Bpoj unanosa y npsux n — 1 rpyna je 14+2+4+ ... +n—1 = =2,

(n—1)n
2
TpaskeHu 30up (CymMa apuTMeTWuke mporpecuje) jemHak S, = [2(@ +

D+ (-1 % = 322 +1),

IIpBu unan n-te rpyne je + 1 u y TOj Tpynu uMa n WIAHOBA, Ia je

200. M3 BujeroBux ¢popmyna mobujamo: i + 2o + 3 = 0 u x129203 = —n,
na je x1° 4+ 9° + 3% = (1 + 22+ 23) (217 + 297 + 23%) — (21 + 22 + 23) (1122 +
XToTs + x371) + 3T1T223 = —3N.

201. Heka je x my:KuHA CTpaHUIE MPABOYTaoOHWKA, KOja HE TpUIaa XU-
HOTeHy3M, U Heka je EF crpaHuna kKoja Opumaga XunoreHysu (pacmopen
rauaka je A, E,F,B). Tanma je AE = xtg30°, BF = xtg60°, onariue je

EF = AB — AE — BF = 8 = % ma je nospmmma P(z) = 8z — 4. Kaxo
je P'(x) =8— %, no6ujaMo [a je MOBPIIMHA MaKCUMAaJHA Kala je T = v/3.

Hpyra crpanuria npaBoOyraoHUKa UMa Iy:KUHY 4.

202. Kaxo je (z — y)?> > 0 u3 npse jemmaumne mobujamo z + 4 =
———— < 1, omakne je z < —3. Anum u3 mpyre jemHaduHe je z > —3
1+ (z—y)?

(ma 6u ropen 6uo meduuucan), ma gobujamo ma je z = —3. U3 npyre jen-
HaumHe mobujamo 2r = 8, 1j. x = 4, a u3 npsBe y = 4. 3HAYU CUCTEM UMA
jemuHCTBEHO pemmeme (x,y,z) = (4,4, —3).

203. Buneru pememe 198. 3anarka (5. 3a Tpehu paspen B rareropuje).
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PEIITEIHA 3AITATAKA ORPYFRHOI' TAKMUYEIBA N3
MATEMATUWRE

IlpBu pa3pem — A kareropuja

204. Oszmaummo ca D cpemumre crpaunune BC. IlomTo je cumerpasa
yria xKox B ucroBpemMeHo u BucuHa Tpoyriaa ABD, omma je Taj Tpoyrao
jemHakokpak, tj. AB = BD = %BC. Iakne, umamo na je BC = AB+2 =
2AB niu BC = AB+ 1 = 2AB. Ipyru cayuyaj je memoryh, jep je tanma
AB =1, BC =2 u AC = 0 wau AC = 3, mro je y CympOTHOCTU Ca
HejenHakocTu Tpoyria. Ilakne, myskune crpanuna cy AB =2, AC =3 u
BC =4.

205. Peweme 1: Ay je meHTap omucaHor Kpyra oko tpoyriaa ABHC, na je
Ha cumerpasau crpanune CH, kao u By (u3 ACHA), na je A1B; L CH,
1j. A1By || AB. Amnasorno ce nokasyje u B1Cy | BC u C14A; | CA.
Ilokasxknmo na je H menrap ommcanor kpyra oko tpoyraa A;BiCi: u3
ANAHB = NAH_.B (rze je H. npecek nponysxerra Bucure u3z C' ca onucas-
nM kpyroM oko AABC, nonynpeunnka R) caemn na je HA; = R. Amanorao
ce mokasyje u 3a HB; u HCy, tj. mobujamo HA; = HBy = HC7; = R. Kako
cy yraosu AA; B1Cy jemnaku onrosapajyhum yraosuma AABC (yraosu ca
IapaJIesIHUM KPAalUMa) U U3 YUHEHUIE Oa OBa ABA TPOYIJa MMA]y jedHaKe
MOJIYIPEYHUKE OMMCAHUX KPYTOBa CJIEIU HOLYJAPHOCT OBa IBA TPOYIJIA.

Pewemwe 2: Hera je AsBsCy Tpoyrao koju HacTaje Kaj Kpo3 Tauky A
noctasumo npaBy CeBs || BC, xpo3 B npasy A3Cs | CA u kpos C npasy
By As || AB.

Ns CH | AB = CH 1 ByAs, kaou BH | CA = BH | A3B,, na je
uyersopoyrao CH BAs tetuBasn, Tj. Tauka A, npunamga Kpyry OIMUCAHOM OKO
tpoyraa AHBC, onaocuo H A, je mpeunur Tor kpyra, na je A; cpemuimre
HA,. Amnasorso je u By cpemumre HB>, Te je A1By cpenma nunuja y
Tpoyray ANHA;Bs, na je AiB; = %AQBQ. Kako nuz3 ANABC ~ ANCAB; ~
ANAsBC = AB = (CBy = A;C, nobujamo na je AB = %AQBQ, OJTHOCHO
AB = A1By. Amnanoruo ce nobujajy u BC = B1Cy u CA = C1 A, na je
ANABC 2 NA1BCh.

206. Onrosop: 1503. Ako 6u mocMarpaJu HU3 b, = #;4, Tazga je ap = [by].
Iokne rox je byy1—b, < 1, T0 je apq1—a, unn 0 unu 1, 1j. HU jenan 6poj He
buBa npecrouen. Tek 3a n = 1002, b,+1 —b, = 2276&1 > 1, ma je on Tana HU3
{an} crporo pacryhu Tj. cBaku cnenehu 4nan je pa3nuyIUT O MPETXOIHOT.
Kaxo je a1902 = 501, Hu3 je y3umao cse nesae speauoctu on 0 mo 501 (marie
502 paszauuuTe BPEIHOCTH) ILULYC jOII BPEIHOCTU KOj€ y3UMA]y WIAHOBU Ca
nugexcuma 1003 mo 2003 (a ome cy cBe mehycobuo pazauuure, naxae 1001
pasnuunt unan). Hakae, au3 {a,} canpsu 502 4+ 1001 = 1503 paszauuurux
YJaHOBA.
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207. a) He, jep 6u onma 8 | 4 (360r nmosmaror csojcrsa mna = —y | P(x) —
P(y) 3a cBaku monmuroM P ca 1esobpojHuM KoehUuujeHTUMa O UMasud Aa
8=15—-7|P(15) — P(7) =12 -8 =4)!

6) Ha, snp. P(x) =2z — 9.

208. AkKO 03HAUMMO penoM O0jeKTe, BUAMMO Ha 1 cTpama om n+ 1 u onm
n + 2. Crora 3a k < 3 Tprosall He MOKE HUKAKO & OTIJIOBU IPBU IIYT,
a Ila M3a Hera He OCTaHe HEeKO KO HAacTpana (HOp. U3 CBAKOT O CKyNOBA
{1,2,3} u {5,6,7} mopamo na y3amemo Gap 2 ememental). Ioraxkumo ma je
Tpaskeno k ymnpaso k = 4. OsmauvaBajyhim A kao mouerny obaiay, a b kao
3aBpIIHY, TProBaIl MOKe 3a k = 4 ma mpumenu ciaenehe morese:

: yTOBApX MUIIA, IIAl0Ba, [ICA U ByKa

! ICTOBAPU MWUIIA U TCA

. yTOBApU CUP U MAYKY

! ICTOBAPU CUD U MauKy, YTOBAPU MUIIA U IICA

! ICTOBAPU MUIIA U IICA, YTOBAPU MeIBEna

! ICTOBApU MeIBena

! yTOBApY MUIIA U IICA

! ICTOBApU MUINA, IIAI0OBa, IICa U BYKA.

Crora je k = 4 MmuauMaJHO k KOje 3aJ0BOJbaBa YCJIOBE 3aIaTKA.

oo le-gilvalie-Slvs e g

Ilpyru pa3spenm — A kareropuja

n+vn?—4 1 n—+vn2-4 1

209. Ospaunmo cax = ——— . Tamaje - = ———— uax+— = n.
2 x 2 T

Iokaxxknmo na je =™ + i k 3a mexku mpupoman 6poj k. Oo TtBphen-
je mOorasyjeMo WHAYKIMjoM mo m. 3a m = 1, oo je oumrsemso. Ilper-
MOCTABUMO Ja TBpDheme Baku 3a CBe IPUPOIHE OpOjeBe Marme O HEKOT 1M
U IOKa:KUMO Ta 3a m. Ilobumo on jennauwune x + % =N U CTEImeHyjMO ca m
U JIEBY U JECHY cTpaHy. AKO Ha JeBy CTpaHy NPUMEHUMO ODUHOMHY (HOpPMY-
JIy U TPYNUIIEMO CabUPKe MPBU Ca MOCIENHUM, IPYTU Ca IPETIOCIE UM,
UTIa. 100mjaMo

m 1 m—2 1 m m—4 1 m
T+ — ) +tmlz + — |+ T + — | t-..=n
™ ™ 2 rm

Cabupak y mIpBOj 3arpaau je OHaj KOjU PadyHAMO, U TO je HO3UTUBAH OPOj.
MebyTtuMm y cBUM OcCTaJauM 3arpamamMa Ce HaJia3u NPUpoIaH Opoj, mpema
MHIYKTUBHO] IPETHOCTaBIU. 360r Tora je m ™11 + ﬁ npupoaaH 6poj.
IIpema Tome ™ + -1 = k 3a mekm mpuponan 6poj k. YBomehwu cmeny

Tm

™ = t m pemaBajyhu mobujeny KBagpaTHy jeAHAUMHY nobujamMo na je
t = kEvhiod V2’“2_4. Iomto je # > 1, rama je m t > 1, ma je t = kEvk—4 V2k2—4' Tuwme je

TBpbheme mokasaHo.

210. De3 ymamema ONIITOCTA MOkKeMO npernoctasutu na je AB < CB.
Osnrauumo ca X Tauky HA TAHCEHTH t, TakBy na je tauka B uameby M n X.
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36or jemHarocTty yriia mamely TeTwBe M TAHreHTEe W MEePUPEPUjCKOT yria
Han ToM TeTuBoM mMamo <ACB = <ABM u <CAB = <CBX. Opgarie je

sin<MBC = sin(180° — <CBX) = sin<CBX = sin<CAB n —2C__
sin <BAC
BA BA

= , IPX YEMY CMO 32 jeTHAKOCT S KOPUCTUIN CUHYCH
sin<BCA _ sin<MBA "V Y ) Jea P YeRy
teopemy y tpoyray AABC. Ilame je:

MA  Paympa sMB-BA-sn<MBA  BA? BC sin <M BA
MC ~ Paype iMB-BC-sin<aMBC  BC? sin<MBC BA

BA? BC sin<MBA  BA?

, ) 1=k
BC? sinaBAC BA B(C?2 K

» X

211. DBpojesu x + Va2 +1 u y+ /y2+ 1 cy nosutuBeu. Axo cy =z u y
0b6a mosutuBHaA, Taxa cy ¥+ Va2 +1wm y+ y/y?+ 1 sehiu oxn 1, na wmuxos
npounsBon He Moske Outu 1. Cawyso ce moka3syje na je Hemoryhe ma m & u
y OyIy HEraTWBHU.

I[Ipema Tome, x 1 y cy paznauuuror 3uaka. Heka je, He ymamyjyhu ommrocT,
x>0 ay <0 Tpeba morazaru na je |z| = |y|. IIpermocraBumo na To
Huje TtauHo. Tana je, wnm |z| > |y| mwum |y| > |z|. Oma mBa cayuaja cy
aHAJIOTHA, M 3aTO je HOBOJLHO DA3MOTPUTH CAMO IpBU. Kako je x > —y,

sk © + Va2 +1> —y+\/y? +1, maje (z+va2+1)- (y+ \/y2+1) >
(*y + Yy + 1) . (y + Y2+ 1) = 1. Kourpamukmuja! IIpema Ttome, x+y =
0.

212. Pewemwe 1: Heka je T reswumre, A; cpemumre BC, a D nomHokje BU-
cune u3 A (pememne je 6e3 063upa na au D nana va BC niu npoayskerax).
[Momro T nexu wa kpyry wan BC, kao npeunukoMm, To je BC = 2T A;. Kaxko
je ctg B = %, ctgy = % (ako Ou jemam om OBUX yrJIOBa OMO TYI jeIHO
o1 oBuxX Ou Oumio — ctg) omma je:
ctef+ctgy = B0+ G = 9B > €8 = 2h 2

(y cayuajy Tymor yria OBIE yMeCTO ILIyCa MMAaMO MUHYC, aji TaAa je yi-
paso CB =| DB — CD |). Jemmaxoct Basku xan je AD = AA;, Tj. kama je

TPOYTao jeTHAKOKPAaK.

Pewewe 2: Hera cy C1,B1, T, pemom cpemumre AB, cpemumre AC,
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resgumre tpoyraa. Ozmaummo jom v, = <<BCCp, 72 = qACCY, B =
<IABBy, 2 = <CBBy n z = %’, y = %C Ca cauke Bugumo: ctgf; = %””,
ctgfe = 7, ctgm = £, ctgye = 2w_y Ocraje nakmm pauyn — ctg 3 + ctgy =

ctg (81 + B2) +ctg (71 + 72), IpuMeHOM amumuoHe opMyIe 3a ctg 36upa no-

2 2
bujeMo ma je Taj uzpas Ha Kpajy: Igz;/ , 4 U3 HEejeqHAKOCTU KBaApaTHEe
. . 22492 2 .
¥ eOMETPHUjCKe CpeluHe nobujamo - > 3. JeIHaKOCT Baku Kal je

AB = AC.

213. a) Hakon cBakor xopaka je 6poj npseHnx mosba mapan. Ha mouerky
umamo 2002 x 2003 6emux u 0 pBeHUX MOJHA, Tj. Taj OPOj je mapaH, a ako
Ou umaau uctu 6poj 6eNUx U UPBEHUX MOJba, Taj 6poj 6u 6uo 1001 -2003 =
2005003 menapasn, mro je memoryhe.

6) Moryhe je jep mokemo na npomenumo 60jy 9 nmoma (kBagpar 3 X 3) u
4 noma (ako npoMeHrMO 0Ojy y KBaapaTuMa 3 X 3 ca JOHBUM JIEBUM II0JLEM
y A1,A2,B1,B2, npomenuhiemo Gojy camo y mommma Al,A4, 11 u I14).
1001 - 2003 = 2005003 =9-222775+4 - 7.

Tpehu paspem — A kareropuja

214. Herxa cy M u N pemom cpemmmta crparuna BC u DA pemom, n P’
tpehe teme jemmakocrpamuunor tpoyria MNP’, raoe je P’ y ymyTpams-
joctu MNAB. Tana je PM = MN = AB = %BC’ = MB = MC, onax-
e caemu ga cy tpoyraosu P'MB u P'MC jemmakokparku. 3arto 360r
<P'MB = 90° — 60° = 30° umamo <P'BM = <«BP'M = 75°, omakue je
<ABP’' =90° — 75° = 15°. Camuno je <BAP' = 15°, na_3akmydyjeMo na je
P =P. & J 2
Kako je <PMC = 150° u PM =
MC, mobujamo <PCM = 15° m
<PCD = 75°. Ha wuctu Hauumu je
<PDC = 75°, omakjie KOHAUYHO CJie-
o <<CPD = 180° — 2 - 75° = 30°.

215. Oswvauummo ca h,, hy n h, onroBapajyhe Bucume, ca r mosynped-
HUK YOUCAHOT Kpyra u ca P mopmwuuy tpoyraa AABC. W3 cauunoc-
1 tpoyriia AABC ca TpoyrioBrMa Koje Oncenajy OIcednu m, 1 U P

he —
on tpoyraa AABC nmobujamo na je mo_ W U 1fhL U CIUYHO
a a a

n r p r m n p 1 1 1
Cel-—mit=1-—_, NS Ry e
b hy e o ALamne, m g T<ha+hb+hc)

b c a+b+c r
3‘T<ﬁ+ﬁ+ﬁ>—3”’< 2P >— I

216. Ilomuuom P(x) = (x+b1)(x+b2) - - - (x4 bagoa) — @ je 2004-Tor cremena
u werose (MehycoBGHO pasznuuuTe peasHe) HyJE CY: a1,a2,...,d2004, T j€
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P(z) = (x —ay)(x — az) -+ (x — agp04). Harue, 3a cBaxo i € {1,2,...,2004}
nMaMoO: P(*bl) = (7()17@1)(71)1‘70,2) s (71)2'7(12004) = (b1+al)(bl+a2) e (bz+
asoo4). C npyre crpane, mmamo u na je P(—b;) = (—b;+by)(—b;+bs) - - - (=b;+
baooa) — @ = —av.

217. JlokaskuMmo TIpBO Ha Cy OpojeBu \/p2 +14pg+¢% un \/p2 + Tpg + g2
npuponun. Axo je a = p? + 14pg + ¢ u b = p? + Tpq + ¢%, ouna je 3a HEKO
ceN, \/E—F\/E: c. 3aTo je /a = ¢— /b wro ummmmupa a = ¢ +b—2¢V/b,
A+b—a
2¢c

caMo y ciyvajy Oa je b moTmyH KBampar. AHAJOIHO 3aKbydyjeMo na je
W a moTmyH KBaspar. 3arto cy a = +/p?+ 1dpg+ ¢ + /P> +Tpg+ ¢ m
B = \/p?+ 14pg + ¢% — \/p2 + 7pq + ¢®> mpupomau 6pojesu. Kako je af =
Tpq, To je a € {1,¢,p,pq,7,7q,Tp,7pq}. Be3 rybiema OMmMTOCTU MOMKEMO
Ia TPEeTIoCTaBUMO Ha je p = ¢, Te je 7q = 4q + 3q = /¢ + 14qq + ¢* +
VAP + 799+ ¢ < /P2 + 14pg+ @2 + /P2 + Tpg + ¢> = a. Amazormo je n
a < Tp. Oryna je « € {7q,7p,pq}. Axo je a = Tq miu o = Tp ommax ciequ
ma je p=gq. Y caydajy na je a = pq, kopucrehu 3akmydar na je a < 7p
HaJIa3uMO ma je ¢ < 7. 3amenoMm 3a ¢ € {2,3,5} Hama3zuMo ma He MOCTOjU
omroeapajyhu npocr 6poj p, a 3a ¢ = 7 nobujamo na je m p=T.

CBu naposu npoctux 6pojeBa KOju 3aJ0BOJLABAJY YCJIOB 3a1aTka ¢y (p,p),
rae je p Ipom3BOJbAH MPOCT OPO].

omHOoCcHO Vb = . Iarne, v/b je pamuomamsan 6poj mro je moryhe

z+2zy _ f(x)+f(22)
f( 4 )_ 3 )

218. Crasumo f(1) = a. Kako je 3a cBako z, f(x) = 5

nobujamo f(2x) = f(z): wameby ocramnor, f(1) = f(2) = f(4) = a. Taxobe,

a=[(2) = [(%5%) =TI = f(3).

Iokazahemo naayknujom na je f(n) = a 3a csako n € N. IIpernocrasumo

naje f(1)=f(2)=...= f(n—1) =a. Tana 3a garo n nocroju ¢ € {1,2,3}
niy _ SOHG) _ S(o)ta

TaKBO Ha je n-+i memuso ca 3. 3aTo je a = f( Tj.
f(n) =a, ¢ oG3upom Ha TO Ha je "TJ” <n—13an>4. OBuM je UHIYKIW]a

3aBpIICHA.

UerBpTHu pa3pen — A kareropuja

219. Heka je X npecek npasa BG u AE. Tlomrro je BX 1 AFu AX 1| BF
cnemu na je X oprouenrtap tpoyriaa ABF Te je mpema tome FX | AB =
FX || BC || AD. Cnenn:

EF FX FX GF

ED DA BC GC’
roe npsa jemaakocT ciaemu u3 AEFX ~ AEDA, a nocienmwa uz AGFX ~
AGCB. W3 nperxonuor mobujamo na je GE | CD L BH. Tlowmro je BE L
GH cnemu na je E oproneurap tpoyriaa GHB u3 uvera <EGB = <FHB
clle TUPEKTHO.

220. Peweme 1: IlpernocTaBuMo na CMO OZabpaJi TObA G; 5(;), TAE je
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i=1,2,...,n u o nepmyranuja ckyna {1,2,...,n}. Tanga je
3 =S (i+0(i)—1)=2%i—n=n
i=1 i

i=1

i=1 Qi o (4)
ITo nejemnaxoctn Komu-IIsapn-Bymakosckor je Y- N Gie@) = n?,
Sl Qio() =

omakJye cienu TBpbheme.

Pewemwe 2: Axo cy meDy mzabpanum 6pojeBuMa a;; U aj; Opu deMmy je i < k
n j <, oE#a ce JaKo mOKa3yje ma je a;j+ap = a;+ag;. Tako 3akmydyjemo
Za ce HajMama BPEIHOCT 30upa a;; DOCTUKE OHJA Kala 0nabepeMo yIpaBo
Qln,A2,n—1,---,0p1 — & TaOQ je 30up jemHax 1.

221. Pewemwe 1: IlpumeTuMo ma mpBa jeAHAUYWHA IPEACTABILA, j€THAUNHY
paBHU, OOK Opyra jefHAUYMHA CHUCTEMa INPEeICTaB/ba jeTHAUMHY clepe ca
cpemumreMm y tauku (0,0,0), nomynpeunura |b|. Ysumajyhu To y 063up
nobujamo ma 3a |a| = |b|v/3 cucrem mma jemmucTBeHo pememe. Cuctem
HeMa pemema ako je |a| > |b[v/3.

Pewemwe 2: VI3 npBe jemHauyrHe MMaMoO T = @ — Y — 2, IITO KaJ YBPCTUMO y
IpYTY jemmaummy mobujamo KBampartHy jemHaumny (1o y) 2y2+ (22 —2a)y +
222 —2az+a? —b* = 0. Wena muckpumunanrta D, = 4(—32%+2az +2b* —a?)
mopa outu Dy = 0 na 6u jemmaumHa nMaja jeIMHCTBEHO pememe. Dy = 0
“Ma jeMUHCTBEHO pemene (M0 z) YKOJNWKO je HmeHa NUCKpuMuHaHTa D, =
128(3b% — a?) = 0, a To je ucmymeno 3a a® = 3b%, tj. |a| = |b|/3.

Cucrem HeMa pemema yroauko je D, < 0, mTO BakM 3a CBAKO 2 yKOJIHUKO
je D, < 0 (jep je xoedpumujent y3 22 jemmax —12 < 0). D, < 0 rxana je
a? > 3b%, 1j. |a| > [b]V/3.

222. Kako Tom y CBakOM mOTe3y MO:Ke Ha omurpa Ha Taudo 4 mosma (3 mo
XOpu30HTAJU U 1 WO BepTUkaau), 1O je t, = 4". Osmauumo ca a, 6poj n-
moTesa KpaJheM aKO Ce KpaJh Hajasu Ha yraoHoM mowmy (Al A2 J11,712), a
ca b, 6poj n-more3a KpasbeM aKO Ce KpaJb HAJIA3W Ha HEKOM OJ IEHTPAJIHUX
noma (B1,62,111,112). Kako kpas ca yraoHOr moJjba MOKe Ha one Ha 1
YraoHO W 2 IEeHTpaJHa moJba mAodbujamo a,y+1 = a, + 2b,. Kako xpasm ca
LMEHTPAJHOT TT0Jba MOYKE 1A O1€ Ha 2 yraoHa W 3 IEeHTPAaJIHA [I0Jba JOOMjamMo
bn+1 = 2a, + 3b,. W3 oBor cucrema peKypeHTHUX jeqHAYMHA T00MjaMo
Gn+o —4apy1 — an, = 0. Ilpuverumo jom na je k, = a,. Kako je

n|0]1]2]3]| 4 5 6 7
kn || 1]3]|13|55]233| 987 | 4181 | 17711
tn || 1]4]16| 64| 256 | 1024 | 4096 | 16384

ocraje jom fga ce MaTeMaTWYKOM WHAYKIWjOM IIOKake na je k, > t, 3a
n = 6: 1° Basza mamemamuuke undykyuje 3a n = 6 umamo na je ag = 4181 >
4096 = 4% =t4. v.

2° Unoykuujcka npemnocmagka IPETIOCTABAMO 12 3a N = k Baxu aj, > 4% =
tk.

3° Unoykyujeru xopak 3a n =k + 1 umamo agy1 = 4dag + ax—1 > 4k 4 gk=1 5
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k+1
4 + :tk._;,_l.

Crora k, < t, Baxu 3a n € {1,2,3,4,5}.

223. NUwmamo 2 cayuaja: 1° mpoyzao T wuje jednaxoxpar

IIOBJIAYEHEM BUCHHE U3 TEMEHA IPABOYIVIOT TPOYIJa TPOyrao je pa3bujen
Ha [Ba TPOYTJa KOjU CY CJIMYHU MOJAa3HOM. AKO IMOHABJ/HAMO OBA]j MOCTYIIAK
(yBeK ca MamoM ”IOIOBUHOM” TOCIEAHE-TIONEIHEHOT TPOYTIIA) I0JIA3UMO
OO TpaskeHor pa3bujama Tpoyraa 1.

; Ts
Ty
py T=
Tl 2
4 T3 é T3

2° mpoyeao T je jeonaroxpax

MIOHOBUMO IMOCTYIAK U3 MPETXOMHOT CIIy4aja W IomeauMo Tpoyrao Ha 1999
IeJIoBa, a 3aTUM jeJaH Ol ABA HajMama Tpoyriauha momeamMmo Ha 6 meaoBa
KAO Ha CJIUIM HecHO (cTpamuie oBux Tpoyramha ce ommoce xao 1:1/2:2:
2v/2:4:3y/2), mro HAM maje TpasKeHy IIOIEy.

Hanomena: IToctoje u apyraumja paszbujama y cayuajy 2°.

Ilpeu pa3pen — B kareropuja

224. Heka je n =2k + 1. Tama je n® —n=n-(n* — 1) (n* +1). Kaxo cy
n* —1 u n* +1 y3acTonuu napau 6pojeBy, TAUHO jeJaH O BUX je JeJbUB Ca
4, a jemau ca 2, anu He u ca 4. Ilakne, npom3Bon Ta aBa Opoja je mesmpus
ca 8. Akxo je n memumBo ca 3, omma je TBpbheme 3amaTka mokaszaHo. AKO
Huje, ouga Hu nF wuje memuso ca 3. Tazxa je wmu n* — 1 wmu nF 4+ 1 nemuso
ca 3, jep o4 TpW y3acTOmHA TpUPOAHA Opoja jemaH Mopa OUTH OebUB Ca
3. Tume cmo y cBakoM ciyuajy mobuisu na je 6poj n” —n memus ca 24 3a
CBe HemapHe IpuponHe OpojeBe n.

225. Herka je momuoxkje mopmasie n u3 S wa BC mauka M, a nmpecek n u
AD tauka M. UYerBopoyrao ABCD je reruBan na je <DAC = <DBC
(man Tetusom DC). U3 <ASD = <BMS = 90° nobujamo na je <ADS =
<BSM. Kaxo je <BSM = <DSN (ymakpcuu yrioBu) mobujamMo na je
ADSN jemmakokpaku (<NDS = <DSN), 1j. NS = ND. Crora je N
LEHTAp OMMcaHe Kpy:KHUIEe oKo mpaBoyriaor AADS, na je NA = ND, wmro
je u Tpebajio moKa3aTu.
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226. a) CabupameM JeBUX U AECHUX CTpaHa jemHakoctu « + ( + vy = 180°
u o — =2y mobujamo 2a = 180° + 1, 1j. a = 90° + 3 > 90°.

6) Kako je <FAC = 8+ v (cnomammu yrao) U3 jeTHAKOKPAKOT TPOYTIA
AFEAC nobujamo <AEC = <FAC = 3+ 7. Crora je <ECA = 180° —
JAEC — qFAC =180° - 2(8+v) =a+0+v—-20+7) =a—-0F—vy =
2y — v =v=<ACB, na je CA cumerpana yraa <FCB.

227. Axo y penanmju f(z)+ 2f(1 — x) = x ymecTo cBakor x craBuMo 1 —x
nobujamo f(1 — )+ 2f(x) = 1 — z. Pemasajyhu osaj cucrem jennadmna
nanazmmo f(z) = —x + 3.

228. Moryha cy mBa pacnopena (0 HAIMOHAJIHOCTUMA):
NP OUITTIIIIIIIIII u VI ® ® D P

Kaxko y cBakom on oBux pacunopena Mranujane Mmoxkemo pacnopenutu Ha 3!
vaunna, Ppannyse va 4! u [llnanue wa 5! mobujamo na ce OBU Jbyau MOTY
pacnopemutu Ha 2 - 3!-4!. 5! = 34560 nauuna.

JIpyru pa3spen — B kareropuja

229. W3 jemmaxkoctu <CAD =
<CBD (uepudepujcku yriosu Kpy-
ra) u u3 jeZHAKOKPAKOD TPOYyIJia
ABCD mobujamo <CDB = <CBD.
Crora je <CAD = <CDO, mro
ca <ACD = <OCD naje caudHOCT
NACD ~ ADCO. Hakne, Baxu
AC  CD
DC  CO’

A B

omakie je AC = 18cm.

4(5a+3)? 4(5a® +6a+1) 16
230. Us (21 —22)% = (21 +22)% —dai2g = <a2‘5|' ) _ (5a +5a+ >:2_57

nodujaMo ma rip — To = H HE 3aBUCU O] MapaMmeTpa a.
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231. Vz(z+ 1) +z(z—4)+1l=ayr+Vr+a?>—4dr+1=(2?-22+1)+
V(e =2y +1) = (. — 1) + Vz(v/x — 1)? > 0. JemmarocT Bazku camo 3a
=1

232. Kako je 6poj Ltiv3 Tpehu xKopen u3 —1, a 6poj *HT“/E Tpehu Kopen

2
‘ , = 7668
w3 1, nobujamo ma je z — (1+;\/§)2004 T (—1451\/5)2004 _ <(1+;\/§)3) T

((7121‘\/5)3)668 — (—1)068 4 1668 — 2,

233. Peweme 1: E = (z+y+1)2+ (x — 2)? — 3 uma HajMamy BPEIHOCT akKO
jex+y+1=0max—2=0,71j. Epnin=-3jeszax=2uy=-3.

Pewewe 2: Kpanpatna ¢yusmuja E(z,y) = y? + 2(z + 1)y + 2(2? — 2 + 1)

mvua MuamMyM (360r @ =1 > 0) 3a y = 52 = —(z + 1). Kazma To yspcrmmo

y monasEW m3pas mobujamo FE(r) = 2% — 4x + 1, mTo MMa MUHUMYM 3a
—b

r = 57 = 2. Buaun u3pa3 £ uMa HajMamy BPEMHOCT 338 £ =2 1 Yy = —3 (n

Taq je Emin - _3)

Tpehu pazpen — B kareropuja

. . . 2 2
234. llonasma jemHaunHa je CKBUBAJICHTHA jEIHAUUHU T + (% —y) +

x 2 xr 2 : . .
(5 —z) + (5 —t) = 0 a jemmHO pemleme IPeTXONHE jeNHAUUHE je T =

y=z=1t=0.

235. Ila ou oba kopena Ouia nepumHrcana noTpebHO je ma Baxku sinx > 0
ucosr > 0, 1j. 2k < @ < § + 2km, k € Z. Axo KBazpupamo TonasHy
HejemHAYMHY mobujamo sinx + cosx + 2v/sinzcosx > 1. Kako 3a sinx > 0,
cosx > 0 Baskm sinx +cosx > 1, a 3a sinx > 0, cosz >0 je sinxz +cosz > 1,
nobujamMo ma cy cBa pemiema haTe HejemHauumne 2km <z < § +2k7w, k € Z.

236. Hexra je O uenrap rpyra k. Tana je uenrpasnuu yrao <BOC = 120°,
Ha ce IPUMEHOM KOCHMHyCHe Teopeme y Tpoyriay ABOC nobuja BC? =
2 4+72—2.7r.r- cos120° = 3r2, omrocro BC = /3.
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b a O
237. Ilerepmunanta cucrtema mopa outu A = |¢ 0 a| = —2abc # 0 na 6u
0 ¢ b
CHCTeM MMao jeIMHCTBEHO pememe. Tana ce mobuja permene:
_b2+02—a2 a’+c? —b? a?+b>—c?

. 2bc ’ 2ac ’ 2ab

238. Heka cy E, F u G nmomaO:%ja amorema m O NOIHOMKje BUCUHE IIU-
pamume ABCD. Tlospmuny tpoyriaa AABC uspa3umo Ha OBa HaUU-

1 2V/3 3
ma: Sa(OF + OG + OF) = % ma je OF + OG + OF = % Ca
npyre crpaue, Baxku OG = Hctga, OF = Hctg u OF = Hctg~y, na je
aV3

H = oBaj pe3yarar Basku 1 kana je O BaH Tpoyria
2(ctg o + ctg B+ ctgy) (omaj peay . boy

AABC) n onatne V =

a3
8(ctgar + ctg B+ ctgy)

UYerBpTH; pa3pen — b kareropuja

239. Uz R? =72+ (H — R)? manasu ce 12 =2HR — H> u s = \/r2 + H2 =
V2HR, na je M = m/2HR — H? - V/2HR. Axo mocmaTpaMo (yHKIU]jy
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f(H) = %, f(H) = (2HR — H?) - HR 6uhe f'(H) = HR(4R — 3H) u oBa
$pysEmmja (ncro kao u M) mva makcumym 3a H = 3R.

. . 2 .
240. Us z+1 _ cosp+isingp + 1 _ 2cos” & + 2sin £ cos § — ictg®

z—=1 cosptising—1  —2sin®£ 4 2sin £ cos £

no0ujaMo MOIYJT

1
%’ = ‘ctg%’. Axo je ctg® >0, 1j. 2km < o < (2k +

1
1)m, 6uhe argz+1 = —g, a ako je ctg ¥ < 0, Tj. (2k — )7 < ¢ < 2km,
P
z+1
ouh = —.
ulie arg —— = 3

241. U3z y(2? —2+1) = 22 + 2+ 1 nobuja ce (y—1)z? — (y+1)z+y—1=0.
Bay =1 6uhe z =0, a 3a y # 1 na Ou pemema KBagpaTHe jeIHAUNHE
no r 6una peanna Tpeba ma muckpummHanTa D = —3y? + 10y — 3 Gyme

HEHeraTuBHA, Tj. 3 <y <3

242. Ako buce 1+2+...4+n = @ 3aBpIIaBao HEKOM on mudapa 2,4,7

uinu 9, ouna 6u ce n(n+1) 3aBpmasao unu ca 4 niau ca 8, wro je Hemorylie
jep ce MpOM3BOM ABA Y3aCTOMHA MPUPOIHA OpPOja MOKE 3aBPIIABATU CAMO
jemaom on mudapa 0, 2 nnu 6.

243. 306up coo/bamBUX YrJIOBA KOHBEKCHOI MHOTrOyrJja jemHak je 360°,
na KOHBEKCAH MHOIOyrao MO:Ke UMaTU HajBuIle 3 TyNa CIOJLAIlbAa yria u
nmpeMa TOME HajBUIle 3 OmTpa yHyTpalma yria. OmTpoyrian TpoyrioBu
Ccy, Ha MpuUMep, KOHBEKCHU MHOTOYTJIOBU Ca TPU OIMITPA YHYTPAIIHA yIrJia.

PEIIEILA 3AIJATAKA PEIIYBJINMUYRKOI' TAKMUUYEIHA 13
MATEMATUWVEKE

ITpBu pa3pen — A kareropuja

244. Pewewe 1: Osmauumo ca a = AB, ¢ =
A S s A T, 2 AV 1=
AC=d+¢ DC=—d+d+c, AX =5dn
. — —
N3 ycnosa 3anarka umamo na je AP =p- AC =p-(@+37), 3ap>1. 3a
NN — 2
rauky N koja npunama crpanuiy AD Baxu AN =n-AD =n-d (rme je
— —
0<n<1) ucmuro BM = m-BC =m-¢ (rme je 0 < m < 1), onak-
o
sne nobujamo AM = d@+ m-¢. Ila 6u tauke N, Y u P Oune roauHeapHe

N — — 2p -1
Mopa ma Baxku @ - AN + (1 — @) - AP = AY, omakae Hasa3uMo @ = 5
p . —_— — — P
un Cnnuno je 0 - AX + (1 —0) - AP = AM, onmakie Haias3uMo

T o1
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9 2p — 2 p

= num=
2p—1 2p—1

nobujamo u na je AB || NM || DC.

. Kako je AB || DC u m = n u3 TasecoBe Teopeme

. .. BM _ SapuB . _
Pewewe 2: Ilpumetumo na je 375 = Sorac Kako je Sapyp + SAaxuB =

Sapxp = Sapxa = Sapcm +Saacm +Saaxm, nobujamo na je Sapyp =
Sapmc + Saacwu- IIpema Tome,
BM S + S S AC
_ Sapmo +Saacyu _ Saacw _ AC W
MC Sapuc SAPMC CP
AN _ Sapna

ND = Sarpa- Kako je Y cpe-
mumte xyxu CD, Baxwu: Sapvc = Sapyc +Sayen = Sappy +SapynN =
Sappn. I3 Sapna = Sapnc +Sacna cnemn na je

Canuao Ka0 M rope, KOpuctuhemo na je

AN _ Sapna _ Sapnc +Sacna _ . Saona _ . AC @)
ND  Sappn Sapnc Sapnc CP’
N3 (1) u (2) cnemn % = %, mro 3uaum xa je NM || AB || CD.

A M~---€

245. Ilpermocrasumo Ge3 cMamema ommrocTy Aa je M m3meby Tauaka A
u N. Hexka je Cy cpemumre ny:ku AB. Koucrpyumwmmo taury P ca ome
crpane npaBe AB ma kojoj je C rmakBy ma je APMN = ACC1B. Heka
kpyr k omucan oko MCN ceue npaBy MP y taukama M u Q. Tana je
INCQ = <NMQ = 90° moxk je <NCP = <«BNC > 90° (jep je CP || AB).
Crnenu nma ce tauka P mHama3u u3zBau kpyra k, na je npema tome <MCN =
<IMQ@N > <MPN = 30°.

246. IlpermocraBuMo 6e3 cMamema ONIITOCTH na je a HajBehwm ox Tpum
6poja: a = b, a>c. Tamausz a|2c+1<2a+1u2c+1#2a nobujamo na
jea=1unmum 2c+1=a.

Axo je a =1 onpma umamo pemewe (a,b,c) = (1,1,1).

Axo je 2¢+ 1 =a onna umamo b | 4c+3 u ¢ | 204+ 1 u Tana ymasumo y 3
ciaydaja:

1°ako jeb=couma b |4b+3ub|2b+1, mand|4b+3-2(204+1) =1,
mro nosaauu b = 1, ommocuo (a,b,c) = (3,1,1).

2° Axro je b< ¢, ouma 2b+1 < 3¢, na je 2b+1=cu ouna b|4c+3=8b+7,
Tj. b| 7. Y oBoMm cayuajy je (a,b,c) = (31,7,15) nmu (a,b,c) = (7,1,3).

3° Ako je b> ¢, onma b | 4c+ 3 < 4b — 1, ma mmamo camo ase MoryhnocTm:
4¢+3 =bwu 4c+3 = 3b. Y upsom cayuajy ¢ | 2b+1 = 8¢+ 7, n 3aro
(a,b,¢) = (3,7,1) mmua (a,b,c¢) = (15,31,7), CynpOTHO HPETIOCTABIU O j€
a wajsehu. Y apyrom ciayuajy ¢ | 6b+ 3 = 8¢+ 9 wro ce cBomu Ha ¢ | 9,
omakie mobujamo (a,b,c) = (19,13,9) (3a ¢ =1 u ¢ = 3 Hema pelena).
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Csa pemema cy (1,1,1), (3,1,1), (7,1,3), (31,7,15), (19,13,9) ca nukaugaum
nepmyrtanujama (jep mory Outu u b u ¢ Hajsehm m omnma Gu aHaIOrHO
pesoroBasnu), omHocuo (1,1,1), (3,1,1), (1,1,3), (1,3,1), (7,1,3), (1,3,7),
(3,7,1), (31,7,15), (7,15,31), (15,31,7), (19,13,9), (13,9,19), (9,19, 13).
Haxrne, Tpaskenux Tpojku uma 1 +3+3+3+3 = 13.

247. He moxke. [loueBmu on mpBOT pena 000juMO CBAKU YETBPTU PEI IPBE-
HOM OojoM. YkymaH 6poj upBeHUX mosba je nesmus ca 4. CBaka BepTUKAIHA
IOMUHA IOKPKBA HemapaH 0poj upBeHuX mosba (1), a cBaka XOPU30HTAJIHA
napas (0 uwim 4). IIpernocraBuMo na je 6poj BEPTUKANHUX JOMUHA jeIHAK
Opojy XOpM30HTAJHUX AOMWUHA. Kako je Opoj momMumHa nemusB ca 4, ajau
He 1 ca 8, ciaemu Oa Ccy OpOjeBM BEPTUKATHUX W XOPU3OHTATIHUX TOMUHA
nepuBU ca 2, anu He u ca 4. Crora je ykynau Opoj MOKPUBEHUX I[PBEHUX
mosba mEUB ca 2, anu He U ca 4, WTO je KOHTpamuknuja (Ha HOYETKY
cMo Bugenu ma je memus ca 4). Ilpema tome, muje moryhie mna Gpojesu
BEPTUKAJIHIAX U XOPU3OHTAJHUX TOMUHA OyIy KCTHU.

248. Tudpy meceruna m nuppy jeouHUIA, KOje UCIYHaBajy yCJIOBE 3a-
naTka, MokeMo onapemutu Ha 16 mauwmna: 12, 16, 24, 28, 32, 36, 48, 52,
56, 64, 68, 72, 76, 84, 92, 96. 16 cmo morsm mobutu u Ge3 mHabpajan-
ja: 16 = 9.2 — 2 — mndpa meceruna Moke OMTH OUIO KOja CeM HyJe U
3a cBaky on Tux nudapa meceruna (cem 4 u 8) MoxkeMO UU(PY jenuHUIA
onmabpary Ha 2 HauuHa (Tj. Mopamo uzbamuru 44 u 88). Csaky cuenehy
mmdpy Moxkemo omabpartu Ha 8 HaumHa (cBe ceMm 0 m mperxomHe nudpe),
Te YKyIOHO TpaskeHux OpojeBa mma 16 + 16-84+16-8-8+16-8-8-8 =
16 + 128 4+ 1024 4 8192 = 9360.

Ilpyru paspen — A kareropuja

249. Peweme 1: Hera cy Ay, B
u C; cpemumra nyxu BC, CA u
AB, penowm. Nmamo <BKA =
qA1CA n «CKA = <A;BA a
takobe u <BAK = <A1AC wus
uera caemu ABAK ~ AAAC n
ANCAK ~ AAAB. Cama je
<i.BLI( = <IA1.BlC = QBAC n \\
<KLC = «BC1A; = <BAC onakine

caemu na je <BLC = 2<BAC. K
Pewemwe 2: Hera je O nenrap onucasnor kpyra k rpoyraa AABC. Tlomro je
<BOC = 2<BAC nososmHO je nokaszaru na je yuerBopoyrao BLOC terusas.
IIpumenumo uuBEpP3Ujy ca MEHTPOM y A U 03HAUMMO CIUKY CBake Tauke X
ca X'. Tlomro je ﬁg: = % a yrJoBU ca TeMeHOM y A ce He Memajy cienu
na je AK' texumma ny:x tpoyraa NAAB'C’' uz A ma B'C’. Tlomto k nne y
B'C’ cnenu na je K' cpemumre B'C’ te je omna 36or AL’ = 2AK' Tauka L'
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takBa na je AC'L’'B’ mapanesorpam. Heka je M muameTpaJiHO CympOTHA
tauka Tauku A ma k. Ilomro AM L k cnemu AM' 1 B'C’ te je M’ nonroxje
Bucure n3 A na B'C’ na je tauka O, 36or AO' = 2AM’, cumerpuuna Tauku
A y ommocy ma B'C’'. Cama mmamo <B'O'C’' = «B'L'C' = «B’AC’ Te je
B'L'O'C’ terusan u3 dera caemu na je BLOC tetuBan.

250. Ouurnenso je b < %

Axo je b < %, Tala ce BpemHOCT u3pasa a’ +b?+c? +d? +e? mosxe moseharn
TaKo mTo cTaBuMO ¢ =5 —b, c=d=c =0b. Tanma je a2 +b?> +c?>+d?>+¢e? =
(5 —b)? + 4b*> = f(b). Makcumamuaa speanoct ¢yuknuje f(b) mHa uHTEpBAITY
(0,3) je max{f(0), f(3)} =25 n moctmxe ce sa a=5umb=c=d=e=0.
Axo je % <b < g Taza ce BpemHocT m3pasza a’ + b2 + ¢ + d? + e? mowe
moBehaTu Tako mTo craBuMo @ =5 —b, c=d=bu e =5 —2b. Tana je
a?+b2+ct+d*+e? = (5—b)2+3b>+(5—2b)? = g(b). MakcumasHa BpeIHOCT
dpyurmmje g(b) va nnrepsamy (2,2) je max{g(3),9(3)} = 25 u mocruxe ce

3aa:b:c:d:gne:0.

251. Heka je p < a mpoct 6poj. Ako je n memuB ca p, MOKa3 je TOTOB.
Heka n muje nemus ca p. Ouna 6pojesu 2n+1,3n+1,...,(p+1)n+1 majy
pas3auyuuTe OCTATKE 71,T2,...,Tp IPU NeLEmY Ca p. 3aUCTa, aKo je r; =T;
3a i # j, ouna je (i — j)n memuBO ca p, Na je U § — j HEJbUBO CA P, MWITO je
umemoryhe, jep je 1 < |i — j| < p. TlomTo mMaMo p Pas3nUUUTUX OCTATAKA,
jenaH on BUX je jeqHaK HYJIN.

252. Kako je 9 =1 —4, 10 je p+q = 2129 — (21 + x2) = x1(x1 —4) — 21 —
(17 —4) = 212 — 611 +4 = (21 — 3)? — 5. Ilarsue, 36up p + ¢ je MUHUMAIAH
aro je w1 =3, r3 = —1 (p= -2, ¢ = -3).

253. Iloctoju. Crym:
{2,2%3,223%5,...,223%5% . p2_pn,... },

rue je p, n-Tu TpocT OpOj 3aI0BOHABA YCJIOBE 3aMaTKA: 30Up Ma KOJIUKO
OpojeBa u3 OBOT CKyIla je NeJLUB Ca HEKUM Pg, THe je k, MHIEKC MUHUMAJIHOL
cabupKka Te cyme, a Huje AesbuB ca pi’ (jep cy muMe MessuBu ocTaiu cabup-
1, a IPBU je NeJbUB CaMO Ca MPBUM CTENEHOM Dy ), T€ HUKAKO HEe MO:Ke OuTu
crener (Belim ox 1) mekor mpupomsor 6poja.

Tpehu pazpen — A kareropuja

254. Pewemwe I: Obenesxxkumo ca H npyry npeceuny tauky kpyra k ca PQ.
Kako je AB cumerpana nysku PH 3akmyuyjemo ma je <PAQ = <QAH.
U3 jemnakoctu PD = PC mmamo <PHC = <PDC = <PCD u cauvnocT
tpoyraosa APCE ~ APHC. 3ato je PH-PE = PC? = PQ?. Tauxka Q je
cpemumite PH, na je 2PE = PQ, onnocuo PE = EQ.
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Yraosu <GFQ u <CEP cy jemnaru (yrioBu ca HOpMaJHUM Kpanuma). V3
ropme camyHoctu nMmamo jennaxkoct {PEC = <PCH = <PAH = 2<PAQ.
FFE je cpenma muuuja tpoyriaa APQA, na caemu <PAQ = <EFQ. Cana
mvamo {GFQ = 2<4PAQ = 2<FEF(Q, mTo je eKBUBAJEHTHO Ca UUHEHUIOM

na je EF cuvmerpana <GF(Q. Tpoy-
rnosu AGFE unu AQFFE cy mnomy-
napau u GE = EQ = EP.

W3 momynmapHOCTH 3aK/bydyjeMoO naa
je AF = FQ = FG, na je <GAF =
<EFQ. Cana je AG mapaJenso ca
EF, wmro 3uaun na cy tauke A, G u
P xonuneapue.

Pewewe 2: Hera je | kpyr ca nearpom P um moaynpeunurkom PQ. Ilocma-
TpajMo MHBep3Hjy y omHocy Ha kKpyr [. Kpyr k ce mpecimkaBa y mpasy
CD, a npasa AB ce npecaukasa y kpyr m ca npeunukoM PQ. Ilomro cy
KpyrT k u npaBa AB OpTOroHaJHA, 1 BLUXOBE CIUKE IpU NMHBeP3uju he Outu
OpPTOTOHAJIHE, IITO 3HAUM Oa ce HeHTap kpyra m #anasu Ha C'D. To 3naun
na je E cpemumre nyxku PQ. Taura A npunana m kpyry k u npasoj AB na
meHa camka A’ mopa mpunanatu u npasoj CD u kpyry m. A’ takobe mopa
npunanaty u gyxu PA, mro 3naum na je A’ npecek npasux PA u CD u na
Baskn <PA'Q = 90°. Cana ce jemmocraBuo mnobuja na je <FA'E = 90° na
ce tauke A’ u G moksamajy u TpaskeHo TBpheme cama HemocpemHo ciemy.

255. Kako je BpenHOCT KOpeHa yBek HeHeraTwBHa nobujamo z > 1, y > 1
uz>1. HeKaJe najbe, T =Y UT > 2. Taaajey*(xfl), (71)
T = (zfl) ,mawns x>y cremn (z—1)2 > (z—1)2. Haxne, 2 > x, 7j. 2 = .
3+6

2

Cununo je y = x. Canga gako [0JIa3MMO [0 pellena T =Y = z =

256. IIpernmocraBuMo na je n AebUBO KBAAPATOM IPOCTOT Opoja p, Tj. Aa
jen=mp* meN. Taga S =1"+2"+ ...+ (n — 1)" MokeMO HamUCATU
Kao0

S=0"+1"+...+(@-1D")+...+ ((pmp—1))"+ ...+ (p-mp—1)").
Y oBoM mpencTaB/balmy Ce TMOjaBbyje N cabupaka KOju CBU Najy UCTU OC-
TaTak mpu mesbemy ca p. [Ipema Ttome, S je memuBo ca p, na S+ 1 HUKAKO
He MOke OUTU JeJbUBO Ca N = mp?, IMTO je KOHTPA IUKIH]a.

257. Pewemwe 1: Ao je a pememe marte jemnadune, oHAa, 30or x + f(z) =
Ff(f(x)) (%), Basm jemmaroct a = —f(a). Bamewyjyhm x = f(a) y (%),
mobujamo a = —f(a) — f(f(a)) = —f(f(f( ))) = —f(0). Omer u3 (x), 3a
2 =0, nobujano £(0) = F(F(0)), a3az = £(0): F(0)+F(f(0) = F(F(F(0)) =
f(f(0)), ma je f(0) =0, 7j. a =0.

IMToraskumo jomr na je 0 pememe nare jenuaumue: f(f(0)) = f(0) =0.

Pewewe 2: V13 ¢pyHEIMOHANHE jeqHAUYNHE HEOCPEIHO cienud na je f WHjek-
TuBHO mpecankaBame. CrasmameMm r = 0 mobujamo ma je f(0) = f(f(0))
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mro 360or unjekrusnoctu gaje f(0) = 0. Omer, 360r UHjEKTUBHOCTH, UMAMO
na je 0 jenuno pememse jennaumune f(x) =0 a tume u f(f(z)) = 0.

258. Pewemwe 1: Hera je D 6poj IlejanoBux romuua. M3 ycmoBa 3amarka

nmvamo y(z(D —z) —y) = D = D = ””;Z%ll’z =z + Z;*_‘f Heka je z =
Y ta

wy—1 © N. Cnemu xyz = x +y* + 2z upu yemy je D = x + 2. Ilame uMamMo
r+z=ylzz—y) = 1(zz—1) = (r — 1)(# — 1) < 2. IIpernocraBumMo nase
Ge3 orpannuema ommroct x < z. Can pasmarpamo cienehie ciayuajese.

ex=1=""oytlt 2 eN=ye({23}=2=5=>D=6
e r=z=2=y=2 D=4
e x =2 2=3=ye{l,5}, D=5.

Cnemu na Ilejan uma 4, 5 unu 6 rogusa.

Pewewe 2: Kao u y mpsoMm mobujamo zyz = = + y> + 2. Pemasajyhu

: : _ ezhy/(22)2—4(e+2)
KBaJApaTHy jeIHAUMHY 1O Y mobujamo y = 5 . Ipumernmo
4 OMCKPUMMHAHTA MOpa A& Oyle KBaIpaT NPUPOAHOr Opoja U TO mcTe
naprocTn kao rz. Harme (z2)? —4(z+2) < (22 -2)2 = (z - 1)(z —1) < 2.
Jame pasmMarpaMo ciydajeBe Ko y IPBOM DeIIeny.

YerBpTHu paspen — A kareropuja

259. Hexka je G tauka takBa na je AGED =2 ABCD. Tauke G,E u A
Cy KoJuHeapHe W, 300r mocrasibeHOr ycioBa (mponopruje), Baxku EF ||
GB. Heka je H npeceuna taurka nysku EC u GB. Tpoyraosu ADGB
u ADEC cy cauunu (jep je <GDB = «<EDC u DG : DE = DB : DC),
na je <DGH = <DFEH u uerBopoyrao FHDG je teruBan. 36or Tora je
<GDE = «GHE. Mebytum, <GDE = <BDC (u3 AGED = ABCD) u
<GHE = <CEF (yrnosu ca mapaJjemnuM kpamuMa). Ha Taj HAUMH CMO
nokazanu na je <CEF = <CDB. Jemmakoct <FCE = <ADE ce cauuno
IOKa3yje.

A M Co B

260. Hexra je {A2} = AA;NBC, ouuro je Ay yayrpamma Tauka ay:xu BC.

Tarobe, meka je Q momuoxkje mopmasie uz M wa BC, tako ma je ounto A;
BAs _ sin<dBAAy/sin<aBA;A-BA __
’ AsC T sin<gAxAC/sin<<AAC-CA —

nerrap npasoyraouuka MNP(Q. Ilame je
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sin<<MAA;  BA _ sin<AMA;-MA,/AA, BA _ singAMP  BA _ sin<MAP-AP/MP
sin<A1AN CA = sin<ANA;-A1N/AA, CA = sindANQ CA = sin<QAN-AQ/NQ

BA _ BA-AP-sinaBAP _ Papap _ BP
CA = CTAAQsin<QAC — Prgac _ QC
jeTHOM NPUMEHUTH CUHYCHY Teopemy). Jlame padyHAMO IPUMEHOM KOCU-

(yMecTo mOBpIIMHA MOTJIA CMO jOII

1 baZ 4+ b2 — 2
nycue teopeme: BP = BC' — PC =a — §AC’ cos<<C =a— 5(12750 =
a
3 2 _ b2 2 3 2 b2 _ 2
GT_‘_C, QC = %. To smauu ma ce ycios Yesune Teo-
a a

peMe 3a KoHKypeHTHOCT npasux AA;, BB; u CCy: ﬁfé . %fj . gfé =1,

MOKEe IIpenrcaT Kao

(3a® — b2 + c2)(3b% — 2 +a?)(3c® — a? +b2) = (3a% + b2 — 2)(3b% + ¢ — a?)(3c% + a? — b?).
OsBa penanuja ce ereMeHTAPHUM anrebapCKUM TPaHCHOPMALUjaMa CBOLM
ma (a2 —b%)(b*>—c?)(c?—a?) = 0, a To je ynpaso ycios aa je Tpoyrao AABC
jemHAKOKpAaK.

261. Mosxe ce y3etu na je n > 1, jep je san=1d(1) =1 u razn je nus
myH kBampara: 1,1,1,1,1...

Osmaunmo ca dg = n u d; = d(d;—1). OBaj HEU3 cTpOro omnama IOK ce He
3aycraBu Ha O6pojy 2. 3uauu, dp = 2 3a Heko k.
Axo je 6poj n mpoct, umamo dy = dy = ... = 2, ma y HU3Y d; HEMa KBaIpaTa.

[IpernocraBumMo na je n ciaoxken. OBo moBiauum ma je dp > 2, ma je k > 2.
Wcnurajmo nperxonue wiaHoBe HU3a. Bpoj di_1 UMa TAYHO OBa JEIIUOIA
no medpuHUNMjU, ma Mopa Outu mpoct (OH je Hemapau jep je drp—1 > 2).
Cnemu nma dy_o mma HemapaH 0poj memunana. MebDyrtuMm, 3mamo ma cy
jemuau OpOjeBM KOju mMajy HemapaH OpOoj meawmiala MOTIYHU KBAIPATH.
3akmydyjeMo ma je dp_o HOTIIYH KBaAPAT.

IIpema ToMme, ycioBe 3amaTka UCIyH-aBajy CBU IPOCTU OPOjeBU N.

262. U3 f(f(m)+ f(n)) = f(f(m))+ f(n) 3amernom m u n mobujamo

F(Fm) = F(F)) = F(m) — f(n),
onaKJe ciaemu na Ha crymmy cauka S Baku f(s1) — f(s2) = s1 — S, OMHOCHO
f(s)=s+c. Karko 2€ S u f(2) =4, cnemn

Vse S, f(s)=s+2. (1)

Omatne nobujamo na je f(2n) = 2n + 2. Kako je f 1-1, ciauke menapuux
OpojeBa mopajy 6uTtu Hemapuu 6pojeBu. Heka je 2p + 1 majmamu Hemapan
6poj y S. U3 (1) umamo na 3a cBaku Henapad Opoj 2s + 1 Koju HUje MamU
on 2p+1 Basu f(2s+1) = 2s+3, na je 2p+ 1 ciauka HEKOr MAKEr HEIAPHOT
opoja. Ilorkaszahemo na je 2p+1 = 5. Kaxko je 2p+1 Hajmamu Henapan 6poj
y S, u f 1-1, ouna p—1 Gpojesa 3,5, ...,2p—1 mopajy ma ce caukajy y HeKe
on p+ 1 6pojesa 1,3,...,2p+ 1. Onmatne ciemqun na je 2p+1=5u f(3)=5
(f(3) =1 je rourpamurmuja ca 1 € S u (1)). Hakue jemuan KasAUgaT 3a
GYHKIM]Y KOja 3aJ0BOJbABA YCJIOBE 3aTATKA je:

f)y=2, fn)=n+2, n>1

Jlako ca opoBepaBa da OHa 3auCTa 3ad0BOJbaBa YCJIOBE 3aJaTKa.

263. Pewemwe I: YoumMO na MOCTOjU yKYIHO (g) = 20 TpoeJIeMEHTHUX IO~
crkynoBa onx A. Hame, tux 20 ckymoBa ce mory mozenutu Ha 10 maposa
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obnuka {B, A\ B}. o JlupuxiaeoBoM OPUHLUILY, MIOCTOj€ i,j TAKBU Ha je
A; = A\ A;. Be3 rybmema ommrocTn, Heka cy To A1 u As.

[Mpeocranmux 9 ckymoBa miam mMajy OBOeJeMeHTHM mpecek ca Ajp, a jen-
HOEJIEMEHTHU Npecek ca Ay, man oOpaTHO, MBOEJIEMEHTHU Ipecek ca As,
a jemHoesnemeHnTHU npecek ca A;p. akne, mo lupuxaeoBOM TPUHIULY, U
6e3 rybipema ONIITOCTH, IOCTOJU D OJ IpeocTaanx 9 CKyIoBa KOJU UMAajy
jemuoenemenTHu mpecek ca Ay, Meby Tux 5 ckymosa, mocrtoje mBa CKy-
ma, Ax u A;, uuju je mpecek ca ckynom Ay mMCTU jenHOeNEMEHTaH CKYII, Tj.
AprNAs ={a} u A;NAy = {a}. Tana je |A;UALUA;| =4, ma cy To Tpaskenn
CKYIIOBU.

Pewewe 2: Tlocroju yrymHO (g) = 20 TpoemeMeHTHUX mOACKymoBa A u
(i) = 15 yerBopoenementHux noickynosa A. Hampasumo rpad umju cy
YBOPOBU CBUX THX 35 CKyIIOBa, a ABa YBOPa Cy IIOBE3aHA I'DAHOM aKKO je
jemaH on BUX IpaBu moACKyn apyror. OuwrienHo, MOry Oa IOCTOje T'paHe
camo u3MmeDhy TpoeneMeHTHUX U YeTBOpOeseMeHTHUX uBopoBa. (OBakas
rpa¢ ce Ha3UBA Ounapmumar). 3a CBAKM TPOEJEMEHTHU YBOD, HIOCTOje
TayHO 3 YBOpa Ca KOjUMa je MOBE3aH, & 33 CBAKU UETBOPOEJEMEHTHU YBOD
nocroju TauHo 4 yBopa ca KojuMma je mose3aH (ykynad 6poj rpana je 60).
Ilame, younmo noarpag osor rpaga koju ce mobuja Tako mTO OOPHUIIEMO
6mito kojux 9 TPOeSEMEHTHUX YBOPOBA U CBE I'PAHE KOje CY YV IbUX yIIa3uie.
Osaj rpad he oarosaparu Hamoj GpaMuUINju CKyIOBa U3 MOCTABKE 3a1aTKA.
[Ipeocrano mam je 33 rpaHe, a KakO CBaka I'paHa IIOBe3yje HEKU TPOeJe-
MEHTHU YBOD U HEKU UETBOPOEJIEMEHTHU UBOpP, 3HAYM Ja je 0ap jeman on
15 yeTBOpOEJIEMEHTHUX UBOPOBA IIOBE3aH Ca BHUIIE OJ IBA TPOEJIEMEHTHA
yBopa. To cy TpakeHU TPOEJIEeMEHTHU CKYIOBU.

IlpBu pa3pen — B kareropuja

264. U3 abc = bc-c cnemu ¢ € {1,5,6} (u3 mocraske je ¢ # 0).

1° ¢=1: 100a + 106+ 1 = 10b+ 1, mro je memoryhe 360r a # 0.

2° ¢ =5: 100a + 10b + 5 = 5(10b 4 5), ma je ba = 2b+ 1, omakzue je a = 1,
b=2uwma=3,b="7.

3° ¢ = 6: 100a + 10b + 6 = 6(10b 4 6), omakse je 10a = 5b + 3, mro je
nemoryhe.

Haxrne jemuna pemema cy 125:5=25u 375:5=T75.

265. U3 npasoyrior Ttpoyriaa ABCFE nobujamo <DBFE = 90° — <BCFE n
<BED =90° — <DEC. Karko cy DC u DFE taureare u3 D ua k, nobujamo
na je DC = DE, tj. tpoyrao ADCE je jemnakokpaku, na Baxku <DFEC =
<BCE un onatne <DBFE = <BED.
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266. a) AA;CC, je napanenorpam, ma ce ﬂlxg&lu“OHane AC u A,Cy nomose.
Huxoso cpemumre — Ttauka O je UCTOBPEMEHO U CPEMUIITE IUjarOHAJE
BD u, anamorso, cpeaumre u aujaronasae By D napanenorpama BB1 DD .
IHakne nujaronane A1C7; u B1Dq ce nonose, na je yerBopoyrao Ay B1C1 Dy
mapaJiesorpaM.

6) Kako TPOYTJIOBN AABDl, ABAlDl, ABAlC, AAchl, ADCBh
ANC1DB;, NC1DA nu AC1AD, umajy mcrTe MOBPIIMHE — IO % - 2004cm?,
nobujaMo ma je ykymHa moBpimuHA mapajesorpama A BiCiD; jemnaka
52004 = 10020cm?.

267. Kako je P(—2) = —4+4a+b =0 u ocrarak npu nenewny P(x) ca z+3
jemaak —21+9a+b = —12, nobujamo cucrem 4a+b =4 u 9a+b = 9. Hoerora
pemema cy a = 1 u b =0, na je Tpaxenu nosmuoMm P(x) = 23 + 22 — 22 =
z(x —1)(z +2).

268. Buneru pememe 248. 3anarka (5. 3a npsu paspen A kareropuje).

Ipyru pa3spen — B kareropuja

269. Tpeba ma 6yme 23 — 922 —2+9 =0wu 23+ 322 —2 -3 = 0, Tj.
(22 =1)(z—9)=0wu (22— 1)(z +3) =0, omarue je 22 —1 =0, Tj. 210 = £1.

270. Kopuctumo na cy tpoyraosu ABCE u ABCFE upaBoyrau, Kao u
norennujy tauke 'y omnocy wva kpyr k: AE-ED = BE-ED. Crora umamo
naje AE-AD = AE*+ AE-ED = AC*+EC?+AE-ED = AC*+EC?+BE-
EC = AC? + EC(EC + BE) = AC? + EC - BC = AC? + (BC — BE) - BC =
AC? + BC? - BE -BC, na je AE-AD + BE - BC = AB?.
D
C

271. 306or ﬂe¢MHmcaH640TM KODEHA BaXU & >By2 +1, ma je x + 3% +
Ve—1y2—-12>2224+1++/r—y2—1>1. Ilaknae naTa HejeOHAKOCT BaKU
camo axo je t +y2 +/x—y2—1=1,rme je x =y>+ 1, a To je UCIyHmEHO
zarz=1,y=0.
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272. Bunetu pememe 252. 3anarka (4. 3a apyru paspen A kareropuje).

1+4\" 14+4)2\"
273. U3 (1+Z> =1, Tj. (%) = 1, omHocuo ™ = 1 mobuja ce

m =4k, k € Z.

Tpehu pazpen — B kareropuja

274. Osu 6pojesu cy jemmaxu jep je log2V 10822004 —  /loo, 2004 - log2 =

v/log 2004 T—

%Jog 2 = /log 2004 - Tog 2 u log 2004V 1082004 2 = | /log,0, 2-log 2004 =
Vlog2

V982 1662004 = /Tog 2 - Tog 2004.
log 2004

3V
275. Uz V = jmrd manasumo r = 514—. Axo je SE mpeunux jomnTe, u3
77

2
npasBoyrior tpoyriaa ASBE nama3zuMo (GTQ) = H(2r— H), a u3 Tpoyria

AFO0:1S (roju je cauuan ca AOGS, na je <O1FS = <GOS = a) umamo

2 T

2 1 6V \'/*
g:Hctgc)z, HajeHzir omaocEo H = ————— ( — )
14+ 2ctg”a

2ctg?a + 1’

B (&

276. Kako je <ADB = 180° — 32 (36or BO = AO), mpuMeHOM Cu-

BD AB
HycHe Teopeme y Tpoyriay AABD mamazumo - = — 3o Ti-
sin a sin(180° — =)

277. Jlata HejeIHAKOCT je eKBUBAJICHTHA HejeqHAKOCTH cos? a cos? B+
sin asin? 3 > sin® fcos? B, 1j. cos*acos?fB + (1 — cos®a)?(1 — cos? 3) >
(1 — cos? B) cos? B, ommocuo (cos?a + cos? 8 — 1)2 > 0. JemmakocT Bawm

2n+1 -
ST B,

aKO M caMo aKo je cos?a = sin? (B # %’T), Tj. a = [+
k,n € Z.
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278. IHobuja ce A = (a+3)(2—a), Ay =(@+3)(2—-a), Ay=2—-amn
A, =2-—a, na 3a

1° a # 2,a # —3 cucrem uma pememe (z,y,z) = (1, alﬁ, QL%),

2° a = —3 cucTeM HeMa pellena;

3° @ = 2 cucrteM je ekBUBaJIeHTAH cucreMmy r +y —z =1, 2z + 3y + 22 = 3,
unja cy pemema (z,y,2) = (5,1 — 4t,t).

UYerBpTH; pa3pen — b kareropuja

279. Hera je zo 1meo kopen mare jemHaumue. Kako U3 jenHaymHe UMaMO
q = 203(p—m0), ma 6u q 6uo mpoct 6poj Mopa ma Gyme ro = 1 wam g = —1.
1° zop = 1: Tama je ¢ = p — 1, Tj. mpocTtu OpOjeBU P U ¢ Cy PA3IUUUTE
MapHOCTH, Ia je p=3 u q = 2.

2° xg = —1: Tama je ¢ = —p — 1, mrro je memoryhe. Hakmae, p=3, ¢ = 2.

5 5
280. Axo y pesammju cosn(x + 3w) - sin —(x + 37) = cosnx - sin —x  3a-
n n

15
merumo x = 0, mobujamo sin % — 0, omarse je n € {+1,+3 +5 +15}.
n

Henocpenaom npoBepoM ce 3akmbydyje Oa 3a CBE OBE BPEAHOCTU (YHKIU]ja
f mma mepuon 3.

281. Cabupamem CBUX OBUX jemHaumna mobuja ce (v1 + o+ ... +x,)? =

1+3+...+2n71:n2,Hajez1+x2+...+zn::|:n. Crora uMaMo OBa
1 3 5 2n—1)H(_1 3 5 _2n—1)'

pemema: (-, =, = ...

n’ n’ n’"tto n

282. Tpeba na Oyme f'(z) = 2°In2(2%" +a-2% + (1 —a)) > 0. Heka je
2% = t. Hejemmaroct (¥) t2 +at+ 1 —a > 0 Tpeba ma Baxwm 3a cse t > 0.
Axo je muckpuvumanta D = a®? — 4(1 — a) meratusma, Tj. 3a —2(1 4+ v/2) <
a < 2(v/2 — 1) mejemnarocT Bazu 3a cse t € R.

Heka je D > 0. (x) Basku 3a cBe t > 0 ako cy oBa KOpeHa oarosapajyhe
jemnaumue t1 9 = —a £ va?+4a —4 < 0. OBo Basku 3a 2(v2-1)<a <1
Iakne, ¢ysrnuja je pacryha 3a cBe BpeOHOCTHM X aKO M CaMO aKO BaxKuU

—2(1++v2)<a<1.

283. Ilara HejemHAKOCT je exkBUBaJieHTHA HejemuaxocTu (n+1)" > n! | koja
je mocnemuna ouymraenHux HejemHakoctum: n+1>1, n+1>2 n+1>3,
Lan+1>n.

TAKMUWYEILE 3A MM350P EKUIIE 3A CABE3HO
TAKMUWYEILE I3 MATEMATHURE

IIpBu paspen
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284. Hera je DENAB ={P}u KD | AC, K € ABu KDNBM = {Q}. Ta-
na umamo ciaenehe jemmakokpake tpoyriaose: AAEP, AKDP u NKAD.
AAEP je jemnakokpak jep je AAED = NAPD (AD = AD, <FAD =
<PAD = § n <EDA = <PDA = 90°). AKDP je jemmaxokpax jep je
<KPD = <«AED = <KDP (u3 nperxomHor jeIHAKOKPAKOT W YIJIOBU Ca
napasenaum kpanuma). AKAD je jemnakokpax jep je <KAD = <CAD =
<K DA (cumerpasna yria u yrioBU Ca NapajlelHUM Kpanuma). V3 mocien-
Ba OBa jeAHAKOKpaka Tpoyria mmamo na je KP = KD = KA. Cana
MMAaMO:

MN=QD=1KD=1KP=1AP=1AF=

1
4

1
1
1
1
1
!
A M N C E

285. NIz AB = BC = CD pnobujamo na je ABC'D jennakokpaku Tparmes, Tj.
AD || BC. W3 noaynapuoctu AABO =2 ACBO cnemun <ABO = <CBO =
<AFB (yrnosu ca mapajenHuM kKpauuma), ma je tpoyrao AABF je jen-
HaKOKpak, oqaocHo AB = AF'.

<BEC = <CED (uepudepujcku Hanm TeTuBaMa ucte rysxkuue), na je EC
cumerpada yriaa <BED. 36or BC || AD u <BCE = 90° (uepudepujcku
HaJ OpevyHukoM) mMamo na je FC u Bucuna tpoyriaa AFED. Crora je
Taj TpOyrao jeaHakokparu, na je EC u rexumua ny:x, tj. CE nonosu FD,
mTo je m Tpebayo moka3aTu.

—a—c

286. 36up mpsBor u tpeher cabupka jemHak je S; = (a_b)(a_d)'(*'cb_"'b‘f(c_d),

a+t+c—b—d

IOK je 30up apyra aBa cabupka jemHak: Sy = —a) (=) (d=a)([d=0) Cana je
jacHo ma je S =57+ Sy =0.

287. Hexka je r = /m + /n € Q. Tanma je /m = r — \/n ogHOCHO, M =
r? —2r\/n+n omaxmne umamo na je /n = (r>+n—m)/(2r) € Q. Axo je Kopen
U3 IPpUPOJHOTr OPOja n panroHAJaH, OHIA je OH U MPUPOIaH, Tj. /1 € N u
aaJsiorao /m € N, ma je u /m + /n € N.

288. Ilomynmmo Te O6pojeBe ca nudppama () Ha MOUETKY TAKO Oa CBU OyIy
YeTBOPONU(PEHNU.

Pewewe 1 (Bujekunjom): YouuMo npeciukaBame Koje ciauka opojese abed

(roxm xojux je a+b=c+d) y 6pojese abef (kon kojux je a+b+e+ f =18)
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nmomohly e =9 —cu f =9 —d. To npecrurkasame je bujeximja (daKo ce
nokazke ma je "1-1”7 u "ma”), ma 6pojesa (0 < n < 9999) m3 mpBor ckyma
uMa KOJIUKO U Opojea u3 apyror ckyna, aau 0000 Huje npuponaun 6poj, Te
OpojeBa unju je 306up nudapa jemnHax 18 nma jeman Buine ox 6pojeBa KOX
KOjUX je 30up nmudapa jeIMHUIA U JeCeTHula jeqHak 30upy nudapa cCTOTUHA
U XUbama.

Pewewe 2 (Ilpebpojasamenm): Bpojesa unju je 36up mmudapa jennar 18, xo-
ju mounmy ca 00 uma 1 (camo 0099); 6pojesa kKoju mouumy ca 01 mau 10
vva 4 =2-2 (0189, 0198, 1089, 1098); ...6pojeBa uuju je 36up mudapa
CTOTMHA ¥ Xm/bana jenHak 9, a ykymax 30up mudpapa 18, mma 100 = 10- 10
(uudpe croruna u xmmbama MoxkeMo m3abparu Ha 10 maumma — 09, 18,.. .,
90; ka0 u mudpe meceruna u jemuuauna — uctux 10 HAUMHA); GpoOjeBa UM-
ju je 30up mupapa crormHa u xuipana jemHak 10, a ykyman 30up mudapa

18, uma 81 = 9 -9 (umdpe croTMHA M XUbaLA MOKEMO u3abpaTu Ha 9
HaumHa — 19, 28,..., 91; mudpe meceruna u jenuauna Ha 8 HaumHA — 08,
17, ..., 80); ...06pojeBa umju je 36up nudapa CTOTUHA U XUbALA jel-

Hak 18, a ykymam 30up mmpapa 18, mma camo jemam, 1 = 1-1 (9900).
Crora je yrymaum Opoj OpojeBa umju je 30mp nudapa jemmax 18 jenmak
1-142-24...49-9410-10+9-9+...+1-1 =670 (oBHe cymupame MOke
n(n+1)(2n + 1))

Ha cnanuan mauwn OpojeBa kox Kojux je 30up nudapa jeouHNANa U OECETUIA
jenHak 30mpy nudapa croruHa n xupaga mva 2-2+3-3+...+9-9410-
104+9-94...4+1-1=0669 (mema 0000, na pasmarpame kpehiemo ox oHUX
KOjuMa je 30mp nmdpapa CTOTUHA U XUbaLa jenHak 1 u Ty mmamo 4 = 2 -2

moryhuocru: 0101, 0110, 1001, 1010).

onakmatu popmyna 12 4+22 + . 4+ n? =

Bpojesa uuju je 36up nudapa jemuax 18 (670) uma jeman Bumme oxn Gpoje-
Ba KOJX KOjUX je 30up nudapa jeIuHUIA U NeceTUla jenHak 30upy nudapa
croTuHa u xusmbana (669).

Ilpyru pa3pen

289. UWzspmwumo poramujy ACDQ oxko C 3a 90°, tako ma ce CD cauka
y CB. Hexka je R cauka Tauke () y Toj poramuju (R je na AB usa B).
ITo ycnoBy 3amarka je PQ + QA+ AP =2 = AB+ AD. Mebyrum, AD =
DQ+QA = BR+QA, na je PQ+QA+AP = AP+PB+BR+QA, a onasze je
PQ = PR. Ilakne, tpoyraosu ACQP u ACRP cy nonynapuu (CQ = CR,
PQ=PRu CP=CP), na je <QCP = <RCP = 1<QCR = 3 - 90° = 45°.
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AB? + CD?.

290. a) Be3 ymamema onmroctu MoskeMo y3etu na je AM < MB. Heka je
p||CD, Acp, pNk={A K}. Tana je AK <CD < 2r. I3 <KAB = 90°

nobujamo ma je BK mpeunuk. Crora je (2r)2 = BK? = AB? + AK? <
6) U3 jenmarorparor tpamesa DCAK ummamo nma je KD = AC, mto ca
I[Muraropunum Teopemama y npapoyrauM tpoyriaosuma ADKB, AMDB u
AMCA naje:

KB? = BD? + KD? = BD? + AC? = BM? + DM? + AM? + CM?.

291. Axo gary je,HHa,T-II/IHyQHO,HeJII/IMO ca 20 mobmjamo 21 + 9207 +6z+4 4
27323 = 3 ommocHo 2! +220" 12 1 273! = 3 rne jet = 2+ 1. Kako cy 6poje-

=3
3

2 .
Bz 2¢,228 12 273! po3uTUBHE, TO HA HUX MOKEMO IPUMEHUTU HejeTHAKOCT
usmehy apuTMeTuuke U reOMeTpPHUjCKe CpeauHe. 3aTo je

ot 4 92t 42t 493t )
_ 2 > Vot+2t2+2t—3t _ /92t2 > 1.

JemmakocT y mpeTXoOHOM peny Basku akko je t = 0 um 2°

_ 92t?42t _ 9-3t
-2 — 93t
292. Jlara jemHauyvHa €KBUBAJIEHTHA je Ca

omHOCHO caMo 3a t = 0. 3aT0 je jeaquHO peleme moja3He jeqnaunue r = —1

> +2r+a—-2=0,3az € (-2,1)

uiu

> =a+2,3a z € (—o0,—2]J[1,00).

Hexka je f(r) = 22 +2r+a—2. OBa pyHKNIUja UMa IBa PEATHA W PA3TTIUTA

peasHa KOpeHa y umHTepBaty (—2,1) akrko
f(=2)>0Af(1)>0AD >0A-2 € (-2,1).

Ncra pysrnuja nMa Tadno jenan kopen y uaTepBaiy (—2,1) akko

(D=0A—-2¢€(-2,1)V(f(—2) <OA f(1)>0).

Oryna (pemaBameM HABEIEHUX HEjelIHAUMHA) HAJIA3UMO Ja IIOYETHA jel-
HauuHa y mHTEpBady (—2,1) mMma OBa pasauuura pelrema akko 2 < a < 3
u jemHo akkO —1 < a <2Va=3.

Jlako ce Buam ma KBagpaTHaA jeOHAUYMHA X

2
—1<a<?2.

= a + 2 Ha yHUjuU MHTEpBaJa
(=00, —2] U [1,00) mMa OBa pasauuuTa pelierma aKKo G > 2 U JeIHO AKKO

W3 cBera HaBemeHOr 3aK/bydyjeMO Oa MOCTOje OBE BPETHOCTH IapaMerpa



PEINIEKHA 3AIATAKA 157

a KOje 33aJ0BOJbABAjy MOUYETHU YCJIOB U TO CY @ =2 U a = 3.

293. Buneru pememe 288. 3anarka (5. 3a NpBu paspen).

CABE3HO TAKMUWYEILGE 13 MATEMATHUERE

IIpBu paspen

294. Jlako ce mpoBepaBa ma He MOCTOjU pelmeme Kox kora je a = 1. Hexka
jea>2. Axo je b>9, onma Bawu 5a’ —b>5-29 —9 = 2551. IIposepou 3a
spennoctu b € {1,2,3,4,5,6,7,8} mobuja ce pememe a = 401, b = 1.

295. Heka je M mpeceuna tauka mnpasux HP u DE, (Q Taura y KO-
joj ce cexy mopmasia w3 D ma BC u mopmana u3z E ma AC. Kako je
CD = CE = “7“7, umamo ma je DQ = CQ, marne D mpumana cume-
tpanu yraa ACB. Ilame je BD = |“T’b| = AE. W3 jemmakocTu karera
npasoyriux Tpoyraosa AEQ u BDQ crnemn ma je AQ = BQ. Crora @
npunama cumerpaau ay:xu AB. W3 mperxomuor caemu Q = P. Herka je T
Tauka y K0joj nmpasa AH 1Mo Apyru myT cede KPY/KHUIY OMUCAHY OKO TPO-
yrama ABC u R u S tauke npeceka npase TP ca npasama BC u DE. Cana
je <SDP = <EDP = <v/2. Tarxobhe 360r mapaieiHoCcTu KPAKOBa BasKU
<SPD = <STA = v/2. U3 uperxoasor ciaemu na je SP = SD, onaocuo na
je S cpemmmre xunorenyse RP npasoyrior tpoyraa RPD. C o63upom Ha
10 na cy H m T cumerpuune Tauke y omHocy Ha npay BC, umamo na je
<RHT = <RTH = <PTA=<PCA=~/2u <PDS =<PDE = /2. Kako
je PD || HT, u3 uperxomuor caenu na je DS || HR, mro 35aun na je SM
cpenma nuauja Tpoyriaa HRP, ogaocuo na je MH = MP.

296. Ilpmmemyjyhu HejemnarkocT m3ameDy apurMeTWdKe W reOMETPUjCKE
cpenuue Ha 6pojese 1/2 u b+ 1/a+ 1/2 nobujamo na je

2¢/(1/2) - (b+1/a+1/2) <1+b+1/a,

OIIHOCHO

1 N V2

/b+%+%/l+b+%'

Amnasioruo ce mokasyjy HejeTHAKOCTH:
1 2
> \/_

= 1°
/c—&—%—i—% I+c+ 3
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1 o V2

“ 1 T
/a+%+% +a+g

Axo cabBepemo mejemnaxoctu (1), (2) u (3) 1 IPUMEHUMO MAECHTUTET

(3)

1 1 1
1+b+1/a+ 1+c+1/b+1+a+1/0
_ a n ab n 1 B
T a+ab+1 ab+1+4+a l4a4ab

L,

nobujaMo ma je

1 1 1
+ +
Jori+d ettt Jot+l+d

>v5( ! ! ! >=¢§

116+ 1ja  Trerifp " 1tarije

297. Hera je n Tpaskenu Opoj Terpaenapa. ¥ CBAKOM TeTpaeapy MOCTOjU
(;) veypebenux Tpojkum Temena, a 3060r ycyoBa 3aJaTKa OJ CBUX 7 - (g)

TPOJKU, CBAKe NBE CY PA3JIMUUTE. 3aTO je 1 - (4) < (100), mna cjemu

3 3
(')

(s)

= 40425 < 40804 = 4 - 1012.

n <

Ilpyru paspen

298. Axo cy cBu a, b, ¢ jennaxu 1, tepbheme je rpusujanuo. Ilasme, MOKEMO
[la TPeTIOoCTaBuMO 6e3 cMamema ommroctu na je H3(a,b,c) = 1. Axo je

H31(a,b,c) = d > 1, noBomuo je ma mokaxemo TBpheme 3a Gpojese , g,
c

‘ Hexka je p npomsBossan npoct menuian 6poja abe. IIpermocraBumo, 6e3
CMamema OLIITOCTU, Na p He meau a, p | b u na je k majsehu crenen 6poja
p xoju menu b. Tama je cremen Opoja p y mMmenuolny y ckpaheHoM 3amucy
pasjioMKa § jelHaK p*. Mebyrum, kako je 7+ % + ¢ meo Opoj, cremen

Opoja p y 6ap jom jemnom on ckpahenux pasziomMara g u ¢ Mopa Outm

tauno jemmax p®. To Mopa GuTu pasToMar % (pasmomak ¢ ormana jep p
He memu a. Ilpema Tome, majBehiu cremen Opoja p Koju menu c jegHAK je
cremeny p koju memu b-pF, rj. jemmax je p?*. Cama mobujamo ma je Tagan
crernen 6poja p y abe jemmax p>*. Kako 0BO Baky 3a CBAKM IPOCT EJIMJIAL
p 6poja abc, To caemu ma je abc mormyH KyO.

299. Pewewe 1: Oznaunmo a = BC, b = CA, ¢ = AB u ueka je P nosp-
muHa Tpoyria ABC, a R monynpeunuk omucaHor kpyra. Heka cy dg, dp,
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d. penom pacrojama on opronentpa H mo crpamuma BC, CA, AB u A’,
B’, ¢! pemom momuoxja Bucuua he, hy u he m3 A, B, C. Be3 ymamema
OMIMITOCTA TPETIOCTABUMO 14 je a = b > ¢ m mokakuMo 1a je dg = dg = dg:
<JA'HC = 90° — <HCA' = <«CBC’' = 3. 360r TETUBHOCTU YETBOPOYTJIA
A'CB'H nobujamo na je u <A’B'C = (3. Amanoraum pacybusamem mo6u-
jamo u B’A'C' = a, na umamo caumune tpoyraose NABC ~ NA'B’C onakne
36or a > b mobujamo ma je B'C > A'C. Cana w3z Iluraropurmx Teope-
Ma mpuMmemeHux Ha Tpoyriose AA’HC n AB'HC nobujamo HejeqHAKOCT
d,” = AH? = HC? — A'C? > HC? — B'C? = B'H? = d)°, onawsne cnemn
TpaskeHa Heje THAKOCT d, > dp. AHaJyorao ce mokasyje u dp = de.
JemHakocTu Baske YKOJMKO Baske U y TOJIA3HO] HEjeqHAKOCTU a = b > c.
Kako mBOCTpyKy MOBpHIMHY TPOYyIJia MOKEMO M3PA3UTU W Kao 2P =
(a+b+c) rurao 2P = 2(Pgeong + Pacy + Papn) = a-dg +b-dy + ¢ d.
u Kako 36or a > b > cu d, > dy > d. Basku YeOuoBmeBa HejeTHAKOCT
a-dg+b-dy+c-d.> %(a+b+c)(da+db+dc) nMaMo 1a je

(a+b+c)-r=2P=a-dy+b-dy+c-d.>2=(a+b+c)(ds +dp + de)

W =

omakie je 3r = d, + dp + d..

Jemnaroct y UebunmioBs/peBOj HEjeAHAKOCTM Ba:KU AKKO je a = b = ¢ nim
d, = dp = d. (ran je H u nenrap ynucase KpysKHUIE, MITO OLET IOBJIAYM
a =b=c), OMHOCHO 3a jeJHAKOCTPAHWYAH TPOYTAO.

Hanomena: IHeo 3amatka a > b > ¢ = d, > dy > d, Moke ce moka3aTu u
y3 momoh TpuroHomerpuje:
b

d, = A'C -tg<HCA = A'C -ctg3 = b-cosvy-ctgff = S

2R - cos 3 - cosy u anayoruo je dp = 2R - cosa - cosy u d. = 2R - cos v - cos 3.
Kako macupam Behe crpanune snexku Behu yrao, Tj.

-cosf3-cosy =

azb>2c = a>2F>27= cosa<cosf<Lcosy= dy =>dp =de,
OJlaKJIe CIIeIU TPasKeHa HejeTHAKOCT.

Pewewe 2: YBenumo o3HaKe Tavyaka Kao y IPETXOMHOM peremy. KRako je
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30up pacrojama on H mo temena jemnak 2R+ 2r, nobujamo na je mpobiem
€KBUBAJICHTAaH Ca

hg + hy + he <51 + 2R.

W3pa3muMo cBe OBe BeauuuHe y YHKIUJjU CTPAHUIA TPOYIJIA:

2P 2P 2P 2P abe
ha - b h - b hC - 9 - b) - b)
a b b c " a+b+e 4P

4yMe ce IIPEeTXOHA HEjeIHAKOCT CBeJa Ha

2P n 2P n 2P _ 10P n abc
b ¢  a+b+c 2P’

I[Tomenumo cBe ca S 1 yBpCTUMO CTaHIAPIHE CMEHE

1 1
sz(b—I—c—a), yza(c—f-a—b), z=(a+b-c),

1
2
kao u Xeponos obpasan 16P? = (a+b+c)(a+b—c)(
Tume ce mosa3zHa Heje THAKOCT CBEJIa HA HEjeTHAKOCT

—b+c)(—a+b+c).

1 1 1 5 (z+y)(y+2)(z+2)
Moty 2yt et Metyta) | Sayrety+a)

Hakon cpebuBama mobujamo ma je oBa HEjeTHAKOCT €KBUBAJIEHTHA Ca

6029222 + 2ayz(2® + 145 + 2% < aty? 42t 4 yta? +yta? 4 2ha? 4 24
+2(x3y3 4+ 223 + 232%).

OBy HEjeIHAKOCT MOYKEMO MOKA3aTU Uin KopumhewmeM Mjypxenose Hejen-
HaKOCTU miu cabupamem cienelie nse nejennaroctu (y OAPyroj CMO KOPUC-
TUJIM HEJeIHAKOCT aPUTMETUYKE U TeOMETPUjCKe CPEIUHE):

dty—22+y'(z—2)’ + 2z —y)* 20,

2(3”33/3 +y%2% + z3x3) > 2.3/ a3y3y3232323 = 622y?2>.

JemHakoCT BaxkM caMoO Kana je U y NPETXONHE ABE HEejeTHAKOCTU UCIYHEH
3HAK J€IHAKOCTH, HITO je caMo y CiIydYajy © =y = 2z, omakrie je a = b = c,
Tj. 32 je JHAKOCTPAHUYIAH TPOYTrao.

300. IIpermocraBumo na TBpDheme HUje 3aT0BOJBEHO 3a HEKe Tauke M,
N, P. Hera cy A;, Bi, C1 penom cpemumra crpauuna BC, CA, AB.
MoskeMo ga mpeTmocTaBuMO, He cMmamyjyhu ommroct, na M € A;C. Ako
P € AC:, Trana je mpojekmmja myxu MP una AyCi nyskube He Mame O
A Cy = %AC, mTo je kouTpamuknuja. lakme, P € C1B. Canuno N € B1C
BOJU KOHTpamuknuju, na je N € By A.

Osunaunmo x = M Ay, y = NB;, z = PCy. Tana je myskuna npojeruuje
nysxku NP uwa B1Ci jemnaka p, = B1Cy + zcos B — ycosC, ma 3aro Baku
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_ . _z_ Y ;
B,Cy +5cosB ycosC < B1C1 n oo < oop- Amnasioruo ce mobuja na
€T T zZ 3 3
BaXn cos B < cos A n cos A < cosC aITo Je KOHTpa,ZIPIKIII/IJa.

301. Ako CBaku Kpy:KHU IIyT CAAP:KU MapaH Opoj rpamoBa, Tama Ce CBU
TV rpamgoBu MOry o0OjuTM IpPBEHO u 0Oeso, TAKO Oa Ce YBEK U3 I[PBEHOT
rpama une y 6emum u obpuyro. To hemo mokaszaTm Tako mTo NeMo M3Bp-
mutu eperTuBHO Gojeme. Ilpomssoman rpan A (Hera je To Gam pomHU
rpan 6apona MuaxayseHa) 060jUMO LPBEHOM 0OjOM, 3aTUM CBE HErOBE
cycenme 6eoM, a CycemHe TPamoBe O OBUX OmeT npBeHoM (ykoauko Beh
Hucy obojenu npseHoM Gojom) ura. IIpermocTraBumo ma HE MOYKEMO U3BD-
muTu TpaskeHo Oojeme. Tama y mpormecy 6ojema moaa3mMo o0 rpana B
kKoju Tpeba obojuTu, Ha mpuMep 0eo, a ma je jemaH o4 HmeMy CyCemTHUuX
rpagoBa Beh ob6ojen y Gemo. Mebhyrum, Ttama onx mouerHor rpaga A Boze
y rpan B nBe pasimunTe myTame, OX KOjUX jeqHA MMa HapaH, a Apyra
Henapan 0poj eneMmeHTapHUX myTeBa. (FiaeMeHTapHUM IyTeM 30BEMO IIyT
u3meDhy nBa rpama Ha KOMe HeMa APYTUX I'PanoBa.) AKO CIOjUMO OBe IBe
nmyTame , OHZa OOOMjaMo KPY/KHM IyT Ca HEHApHUM OpOjeM IpagoBa HA
BEeMY, IITO je Y KOHTPAIUKIUjU CA MPETIOCATBKOM 3a0aTKAa.

Heka je nc rpamoBa ob6ojeHo mpBeHoM 00joM, a np TrpamoBa Oesom
60joMm. Heka m3 cBux rpagoBa IOJa3uM TAYHO I €JIEMEHTAPHUX IIyTEBA, CEM
u3 pomHOr rpana Gapona Munaxayszena A, u3 Kora moja3u TAYHO S MyTeBa.
Kako cBaku esemeHTapaH myT cliaja jemaH NPBEHW U jenaH Oeau Tpa,
To mobujaMo ma je ykymnaH 6poj eleMeHTAPHUX IIyTeBa jeiHak np - T (akKo
raenaMo u3 6eiux rpanoBa), ogHocHO (ng — 1) -7+ 1-s (ako ruemamo u3
pBEHUX rpanosa). IIpema Tome,

ng-r=(nc—1)-r+s,

onHOCHO § = (ng — ng + 1) - r, mwro je memoryhe jep je Gapon pekao ma je
s <r. Tako je maTemarnyap 3akmbyuno ga 6apor MuHxay3eH naxke.

Tpehu u uerBpTU pa3pen

302. Heka cy «, B, v yraosu tpoyria ABC u R NONYyNPEUYHUK H.e-
roepe onucane kpyskuuie. M3 mpasoyrior tpoyria ADC mobujamo ma je
CD/AC = cos~, ma ¢ 063upom Ha 10O na cy tpoyraosu CDE u CAB canua-
1, mobujamo ma je Scpr = Scos?y. Cmumuso je Saprp = S -cos’a u
Sprp = Scos? 8. 360r Tora je Sprpr = |S — Scos?a — Scos? 3 — Scos? 7],
OJHOCHO

Sper = S|sin® a + sin® 3 + sin® v — 2|.

C nmpyre crpane mmamo na je Spor = Sapc + SaBr + Spcp + Scag —
Sper—SrAQ —Sqcp =4S —Sppr—Srag —Sgcp. Hame je Sppr = 5(BP-
BRsin3p = %acsin B(3 — 4sin? B) = (3 — 4sin®$)S. Amamorso mo6ujamo
Srag = (3 —4sin®a)S, Socp = (3 — 4sin®4)S, ma nobujamo na Bawu

Spor = S|4(sin® o + sin? 8 + sin? y) — 5|.
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Oszmaummo t = sin® oz+sin3ﬂ+sin3 v. I3 Spor = Sper =T mobujamo na je
|t —2| = |4t — 5|, omzocHO t2 — 4t +4 = 16t2 — 40t + 25. [Mocaemba KBagpaTHA
jemHaumHa uMa pemema t1 = 7/5 u to = 1. 3a t = 7/5 nobujamo ma je
T =7/5-2|S =25, mro je memoryhe 36or ycnosa T > £5. IIpema Towme,
t=1uT=2S.

303. Hexa je b, = n?a, 3a n > 1. Tana je (n+ 1)b,y1 = 2(2n + 1)b,
2(3n +1). Heka je ¢, = b, +a 3an > 1. Tana je (n+ 1)(cp41 — @)
2n2(2n + 1)(c, — @) +2(3n + 1), Tj.

+

2(2n+1) +3n+1

9 _
n+1 n n—i—l( @),

Cn+1 =

ma 3a o« =2 uMamo: ¢; = 12.0+2 =2,

2(2n + 1) 22(2n +1)(2n — 1) 2" - (2n + 1!
Cpy1 = Cp = Cpeg == —- " 0
n+1 (n+1)n (n+1)!
ot n )Y (2042 (2042
(n+1)! C(n+DIn+1)! \n+1)

Onasne ciuenu
en — (2’ﬂ) —92

m n n 2 n—1 n 2
9= 9=
()220 -2 ()
k=0 k=1
u Kako 3a mpocT 6poj n u 0 < k < n Baxku n | (Z), clemu ma 3a MpoCTe

OpojeBe n Basku a, € N, ma momro npocrtmx OpojeBa mMa OECKOHAUYHO
MHOrO, TO ciaeau TBpbheme 3amaTka.

Kako je

304. Csaku moackyn B ckyna A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} ompeben
HU30M HyJa 1 jemuauna ayskuue 11. Huop, 3a B = {1,4,5,6,8,9} uu3s koju ra
onpebyje je 10011101100. IIpema Tome, npebpojaBame Opoja MOACKYIOBA
B ca TpaskeHoM 0COOMHOM CBOIM ce Ha mpebpojaBame MOMEHYyTUX HU30Ba
HyJa u jenuuuna ayskune 11 y kojuma ce we nojasnyje 1010. Heka je a, 6poj
HU30Ba HyJIa U jeIUHUNA OY:KUHE Ny KojuMa ce He mojaBipyje 1010 u Heka
je S, ckyn cBux Tux HH30Ba. OOpenmMo PEeKypPEeHTHY pejlanujy 3a a,. Heka
je Ay, = (z1,0,...,2,) def T1Tg ... Ty € Sy, voe je x; € {0,1}. Jacuo je ma
0A,_1 € S5,, nox 1A,,_1 € S, ako u camo axko A,_; "He nouume ca 010. 3aro
hemo ox Gpoja 2a,_1 cBux mHuzoBa obauka 1A, 1 u 04, 1 omyseru GOpoj
CBUX KOju moumiy ca 10, a \ux mMa a,_1. TuMe cMO omy3enu O6POj CBUX
wu3oBa obauka 10004, 4 € S, 1001A4,,_4 € S,,, 10114,,_4 € S,,, 10104,,_4 &
Sn, a Tpebaiio je omysetu camo 6poj Huzosa obsuka 10104, _4. 3aTo canga
Opojy 2an_1 — Gn_o momajeMo O0poj cBux Hu3oBa obOmuka 1004,_3 € S, u
101A,,_3 € S,, Tj. 6poj 2a,_3. Y xonauwo ox 6poja 2a,_1 — Gn_2 + 2an_3
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Tpeba omyseru 6poj cBux Hu3oBa obauka 10104, 4, Tj. 6poj ap_4. Tume
cMO mobuim ma je

ap = 2an—l O 2an—3 — Gp—4.

Capna jemnoctaBHO mobujamo na je: a; = 2, ag =4, a3 = 8, ag = 15, a5 = 28,
ag = 93, ay = 100, ag = 188, ag = 354, a9 = 667, a1 = 1256.

305. PemaBameM peKypeHTHE jemHaumHe m00umjaMo

3 1 1
an=\3z—< | - —=+ = 1
" ( 2) 3n 2’ (1)
ma 3a JOBOJLHO BeJMKO n Baxku 0 < a, — % < an, + % < 1, omuocHO
[an — %} = [an + %] = 0, ma cy A nu B roHaune cyme (MO¥KEMO MeHATU

nopenak wuxoBux yinanosa). Cuenu na je

I (R )

Kopucrehu Epuurtos uaenturer [z + 5| + ¢+ 2| = [32] — [z], noGujamo

ven = S {22

n=1
1 1 = 1 1
)=l Xl ] [l
na je n-Ta mapnujajHa cyMa

o= s (o Y] o ]

¥ KOHCTAHTHa je mo4eB ox Hekor n. Ws (1) ciemn ma je a, > 5 < x>
ma kako je lim a, = TO 3a HOBOJLHO BEJIUKE 7 BaKU
n—oo

Il
| — |
w
N
Q
oy
|
|

[N

1
29

[ 1} { 0, 3a z>1/2
ap, —=| =

-1, sa x<1/2

- 3(z—3)], za z>1/2,
A+B{ [3(:107%]%%1, 3a x<1/2.

MAJIA OJIMMIINJA ITA

306. Oszmaummo ca k Kpyr koju caapsku 7. Joraszahemo na @ € k.
Hexka DM mno mpyru nmyrt cede k y tauku Q7 u Heka mpase AM u AQ:
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ceky BC y taukama R u S. Tama je AQ; - AS = AB? = AD? = a? (rne
je a crpanuna kBazpara), omakie je AADQ; ~ AASD. Cuaemu na je
<ASD = <ADQ,. Ha ciuuan maumn nmoka3yjemo na je <ARD = <ADM,
na je mpema toMe {ASD = <ARD. 3akmyuyjemo na cy tauke A, S, R, D
Ha kpyry u 3aro BS = CR.

Ako amasorao nedpuaumemo Q2 = CNNEk (Q2 # N) u T,U upeceune Tauke
BN, BQ> ca AD penom, nobujamo uHa uctu naume na je AU = DT.

Kako je ma ocmoy Tamecose Tteopeme CR : AD = CP : PD = CB : DT,
cremu CR - DT = a?>. Canma, us BS - AU = CR - DT = a? cuemn
SB : BA = BA : AU u najzan ASBA ~ ABAU. Capna BuanMo na je
AS 1 BU, ma ce AS u BU cexy Ha kpyry k, v Tauku Q = Q1 = Qs.
[MIrasume, AQ : QB = AU : AB= DT : BC =DP: PC.

Hanomena: Moxe ce nmokaszatu na () € k u na ciaenehu mauun. Axo je O
HeHTap KBazapaTa, oHma Ha ocHOBY Ilackamose teopeme A, M,O,N,B,Q
JieKe Ha KOHYCHOM IIpeceky, Tj. kpyry. MebhyTuMm, oBO He ojakmasa
uspauyHaBame AQ : QB.

307. IlpermocTaBUMO CYyIpOTHO ma Cy cBa Tpu Opoja

1 1 1
20 — -, 2b——-, 2c—-—

b c a
Beha ox 1.
Bap jenan ox 6pojeBa a,b nnu ¢ Mopa 6uru mosutuBad. Ako je a > 0, onna
je 2¢ > 2c— % > 1, ma je ¢ >0 u crora u b > 0. AHaJOrHO 3aKbLydyjeMo na
je ¢ > 0. Harse cBu 6pojeBu a, b u ¢ Cy MO3UTUBHMU.
N3 2b — % > 1 caemu

1+1
b> *
L)
I/I32a7%>1cnem/1b—207%>lonaﬁneje

2
b< = —1.
< - ()
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W3 mejennarkoctu () u (xx) mobujamo

2 1+1
-—1> <
c 2

mTo HaMm HakoH cpebuBama maje ¢ < 1. Amnasorno ce mobujajy m a < 1
u b < 1, mro je memoryhe jep 0u onma 6umso abc < 1, ma je momnasua
MPEeTIOCTABKA, HETAYHA.

308. Iloka3yjeMo ma Basku ommTuje TBpheme:
Axo cyay,asz, ..., a; npousgonn peaanu bpojesu u Ri(x) u Sk (x) peasnu noau-
HOMU maKeu 0a je

Pyz)=(z+a1—i)(z+az—1i)...(r+ar — i) = Rp(z) + iSk(z).

Tada noauromu Rk(z) UMajy k peasnur xopena a1 < Qg2 < ... < Qg U
npu mom je

Op1 < Op-11 < Qg2 < Op—12<...<0p-1k-1<Ok

20e cy ap_1,1 Kopenu noaurnoma Ry_1(z).

Tepbheme mokasyjeMo MaTeMaTUYKOM UHIYKIUJOM 10 k.

3a k=1, Ri(z) = x + a; u jacHo je ma Ri(x) uma jeman peasaH KOpEH
i1 = —aj. 3a k=2 umamo na je Ro(z) = 2%+ (a1 +a2)r + ajaz — 1, ma u3
Ry(—a1) = 1 nobujamo na Ro(r) mMa nBa peasHa KOpPEHA (g1 U Oig2 U A&
OpU TOM BaKM g1 < (1,1 < (22

IIpennocraBumo cana ma TBpheme Baku 3a k = d ¥ TOKAKUMO 12 BasKU 34
k=d+1.

Nmajyhu y Buny na je Ppi1(z) = Pp(x) - (@ + amy1 — @) mobujamo

Pri1(z) = (2 + ams1) Rin () + S (2) +0 - [(2 + amt1) S (@) — R ()]
Iobujamo na Baske pEKypEHTHE Be3e:
Rypt1(z) = (2 4 am1) Rin(2) + S (2)

Smy1(r) = (T + apmy1)Sm(z) — R ().

W3 npse penamuje nmamo Sy, (2) = Rpmt1(2) — (4 am41)Rm(2), & u3 opyre
OHZIa HAJNA3UMO PEKypPeHTHY Be3y Rpmi2(r) — (T + amao)Rmi1(z) = (x +
m+1) - [Rm+1(z) — ( + @my1) R (x)] — Ry (), omHOCHO

Rint2(x) = Ry () - [ + ams2) + (@ + amgr)] = Rn(2) - [(& + amar)® + 1]
Cana ce Bpahamo Ha MHIYKIUjCKA KOPAK:

Rat1(z) = Ra(2) - [( + ags1) + (¢ + ag)] — Ra—a(2) - (2 + aq)? + 1].
Bpennocru sgn(Rgyt+1(x)) v TaukamMa qg1, 0,2, - - -, Qd,d jJEIHAKE CY PEIOM

—sgn(Ra-1(aqq)) = (=1)",
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—sgn(Rg—1(a2)) = (—1)",

—sgn(Rd_l (add)) =-1

MTO 3ajeIHO Ca YMHEHUIOM A3 je moJuHoM Rgiq(x) mosunom (d + 1)-Bor
crenena (ma 3a MOBOJLHO MaJse BpemrocTy mMa 3HaK (—1)4+1) mosmaun moc-
rojame (d + 1)-HOor KopeHa monuHoMa Rgiq(x):

Agt1,1 < og+1,2 < oo < Ody1,d+1
3a KOje BayKu
ag+1,1 < g1 < Oog+1,2 < g2 < ...<Qgt14d < Odd < Od4+1,d+1-

OBuM je NOKa3 MHIYKIMjOM OKOHYAH.

21. BAJIKAHCEA MATEMATUYKA OJIMMIINJA ITA

309. Peweme 1: OnapenuheMo IpBUX HEKOJIMKO YJIAHOBA, a 3aTUM IIOTOIATHA
OINMITY YJaH WM KOHAYHO TO MOKA3aTU MATEMaTUYKOM WHIYKIUjOM. a1 = 3
je marTo y moCTaBIM 3aJaTKa, a 3aMEHOM BPEITHOCTU 3a M U N 1obujamMo:

m=0n=0 = ag=1
n=>0 = a9, =4a, —2m—3
m=1 = as =17
m =2 = a4=21
m=2n=1 = a3z3=13.

Caa MOKeMO IPETIOCTABUTY Ia j€ G = N2 +n+ 1 U IOKa:KIMO TO MaTeM-
ATUYKOM WHIYKIIjOM.

Basza undyxuuje: Beh cmo ogpemamu ag =1 =02+0+1na; =3 =1241+1,
Kao U ag = 7.

Hnoyryujcra npemnocmaska: TPETIOCTABAMO Ia je TBpheme TauHo 3a HEKO
n < m, Tj. HEKA j€e an, =n?24+n+13acsen<m.

Hnoyryujcku xopak: U3 agy = 4a, — 2m — 3 mobujamo na je

Uom = 40 —2m —3=4(m* + m+1) —2m — 3 = (2m)*> + 2m + 1.
Cama ako y mojasuy pesanujy ybamumo n =1 mobujamo ma je

G2, a2
Om+1 = —F(F—— —am-1+m

2
2
_ em) +22m+1+77[(m71)2+2(m71)+1]+m,
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IITO KOHAYHO Aaje i1 = (m+ 1)2 + (m+ 1) + 1.

[To mpuHDUIY MaTeMaTHYke MHIYKIMje uMaMo na je a, = n’ +n+ 1 3a
cBako n € Ny.

OroBop Ha NUTAKE U3 33TATKA j& opgs = 20042 + 2005.

Pewewe 2: 3a n =0 mobujamo
aom, = 4a,, — 2m — 3. (%)
3am=1wun =0 godbujamo a; = 7. n = 1 y mona3Hoj pesauuju naje

Ama1 + Qo1 —Mm = B (agm + a2) m omaTie HaIA3UMO

Qom = 20m+41 + 26m—1 —2m — 7. (%)

Kanma on (x*) omyamemo (*) u momeaumo ca 2 moOUjaMO HEXOMOTEHY JIMH-
eapHy PEKYPEHTHY jeTHAUUHY

Gmt+1 — 20 + Q1 = 2. (%)

Kako je u amy2 — 26141 + @y = 2 OOy3UMakBEM IPETXOMHE OBE jeTHAKOCTU
noburjaMo XOMOTeHY JUHEAPHY PEKYPEHTHY jeTHAUNHY

Am+2 — 3Am+1 + 3Am — Gm—1 = 0.

Kako kapakrepuctuuna jemmaumsa t3 — 3t2 + 3t — 1 = 0 uMa TPOCTPYKH
Koper t + 1, mobujamo ma je ommrTm umaH obmuka a, = A+ Bn + Cn?.
Koucrante A, B u C nako ce HaJa3e U3 MOYETHUX yCiaoBa ag = 0 = A,
a1 =3=A+B+Casnay=7T=A+2B+4C: A= B =(C =1, mro Ham
nmaje a, =n?+n+1 3a cearo n € Ny.

Oarosop Ha MUTAWKE U3 33TATKA j€ (o004 = 20042 + 2005.

Hanomena: Moram ¢cMO U 0Max & PEmMMO HEXOMOTEHY jeIHAuuHy (x),
Taga DoOUjaMo I3 je XOMOI'€HI IeO Pellena Gy, = A+DBn, a IapTUKyIapHO
peleme je ap p = n?, ma je a, = an,h+ Gnp = A+ Bn +n?. Koncraure A u
B nobujamo m3 moyerHux yciaoBa ag = 1= A, a1 =3 = A+ B+ 1, mrro Ham
Iaje UCTO PelIeHmE.

310. JacHo je ma mosa3Ha jegHaYMHA
¥ —y® =xy* — 19 (1)

HeMa pellera 3a T = y jep je Tana jeBa cTpaHa jemHaka 0, a mecua x3 —19,
mro je Hemoryhe. Ako jemnaumny (1) y3aMeMmo IPBO 10 MOZAYIY Y, & 3aTUM
U IO MOAYJAY & HOOujamMo

r+19=0 (mod y) (2) 19—-y=0 (mod ). (3)

N3 (2) u (3) cnemmn ma zy nemnm x —y + 19. He moke 6utn 2 —y +19 =0
(36or maprocTH OU * MOpaso GuTu x = 2, anu oHza y = 21 Huje mpocr),
Te UMaMo HejemHakocTu x + y + 19 > | — y + 19] > zy omakue je

(z—1)(y—1) < 20. (4)



168 PEINIEKHA SAIOATAKA

OpnmaBne umamo na cy mpoctu 6pojeBu x u y Mamu on 20, mTo HAM gaje
| —y| < 19. Crora je [x —y+ 19| =2 —y+ 19, na je z —y + 19 > xy, Te je

(z+1)(y—1) < 18. (5)

W3 (9) cnenu ma, 3a x > 5, npoct 6Gpoj y Moske Guty caMo y = 2 uiu y = 3.
3a y = 2 umamMo

-y =22 —2"<0<5-22-19<z-4>-19

(22 — 2% < 0 ce MaKo MOKa3yje MATEMATUYKOM WHIYKIA]OM), JOK 3a Y = 2

nMamMo
2 -y =23 -3"<0<5-32-19<z-4>-19

(omet ce 23 —3% < 0 mokasyje maTemaruakoMm urayknujom). Crora 3a z > 5

MoJIa3Ha jeTHAUMHA HEMa pPelleHa.

Ocraje ma mposepumo ciydajese (z,y) € {(2,3
(2,

(27 5)7 (27 )7 (37 2)» (37 5)}
Iobuja ce na cy jenuna nsa pemema (r,y) = u

)
3) m(z,y) = (2,7).

311. Osmaummo ca A’, B’ u ¢’ cpemumra crpamuna BC, CA u AB, pe-
CIIEKTUBHO, Kao U ca kg, ky U k. kpys&HUNE Kpo3 Tauxy O ca HEHTPUMA Y
taukama A’, B’ u C'. Kako cy K u O npeceune Tauke kpy:xHUNA kp 1 k.
nvamo ga je KO L B'C’' (upurom B'C’ monosu KO), a rako je B'C’ || BC
(cpemma nmuuuja AABC), nobujamo ma je KO L BC. Ananoruo ce notu-
jajym LO L CAu MO 1L AB.

<: (meka je O menrap onmcanor kpyra oko AABC)
Peweme 1: Nckopuctuhemo ciaenehy memy:

Jlema. Hera je H opromnentap omrpoyraor tpoyriaa AXY Z u mera
cy X', Y' u Z' npojexnuje oprouenrpa H ma crpamune YZ, ZX u XY,
pecnexrusHo. Tana je H menrap ymmucamor Kpyra y Tpoyrao AX'Y'Z'.

Jloxas aeme: Yersopoyrao XY'HZ' je rerusam jep je <XY'H =
<XZ'H = 90°. Oparae mvmamo <HZ'Y' = «HXZ. Amnanormo ce mobu-
jaum <HZ'X' = <HYZ. Anu uz camunoctu tpoyraosa ANX'XZ ~ ANY'Y Z
nobujamo na je <HXZ = <«HY Z. Crora je <HZ'Y' = <HZ'X’, na je
npasa HZ' cumerpana yria <X’'Z'Y’. Amasoruno ce nokasyje u na je HY'
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cumerpadsia yraa <X'Y'Z' te je H nenrap ymucanor Kpyra y TPOYTao
AX'Y'Z'.

Bparumo ce ma 3amarak. Kako je OA’ L BC, omnocao OA’ 1. B'C’ no-
6ujamo na je O oprounerntap Tpoyriaa AA'B'C’'. Kako cy AA'B'C’' ~ NABC
u xako je AABC omrpoyrau mnobujamo na je u AA'B’C’ omrpoyrau, na
je meros opronenTtap O y yayTpammoctu Tpoyriaa AA'B'C’'. Osmaunmo
ca K', L'’ u M’ cpemumra ny:xku OK, OL u OM (To cy momHosja Bucu-
ma y tpoyray AA'B'C'). Cama ma ocmoBy neme mmamo na je O meHTap
ymucanor kpyra y tpoyrao AK'L'M’. Kako je Tpoyrao AKLM cnuka
rpoyraa AK'L'M’ npu xomoreruju ca nearpom y O u KoepunujerToM 2,
cremu na je O u meHTap ynucanor kpyra y tpoyrao AKLM.

Pewewe 2: VI3 uyumenune na je <A'B'O = 90° — «B'A'C' = <A'C'O u u3
onHOCA HMepUEePUjCKUX U MEHTPAJHUX YIJI0Ba y Kpyrosuma kp m k. modu-
jaMo jemHaKoOCT

1 1
<LKO = 5<zLC’O =<A'C'O=<A'B'O = §<1MB’O = <MKO.

CinyHO Kao y MPeTXOJHOM PENIeHhY MOMKEeMO MokazaTu 1a je O Tauvka y yH-
yrpammocTtu Tpoyriaa AA'B'C’, a onasne caenu na je O Tauka y yHyTpall-
mwoctu Tpoyraa AK'L'M'. 36or osora u jemmaxoctu <LKO = <M KO no-
6ujamo ma je KO cumerpasa yria <LK M. Ananoruo ce mokasyje na je u
MO cumerpana yraa <K ML, te je O meHTap youcaHor Kpyra y TpOyrao
AKLM.

=

Kako je O memrap ymucanor kpyra y AKLM wvmamo ma O npunana yH-
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yrpammoctu Tpoyraa AK LM, na o mpunana u yHyTPAIIHOCTA TPOYTIIA
AK'L'M’ xoju ce mobuja on AKLM xomorermjom ca nearpom y O u KO-
epummjentom 3. Kako K’ mpumana mywu B'C’, L' npunana nyxu C'A' n
M’ npunana nyxu A'B’, nobujamo na je tauka O U y yHYyTPaNIHO0CTU TPO-
yraa NA'B'C’.
N3 uumenune na je O mnenrap ynucanor kpyra y AKLM nobujamo na
je <LKO = <MKO, mro mam ca jemHakoctuma <LKO = <A'C'O un
IMKO = <A’'B’O (xoje ce mokasyjy aHAJIOTHO, KA0 y IPETXOIHOM CMEDPY)
naje <A'C'O = <A’'B'O. Amnanoruo je <C'A'O = «<C'B'O u <B'A'O =
<B'C’'O. CabupameMm oBe TpU jeIHAKOCTU MOOMjaMO
<IC/AIB/+<IAIBIC/+<IB/C,A/ _1800
2 2
Opnasne caenu na je A’O L B'C’, a 36or B'C’ || BC nmamo na je A’O L BC.
Amagiorno ce nokasyje u B'O L AC, Te je O meHTap ONMCAHOT KPyra OKO
AABC.

IC'AO+<A'C'O+<4B'C'0 = =90°.

Hanomena: Byrapcka xoMucuja je y CBaKOM CMepy Omay3uMaJia mo 1 moeH
YKOJIMKO ce He moKaxke ma je O yHyTpaimmma Tauka Tpoyraa AK LM, onHoc-
no NA'B'C’.

312. Ako cy cBe mpaBe mapajiesiHe, Taga KopumhemeM yciaoBa 2° 3a CBaKy
om mBe mpase Koje onpeDhyjy HeKy obiact, MOKa3yjeMo Ia Cy CBU OpojeBu
y obmactuma jemnakum 0 m Taga HUje UCOyEHEH yCiaoB 1°.

Axo mocroje nBe mpaBse Koje HUCY mapaJjesHe nokazahemo ma je moryhe
yImcaTu 1nejie 0pojeBe Koju 3aJ0BOJbaBajy oba ycaoBa.
IIpBo hemo ymucarn 3Hake, + u —, y cBe 00OJacTu, TAKO Oa Cy 3HAIW
y cycemuuMm obisactuma paszauunTu. Jla je moryhe Tako ynmcaru 3HAKE
nokaszahemMo IPUHIUIIOM MATEMATUYKE WHIYKILjE.
Dasa undyryuje: 3a n =1 MokeMo ynmucaru: +|—
Hnoykyujcra npemnocmaska: TpeTIOCTABUMO Oa je Moryhe ynucartu 3Hake
TAKO [ Cy 3HAIM y CyCcenHnM ODJIacTUMa Pa3InduTH Kala je paBaH IOIeJI-
jena Ha obsacTu ca n = k mpaBuUX O KOje HUCY CBE MapaJieIHe.
Hnoyrkyujeru xopax: kama mvmamo n = k + 1 mpaBux Tana umamo Oap mBe
mpaBe KOje HUCY MapajieiHe W YOUMMO jJeIHY Ol BUX, IPaBy p, KOjy Kam
OJICTPAHUMO OCTaJuX k HuCy mapaJjesHe. Fby mpuBpeMeHO OINCTPAHUMO U
y 00JlacTy! Ha KOje paBaH Aeiy NPEeoCTAInX k MPaBUX YIUIIMMO 3HAKE IIpe-
Ma MHAYKIUjCKOj npermnocrasiu. Cana BpaTuMoO IpaBy P U Ca jeTHE HeHe
crpaHe CBUM OpojeBMMa NPOMEHMMO 3Hak (& ca Apyre CTPaHe OCTABUMO
3HAK KOju je 610). Youumo nse cycenHe 06IacTu.

e Ako cy ome Ouie Ha OHOj CTpAHM MpaBe P TAE Ce HUje Memhao 3HAK
OHEe MMajy MCTU 3HaK Kao IIpe yBOoDhema IpaBe p, TAKO Oa OHE MMajy
pPa3JuYuT 3HAK.

e Axo cy oHe Omie Ha OHOj CTPAHU NMpaBe P IIE Ce MEHAO 3HAK, OHIA
cy obe mpoMeHWJIe 3HAK, Ia KaKo Cy mpe yBoDhema mpase p mMmaJie
PA3JIMYNT 3HAK, OHJA ONET UMAjy PA3JIUYNAT 3HAK.
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e Ako cy oBe 0GsacTU ca PasHUX CTpaHa MPaBe P OHE CY HACTAJE O
jemuHCTBEHE ODJIACTU KOja je momes/beHa IPAaBOM p, Ila OHE UMajy pa-
3JIMYUT 3HAK.

Tume cmo mokaszanm ga je mMoryhe ymmcaru 3HAKOBE U Kala je paBaH IIO-
nemena ca n =k + 1 npaBux.

Cama y cBaky obGisacT ctaBuMO Opoj z - u, rae je z Beh oapebhenu 3uak,
a u je 6poj yrioBa y TOj obisactu.

Jlako ce mpoBepaBa ga OBaKO yIWCAHM OpOjeBU 3a70BOJbaBajy oba
ycJaoBa:
1° Y cBakoMm mapy cycemHuX o0JacTM MMaMO OBa Ieja opoja, a m b, ox
KOjUX je jeman mo3uTuBaH, a Apyru je HerarmeBaH. Herka je a < 0 < b. Tanga
ounrienuo Baxku ab < a < a+b.
2° Y cBakoj TauyKuM IIPeceka ABe IpaBe MU OPOjUMO OKOJHE yIJIOBE WU JBa
UV YEeTUPU MyTa Ca PA3IUUUTUM 3HAIUMA: + U — y CIAydYajy KaJ IMaMmo 2
mesa (Tj. Kz je Ta Tauka Mpeceka Ha IPaBOj Y OJHOCY HA KOJy PadyHAMO
36up cBux OpojeBa ca jemue crpame) u +,—,+, — y ciaydajy kax umamo 4
nmesa (Tj. KaJ 6POjUMO CBe yIrJIOBE OKO T€ TAUKE).

ITpumep:

45. MEHBYHAPOJIIHA MATEMATUWYEKA OJIMMIINJAITA

313. Osmaummo ca L mpecek cumerpadie yriaa <BAC u crpanune BC, a
ca T cpemumre nysxu M N u ca «, 3, yraose tpoyraa AABC konx TemeHa
A, B,C pecuexkrusno. Hera je k kpy:xauna ca mujamerpom BC, kg Kpy&-
Huna omucana oko tpoyriaa ABMR u ko KpysKHUIIA OOUCAHA OKO TPOYTJIA
ACNR.
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Pewewe 1: Kaxko je OM = ON, cumerpana yraa <MON mnoknama ce ca
cumerpanom ayxku MN. Crora ce y tpoyray AAMN cumerpana yria
<M AN u cumerpana crpanurie M N cery y Tauku R, Koja mpumaga Kpyk-
HULKM OnMCaHoj oko Tpoyraa AAMN.

(Mlpumernmo ma je AM # AN; zamcra, <AMN = 180° — <BMN = ~
u <ANM = 180° — <«CNM = [ mobujamo "3 TETUBHOI UETBOPOYTJIA
BCNM, wto ca 8 # v xoje mobujamo u3 npernocraBke AB # AC, na-
je <KAMN # <ANM, onuocao AM # AN.)

W3 reruBuux uerBopoyrioBa AM RN u BM NC umamo

<ARM = <ANM = a = <ABL, <ARN = <AMN =~ =<ACL,

omaksie mobujamo nma cy verBopoyriaosu BLRM u CLRN teruBnu. Tume
cMO Toka3asu 1a je L 3ajemumnuka Tadka KpyskHUNA kp 1 ko, Te ce oBe IBe
Kpy:KHULE cery y taukn (L) koja mpunana crpanntmu BC.

Pewewe 2: Karo cy rtpoyraosu AABC v AANM cauunn (y IpeTxomsHoM
pemeny cMmo mokazann ga je <AMN = v u <ANM = (), ca oxrosapa-
jvhum rexumuanm auanjama AO u AT, nobujamo <BAO = <CAT. Crora
je cumerpana AR yraa <BAC takobe u cumerpasa yraa <OAT. Onpartie
nobujamo
RT AT
RO A0’
ITamwe, wropucrehu monoBO ummenuity na cy AT m AO omrosapajyhe
TEe/KUINHE JIMHUje Yy CIMYHUM TPOYTJIOBUMA, Kao u ga je O meHTap Kpy:KHULEe
k roja mpomnasu u kpo3 B m kpo3 M (tj. OB = OM) nobujamo caenehn
HU3 jeTHAKOCTU
RT AT MN MT MT
RO A0 BC BO MO’
Opnasne 3akimyuyjemo ma je MR cumerpadsa yriaa <OMN. Cama umamo
na je <BMO = 8 (O je nenrtap kpy:xuune oko BCNM) ca <AMN =«
(cmmunoct AABC ~ AANM) vam maje <OMN = «. Konauno no-
bujamo <BMR = (3 + %a = <CLR, onakne mobujamo ma tauke B, L, R, M
npunanajy ucroj kpyskuunu. [lornyHo anasoruno mobujamo u ma C, L, R, N
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NpUIIaajy UCTOj KPYKHUIU, T€ CE Te ABE Kpy:KHUIe ceKy Ha crpanunu BC.

Pewewe 3 (Munan Hosakosuh): Kako je BC npeunuk Kpyra Ha KOME Cy U
M u N 10 je BM L CM u BN L CN, na cy BN u CM Bucune ANABC
(momrTo je OH OWTPOYTIM, TO CY OBE BUCHUHE YHYTap TPOYLJIA).

Heka cumerpana <MON (koja je yjemso u cumerpana ayxu MN jep
je AMON jemuarokpak, OM = ON) ceue kpyr omucan oko AMAN y
raukn R'. Tama je MR’ = NR’ (jep je R’ ma cumerpamau nysxku MN), ma
Cy U JIyKOBU MR u NR' ucre nysmHe, na je <M AR' = <R'AN onakie je
R’ un va cumerpamu yraa <MAN. Kaxko A ¢ OR' (A € OR/, 1j. A je na
cumerpaau nysxu M N, na je AM = AN = AC-cosa = AB-cosa = AC =
AB, mTo je IpOTUBHO yCJIOBY 3a1aTKa), Te je R’ npecek cumerpasua yriosa
<BAC u <MON, naxne R' = R, na je uerBopoyrao M RN A terusamn.

Kpyrosu omucanu oko ABMR u ACNR ce cery y R u Heka je mpyra
npeceuna tauka X. Cana u3 teruBHux dyerBopoyriaosa BXRM, MRNA u
XCNR npobujamo cunenehe jemsaxocTu:

<BXR =180° — <RMB = 180° — (180° — <AMR) = <AMR,
<CXR =180° — <RNC = 180° — (180° — <ANR) = <ANR.
OnaBne nobujamo na je
<BXR+<CXR=<AMR+ <ANR = 180°,

omakine ciemn na cy tauke B, X m C xommueapme. Taura R je ymytap
yraa <BAC (jep je ma cumerpasu yria <BAC) na je u X yuyrap <BAC.
Twume cmo nmokazanu na X npunana aysku BC, mTo je u TpebaJsio ToKa3aTu.

Hanomena: TBpbheme 3amaTRa OoCcTaje HA CHA3UW U 3a MIPOU3BOJLAH KPYT k KO-
ju mpousta3u kpo3 tauke B u C, ca nearpoMm O Koju He MOpa OUTU CpeTUIITe
crpanune BC.

314. Pemene 3amaTka 4uHEe IOJMHOMU

P(z) = az?® + Bz*, rme je a,f €R.
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Pewewe 1: Axo je a=0b=0 oumna je ab+ bc+ ca =0 ucnymeHo 3a CBakKo
¢ € R, re mobujamo P(0—0)+ P(0—c¢)+ P(c—0) =2P(0+ 0+ ¢), onnoc-
Ho P(0)+ P(—c) = P(c) 3a cBe peasne c. Crasmajyhin ¢ =0 nobujamo
P(0) =0, te je P(—c) = P(c) 3a cBe c€ R. Ilakne P je mapHa (yHKIU-
ja, Te Mopa ma Gyme obmura P(x) = a,1?" + a,_12*" 2+ .- +a12?, ca
ai,...,a, € R. Canma hemo morkaszaru na je cremen 2n moauHoMa P Ha-
jBume 4.

3a mpou3BoJsbHE peasiHe OpOojeBe u U v, TPOJKA
a = uv, b=(1-u)v, c=(u? —u)v

3a00BOJ/baBa YCJIOB:

2

ab+bc+ ca = (a+b)c+ ab=v(u* —u)v +uv(l —u)v = 0.

Tana jennaumua mocraje
P((2u—1)v)+P((1—u?)v)+P((u*—2u)v) = 2P((u*—u+1)v) 3a cse u,v € R.

PukcupajMo u W MOCMATPAjMO MPETXOMHY jeIHAUMHY KAO IOJUHOME II0
npoMensbuBoj v. V3jennauyaBameMm Bomehux roedunujenara Ha obe cTrpane
nobujamMo

(2u —1)*" + (1 —u®)® 4 (u? — 2u)** = 2(u* —u +1)*" 3a cBe u € R.
Crasmajyhu u = —2 nobujamMo jeqHAKOCT
5277, + 32?7, + 82’!L — 2 . 72’!L.
Kaxo je 82" >2.7>" geh zan=3
(823 > 256000 > 235298 = 2 - 7%3),

a pasiaukra usmebhy smeBe u mecue crpane je jom Beha mro je Behe n. Iakie
n <2, mro nosnaun P(x) = az? + B2* 3a mexo «, € R.

Jom Tpeba ma MOKa;KeMO na CBAKU TaKaB MIOJUHOM 3a10BOJbABA JATHU
ycaoB. Ila BucMO OBO MpOBEPUWIM MPUMETHUMO Ia j€ CBAKa JMHEAPHA KOM-
Ounanuja pemema Takohe pememe. CrTora je MOBOJBHO MPOBEPUTU HA JIU
cy 2 u 2* pemema. x? je pememe, mMTO ClIeIM U3 UICHTUTETA

(a—b2+(b—-c)?+(c—a)?®—2(a+b+c)* = —6(ab+ bc+ ca).

3a x? yBemamo cvene x =a—b, y =b—c, z = ¢ — a ¥ TPUMETUMO 14 CMO ¥
mposepu 3a x? ympaso mokazaim x2 +y% + 22 = 2(a+ b+ c)?. Cana, raxo
je x +y+ 2z =0, Tpaskenu ycyoB nobujamo Ha cienehu HAYMH:

1
xy+yz+zx:f§(z2+y2+22):—(a+b+c)2,
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(29) + (y2)” + (22)° = (ay +yz + 22)” = 2wyz(a +y +2) = (a+b+ )",
et byt 2t = (0P 07+ 2% = 2[(2y)® + (y2)? + (20)°] = 2(a+ b+ o)t

Pewewe 2: 3a cBako peasno z tpojka (a,b,c) = (6z,3x, —2z) 3amoBOomaBa
ycaoB ab + bc 4+ ca = 0. 3a 0By TpPOjKy yCJIOB mOCTaje

P(3z) + P(5z) + P(—8x) = 2P(7x) 3a cse z € R.
Axo je mosmuom P(x) obmuka P(r) = Y a;x?, nobujamo ma Baxm
(3" +5 +(-8)"—2-7)a; =0 3aceei=0,12,...

W3pa3 y 3arpanu je HeraTuBaH 3a HeapHe BPEIHOCTH ¢, & TO3UTUBAH 34 ¢ =
0 u cBe mapue ¢ > 6. Camo 3a ¢ =2 u ¢ = 4 oBaj uspa3s je jemnax 0. OnaBne
cremn na je P(x) = ax? + B2, rme cy o, 3 € R.

Kao m y mperxomHoM pememy ocraje ma TPOBEPUMO Ja JU OBO PEIIeHe
UCIYHAaBa yCJIOB.

Pewewe 3 (Munar Hosarosuh): 3aa=b=c=0jeab+bc+ca=0mn
P(a—b)+ P(b—c¢)+ P(c—a) =3P(0) =2P(0) =2P(a+b+c¢),
omaxne nobujamo P(0) =0. Baa=buc=§ jeab+bc+ca=0mn

e

P(a—b)+ P(b—c)+ Plc—a) = P(0) + P(5 .

),

Tj. P(f?’z—a) = P(%“) Kako a moske Outm Gmiio kKoju peayiam 6poj, Ta jen-
HAKOCT BayKU y HMOJAMHOMUjasHoM cmuciy, Tj. P(—z) = P(z). Ioaunowm je
napaH, ma je

2n—2 +

2 2
P(z) = agnz ™ + agp—ox .o+ a0z + ag,

a 36or P(0) =0 nmamo na je ag = 0.
IMpumernnmo na ako cy Q(z) u R(x) pemema, Taxa je u

P(z) = aQ(x) + SR(x)

rakobe pememe. Crora je noBomHO mocMaTparu noaunome P(x) = x
Ban =1je P(z) =2z urana je (a—b)?+(b—c)*+(c—a)? = 2(a®*+b*+c?)—
2(ab+bc+ca) = 2(a® +b>+c?) = 2(a® +b> +c?) +4(ab+bc+ca) = 2(a+b+c)?.

2n

3a n > 2 umaMo ma je ¢ = — Tana mcmoB mocraje

a+b

(a—b)*" 4+ b+ ab 2n+ ab +a 2n—2 a+b— ab \™
a+b a+b N a+b ’

a+b

2n
Haﬂa OBY jeILHa‘II/IHy IIOMHOXHNMO Ca < ) n yBEOeMO CMEHY 2 —

a
b
nobujaMo jeqHAKOCT

(22 = 1) + (22 + 1) 4 (22 +22)?" = 2(2% + 2+ 1)°".
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Kako je n > 2, koepumujentu y3 z2"~2 nmajy

2n 2n 2n 2n
_ 2 —9.
(1) oe(3) 2 (3) = (5
ONaKJIE je 3(21") = 2(22"), Tj. 3:2n = (2n)(2n—1), mwro HaMm maje n = 2. Tume
CMO TIOKa3aJm na je 3a n > 2 jenuno pememe P(z) = x?.

Tpaseno pememe je P(r) = az? + B2*, rae cy a, 3 € R.

315. Ogarosop je: 4k x 3¢ u 12k X a, a > 6.

Kama cmojumo mBe Kyke, Kao Ha APYyroj CIWNU HILKE, HOOMjaMO MpaBoO-
yraouuk mumensuja 4 X 3. CrnajameMm TUX TpaBOyraoHUKa, OOOUjaMo ma ce
MOr'y MPEKPUTHU CBU OpaBoyraonunu mumensuja 4k x 3¢, k, ¢ € N. Tarobe,
mobujamMo U ma ce cBu mpaBoyraoHunu obsuka 12k x 3, 12k x 4, 12k X 6 u
12k x 8 mory mpekpuru. CnajameMm mpBe ABE BPCTE OJ MaJonpe Habpo-
jaHux mobmjamo npasoyraonuk 12k x 7. HomaBamewm Tpaka obuura 12k x 3,
oKpuBaMo npasoyraonuke 12k x (6+3¢), 12k x (7+30) n 12k x (8+3¢), unme
CMO TIOKa3aJir 1a je MOoryhe MOKpUTH CBe MpaBoyraoHumke obswmra 12k X a,
rue je a = 6.

A

I[IpernocraBuMO ma CMO MOKPUIIM HEKU 11 X N IPABOYTAOHUK TAKO & CYy
UCIOYHEHU YCIOBU 3aJaTKa. 3a CBaKy KyKy A, MOCTOju jeMHCTBEHA Ky-
ka B koja mokpusa “yHyTrpammu’ kBanpatul kyke A (Ha upBoj camnuy Taj
kBagparuhl je ucmpadupan). Hazosumo B cycedom oxm A. Jacuo je na yu-
yTpammu KBaapatuh kyke A Mopa OUTU TOKPUBEH jeOHUM OJ “Kpajmux’
kBagpaTuha Kyke B. Y HecHOM ey NpeTXOOHE CIUKE HPEICTABIHEIE CY
cBe 3 MoryhHOCTH 3a mOCTaB/halke KyKe B Tako ma ce OHa He MpekKjama ca
OpuUruHaJaHOM KykoMm A. Y mpBoM ciayuajy ce mobuja mpaBoyraoHuk 4 X 3;
y npyrom A u B dopmupajy yHU]y OBa 2 X 3 IpaBOyraoHUKa KOjU Cy HAJe-
beHU jenaH Ha apyru; a rpehu caydaj je memoryh jep ocraje HEMOKPUBEH
ycamier kBaaparuhi usmebhy nse kyke (Ha caunu je ucmpadupan). Y oba
Moryha cayuaja, opurunaiasa kyka A je cycen csora cycena B. Crora ce
CBe KyKe MOTy HOJEJUTU y mapoBe y3ajamMHux cycema. Crora je ykymnax
Opoj kyka mapan. Kako ce cBaka kKyka cactoju ox 6 kBamparmha, mobu-
jamo ma je 6poj kBamparmha, mn, y IpaBOYTraOHUKY HOKPUBEHOM KyKaMa
nesmuB ca 12.

Cana hemo mokaszatu na je 6ap jeman om OpojeBa m u n nessus ca 4.
IIpeTnocTaBUMO CYyIPOTHO, Aa Cy U M U n napHu (mn je neibuso ca 4) aau
ma majy ocrarak 2 mpu mesbemy ca 4. IIpermocraBuMo na je mpaBOyTraoHUK
OJIe/bEeH Ha jeIMHWYHE KBaJpaTuiie, ca BpCTaMa U KOJOHOMA KOje Cy 03-
Hauene ca 1,...,mul,...,n (on Bpxa ka A€y u ca jeBa Ha necHo). Crasu-
MO Kpy:kuh y KBaApaTtun y ¢-TOj BPCTU U j-TOj KOJOHU AKO je TaAYHO jeIaH
om i u j memuB ca 4, KAo MITO je MpUKa3aHo Ha ciemehoj coauiu.
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CBakm on nBa Mmoryha obusmka koju ¢opMupajy IOBe CycenHe KyKe
npekpuBa 12 kBamgparmha. [lupekTHOM mnpoBepoM yTBpDyjemo ma ma
KaKO Te OBe CyCeqHE KyKe Oujie IIOCTaBJ/b€HE OHE MOKPUBAjy WX 3 WU
5 kpyskuha, OQHOCHO TIOKPUBAjy Henapar Opoj Kpyskmha.

Ca gpyre crpanme mMaMo na ako je m=4u+2 u n =4v + 2, Tana je
ykynad 6poj kpyskmha u(3v+2) +v(3u+2) =2(3uv+u+v+2), mro je
nmapaH 6poj. Iakme yryman 6poj obmuka ¢GopMupaHux on 2 CycemHe
kyke je mapan. Omparie 3armpydyjeMo na je ykKymaH Opoj kBagpaTtuha y
IpaBOyTAOHUKY, Mn, AeJbuB ca 24, a camum M 1 ca 8. OBO je y cympor-
HOCTU Ca IPETIOCTAaBKOM nOa HHUjemaH on OpojeBa m u n HUje NEBUB Ca
4.

Be3 ymamema ommrocTy MOkeMO y3etu na je m = 4k. Arxo m Huje
memuBo ca 3 oHAa je n (paHWje CMO HOKAa3aJau A& je mn HebUBO ca 12)
U OHIA MMaMO IpaBOyraoHuk obiuka 4k X 3l. Axo je m memusBo u ca 3,
Tamza UMaMo mpaBoyraoHuk obmmka 12k x a. Octaje ma mokaskemMo Oa a He
Moske Ooutu 1, 2 mau 5. HapaBHo, HUjenHa Kyka He MOKE OUTU CMEIIT-
eHa y Tpaky mwupude 1 wim 2. Ila Ou nperpuam mpaBoyraoHuk 12k X 5,
MOpPaMO MTPEKPUTU U UBUYHY Tpaky S my:KkuHE 5. AU KAKO TO CTABUIU
IBe CyCcelIHe KyKe Ia IMOKpUBAajy HEeKe on kBamaparuha Tpake S, ocrahe Ham
kBagparuhn npasoyraonuka (u3 S) koju ce e mory npekputu. OBuMme je
IOKa3 KOMIIJIETUPAH.

Comment for the PSC. I am ready to restore the original exposition. It
is probably personal, but I got confused when reading the proposed text as to
how the “markings” are counted.

Solution 2. Consider a covering of an m x n rectangle satisfying the
conditions. For any hook A, there is a unique hook B covering the “inside”
square of A with one of its “endmost” squares. In turn, the “inside” square
of B must be covered by an “endmost” square of A. Thus, in a tiling, all hooks
are matched into pairs. There are only two possibilities to place B so that
it does not overlap with A and no gap occurs. In one case, A and B form a
3 x 4 rectangle; in the other, their union is an octagonal shape, with side lengths
3,2,1,2,3,2, 1, 2.

So an m x n rectangle can be covered with hooks if and only if it can be
covered with the 12-square tiles shown above. Suppose that such a tiling exists;
then mn is divisible by 12. We now show that one of m and n is divisible by 4.

Assume on the contrary that this is not the case; then m and n are both even,
because mn is divisible by 4. Imagine the rectangle divided into unit squares,
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with the rows and columns formed labeled 1,...,m and 1,...,n. Write 1 in
the square (i, 7) if exactly one of ¢ and j is divisible by 4, and 2, if ¢ and j are
both divisible by 4. Since the number of squares in each row and column is
even, the sum of all numbers written is even. Now, it is easy to check that a
3 X 4 rectangle always covers numbers with sum 3 or 7; and the other 12-square
shape always covers numbers with sum 5 or 7. Consequently, the total number
of 12-square shapes is even. But then mn is divisible by 24, and hence by 8,
contrary to the assumption that m and n are not divisible by 4.

Notice also that neither m nor n can be 1, 2 or 5 (any attempt to place tiles
along a side of length 1, 2 or 5 fails). We infer that if a tiling is possible, then
one of m and n is divisible by 3, one is divisible by 4, and m,n & {1,2,5}.

Conversely, if these conditions are satisfied, the tiling is possible (using only
3 x 4 rectangles at that). This is immediate if 3 divides m and 4 divides n (or
vice versa). Let m be divisible by 12 and n ¢ {1,2,5} (or vice versa). Then n
can be represented as the sum of several 3’s and several 4’s. Hence the rectangle
can be partitioned into m x 3 and m x 4 rectangles, which are easy to cover,
only with 3 x 4 tiles again.

Hanomena: Here is one more proof that one of m and n is divisible by 4 (the
essential part of the problem ). Depending on how a 12-square tile (of whichever
type) is placed on the grid plane, exactly one of the following two situations
occurs:

(a) The tile has 4 columns, each of length 3, and 3 or 4 rows, each of length 2
or 4;

(a) The tile has 4 rows, each of length 3, and 3 or 4 columns, each of length 2
or 4.

Suppose a tiling is possible; then mn is divisible by 12. If the number of tiles
is even, then mn is divisible by 24, and one of m,n is divisible by 4. Let there
be an odd number of tiles. Then one of the situations (a), (b) occurs an odd
number of times, say (a). Color black every fourth column. Each (a)-tile covers
3 black squares, and each (b)-tile covers an even number of black squares. Thus
the total number of black squares is odd, implying that the column length is
odd. So the row length must be divisible by 4.

316. 360r cumeTpuje, TOBOJBLHO je mokrazatu t1 < to + t3. Cpenumo uspas

t ot
nt+ Y (—Z+—j)
i=1 =1 " cicien \ti
11 1 tiot
ndt [ —+ =)+ —(tg+t oy,
+1<t2+t3)+t1(2+3)+ > <tj+ti)
1<i<j<n
(i,3) # (1,2), (1,3)

S+
INgE
@Fl}_l

I
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3060r HejeIHAKOCTU apUTMETUYKEe U F€OMETPUjCKE CPEIUHE je

1 1 2 t; ;
— 4+ —> to+t3>2/tats, mw —+-L>2 3acsedi,j.
i

ta  t3 \/tals t; ot

~

CraBumMo a = tl/\/t2t3 > () ¥ UCKOPUCTUMO YCJIOB 3aJaTKa:

n n
1 t1 t2t3 n 2
2 2
1> 6 ~>n+2 2V 2 —2| =2+ +n?-4
n® + ; ;t nt2omm 2= at=+n

Kako mopa ma Gyne 2a+2/a—5 < 0, mTO je €KBUBAJEHTHO Ca YCJIOBOM
(2a —1)(a —2) < 0 re HAM maje 1/2 < a = t1/\/lats < 2. Hakiue t1 < 2y/tats,
IITO Ca jOUI je AHOM IPUMEHOM HejeTHAKOCTU aPUTMETUYKE U I'€OMETPHUjCKe
cpemune naje t; < 2v/tats <to + t3, mTO je m Tpebaso HOKa3aTH.

Hanomena: Huje Temko onpenuru majsehu 6poj f(n) takas ma 3a mosu-
n n

TUBHE t1,...,t,, HEJeTHAKOCT Zti Z — < f(n) moBmaumu na cy GuIo KoOja
o ol
Tpu t;-a crpamume Tpoyraa. Oarosop je f(n) = (n+ /10 — 3)2.

317. Pewewe 1: Kako je P yuyrpamma Tauka yerBopoyriaa ABCD, numamo
na Baku <DBA < <DBC ako u camo axo je <BDA < <«BDC. Crora
0e3 ymMamerma ONMITOCTA MOYKEMO IIPETIOCTABUTHU Aa ce Tavyka P Hamasum y
rpoyraosuma NACD u ABCD.

=: Hera je ABCD teruBau yerBopoyrao. Oszmaummo ca K u L npeceke
npasux BP u DP ca npaBom AC, pecmektuBHO. Tana u3 jeqHakocTH y
ycaoBy 3anarka ((PBC = <DBA nu <PDC = <BDA) u <ACB = <ADB,
<ABD = <ACD canemu na cy tpoyraosu ADAB, ADLC u ACK B cnuunu.
Opnarne nobujamo <PLK = <PKL, onaocao PK = PL.

Tarobe u tpoyraosu AADL u ABDC cy canunu onakie nobujamo

AL _AD _KC
BC BD BC’

mro nmoBnaun AL = KC. Cana umamo na cy tpoyriaosu AALP u ACKP
nonynapau (AL = CK, <ALP = «CKP, PL = PK). Ogparne cuemu
AP =CP.
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<: O6parHo, ueka je AP = CP. O3znaunmo ca X u Y Tauke npeceka Kpyra
onucanor oko ABCP ca nmpasama CD u DP, pecuexkrusuo. Tpoyriaosu
AADB u APDX cy cnuunu, mro noeiauu ga cy u AADP u ABDX

cimmunu. Oparie je

O BX BD XD
AP ~ AD ~ PD’

[MIrasume, Tpoyraosu ADPC u ADXY cy cauunum, mro naje

YX XD
(2) CP - PD’

Kako je AP =CP, u3 (1) u (2) cnequ BX =Y X. Opatue je

<DCB =<XYB =<XBY =<XPY =<PDX +<PXD
= <<ADB + <ADB = 180° — «<BAD.

[Iperxonna jemuaroct moBnaun na je yersopoyrao ABCD retuBas.
Pewemwe 2: =: Hera Ttaure A, B,C, D nexe na ucrom kpyry k. Osnaun-
Mo mpeceke mpasux BP u DP ca kpyrom omucanum oko ABCD ca F u F,
pecnektusuHo. W3 martux ycuosa tana ciemu AB = CF u AD = CE, e je
BF || AC u DE || AC. Crora je uerBopoyrao BFED jenmHakokpaku Tpames
(unm mpasoyraonuk) umje ce mujaronase cexy y tauku P. Crora P nexun
Ha npevHukKy Kpyra k roje je mopmaisan va AC. Onparne caemu AP = CP.

«<: IlpernocraBumo obpatuo ma je AP = CP. Be3 ymamema OMIITOCTHU
MOKeMO y3eTu na tauka P npumana tpoyraosuma AACD u ABCD. Os-
waunmo ca K u L npeceke npasux BP u DP ca npasom AC, peCIeKTUBHO.
The points A and C are isogonal conjugates with respect to the trian-
gle BDP, which implies that <APK = <CPL. Since AP = C'P, we infer that
K and L are symmetric with respect to the perpendicular bisector p of AC.
Let E be the reflection of D in p. Then FE lies on the line BP, and the
triangles APD and CPE are congruent. Thus <BDC = <ADP = «BEC,
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which means that the points B,C, FE, D are concyclic. Moreover, A,C,E, D
are also concyclic. So ABCD is a cyclic quadrilateral.

318. IlosuTuBan Gpoj n mMa ajarTepHUpajyhu camp:rajial ako U CaMo aKO
n Huje nespuB ca 20.

Ako je n memuB ca 20 Tama Cy WmEroBe MOCHeNmhe ABe nNudpe y menu-
MAaJIHOM 3aMuCy MapHe, Te€ He MOCTOjU ajJTepHUpajynu campsraiall.

3a ocTaJie BpeIHOCTHU N TOCTOjU ajiTepHupajyhiu canpskaial, mro hemo
nokaszatu pazbujajyhu mpobiem ma cayuajeBe. OmnBojeno hemo pasma-
TpaTu Kana je n cremneH Opoja 2, Kao m Kajga je obiumka 2 - 5k, Hanmame
hemo ca u?® || @ o3nauaBaTu na je u® Hajsehwu crenen Gpoja u kKoju menu a.

Jdema 1. 3a n = 2 k € N, nocroju anreprupajyhu caznpsamnan ca
napHUM Opojem rmumdapa.
Loxaz Jleme 1: IoBomwHO je roHCTpymcary Hu3 {a}p | OEMUMAJHAX IU-
dhapa 3a KOju BayKU

ar=k+1 (mod 2); 92k—1 | aok—1-..a1; 92k+1 | askasg—1-..a;

3a cBako k € N. ITounumo ca a; =2 u ag = 7. AKO je HU3 KOHCTPyUCAH IO
ask, k=1, 3a caienehy mudpy craBumo agi1 = 4. Tana je asg41 mapHa u

2k+1 2k -
Q2R+ || agk+1a2k - -1 =4-107" + aggagk—1...a1,

jep je 22¥+1 || agragk_1 ...a; mo mEaykTMBHOj xUMTOTe3M, a W 22K+2 || 4.10%F.
O3HAYNMO aAgpi1dak ...a1 = 2211 A rne je A memapan 6poj. Cana, askis

+ ) J p Po) ) +
Mopa OuT; HemapaH u

2%+3 %l | T
2218 || agpyoaoktt...a1 = ao4210%T +aspasy . aq
22k+1[a2k+252k+1 +A]

Kako je 5% = 1 (mod 8), oBa penamuja Bazkm 3a 5Sagyi2 + A = 4 (mod 8).
Pemema oBe kKoHrpyeHnmje cy Hemapua, jep je A nenapan. Illtasume, per-
eme dgk4o Ne butu uzabpano us ckyna {0,1,...,7}. Tume cMo 3aBpmmIn
KOHCTPYEKIUjy, unme je Jlema 1 mokasama. &

Jdema 2. 3a n =2-5° ke N, nocroju anreprupajyhu campxamnamn ca
napHUM Opojem mudapa.
[oxas Jleme 2: Koucrpyumumo mHus {bg}7, demuMaiunx nupapa 3a KOju
BayKM

bp=k+1 (mod2) u 2-5%|bpby_1...0;

3a cBako k € N. Ilounumo ca by = 0 u by = 5. AKO je HU3 KOHCTpyUCAH
1o br, k>1 u mera je by ...by =5!B, rue je £ >k u B uuje memus ca 5.
Crneneha mudpa bgi1 Mopa ma 3am10BObABA

b1 =k+2 (mod2) u 58| bbby

Kako je bg41bg...b1 = bk+110k + bg...by = 5k[bk+12k + 557}63} nMaMO
caemeha mBa ciaydaja:



182 PEINIEKHA SAIOATAKA

1° ¢ > k u rana 6upamo by € {0,5} ca omrosapajyhiom napuo7ly;
1° ¢ = k u Tazma je morpe6ro ma 5 memm byy12F + B. Cana, cucrteM KOHrpy-
EeHIIN)a

bp=k+1 (mod2) u bp12°+B=0 (mod5)

uMa pememe no Kumeckoj Teopemu o ocramuMa, jep cy 2F u 5 yzajamzo
npoctu. Takobe, pememe b, 1 Moke Gutn uzabpano us cxymna {0,1,...,9},
Ka0 IITO je MOTPeOHO. &

Ipumerrvo ma cmo Jlemom 2 mokasamu tBpheme u 3a n = 5%, jep je
MaJIoIpe KOHCTPYUCAHHU anTepHnpajyhu caxpsanarn 6poja 2-5F u caapxa-
nan 6poja n = 5*.

[Ipenazumo Ha ommTu ciaydaj n = 2°5°m, rae je m y3ajammo mpoct ca
10. Axo n muje memus ca 20 omma je 257 cremen 6poja 2, cremen 6poja b,
um 6poj obmuka 2 - 5°. IIpema Jlemama 1 u 2, y cBuM cayuajesuma 2°5°
vMa napas aiarepHupajyhu cangpskanan M ca napaum 6pojem (2k) uudpapa.
Jacwuo je ma cy u cBu 6pojeBu obmurka MM ... M takobe antepuupajyhu
canpxaonu Gpoja 2°5°. Ilokazahemo ma je HEKM ON BUX U CAIPKAJAIL
6poja n = 2°5°m. Pasmorpumo 6pojese

Cp=1+10% 4 ...+ 102D, 0=1,2,...,m+1.

Hexka mBa ox mux, Cp, u Cy,, {1 < {3, Cy KOTPDYEHTHA IO MOLYJIy M IpeMa
ITupuxiaeoBoM IpuHIMIY. Tana m Iejiu BUXOBY PA3JIUKY:

m | Cr, — Co, =Coyyp, - 102k

Kako je m y3ajamuo mpoct ca 10, crequ na m gemu Cyp,_p,. Onarne nu-
pekrHo ciaemu na je Cp,_y, - M, xoju je 6poj obmura MM ... M, Tpakenu
asTepHUpajynu camgp:kagal 6poja n.
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Pemema npoOHUX TaKMUue-
ma 'y 2004.

IIpBO MHTEpPHO TAaKMUYEH:€

Heoema, 7. deyembap 2003.

IIpBu paspen

319. U3 a(bed — 1) = 1235, blacd — 1) = 235, c(abd — 1) = 35, d(abc —1) =5
nobujaMo ma cy cBu a,b, c,d menapuu, amu 6u ouma 6poj abed —a = 1235
Ouo mapaH MmTO je KOHTPAAWKIKja, Ta He TMOCTOje TAKBU IeJu OpOjeBu.
320. Osmaummo ca t = i—;},’ Tana je tx + 3t = x — 1, omakye HaJIA3UMO
3141 Tume cmo monasny jemmaroct ceau Ha f(t) + 2f(1) = 3L

1
Axo oBze cBako ¢ 3aMeHMMO ca + nobujamo f(1) + 2f(t) = Slt_ﬂ = L

xr =

I

Taro cmo no6umu cucrem f(t) +2f(3) = 3L 2f(¢) + f(1) = 2. Kana
Ol ABOCTpYKe Ipyre jeIHauMHe oLy3MeMo NpBy gobujamo 3f(t) = T3 a
omarne je f(t)= 5L

321. <«: Tpoyrao AABC je jemmakokpak ca kpamuma AB = AC =
AAMB = ANAMC (AM = AM, AB = AC u <BAM = <CAM = %), a
38 NOLYAApHU TPOYIJIOBM MMA]y jeAHAKe IOJNyIPEYHUKE YIUCAHUX KPYTro-
Ba: 11 = Ta.

=: Heka cy S; m Sy nenrpu ynucanux kpyrosa y tpoyriaose AABM u
ANAMC. Heka cy A; u Ay momupHe Tauke TUX Kpyrosa u crpanune BC,
a Dy u Dy nonupue tauke Tux kpyrosa u cumerpaie AM u S1S, N AM =
{N}. AS;DiN = AS3DyN (<«S1NDy = <SeND3; — yHAKpCHU yTIJIOBH,
<1S1D1N = <S9DoN =90° u S1D1 =r1 =19 = S2D2) = S1N = S9N. AN
je cumerpaua yria <51 A5, (jep je <S1AN = <S2 AN = §) u ta cumerpaJa
MOJIOBU HACIpaMHy cTpaHuily S15; = tpoyrao AS;AS; je jemHakokpak u
AN 1 5155 (ommocuo tauke D1, Dy u N ce noknanajy). V3 unmenune na je
verBopoyrao Ay AsS» S npasoyraonuk (S1 A1 =11 =re = SyAy, S1A; L BC
u SeAs 1L BC) nobujamo u na je AM 1 BC, mro mam maje AAMB 2
ANAMC (AM = AM, <BAM = <CAM = § u <BMA = <CMA = 90°)
= AB = AC, na je tpoyrao AABC jennakokpak, q.e.d.
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A
D C D C
T[T\ T\T
s PN\,
K K
B Ay M A, c A B A B
. — - —_— — 17
322. Peweme 1: Osnauumo ca @ = AB u b = AD. Tana je AK = 3b
— — - —_— — — -

MAL:%AC:%(@'—i—b). O,naTnejeKB:AB—AK:Ei—ibm
— — " 1/e 7 17 1 17 E— —
KL = AL — AK = £(@+b) — 3b = £d — 53b. Kaxro je KB = 5KL no-

oujamo ma cy tauke K, L u B xomuHeapHe.

-,

—
Pewewe 2: Vlcto ka0 y nperxoqsoM HauuHy mobujemo AL = %(&’—I— b). Kako

AT L2 TN 1 AP L AR, 1 4 .
je AL=¢(d+b) = ;AB+ $AK u ¢ + ¢ = 1 nobujamo na cy tauke B, L n
K romnumueapwue.

Peweme 3: Iyskm KB u AC ce ceky u meka je KBNAC = {M}. Tana
umaMo caumube tpoyriose AAKM ~ ACBM («AMK = <CMB - y=-
akpcau yraosu, <AKM = <M BC n <IM114K = <MCB — yrsioBu ca nap-
%zg—gz 4;14DD=i,HajeMC’:4AM,a
rako je LC =4AL nobujamo na je M = L, onmocuo L € KB, T1j. tauke K,
L n B cy ronuHeapHe.

AJIEJIHUM KpanuMma) ma je

323. a) O6a cayuaja cy moryhia.

Yronuko je y moderHoj mosunuju 20 Oenmx ¢urypa jemHa oo Opyre, a
3atuMm 20 npBeHUX QuUrypa y CBaKOM IOTe3y lie mpBW Urpad y3uMaru 2
IpBEHe ca T'paHulle, a APYTW Urpad he y CBAKOM MOTe3y y3uMaTu 2 Oeie
¢urype. Urpa he rana tehu ma caenehin naunu

ma. | 1 || 1 || 1 |...|1|1
LpBEHE 20 18 | 18 | 16 | 16 | 14 2| 2
bene 20 20 | 18 | 18 | 16 | 16 4] 2

U Ha Kpajy ocTajy camo 2 Geie.

6) Pewene 1: Ykomuko je y moderHoj nmosuimju 19 Genux ¢purypa jemsa oo
npyre, a 3atuMm 21 mpBeHa pUrypa y CBAKOM HOTe3y he mpBU Urpad y3u-
MaTy 2 [pPBEHe ca T'paHulle, a APYTW Urpad e y CBAKOM IMOTe3y y3UMaTU
2 Gese ¢urype, OOK Ha Kpajy He OCTaHe IO jelAHa (UIYypa U Tala APYTU
urpad ysmMa mocaenmny Oeisy Kyrauiy u ocraje camo 1 npsena. Wrpa he
Tana tehu Ha cienchu Hayun

ma. | I | 1| 1 [T | ... |m]|1|I1I
IpBEHEe 21 19 | 19 | 17 | 17 | 15 3|1
deite 19 19 | 17 | 17 | 15 | 15 1110
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Pewewe 2: Yronuro je y nmoderHoj nosunuju 19 npeerux ¢urypa jemHa no
opyre, a 3atuMm 18 Oeaux ¢urypa mebhy rojuma cy jom 3 pa3aBojeHe Ip-
BeHe y IIPBOM IoTe3y fie IpBuU urpady y3eru 5 UpBeHUx (2 ca rpanuie u cBe
3 u3nBOjeHe), a 3aTUM e APpYru urpad y CBaKOM moTe3y y3umaTu 2 Geie
¢urype, a npBu urpad he y cBaKOM IOTE3y Y3UMATU 2 [PBEHE Ca TDAHUIE.
Nrpa he Tana tehn wa caenehu mauun

II.11. 1 11 I 11 I L. 11 I 11
IIPpBCHE 22 17 17 15 15 15 3 1 1
beute 18 18 16 16 14 14 2 2 0

U Ha Kpajy ocTraje camo 1 mpBeHa.

Hownedemax, 1. deuembap 2003.

Hpyru pa3spen

B — —_—
324. Heka je a=BC, b=CAuc= AB.
Taﬂajeﬁ:KA—i-A—B)—l-—I)/:@5—1—54—@52”5“- . T
| [l lall  jp) el
: 2 a b
CacsuMm camuHO ce mokasyje ma je PQ =|d] - G + ||_I7H + @) OJaKJIe
a c

cnemu na je KL||PQ. Cacsum cimuno ce mokasyje u na je K L|MN onarie
ciaemu TBpheme y neauHU.

325. Hera cy A’ u C' tauke y kojuma npase AR u C'S cexy kpyr k mo apyru
nyT. IIpase AA’ u CC’ cy mopmaane ma PQ, n kaxo je AC’ HOpMasHO Ha
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CC' 3armyuyjemo ma cy mnpase RS m AC’ mapanemme. CacBum CIMIHO
3akmyuyjemo na je u A'C||RS u uversopoyrao AA'CC' je npaBoyraoHuk.
Heka je | mpaBa koja canp:xku nerrap kpyra k m mopmamma je Ha A'C.
Tana je | oca cumerpuje npasoyraonuka A'CC’'A u oca cumerpuje Kpyra
k omakne ciaemu na je SQ = PR.

326. Heka jen = p{"-...-pp* npu yemy cy p; npoctu GPOjeBH a (v IPUPOTHU
opojesu (1 < i < k). Hera je d = pfl - ~p’Z’“ NpPOM3BOJLAH JEJIMIAIL
6poja n?. Tana je 0 < fB; < 2a;. OBoM memmorny 6poja n? mpuapy:xuhemo
ypebenn map f(d) = (u,v) ma cnenehun vaums: u=p]'-....p*, v = ptls1 . .-pi"'
npu yemy je

. Bi — i, Vi = au,
~vi = min{e;, B;}, a 6= { o, i < as.
Jacuo je na je H3C (u,v) = n u ma 3a cBaku nap (u,v) KOMe je HajMamU
3ajeIHUYKU CAIp:KaJall jeJHAK 7 MOCTOjU TAYHO jemaH menunal d Opoja
n? rakas ma je f(d) = (u,v). Ha Taj HaumE CcMO HANpPABUIM OWjeKIH]y
u3meDhy ckyma cBux ypebenux maposa (u,v) kojuma je H3C jemnak n u
cBuX memmiana 6poja n? omakie caemu Tpaskeno TBpbheme.

327. 3a a,b € N mgedmaumwmmo 6poj ap Ha ciaemehw mauwmu: a3 = 1 u
ap+1 = a®, 3a beN. ’

Tokasxknmo caenehe momohuo tBpheme: Aro je p >qu % >
BayKU:

be
?, Taoa
p q
v . a® bb
a? >0 m — > —.
a? ba
3aucra, U3 MOJAa3HUX MPETIOCTABKUA OnMax mobujamo ma je b? < %ap <

aP. Baxn u:

bbq »d %—1 » aap
— = )T < (Lo < ()5 =L
p aP

e

aP
[Tpumvemyjyhu noxazano nomohino TBpbeme na 6pojese af > b u “- >

ba A . aa? pb? . .
bb—q, nobujamo ma je a® > b u o > bbv. Crenujanso, kako je 3% > 1

3 N .
u 3% > 100!, kopucrehu mperxomuo TBpheme MHOrO MyTa mobGujamo ma je

gig; % (mro HaMm Hmje MHOTO mOTPeGHO) U 3190 > 1009s. leo ma je

10099 > 3190 ce mako mokasyje mumykmmjom. IIpema Tome m = 99.

328. Osmaummo ca B taury y kojoj Oyba 3aBpmasa myt. Ilocmarpajmo
ommTy rpa¢d y KOMEe Ceé CBaKa MBUIA IIOJMEIPa MOCMAaTPa Kao ABOCTPYKA.
Aro cy A m B pasauuure, momymaBameM rpada momarHoM uBuinoMm BA
mobujamo rpad ca OjaepoBoM KoHTypoM (TO je myTama Oybe momymeHa
usunom BA) y kome A u B umajy HemapHe crenene, mTo je Hemoryhe (jep
no Teopemyn kKoja kapakrepuiie OjmepoBe rpadose mmamMo na rpa¢ mma
OjmepoBy KOHTYpPY aKO M CAMO AKO je IOBE3aH M CBAKU YBOD MMa IapaH
crenen). Ciuemu na je B = A, na 3aBpuiHa Tadka He 3aBUCU OJ IIyTa.
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Tpehu paspen

329. Hera je H opromenrap tpoyriaa ABC. Heka je () tauka npase PH
takBa na je PH-HQ = AH-HK. Tana Ttauka () mpunaiga Kpyry OIUCAHOM
oko tpoyrna AHK. Kako je PH-HQ =AH -HK =BH -HL=CH-HM
3aKDbydyjeMo na Tadvka () Ipumana M KPyroBUMa ONUCAHUM OKO TPOYIJIOBA
BKLu CKM.

330. IIpumenumo wuuBepsujy ca unentpom C. IlpaBa P(Q ce mpeciukasa
y npaBy P*Q*, kpyr k ce mpeciauraBa y Kpyr k* Koju je, IOHOBO, Op-
toroHasaH Ha PQ, a To 3Haum ma je P*Q* mpeunur kpyra k*. Kpyr [ ce
npeciaukaBsa y nupaBy [* mapasenny ca P*Q* koja momupyje kpyr k*. Ilpasa
AB ce npecaukaBa y Kpyr m* koju npoiasu Kpo3 tauke A* u B* u koju je
oproronaJsan Ha P*Q* (rj. uuju ce uenrap mHasasu Ha npasoj P*Q*). Kako
npaBa [* momupyje u m*, 3akmyuayjemo ma cy m* u k* moxymapuu. IlomTo je
A* mpeceuna Tauka Kpyrosa k* u m*, nobujamo na je LA*P*C = /A*B*C.
Jom ocraje ma ce Bumu na je ZA*P*C jemuak yray usmeby xpyra A*P*C u
npase AC, u kao Takas jennak je yriay ZPAC. CacBuM CIUYHO ce TOKA3yje
na je LZA*B*C = ZCAB, onakne ciemu TpaskeHo TBpheme.

331. Bugeru pememe 336. 3amarka (3. 3a 4eTBpTH paspen).

332. Hera je P npousBosbHA IJIaBa Tauka (aKO TAKBA TadKa HE IOCTOjU,
tBpheme je nokazamno). Ilocmarpajmo xpyr k ca uearpom P. Taj meo kpyr
Mopa butu nupsene 6oje. [TocmaTpajMo Tpou3BOLAH TPABUIIAH MIECTOYTAO
ABCDEF koju npunana Tom kpyry. Heka je ABNCD =X, CDNEF =Y
u EFNAB = 7. Bap agBe on tavaka X,Y u Z cy minase Goje. Porupajmo
rauke A, B,C,D,E,F, XY u Z oko tauke P 3a Takas yrao mna mnobujemo
A B, ..., 7" Ttako na 6yme XX' = 1,YY' =1 u ZZ' = 1. Jacuo je ma
cy 6ap mee onm tauaka X',Y’ m Z' mmase Goje ma je Gap jemHa om Oy:KHU
XX\ YY' ZZ' jemuauuna ny: ca ILIaBUM KpajeBUMA.
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333. IIpermocrasumo ma je P(x) = Q(x)R(z). Kaxo je P(0) = p =
Q(0)R(0), mosxeMo y3eTu Ge3 cMamema onmrocT aa je |Q(0)] = 1. Axo je
Q(z) = Hle(x — ), Tana je |ai...o] =1 omakine je m | ...} =1,
& TOWITO je Ha OCHOBY neduHumuje momuaoMa P, al"(a; —a)™ = —p, Bamku
Q@)|" = (1 —a)"...(ax — a)"| = |T[;zy af* (@i — a)"| = p*. Mebyrm,
|Q(a)] | p = |P(a)|, markne |Q(a)] = 1 nmm |Q(a)] = p. IIpsa moryhnoct
HapaBHO oTmana, 3Haum |Q(a)| = p, ma omasme caems p” = pF. Ilaxme
deg@ = k = n, 306or uera je u deg R = m. Canga m3 mo3Hare pejamnuje
a||Q(a) — Q(0)] =p=+1 momaszmmo 4O KOHTpAIUKIH]E.

UetrBpTH pa3pen

334. Heka je M cpemumre nyra BC roju me canp:xu A. Osnauasahemo
ca 1 umsepsujy ca uearpoM y E, u ca X' caury ¥(X) ma ror oGjekra
X. Osa unmsepsuja ciuka npasy AB y cebe, na cy u tauke A', B, M’ D’
KoJIMHeapHe, a npasa BD ce ciuka y kpyr EB’'D’. Ilpu tom je LEB'D’ =
AEDB = AEAB+ AEMB = {EB'A'+ {EB'M' = {A’B'M’'. Cauka xpyra
X je mpasa mapaJienna npasoj A’EM’'D’, u momapyje kpyrose A'B'M’ n
EB'D’, onakne 360r ynpaso ussenenor L EB'D' = L A'B'M’ no6ujamo na
Ccy OBa mBa KpyTa MOLyJapHa, Ima cy usMmeby ocrasor m tpoyraosu D’'B'E
u A'B'M’ nonynapuu. Crnemu LED'B' = L{EA'B’, nakne {EBD = {EBA.
SakmyuyjeMo na ce F masasu Ha cumerpaau yriaa ABC, ma je To menTap
yuucanor kpyra y AABC.

335. Ako a | b onzma 3a pasauunre TpupoaHe OpojeBe u U U Baku u’ —
v® | ub — . Hexa je n = 32" — 22", Jlokazahemo ma n | 371 — 271,
IloBosmro je mokaszatu ma 28 | n — 1 = 32 22" _ 1. Iokaskumo, cana,
uaaykmjom na 2F | 32" ~1. 3a k=1 opo je ouuryienHo, a ako TBpheme
Basku 3a k, omma mocroju mpuponaH Opoj | TakaB ma je 32" = 2k] 4 1, ma

, 2 .
je 32 1 = (32k) 1= (32“ . 1) (32’° n 1) — 2k (32’“ n 1). Tocuemou
6poj je, ounrmenno, memus ca 2FFL.

336. Hexra cy pi1,p2,...,P2004 PA3IAUATH IpOCTU OpojeBu. ¥Y3ehemo ma
je n+ 1 nmemun ca ]9127 n—+ 2 ca p22,. .., n+ 2003 ca p20032, OZHOCHO MO-
6ujamo cuctem kourpyenmuja n = —1 (mod pi?), n = —2 (mod ps?), ...,
= —2003 (mod p2gp3?). Tume cmo memyHnaM yeros 2°. AKo yaMemo ma je
n = —2004 + pagosa (mod pagos?), Tama umamo ma je n + 2004 mesmus ca pagod,
a HUje ca paogos’, ma n + 2004 Huje MOTIYH CTeleH HEKOT IPUPOTHOT Gpoja
U TEME CMO UCHYyHMIU U yciaoB 3°. CBU OBU MOIYJU Cy y3ajaMHO IPOCTU
na no Kureckoj TeopeMu 0 ocramuma MOCTOjU TakaB OpPOj M, Yak 3a N IO-
fujaMo GECKOHAYHO MHOTO PEIIeHma Ng +t-m, TIae je m = p12pa? ... Pagoa° U
t € Z. Cana hemo uckopuctutu HupuxieoBy Teopemy:
T. Y cBakoj apurmeruukoj uporpecuju at + b, t € Z, (a,b) = 1 nmocroju
npoct 6poj.
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Horomaum m3bopom npoctux GpojeBa p; (ump. csu Behu ox 2004) moGu-
jamo ma cy 6pojesu ng (koju je uameby 0 u m) u m ysajaMHO mpocTH, 0a
HAM y TOj apUTMETUYKO] MPOTrPECUju MOCTOju TPOCT Opoj p M oHOa hemo
y3eTu n = p (TUMe CMO UCILYHUJIM U yCJOB 1°).

1+ X3 To + 4
To + T4 xr1 + T3

337. 1° 3a n = 4 neBa cTpaHa HEjeIHAKOCTU MOCTAje
a
b . .
IUPEKTHA MOCJEIUIa Heje THAKOCTU u3dMehy apurMeTnyke u reOMeTpPUjCKe
cpenuue.
HoraskmMo ma axko TBpbheme Basky 3a HEKO N Tada OHO BAKMU U 3a N +
1. IIpermocraBuMo ma Ccy Zi,...,Tne1 OJATU OPOjeBU TAKBU OA J€ Tpii
’ ) + +

b .
Mebyrtum — 4 — > 2 Basku 3a CBaka MABa MO3UTUBHA peajiHa O6poja a u b Kao
a

n

Tpt1 +T2  Tp_1+ Tpt
Ln41 S T T 1 T

HajMamu (MM jemaH on HajMamux). Tana je

+ > + U TpaKeHO
Tn + 21 Tnt1 + T2 Tn—1+ Tnt1 Tn + T2 Tp—1+T1
TBpbheme nupekrTHO cienu.
. 2 .
2° AKOJe.’Lj:CEQ:lI/ka:Ek 3a merko 0 < € < 1/2, Tanma je
T ZTo Tp—1 T

< 24P p T Ay
Tp+T2 X1+ T3 Tp—2 +Tp Tp—1+2T1
gD <9 9 2B 24y 2D <9 94 69
THomro je 0 < € < 1/2 npousBosmHO, KOHCTaHTA 2 je Hajboma Moryha.

338. U3 xoHBekcHOCTH CKyma S ciequ Oa, Kam rox S caap:kKu TPU HEKO-
nuneapue tauke A, B,C, oHIa CAIP/KU U CBE YHYTDPAIIHE TAYKE TPOYTJIIa
ABC. CamuMm tum, S caap:Ku CBe Tauyke MPOU3BOJLHE KPYKHUIE Kk Y YH-
yrpammoctu NABC.

ITocToju GeckoHAYHO MHOTO TPABUIHUX N-TOYTI0Ba YyIUCAHUX Y KPYiK-
auny k, npu uemy je N = (n — 1)p + 1. Tlo ImpuxieoBoM OPUHIALY, ¥
cBakoM on oBux IN-ToyrioBa Gap n TemeHa mma ucty 060jy. OBako cMmo
CBaKOM OBakKBOM N-TOyIUIy IPUAPY:RUIN jeqHOOOjHM n-Toyrao. Kako cy
TEMEHAa CBAKOI TAKBOTI M-TOyIJa YjeAHO W TEMeHA HEKOI MPABUJIHOD [NV-
TOoyriia (PUKCHE CTpaHuIile, TO MeDy HPUAPYKEHUM N-TOYLJIOBUMA IIOCTOjU
caMo KOHAaUHO MHOTO Mehycobuo menonynapuaux. Jlakiae, mebhy npuapysxen-
UM N-TOYTJIOBUMA, KOJUX je BECKOHAUHO MHOTIO, IMOCTOjU OECKOHAYAH CKYyI
M wmebycobuo monymapuux (jennobojuux) n-royraosa. Kako je ckym 6oja
KOHAUYAH, MOCTOju ODECKOHAYHO MHOTO N-TOYTJIOBA M3 ckyna M Koju cy cBu
obojernu nctom 60joM.

,Z[pyro MHTEPHO TaKMHU4Y€EHme
Ilemax, 30. janyap 2004.

339. a) [IpernocraBumo zxa ce, Kaja 3aaTHUK npebe u3 pyky jenuor suresa
Yy PyKe APYror, IPBU BUTE3 Nomnuuie Ha 3JATHUKY. 3aTUM, aKO HEKU BUTE3
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naje 3JaTHUK CBOM CyCeny, IPETHOCTABUMO Oa MY OH Oaje 3JIATHUK IOT-
nucaH ox crpane obojuie (YKONMKO TakaB Ap:ku y pyuu). Ha raj Hauwmn
CBaKM 3JIATHUK IIOCTaje 3apobmen m3meby nea Buresda, u 3a n < 2005 moc-
TOje OBa cycela Koju HUKan Helie pasMeHuTu 3/1aTHUK. 3000 TOra, MOCTOju
Bute3 V kKoju je OMO Ha mOTe3y caMO KOHadyaH Opoj myTa. AKO je meros
cyceln Urpao OECKOHAYHO IyTa, OHAa Ou V HAKOH CBOI IOCJIENIEr IOoTe3a
caMO aKyMyJMpao 3JaTHUKe OeCKOHAJHO myro, mTo je memoryhe. IIpema
TOME, CBAKM BUTE3 jeé Ha MOTe3y OMo caMo KOHadaH Opoj myTa.
6) ma s ce pacmofena MOKe 3aBpIIUTH ako je z = 20057

340. V3 nare jemmaumue sumumo aa je 0 = (BP? + PE?) — (CP? + PF?) =
BF? — CE?, na je BF = CE = z 3a nexo x. CaIn4HO, IIOCTOje y U 2 TaKBU
na je CD = AF =y u BD = AF = z. JemnocrasHo ce npoBepasa na D, E
u F npunanajy cermentuma BC,CA, AB.

Osumaummo ca a,b,c mysxune cermenata BC,CA,AB. Cnemu na a =
z+y, b=z42x, ¢c =x+y, na cy D,E,F Tauke y KOjuMa OPUMUCAHU
kpyrosu pomupyjyj msurne AABC. Iakmne, P,D u S, ape cy roauHeapHe

180° — ZACB /ZACB
n /PSAC = /DSAC = 90° — 220 B _ 20
LACB
20 u PSgp = PS4. Amnanorao mobujamo

Ha uctn mauun

MoxkeMo nobutu /PSpC =
PSc = PSp miro 3uaun na je P nerrap onucaHor Kpyra Tpoyraa S4S5pSc.

341. Heka je Sy = {(m,n) € S| m+n = N} 3a npoussosban Henapan 6poj
N > 1. Axko je f(m,n) = (m1,n1), oHmA je m1+ny = m+n u m; je Hemapas,
m1 < 5 < % < mq, mro 3Haun 1a f cauka Sy y Sy. llra Bume, f je Oujex-
TuBHA jep je 3a mnaro f(m,n) = (mi,n1) 6poj n jenHosnauno oxpeben kao
jenmHCTBEH mapaH 6poj obmmka 2Fm, koju mpumama wHTEpBATY [%,N].
CaMuM TuM je u m jeqHO3HAUHO onpebeHo.

Cryn Sy nma najsume [2H] enemenara, npu uemy jessarocT Basku ako
u camo ako je N mpoct. IIpema Tome, 3a cBako (m,n) € Sy mocroje s,T,
1<s<r< [%] takBu na je f(m,n) = f"(m,n). 36or OujexruBHOCTU f
cnemu f'(m,n) = (m,n)sat=r—s, 0 <t < [MH] = [mEntl]

Heka je (m,n) € Sy u Heka je t HajMawu Hpuponar 6poj 3a Koju je
ft(m,n) = (m,n). Mumemo (m,n) = (mo,ng) u fi(m,n) = (m;,n;) 3a i =
1,...,t. Taga nocroje a; € N takBu na je 2%m; =n;_1, i =1,...,t. Kako
je my = mg, MHOKEH,eM OBUX jeTHAKOCTU NOOU!jaMo

2a1+a2+'"+atm0m1 M1 — MeNY .. N = (—1)tm0m1 oaMmy—1 (mod N) (1)

Cnemu ma N | 28 &1 u omarme N | 22 — 1, rne k = ay +--- +a;. C mpyre
crpane, takobe cremn 2 | nony...ne1 | (N — 1)(N —3)---- - (N = 2[F]).
Mebyrum, u3 jegHaxkocTu
(N—1)(N—3)----- (N=2() 2.4..... (N—-1) _~a
1.3.....(2[¥]+1) T 1.9.... 021 ’

zarmyayjemo 0 < k < Y=l npy uemy Bawkm jeIHAKOCT aKO W CAMO AKO

2
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{n1,...,nt} je ckyn cBux mapHuUX GpojeBa O % no N — 1, u naxiue t =

N+1
=.
Ako je cama N 12" —13a 1< h < N —1, mopa 6utu 2k = N — 1.

. s N+l
Bakmyuyjemo na je t = ~;—.

342. Nmamo nma je f(x+a+b) — f(x+a) = f(x +b) — f(z), 3a a =1/6
u b =1/7. Cabupajyhu ose jeguaroctu 3a z,x + b,...,x + 6b mobujamo
fl+a+1)— f(x+a)=f(x+1)— f(x). Cabupajyhiu HOBe jemHarcoTu 3a
x,r+a,...,xr+ ba nodbujamo:

fle+2) = fle+1) = fle+1) - f(z).

NMunyrmujom 3akmydayjemo na je f(z+n) — f(z) =n[f(z+ 1) — f(z)]. Aro
6u 6uso f(zx+1) # f(x), onna 6u f(x+n)— f(x) mo anconyTHOj BpenHOCTN
Morso na 6yme Behe on mpousBoLHO BeMEOT GpPOja 3a JOBOJLHO BEJIMKO 1,
ITO IPOTUBpEUN npernoctasiu aa je f orpannvena. Hariue f(zx+1) = f(x)
3a CBAKO Z.

Tpehe uHTEpHO TaKMUUYEH€

Hedemwa, 21. mapm 2004.

IlpBu 1 npyru paspen

343. Heka cy «, 3,y yraosu tpoyriaa kox temena A, B, C pemom. O3naun-
Mo ca I = BD N CE uenrap ynucanor kpyra tpoyriaa ABC. Ilomro je
180° — 3/2 — v/2 = <BIC = <«DIE = 138°, mobujamo [+ v = 84°, na je
nakiae o = 96°.

Ionprajmo tauke D' u E’ cumerpuune taukama D u E y omaocy va CFE
u BD penom: oBe Tauke ce HapaBHO HaJsiase Ha crpanunu BC. Heka je S
npecek npasux ED' u BD. Tana je <BDE' =24° u <D'DE’ = <D'DE —
<E'DE = 24°, u npema tome DE’ je ymyrpamma cumerpasaa yraa SDD’.
Tarobe, nmamo na je <E'SB = <ESB = <EDS + <DES = 60°, onakiue
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caemn na je SE’ cnomamma cumerpadsa yroia DSD’. 3akmydyjemMo ga je
E’ menrap cmnoma mpunucanor kpyra Tpoyraa DSD’) ma 3aTo o nexm HA
cnomammboj cumerpadu yraa DD’S. Cagna je nako mapadyHATH yTJIOBE
tpoyriaa ABC: nmamo <D'DC = <DD'C = <SD'E' = (180° — 72°) = 54°,
ma je koHauno v = 180° —2-54° =72° u = 12°.

344. Kaxko je tpoyrao ABC jemnakokpak 3uamo na je L ABC = L BCA.

Tpoyrao QBP je jenHakOKpax ma
3 QP = QB u QS = QP, 3a-
khyudyjeMo nma je QS = QB onak-
ae caemu na je ABSQ = £SBQ.
[Momro je m LSQR = APQR =
£QRA akmyuyjemo na je SQRA jen-
HaKOKpaku Tpames, na je u LASQ =

£RAS.

Camna je jacuo na je LBSA+ ABCA = £CBS+ £CAS mro 3uauu na je
BCAS rerusas.

345. (n+2)1—nt = ((n+2)? —n?)-((n+2)? + n?) = (dn+4)(2n*+4n+4) =
8(n+1)(n®*+2n+2)=8((n+1)>+ (n+1)) =8(k*+ k), rue je k =n+1.
Bpoj k% + k me mMoxe 6uru motmyH Ky6 jep je k3 < k3 +k < (k+1)3.

346. 52 = =¥

22 + T

2 2 2 p

2242 =3. Harne, S? > 3, ma xaxo je S > 0, o je S > /3. Jemmarocr
V3
-

2,2 2,2
+EE 2 P+ ) = (S L)+

y222
2 z
2

BaKM 3a T =Y = 2 =

347. IlpermocraBumo ma je To moryhe. Hera je n ©6poj uerBopoyriaosa y
momesnu. Osmaummo ca S 30Up CBUX yriIOBa CBUX YETBOPOYIJIOBA. JacCHO
je ma je S = 360°n.

CBaky o 4eTBOPOYIJIOBA MMa IO jeJaH HEKOHBEKCAH yrao U TeMe CBaKOr
OJI HEKOHBEKCHUX YTJIOBA Ce HaJIa3u y YHyTpammocTu MHOroyriaa. CBako
TEMe MOKe OUTH TeMe CaMO jeqHOT Ol HEKOHBEKCHUX yrioBa. lIpema Towme,
Opoj TemMeHa HEKOHBEKCHUX YTJIOBa je jemHak m. 30Up CBUX yriIoBa OKO
TuX TeMeHa je jemHak 360°n, M KaKO UETBOPOYTJIOBU y MOAEIU MUMAjy jOII
TeMeHa (TeMeHa MHOTOYTJIA, I €BEHTYaJHO, TeMeHa Ha PyOy MHOroyria),
3akrmydyjemo ga je S > 360°n, mTo je KOHTPAIUKIN]a.
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Honedemwar, 22. mapm 2003.

Tpehu u uerBpTU pa3pen

348. Paspexnmo terpaenmap nysk wmsuna DA, DB, DC u pa3sujmo ra y
pasuu Tpoyraa ABC. Ilpyrum peuuma, KOHCTpyumuMo tauke Dg, Dy, D,
y paBuu ABC takBe nma cy tpoyraosu D,BC, DyCA, D.AB penom momy-
napau tpoyraosuma DBC, DCA, DAB u noupranu ussan tpoyriaa ABC.
Cagna ycmoB 3amaTka 3HaunM ynpaso na cy Dy, A, D. Komumneapue u ma cy
D,, B, D. xromuneapue. I[llrasume, nmomro je DyA = DA = DA u DB =
D.B = DB, tauke A u B cy penom cpemumta aysku DyD. u Dy D.. Cuemu
na je AB = %Dan. Kaxko je, ¢ npyre crpane, D,Dy, < CD,+ CD, =2CD,
3akmyuyjemo na je AB < CD.

349. IIpernocraBumMo na je a, = 10¢+7r (r € {0,...,9}) najsehu ox maTux
OpojeBa. Axko cBe one 6pojese 10g, 10g+1, ..., 10g+9 mebhy 6pojeBuma a,,
n36anrMMo, a YMECTO BUX ydanumo ¢, I0JIa3HO CBOjCTBO Ne U najbe BAXKUTH,

n
¢ TuMm mTO he ce 36up E — moseharu. Hacrasmajyhu oBy mponenypy,
@
i=1 "
MOKEMO MOCTUNYM na CBU ;-OBU IOCTAHY jeIHONU(PEHU, a Oa Ce HPU TOM
cyMa penmmpovHux BpemHocTu crasaHo noBehasa. Kako je y cayuajy kan

Cy CBU a;-0BU jemHoumppeHu mnoderHa cyma He Beha om 1+ 3 + -+ 9
tBpheme 3amaTka ciemy.

350. IIpumerumo ma je mommuom Q(z) = P(x) — x meonamajyhu moues ox
mexkor M (unaue He Gu Morao ga Oyme mosuTwBaH, a Mopa na Oyxe sehu
oxn 1 3a cBako n).

Jacuo je na je P(x) > 241 3a cBaku npuponan 6poj &. YKOIUKO OU BAKUIIO
P(z) = 2+ 1 3a 6eckonauno MHoro x € N, ouna 6u 6uno P(z) =z +1 (jep
Henysna nmoauaoM P(z) —x — 1 He Moyke na mMa GECKOHAYHO MHOTO HyJia).
IIpema Tome, noctoju unnexc k € N rakas na je xp > M u P(xy) — xp > 2.
Tana 3a cBako | > k Baku P(x;) —x; > 2.

IokaskuMo na moctoju mpuponan 6poj m > k takas ma P(x,) — x, He
[ENA Tp,. Y cynpotHoM 6u P(z,,) — ¢, Ouo memunan 6poja X, 3a CBaAKO
m >k, u Kako x,, — +00, To je moryhe jemuuo axo je P(x) — x KoHCTAHTA
(yrmyuyjyhu u 0) nmu z. Cayuaj P(x) = z + ¢ je vemoryh, jep jec>2n
Zn = 1+ cn na Hu 3a jenHo n, x, HUje esmuB ca c. Y caydajy P(z)—z =x
6u 6uno P(z) =2z u x, = 2" ! u AU jemam on wiaHOBa HW3a He GU GUO
JeJbUB ca 3.

Hexka je cana m npuponas 6poj takas na d = P(Xy,) — Ty = 2 HE NETA Ty,.
Nmamo na je Tyt = Ty (mod d) mro nummnunupa na je P(xp,41) = P(xn,)
(mod d), 0mHOCHO Typ12 = Tmy1 (mod d). Mepyrnujom cienn na je &, = Ty,
(mod d) 3a cBako n > m, mwTo 3HauUM Oa d He e HU jenaH ox Opojesa
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Tp 32 M 2= M, & TO je Y KOHTPAIUKIUJU Ca YUHLEHUIIOM Oa 3a CBako o € N
OCTOJU MHAEKC N Takas ma d® | z,.

351. Oszmaummo ca z 6poj 3narHura. Koudurypanmje hemo mmcaru 1o
crnenehem mpumepy: {5!,2!,4} koju o3mauaBa ma je Hajjaum HPeMIOKUO Ha
OH mo0Ouje 5, cpenmy 2 M Hajcaadbuju 4 3JaTHUKA IPU YeMy Cy Hajjadud u
cpemmuy riacaau 3a Taj npemior, a Hajciaabuju uHe. [lupare hemo o3zmaua-
Batu Opojesuma 1, 2, ... (moueBmm ox majcnabujer). Pasmarpajmo nsa
caydJaja:

e 2z > n. 3a n = 2 Hajjaud eBUICHTHO 3aIp:KaBa CaB ILIEH 3a cebe.
Ilame je MO MHAYKIWjU €BUACHTHO Ia Ne (UHAJIHA pACIomea OUTu
{z—Ek+150,11,0,...,11,0} 3a n = 2k u {z — k!,0,1,0,...,11,0,1!} 3a
n = 2k+1 jep 6u muparTu KOju Cy y pacmomesu Jo0uau jemaH 3JaTHAK
OCTaJIM TPAa3HUX PYKY Kaj OM oabuiay mpemior a ca Apyre CTpaHe
Hajjayn mupat je cedbu 006e30emmno MOBOJLHO TIACOBA y3 MUHUMAJAH
m3natak (y OBOj a3y NMOMTO CBAKO MOMKE [a HAIPABU CIOMEHYTY
nomeNy " Ja TPERUBU HUKOME HUje Y UHTPECY HOa MOIAP:KUA IUpara
ako Huje HumrTa 106wmo). 3a n = z = 100 mogexna {51!,0,1!,0,...,1!,0}
KOjy Hajjauu mpenno:ku Oouhe mariacana.

en =22+t 3at=1wut=2 ce pacunogesa BpmKU KaO0 U y IPBOM
ey IpU 4eMy Hajjauyu MUPATU HE MOTY Ia OPUYINTE AeO MieHa (aKo
uM je wuBOoT Muo). Kom ¢ = 3 cBux 2z + 2 cnabujux nmpara umajy
00e36ebheny meoly y KOjoj mpeRUBIBABAjY T€ UM HUj€ y WHTPECY nOa
raacajy 3a momesly ako He mobujy HemTo miaeHa. Kako je 6poj 3mat-
HUKa z cienu Oa Kox t = 2z + 3 Hajjauu Hem3Oe;KHO cTpaga. 3aTo 3a
t = 4 he 3a wera riacaTu U APYrYd NUPAT IO jAYUHUA MAKO HUIITA HE
nobuja Te Hajjauum MMa MHOBOJLHO moapiike. Jlase Mo MHIYKIUjU 3a
25+l > ¢ > 98 mupatu on 2z + 1 mo 2z + 2° mehe rmacaru 6e3 mom-
nnare te he mupatu ox 2z 4+ 2° +1 nmo 2z + 2t — 1 crpanaru e he
22+25%! yvaTu moBoJbHO moApInKe na mpesuBu. Jlakiae 3a 2242571 >
n > 2z 4+ 2° mupat ca 6pojem 2z + 2° npe:kuB/HLaBa M ma OU ce OCUT-
ypao mpemiaxke mogery {0! (257! myra),0 (257! myra),1!,0,...,1!,0}
z3a 2 1 s, {0 (2°7! myra),0 (257! myra),0,11,0,...,1!} 3a 2 | s >
0 u {0,0,11,0,...,1!} 3a s = 0. 3Ba n = 2004 u z = 100
nMaMoO ga mmpar ca Opojem 1224 = 200 + 2'° mpsm mpewwmBi-
jaBa (majjaumx 2004 — 1224 = 780 crpana) npemnaskyhu monmeiy
{0! (512 myTa),0 (512 myra),0,1!,0,...,1!}

UeTBpTO MHTEPHO TAaKMUUEH>€

IIpsu dan - cyboma, 26. jyn 2004.
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352. Kaxo je 1 = (2, ai11) e B R 3aKJbYUIY]EMO
[as, @it1] aiai-i-ll o laiai—i-l a; Qi1
na je foop e < — — — < 1.
[ah a2] [an—h an] aj an

353. Ilpumenumo wmuBep3ujy ca meHTpoM y Taukn C' U IPOU3BOJFHUM
nosynpeunukoM. Ilpu oBoj umsepsuju tauxe A, B,C, D, P,Q, K ce cauka-
jy v tauke A',B',C', D', P, Q', K’ penom. Kaxrxo je <PKC = <K'P'C nu
<QKC = <K'Q'C, mam 3amaTak ce CBOOU Ha NOKA3UBAHE jeIHAKOCTU
<K'P'C=<«K'Q'C.

Kpyrosu 71 u 3 ce caukajy y upase v; u v u upu tom A", B € ~],
P.Q € ~4 u AB' || PPQ'. Tlpasa rpo3 rtaurke A,B,P @ ce ciura y
kpyr kpos Tauke A’, B’ P',Q’, omakne 3akmyuyjemo ma je A'B'Q'P’ jen-
HAKOKPAKU Tpame3. Kpyr 72 ce cauka y Kpyr 74 kKoju uponasu kpo3 A’ B’
n nomupyje P'Q" y tauxkm D’. Kako ce D’ masasu Ha cuMeTpaSnd oy:KA
A'B’, cnemn na je D' cpemmmre ny:xu P'Q'. Hajzanm, nus CK = CD/2 no-
oujamo CK’' = 2CD’, tj. D’ je yjenno u cpemumre xy:xu CK’'. Cnemu na
je CP'K'Q" mapanemorpam (jep My ce mujaronaje mosiose y tauku D'),
onakie je <K'P'C = <K'Q'C mro je u TpebaJso NOKa3aTH.

KKK K koK >k

Buneru xoje je pememe Oobe 1 Oa Ju CTaBUTU 00a
ok kK ok

I[MTocmaTpajmo uaBep3ujy y oanocy Ha tauky C' kojom ce tauka D mpec-
aukaBa y camy cebe. OsmauvaBahemo ca X* ciuury obGjexkta X mpu OBOj
naBep3uju. Kao mpBo, CD = DK*. Kpyroeu 7; u 73 Ce HPECIUKABA]Y
y IBe mapajejiHe mpase koje He canpske tauky C. Ilpum tome, mpasa 7i
canpsxu Tauky D. 3 je kpyr koju canpsku tauke A* u B* (ca mpase 77)
u npaBy 7; gomupyje y tauku D. IlpaBa P() ce mpecnukaBa y KPyTr KOju
canp:xu Tauke A*, B* u C. Taj xpyr cede mpaBy 73 y Ttaukama P* u Q*.
Jlako ce Bumu ma je DP* = DQ*. Tpeba moraszatu ga npasa C'D rpamu
jenHake yrioBe ca Kpyrosuma omucanmm oko tpoyraoBa CK*P* u CK*Q*.
MebyTum, TO je oumrisiemHo jep cy oBa OBa Kpyra CUMETPUYHA Y ONHOCY
va npasy CD.
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354.

Jema. Aro cy A u B ckynoBu ox no k (pecu. [) OUCjyHKTHUX IyKU
Ha OaToj mpaBoj, Tamxa npecek A N B canpsxu He Buie ox k+ 1 — 1
IVCjYHKTHUX LIy7KH.

Hoxas. Hera cy [a1,b1],[az,b2],...[ak,br] oysxm u3 ckyna A (a1 < by <
ag < by < -+ < ap <bg). 3acsary nyx d; ckyna B (1 <i <) youumo
nBa 6poja: x;-6poj mysku u3 A Koje ce cery ca d; u y;- 6POj OHUX IY:KU
(aj,b;) u3 A umju kpaj b; mpunana moyxu d;. YEKyman 6poj Ooyx&u y
npecery ANDB je jemnak S = x1+x3+- - -+x;. Ouurnenso je x; < y;+1,
a 3a mocienwy Oys d; u3 ckyna B Baxku: z; < y;. Cabupamem OBUX
HejmHAKOCTU ce mobuja: S =x1+---4+x; <y1+14+y+1+---+y.
Kako jey1 +---+yi =k, cnemn na je S <k+1[1—1.

Nunysknujom mo k camga QUpEKTHO ciaemu na ce y ckymy A; N As M-+ N Ag
HaJga3u He Buine on kn — k + 1 my:ku.

Lpyeu dan - nonedemar, 28. jyn 2004.

355. U3 (a;,a2;) = (i,2i) =4 3arbydyjeMo na i | a;, ITO CHELMjAIHO 3HAYUN
na je (i,a;) =i. Takobe nmamo na a; | aq,, na je a; = (a;,aq,) = (i,a;) = 1.

356. Osmaummo ca As, By u (5 cpemumra crpanuna BC, CA u AB tpo-
yraua ABC.

N3  camunoctm AA;C3A  ~ je Ttauke Ay y OIHOCY HA ONKCAHU
AAAB;y cnemu ma je AjA%? = A1Cy - kpyr k oko AABC u y ommocy Ha
A1By. To 3maum ma cy noreHnu- omucaHu Kpyr e oko AAsBsCo (Tj.
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Ojaepos kpyr AABC) jemmare. To
sHaun na Aj; mpumama mOoTeHIW)a-
HOj ocu KpyroBsa k u e.

CacBum cianyHO ce moka3yje ma u tauke B m C] mpumanajy HOTEHIU-
jamHoj ocu kKpyroBa k u e u3 yera cnemujanso ciemu na cy A, By u Cy
KOJIMHEAPHE, a M3 YUIbEHWUIE 1a je IMOTEeHNMjaHa 0Ca HOPMAJHA Ha IPAaBY
Koja cmaja meHTpe Kpyrosa (y oBoM cayuajy To je Ojmeposa mpasa) 3a-
KJBbYUYjEMO Ha BaKU U IPYTU €0 TBphema y 3aIaTKYy.

357. O3HAYUMO CA Ay, (M,n € Z) enemente mare tabmaune. JokaKuMO
npso ciaenehe momohuo TBpbheme:

Jlema. Hera cy ay,1, az,2, - .., Gokyq 9k Y3ACTOTHU €JEMEHTH jeTHE Y-
jaronaie ose kBanpatHe Tabuunme. Tana je ag—age ] = 2k (mod 2F+1).

lokaz. Horazahemo cmenehe: Ako cy T1 = Ggkyq1, T2 = Gokt12, -- -,
Tokp1 = Qgkyq ok OPOjeBU ca "TOpH-e KaTeTe” NMPaBOyTJIOr TPOyTJa
KoMe je " xumoTeHy3a’ HU3 OPOjeBa ay 1, ..., Aokt k41, TAOA je Ay =
ML (2, ..., 2o) + Zok g + 2% npu yemy je L nummeapHa $yHKIM]A.
W3 osora he TtBpheme meme OUPEKTHO CJIEIUTH.
Tepbemwe hemo nokazaru MmareMaTuukOM MHAYKIUjoM 110 k. Ouwnrien-
HO je ma tBpbheme Basku 3a k = 0. IIpermocTraBumo na TBpbheme Baku
3a k u moraskmmo ra 3a k + 1.

ITocmarpajmo GpojeBe
I = 012k:+1+171, To = a2k+1+172, ey l’2k+1+1 = 02k+1+172k+1+1.

Ha ocHOBy uHIyKTUBHE IpPETIOCTABKE MMAaMO:

k+1 k
2 Lk(xl,...,xzk)+x2k+1+2 y +e+y A2k41 2k4]

k+1 k
2 + Lk(l’2k+17...,$2k+1)+$2k+1+1 +2 .

A2k 41,1

IIpumemnyjyhn uEAyKTUBHY IPETIOCTABKY jOII je AHOM, HOOUjaMo:
_ 9k+1 k _
a1y = 2" Ly (g 11,00 Gok gy o8) + Gokyy on g +2° =
2k+1Lk (2k+1Lk(J;17 R -'L'Qk) =+ Tok g + 2k7 RN 2k+1Lk(1‘2k7 RN .'I;2k+171) + Tok+1 + Qk)

+2k+1Lk($2k+17 e ,ZUQIH»I) =+ 3}'2k+1+1 —+ 2k + 2k =
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22k+2Lk (Lk(ml, .. .,I2k), - )Lk(szw' .. 712k+1,1)) —‘1-219<*>II4;C(2]‘77 . 2k)+

+2- 2k+1Lk(1‘21«+1, R ,ZCQA-,+1) + Tok+141 + okl
Twume je momohuo TBpbheme mora3aHo.

JloKa:KMMO Ccana na Cy Gm,m U G Pa3aumdauTé 3a m # n. Heka je m >n u
m—n=2 492k 4. .. 49k 33k >pe> >k > 0. Tana je, Ha OCHOBY
neMe, ap — Apyon = 27 (mod 2MF1). AHANOTHO G, gk — Qpypoks poks =
2k2 (mod 2k2+1) a — am, = 2% (mod 28+1) mTo 3mAUM na

v reey Uy ioky ok m — ’ A
je an — ay, = 28 (mod 2MF1) ma je a,, # an.

Ileto WHTEPHO TaKMHU4YEHme

Ipsu dan - cpeda, 30. jyn 2003.

358. Ako je t 6uso KoOju mpupomaH OpOj, TPUMETUMO & TAYHO IBA O
6pojesa 10t, 10t + 1, ..., 10t +9 umajy 36up nundapa gesus ca 5.

1. IIpernocraBUMO CyIpOTHO, DA CaMO KOHaYaH OPOj ejieMeHaTa HU3a
nma 36up mudapa koju Huje gessuB ca 5. Tamga mocToju mprpomaH
O6poj m tarae ma je M = 10m Behu oxm cBaKOr esieMeHTa HU3a KOME
30up nudapa Huje nepus ca 5. Heka je canma k npousBossan npuponax
6poj. IlomTo cy cBU eleMEeHTH HU3A PA3JIUUUTU, TOCTOJU HAJMAILE N
TakBO ma je a, > 10k — 10. Hera je K = 10k. CBu OHU UYJIAaHOBU
Hu3a Koju ce Hasaze m3meDhy 10m u 10k mmajy 36mp mudapa nemun

1
ca 5 ma je takBux Hajsume —(10k — 10m) = 2k — 2m. IIpema ToMe,
n < 2k —2m + M = 2k + 8m. 3mamo ma je a, < an, tj. a, < 4n.
Cana je 10k — 10 < a, < 4n < 4(2k + 8) = 8k + 16, mTo 3HAUM na
je 2k < 26 a To muje moryhe jep je k mpousBosman nmpupomasn Opoj.
Kourpamuknuja!

2. Y cnyuajy n = 5, craBumo a; = % 3a 1 < ¢ < 4, a 3a ocraue
WIAHOBE Y3WMaMO, PEIOM, CBe HpUPOAHE OpojeBe KojuMma je 30up
uudpapa gemusB ca 5. Tpeba mokaszatu Oa je 3a CBAKO N UCIYHEHO
an < 5n. IloBomHO je mokasatu ma ce y ckymy {1,2,...,5n — 1}
Hasasum 6ap n — 4 Opoja kojuma je 36up mudapa memus ca 5. Ha
OCHOBY pa3MaTpama Ca CaMor moueTka, y ckymy {0,1,2,...,9} nma 2
TakBa 6poja (¢ TUM WTO ce jeAHOM OJ TUX OpojeBa W HE PaLyjeMo
fam nperepaHo 3aTo WTO HUje npuponaH), y ckymy {10,11,12,...,19}

5 5
jom mBa, UTHA., Y CKYyIy {10 ([%} — 1) yeoey 10 (L—g] — 1) +9} jorm

n .
ABa. Kako umamo |— CKyIlOBa O KOJUX CBHU (OCI/IM HpBOl") caapixe

10
mo 2 esemeHTa ca 30upoM mudapa Koju je HespuB ca b, 3aKJbyUyjeMo
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na moctoju Gap 2-[5n/10]—1 > 2(5n/10—1) —1 = n— 3 6poja ca oBoM
ocobuuoM. Tume je TBpbheme y moTmyHOCTH TOKA3aHO.

359. O6Gojumo (2n — 1) X (2n — 1) Tabay Kao mMIAXOBCKY TAe Cy yTaoHA
nosba obojena mpHoM OGojom. CBaku KBagpaT 2 X 2 MMa, TAYHO [Ba MUjar-
OHAJIHO CHOjeHa IpHAa mosma. llocroju Oujeknuja m3ameby mpHEMX mosba HA
(2n —1) x (2n — 1) Tabau u nosba AUjaMaHTA pela N IPU YeMy IUjaroHaJl-
HO CIIOjeHa IpHA I0Jha OATOBAPAajy MOBUMA Yy AWjaAMAHTY Ca 3aj€THUYKOM
crparunoM. llpHa mo/ma Koje MOKpuBa 2 X 2 KBaAPAT Ce CIUKA]y Y AOMUHY
Ha AWjaMaHTy ¥ T€ DOMMHE Ce HE CMejy IPEKJIANaTH, T€ CBAKOM IIOCTABJI-
jamy 2 x 2 kBagpara Ha (2n — 1) X (2n — 1) Taban UBEKTUBHO OArOBapa
jemHO mocTaB/balke JOMUHA Ha aujamMaHTy pena n. OOpHYTO He Baku jep
IBe NOMUHE Koje popMupajy 2 X 2 KkBaIpaT ce CINKajy Y ABa 2 X 2 KBaapaTa
ca 3ajemauukuM Gesum mosmeM. Jlako je 3a csako (n—1)% > k > 2 xoncTpy-
UCATU MOKJANAKE Y KOME OBO IIOCTOjU T€ CTOTa BasKU CTPOra HEjeTHAKOCT
(3a k > (n — 1)? auje yommre Moryhe M3BpIIUTH TTOCTABLAA).

360. Tlocmarpajmo momumaom P(X) = (X —a)(X —b)(X —¢)(X — d) =
X4 =01 X3 +09X?—03X +04, IpU UeMy KOPUCTHUMO O3HaKe 01 = a+b+c+d,
o9 = ab+ ac+ ad + bec+ bd + cd, 03 = abc + abd + acd + bed, o4 = abed. Iato
HaM je 301 + 403 = 8 1 Tpeba ma morazkemo oo < 2.

ITo Pomosoj reopemu, nomanom P'(X) = 4a3 — 30122 + 2002 — 03 nma
TPpY HEHETaTWBHE DealtlHe HyJle KOoje 03HavaBaMo ca p, q,r. Tana Baxu 301 =
d(p+q+r), 209 = 4(pg+ qr +rp) u o3 = 4dpgr, mro maje p+q—+r+4dpgr = 2.
IIpema TOMe, HOBOJLHO je Ia MOKAKEMO MOa MOCJIEAna HEjeTHAKOCT, 3a)eIHO
ca ycJaoBoM p,q,r > 0, moBiaauum pq+ qr +rp < 1.

2-p—q
1+4pq

pq C .
. Canma je moBOJBHO

W3 jemmakoctu p 4+ q + r + 4pgr = 2 mobujamo r = C mpyre

crpane, pq+ qr +rp < 1 je eKBUBAJEHTHO ca T <

2—p—q 1-
NOKA3ATH 12 je 1+ﬁm;7§ p4ff,ﬂ-1@(p+qﬂ2—p—Q)§(1—p®(L+Mm)
Axko mpermoctaBuMo 6€3 CMamEema OMMTOCTH p < ¢ < 7, oHma u3 pqr < %
cremu pq < %, a omasae ciaemu (1—pq)(1+4pq) > 1. Kako je no HejensakocTu
u3mebhy cpemuna (p+¢)(2 —p —¢) <1, oBo mokasyje tBpheme.

ok ok Kok

Buneru koje je pememe 6ombe u ga au cTaBUTU 0064
*okokok o K

Popmupajmo momuaom P(X) = (X — a)(X = b)(X — ¢)(X — d). Osaj
[OJIMHOM MMa YeTUPU MO3UTUBHE HyJle, Ofakyie cieau na monunHoM P/(X) =
4X3—3(a+b+c+d)X%+2(ab+be+ca+ad+bd+cd) X — (abe+abd + acd+ bed)
uma Tpu nosutusHe Hyse. O3nauumo ux ca «, Juy. Ha ocaoBy BujeroBux
popmyaa nobujamo 3(a+b+c+d) = 4(a+F+7), ab+bc+ca+ad+bd+cd =
2(af + By + ya) u abe + abd + acd + bed = 4afy. IloBosmHO je nokaszaru
cnenehe: Ako je

a+ 0+ v+ 4apy =2, (1)
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92— —
rana je af+py+ya < 1. U3 (1) nobujamo na je a+5 < 2umy = ﬂ.
1+ 4ap

Tpeba morazaru na je

2—a—p3

— < 1.

af+ (a+ B) 1T dap =
[Tocnemma HejeHAKOCT je €KBUBAJIEHTHA Ca
40%6% + 2004+ 28 < a? + % + 5a6 + 1. (2)

Hejennarxoct (2) ce eneMeHTapHUM TpaHC(HOPMALUjaMa MOKE IPEBECTU Y
obmuk (4af —1)(af —1) < (a—1)? + (8 — 1)2. Homro je af < 1 (jep je
af = (Vap)? < ((a+3)/2)* < 1), y cayuajy na je 43 > 1 mejemmaroct
(2) je TpuBmjamHO 3amoBosbeHa. IlpermocraBumo, 3ato, ga je 4af < 1.
Tana je 40?3? < aff. Ila 6ucmo mokazamu (2) TOBOBHO je Aa JOKA:KEMO
HejeTHAKOCT

200420 < a? + % +4af + 1. (3)

[Mocaenma HejemHakocT je exksuBagentHa ca 0 < a? + 32 + (2o —1)(28 — 1).
OBa HejemHAKOCT je 3a0BOmEHa ako ¢y u « u § Mamu onx 1/2. Axo je,
mebyTtum, a > 1/2, tana je a?+F2+4aB+1 > o?+32+28+1 > 2a+26+5% >
2 + 23 u3 uwera omer caenu (3). Ilpema Tome, mejmuaroct (2) je Tauna,
mTo je Tpebasio MOKa3aTHU.

Lpyeu dan - nonedemwar, 5. jya 2004.

361. Hera cy myskumHe cTpaHUIA TPOyIJia peaoMm a, b um ¢, a pacrojama
MPOM3BOJEHE TAYKE TPOYTJIA M0 MIPABUX KOj€ CAAP/KE T€ CTPAHUIE PEIOM X,
y u z. VI3 mejemnaxoctu Komu-IlIBapi-Bymakosckor je

ax + by + cz < \/a2+b2+02\/x2+y2+22,
2P 4P?

na je /a2 +y? +22 > Vot Tj. 22+ + 22 > PR Tl
P nospmwmua Tpoyraa ABC.

JemmakocT Bpemu akko a : b :c = x :y : z. Roucrpynmmmo taury M
yuytap tpoyraa ABC koja 3amoBomasa oBaj ycioB. Heka je N rTauka
yraa ACB ynamena a on BC u b on AC. Csara tauka K momynpase CN
3anoBosbaBa ounriuento ¢(K) : y(K) =a:b. O6parso, Tauka K oBor yria
KOja OBO 3a,10BOJbaBa npunana noaynpasoj CN. Y cympoTHOM mpaBa Kpo3
K napasenna BC cexna 6u CN y L, ma u3 (L) = 2(K) cnemn y(L) = y(K)
u onatae kourpaguknuja BC || AC. Iakne noaynpasa CN je ckyn Tadaka
yraa ACB 3a xoju Baxku « : y = a : b. Cnuuno, ckyn tavaka yraa ZCAB
3a Koje je y : z = b : ¢ je moaynpasa ¢ Bpxom A. Te nse nonynbpaBe CeRy

Ty a

ce y tauku M yHyTap Tporia, 3a KOjy je x : z = =30 =
Yz c

roe je

a @ C.
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Tauka M 3aT0 3amO0BOJbABa YCIOB, T€ je OHA TPaKEHA Tadka 3a KOJy je
30Up KBaIpaTa pacTojama 0 IPABUX KOje canp:ke crpaunuie Tpoyriaa ABC
MUHAMAJIAH.

362. Moryhe je 3a ce 6pojeBe n > 3, n # 4. Jloka3 3a WUX UIE UHIYK-
mjoM ca KopakoM 2 (6aza 3 u 6 ce Buau ca Ciuke).

Ocraje jom ma ce mokazke na je 3a n = 4 wemoryhe. Jla Ou u3 cBakor rpamia
MOTIJIO Ja C€ CTUTHe y OWJIO KOju APYTW U3 CBAKOT I'Paja MOPa OIJIA3UTU
Oap 1 aBuO nuHUja U y CBAKK T'PAJ MOPa MOJA3UTU Oap jeqHa aBUO JIMHU]A.
Crora 3a cBaku rpan umamo 2 moryhrocTu:

1° u3 wera Bome 2 jauHUje, a y mera 1;

2° u3 mera Boau 1 JWHUjEe, a y mera 2.

Kako je cyma cBux OpojeBa oqma3ehux auHMja jenHaka cyMu cBUX OpojeBa
nonaszehux nuauja, nobujamo ma cy tauno nsa rpaga tuna 1° (A un B), a
rauHo asa rpaga tuna 2° (C' u D). Kako m3ameby cBaka msa rpazna moc-
TOjU jeHA OUPEKTHA JUHUja, 0e3 yMamema OMIMTOCTU, MOKEMO Y3eTU Ia
cy nuauje B — A u D — C. 36or tuna rpamosa mobujamo na je A — C,
A— D, B— D, C — B, anu tana u3 usopa D majrpahu nyt no A Boau
ca 2 mpecenama!

363. Pamu jemmocrasuocTu, mucahemo a = 1001: Tamza je 1002000 = a? — 1.
3a mato A mpernocrasumo 1a je (z,y) uesobpojHO pelmeme nare jeaHa-
yure ca z,y > 0 u Hajmamwum . [locmaTpana jenHauymHa je €eKBUBAJCHTHA

ca
(x+y\/a271> (acfy a271) = A.
Kako je (a+ Vva?—1) (a —Va? —1) =1, ciemn na je

(ax — (a® - 1)y)2 —(a® = 1)(ay — x)* =

z(ax—(aQ—l)y—&—(x—ay )(ax—a — 1Dy — (x — ay) a2—1):
= (e +uv/e?=1) (a- )( Var 1) (a+ Va2 1) = 4

[Ipema Towme, (axr — (a® — 1)y,ay — z) je Takobhe pememe mocmarpane jen-

maumre. IlomTo je ax — (a? — 1)y > 0, HA OCHOBY TPETIOCTABKE BAKW

ar — (a®> — 1)y > &, mro mosnauu x > (a + 1)y. Cana je

A=2?—(a®> = 1)y* > (a+1)%*y? — (a® — 1)y* = (2a + 2)y* > 2a + 2 = 2004
jep y#0 (3a y =0 je A= x?, cympoTHO TPETHOCTABIN).
C mpyre crpane, 3a A = 2004 nocroju pememe (z,y) = (1002,1). Caemun

na je 2004 Tpakena BpemHocT Gpoja A.
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Pemema cycpera rumua3suja
neHrpaJsiae Cpouje

IIpBu cycperu rumHa3uja neurpasiane Cpouje

IlpBu pa3pen

364. 3aporupajmo rBampar ABCD 3a yrao om —90° orko Ttemena B u
ozHaunMo ciury tauke M ca N, caury tauke C' ca Cy u ciauky tauke D
ca Dy. Tama je CN = AM =7, BN = BM = 13 u tpoyrao AMBN je
jeIHAKOKPAKO-IPABOYTIIM Ca HpaBuM yriaoM y B, omakre je MN = 13+/2.
Kaxo je CN?2 4+ CM? = 7?2 + 172 = 338 = (13\/5)2, yrao <MCN je npas,
na tauke M, B, N,C cBe nexe Ha kpyry Han npeunukom MN. Cana u3
[ItomomejeBe Teopeme mMmamo

13V2-BC = MN-BC = MB-NC+NB-MC =13-7+13-17 = BC =12V/2.

Iospmmuna xsaxpara ABCD je jemmara Papcp = BC? = 288.

Hanomena: Y 3amarry cmo mobunu na je AM + CM = AC, te ce tauka M
Hasa3u Ha qujaronanau AC.

365. Kako je ayz+ay+yz+zat+z+y+z+1=(x+1)(y+1)(z+1), a
2001 = 3-23-29, jenuna pemema cy (z,y,z) = (2,22,28) ca nepMmyTranujama:

(z,y,2) € {(2,22,28), (2,28,22), (22,2, 28), (22,28, 2), (28,2,22), (28,22, 2)}.

366. Taumo 30 rycapa je cauyBaio oba oka, 25 o6a yxa, 20 obe pyke u
15 obe Hore, mro ykynro ynau HajBume 90 rycapa. IIpeocranu, rojux je
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6ap 100 — 90 = 10, cy ocranu 6Ge3 Oka, yxa, pykKe 1 HOre. JacHO je na ce
oBaj Opoj Moke mocTtmhu ako cy cBux HaBeneHuX 90 rycapa pa3imyauTu.

367. Meby cBum npaBama ompebenuM crpaHumamMa u aujaroHajiama
n—royria, o3HaunmMo ca AB OHy Koja je HAa MUHUMAJIHOM PaCTOjalby O
M (rakBux, HapaBHO, MO:ke Outm Bume). [lorazaliemo ma cy A u B ona
OBa TEeMEHa KOja TParKUMO.

Heka cy C u D Temena n-toyria cycemHa pemoMm Temenuma A u B, ca
ucrte crpane npase AB ca koje je tauka M. Axo ce tauka M He Hamaszu
yuayTap yria <ABC, ouna je meHO pacrojame no npase AC mMame ox pac-
Tojama no AB, mro je memoryhe. IIpema Tome, M ce Hajas3u yHyTap yria
<ABC, u ananoruo yuyrap yriaa {BAD. Heka je X npecer npasux AB
u CD, I nenrap ynucasor kpyra y tpoyrao ABX u O meHrap IpaBUIHOT
mHOTOyrJIa. Kako je tauka M Oawmwxa npasoj AB mero mpasoj AD, ona
nexu yHyTap uiad Ha kpamuma yraa {BAI. Cauuno, M nexu yayTap
yrua <ABI. 3akmyuyjemo ma je

IMAB < <IAB = %qDAB = %(%<DOB) = 180°/2n

u aHAJOTHO TOKasyjemo m {MBA < <IBA = 180°/2n, omakne caemu
<JAMB > 180° — 180°/n (u mapasuo, <AM B < 180°). Tume cMmo moraszanu

(1 — l) 180° < «AMB < 180°.
n

JemmakocT ca seBe cTpaHe Basku Kaja ce Tavka M Hasga3u HA HEKOj CUMe-
Tpasau yria oxpebeHor mpema y3acTONMHUM qujaroHasiaMa (MM CTPAHU-
[OM U AMjArOHAJIOM) U3 UCTOT TEMEHA, a jeAHAKOCT Ca NEeCHE CTPAaHe BaKU
kaga ce M Hasas3y Ha HEKO] NUjarOHAJIU.
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Jlpyru pa3pen

368. Ha ocuoBy ¢dopmyie

1 _ 1 1—x+x2_1—m+m2
14z 14z 1—-z+22  1+3

ATy PA3JIOMaK je jeTHAK

1 1L 1-v2+ V4 1 12724474
143924294 (1+4V2) 1-92+ V4 (1+292) 1-2V2+4V4
(1-V2+V1) (1-2V2+4V4) 11457247V

3-17 o1

369. Mopa 6utn 22 — 6z + 15 # 0 u 2% — 8z + 15 # 0 (ma me 6u momuro
1o memema mysom). Heka je A = 22 — 8 + 15. Taza ce jeamaumna Momxe
3amucaT y OOJInKy

A-2z 3z
A4+2c A’
omaocuo A% — 2Ax = 3Az + 622 & (A — 3z)(A +2x) = 0.
Pemasamo jemnauuue A —3x = 0 u A + 2z = 0. [IpBa jemmaumna mocraje

11 + /61

2
€KBUBAJICHTHA ca T2 — 6x + 15 = 0 1 meHa pelema HUCY pPelleHa MOJNA3HEe

jemHaumue (TO CMO KOHCTATOBAJIM HA CaMOM IIOYETKY). Pemema

11 + V61
2

2?2 — 11z + 15 = 0 u meHa pemena cy T2 = . llpyra jemmavuuHa je

T12 =

3amoBosmaBajy 2 — 6z +15 # 0 u 22 — 8z + 15 # 0 ma cy To jenuHa permema
oJIa3HE jeTHAYNHE.

370. CBakOM KOHBEKCHOM Kk-TOYTJIYy KOjU HE camp:ku Taury A moskemo
OPUADY:KUTU KOHBEKCaH k + l-Toyrao koju cazpsxu tauky A (monasBamem
rauke A). IIpema TOMe KOHBEKCHUX MHOTOYIJIOBA KOjU canpske Tauky A
UMa, BUINE WU jeTHAKO O OHUX Koju je He campyke. MebhyrtuMm, y oBOj
KOPECIOHACHIINjU TPOYTJIIOBUA KOju campske Tauky A memajy omrosapajyhe
MHOTOYTJIOBe Koju He canp:xke A (jep Oum TO OUIM MHOIOYTJIOBUA Ca IBA
TeMeHa!), IWTO 3HAYM Ha MMa BUILE MHOIOYIVIOBA KOjU canpske Taury A
HEro OHUX KOJU je He caIpiKe.

1-4
2

. OBa HejeqHAKOCT je eKBUBAJIEHTHA Ca

371. Ilocne 3amene T = TpaskeHa Heje THAKOCT IIOCTaje eKBUBAJICHT-

Ut =

Ha ca (1 —4y)? +4y* >

100y% — 40y +4 >0
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omaocHO ca (10y — 2)%2 > 0 mTo je TauHA HEjeIHAKOCT.
1

JenmHakoCT BaKM aKO M CaMoO aKo je y =

372.

1—-4y 1

2 10°

Tj. 3a © =

g )
Tpehu u uerBpTU pa3spen

W3 3amaTux jemHavmHa moOujamo
a =1og 196 = log(2? - 7?) = 2log 2 + 2log 7,
b =log 56 = log(2*-7) = 3log 2 + log 7.

Pemapamenm cucrema mo log?2 u log 7 mamazumo:

2b—a 3a —2b
log2 = —— 1 = .
0g 1 og7 1
Cama ce jeqHOCTABHO pauyyHa:
log0.175 = lolfloLflo 7—2log2 —log10
g0. = log 5 =log 55 =log g g
- 3a—2b72b—a7175a—6b71
4 2 4 ’

373.

Hera je ABC matu tpoyrao. IIpernocrasumo na je AB = AC =bu

BC = a. Hexka je O nenrap onucasor a I nerrap ynucasor kpyra. lana je
Ha ocroBy Qjirepose Teopeme ucnymeno OI? = R2 — 2Rr = 16, 1j. OI = 4.
Hexka je A; cpemumre nysku BC (tana je A yjenaHo m mOIHOMXK]e BUCHHE U3
TeMeHa A m momupHa Tauka ymmcaHor kpyra ca crpanunoM BC). IToctoje
nBe MoryhnocTtu 3a pacunopen tadaka (cayuaj A— I — O — Ay je memoryh,
jepje IO =4>3=1A:):

10

20

A—O—-A;—1I: Karko je Ol =4, OA=R=8u [A; = r = 3 Hamazumo
ﬂaje A10:IO+IA1:7I/I

AAy =h, =A0+0A; =8+ 7=15.

W3 Tluraropune Teopeme npumemene Ha Tpoyrao ABOA; mobujamo

na je
%~ BA, = /BO?* ~ 4,07 = V15,

2

bb b+ he
omakye je a = 2v/15. W3 penamnuje P = o _ (a+b+b)r ¢

4R 2 2
nobujamo ma je b = 4+/15.

A—T—A;—0O: Kako je Ol =4, OA= R =8 u [A; = r = 3 Hama3umo
ma je A1O=10—-1A1=1mn

AiA=h,=A0-A410=8-1=T.
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W3 Tluraropune Teopeme nmpumemene Ha Tpoyrao ABOA; nobujamo

na je
& — BA, = /BO? — 4,0% = V63 = 37,

2
bb b+ he
omakne je a = 6v/7. W3 penarmje P = Z_R = w = a2

nobujamo ma je b = 44/7.

374. Hera je R mosympedHUK JONTE, a G U b, penoM, MOIYyIPEYHUNIN MAhE
u Behe ocuoBe 3apy0Osene kyne. Heka je s mysxmHa m3BonHune 3apybibeHe
kyme. [lompeunn npecek oBe 3apy0J/beHE KyIle je TAHTE€HTHU TPAIe3 1a BayKU
2s = 2a + 2b, omakie 3akmyuyjemMo ma je s = a + b. Kako je

2R
Vi =-Rr, Vg= Tﬁ “(a* +ab+b*), Pp=4R’1

Pg =7 - (a® +b* + s(a+ b)) = 2(a® 4 b* + ab),
TpaskeHa jemnakoct, Vi : Vg = Pp : Px, ce HEIOCPEOHO IPOBEPABA.

375. Axro je x = tg5°, y = tg20° u z = tg65°, norazaru na je ry+yz+zx =

1.
Hera je a = 5°, B =20° u v = 65°. Tana je a+ 3+~ = 90°. Ilomro
tga +tg B . . tga +tg
BaxKu tg(a + =-—— > nobujamo ma je 1 —tgat = —
gla+5) T tgatel j J gatgf3 te(a 1 A)
tga+tgB

Ia OMCMO MOKA3aJIi TPAKEHY j€THAKOCT MOBOJHHO j€ MOKA3ATU ————— =
tg(a + )
tgy(tg a+tg [) wro je ekBuBasentHo ca tg(a+F)tgy = 1 mwro je ounraenuo

momTo je a+ 3+ v = 90°.

Ilpyru cycperu ruMmHa3uja nearpaiaae Cpouje

IIpBu pa3pen
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376. Pemurtu no x € R jemnauumny:
x+|z—|1—z| =2

Ouuraenno Bazku z < 2. 3a 1 < x < 2 jegnauumna nocraje r + 1 = 2, Tj.
x=1 3al1/2 <z <1umamo 3z —1 =2, mro naje seli mosHaTo pememe
=1 3axz<1/2 umamo 1 — 2z = 2, mro maje pememe x = —1. Jenuna
pemema cy x = —1u x = 1.

377. Y nmexamHOM 3amucy AeBeTONU(PPEHOr Opoja, KOju ce 3aBpuiaBa
nuppoM 5, mOjaBmbyjy ce cBe mudpe ocum Hysne. Jlokazatu na Taj Opoj
HEe MOKe OUTHU MOTIIYH KBAIPAT.

378. JemaH KOHBEKCAH YETBOPOYTao MONEJbEH je AujaroHajiaMa Ha YeTUPU
TPOyTJa umje cy moBpImuHe npupoaau 6pojesu. JlokazaTu ma je mpou3BOLI
Ta YeTupu Opoja MOTIYH KBAIPAT.

Osumaunmo maru yerBopoyrao ca ABCD, u ca O Taurky mpeceka au-
jaroumana AC wu BD. Hera cy Pi, P>, P3, Py penoM HmOBpUIMHE TPOYIJIOBA
OAB,0BC,0CD,0ODA u hg,h. penom Bucune uz A u C wa BD. Tana je
Pl = OB'hl, P2 = OB'hQ, P3 == ODhg n P4 = ODh1 CJIe,ZII/I P1P3 = P2P4,
IIa je P1P2P3P4 = (P1P3)2.

379. NUzpauyrnaru:

(24 +22+1)(4* + 42+ 1)(6" + 62+ 1)(8* + 8%+ 1)(10 + 10% 4+ 1)
(M 4+12+1)B P +32+ 1) +52+1)(TH+ 72+ 1)(9* +92+1)

Baceako z je 2t + 22+ 1= (22 —2+ 1) (22 + 2+ 1) = f(z — 1) f(z), rme
je f(t) =t>+t+ 1. Cremn ma je 3a1aTU Pa3IOMak jeTHAK

Ff)F(3) - f(10) _ f(10) _ 0

FOFMfR)-f9)  f(0)

Ilpyru paspen

380. OmpemuTu a TAkO Oa pemema T1 U To jeTHAYNHE 2—zx+a—-2=0

. i1 L2
3aI0BOJbABAjy yCIOB — + — + —x122 +4 = 0.
T2 I 2

2 2
i+ 1
L 2 + —z129 = —4. Bu-
12 2
jeroBe (opmyne HAM mAjy X1T2 = a — 2 u x1 + T2 = 1, ma mobujamo u
23 4+ 23 = (11 + 22)? — 27122 = 5 — 2a. Cama matu yciaoB mobuja oOIUK
5—2a n a—2
a—2 2

a = +v2.

Jlatu ycaoB ce MOMKe HAINCATH Y OOJIUKY

= —4, mro ce com; Ha a? — 2 = 0, a # 2. Pemema cy
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381. Ilar je moamykpyr manm mpeunukoM AB. Kpos cpemuny C ayka AB
KOHCTPYUCAHE Cy YETUPU MPAaBE KOje HATU MOJYKPYT HeJie Ha IeT NeJ0Ba
jemuakux nmoBpmuHa. OmapeauTy OAHOC Xy

382. uHa ozacedYaka KOje KOHCTPYUCaHe ImpaBe Ipale Ha npednury AB.
Hexa je r nmonmynpeunux nonykpyra. lloBpmmua cBakor on meTr meso-
Ba MOJyKEpyTa je r27/10, ma je myKuHA CPEIUIIHET OACEYKa Ha MPEUHUKY
jemnaka d = rr /5. Kako je 3d < 2r, cBe yerupu npase cexy ny:x AB omce-
najyhu on me Tpu jennaka u naBa Kpajma, Mama oxceuka. OTHOC oncedara

2T23d:d:d:d: 2r 3d:(10—37r):27r:27r:27r:(107377).

383. Ilar je mpasoyraouuk ABCD, takas na je AB =3BC. Axko cy E n
F rtauke crpanune AB rtakse na je AE = FF = F'B, nokasaru na je npasa
DFE TanrenTa Kpyra onmcaHor oko Tpoyraa FBD.

Kako je yrao mameDy TeTmBe u TaHreHTE y jeAHO] H-€HOj KPAjH:0] TAUKU
jemHak mepuepujcKOM YTy Ha TOM TETHMBOM, JOBOJHHO je IOKa3aT! aa
je <EDF = <DBF. Heka je G tauka u3BaH OpPaBOYTaOHWKA TaKBa Ia
je GE =1u GE 1 AB. Tpoyrao BGF je jemHakOKpaKoO-IPaBOYIJU Ca
npaBuM yrioMm kon (G, ma 36or moaymapuHoctu Tpoyriosa AFD u EBG
Bk <EDF = 45° — <AFD = 45° — <FEBG = <FBD, wmto je u Tpebaso
MOKa3aTH.

je

384. Pemuru jennauumy:
(V3—V3V5+ V5)(z* + 2% +1) = (V3+ V3V5+ V5)(z* — 2% +1).

Oszmaunmo a = V3 u b= V5. Sanary jemHaumHa cana mobuja obauK

(a® —ab+b*)(z* + 2% +1) = (a® +ab+b?)(z* — 2% +1). [pumerumo na cy csa

YeTUM YWHUOLA CTPOrO MO3UTUBHU OpojeBu. 3aTO CMEMO [a MPENUIIeMO
a2t —a2?+1 a® —ab+ b2

je JHAYUHY Kao = = k 3a mexo k > 0. Tana je
Jea Y r+a22+1 a? + ab + b2 A

2 _ 1 2 _ b 2 2 1 2 b 2
o N CE) O (R ) L o) LN
24+ 2241 a?+ab+ b2 24+ 2241 a?+ab+ b2
IlesmermeM IpBe jeJHAKOCTU APYroM (IPUMETHMO A& je TO HO3BOJLEHO jep
(> -1 _ (a—b)?

a3JIOMIII HUC 'e HAK HVYJINU O6I/I'aMO = , OIITO HaM
P e ey et yam) obujano ey = (e

2—-1 a-b 22-1 b-a
= i = .
22+1 a+b 22+1 a+bd
Y upBoMm ciaydajy je x = £4/a/b, a y apyrom x = *+/b/a. Jlako je

IIPOBEPUTU & OBA UETUPU PEIIeHa 3aKCTa jeCy pellemna.

naje

Tpehu un uerBpTU pa3spen

385. Pemmryu jemnaunny sint z + cos?z = 1.
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. . . . 2
3uamo ma je sin’z + cos’z = 1, ma je (s11r1295+cos2 x) = 1 onarie

sakmydayjemo ma je sin? z4-cos? z+2sin® z cos? z = 1. Kako je 2sin® z cos? z >
0, nobujamo na je sin? x4+ cos*z < 1, a jeXHAKOCT BasKM AKO U CAMO AKO je
sinzcosz =0, Tj. ako u caMo ako je sinx = 0 uau cosz = 0, Tj. aKko u caMo
au{ojeavz%7r 3a HEKO k € Z.

386. Axo je 2" + 1 mpoct 6poj, Tama MOCTOju MPUPOLAH Opoj k Tako ma je
n=2F nc N. IlokazaTu.
[IpermocTaBUMO CYIPOTHO, Aa je n = 2!-m mpu uemy je m memapan 6poj

sehim ox 1. Mebyrum, kako je a”+b" = (a+d) (amfl —ad™ 20+ am 30 — ™ 4 bmfl)

Basku 2" +1 = (22l) ‘—&—17", samenom a = 2% u b= 1, mobujamo ma je 2™ +1

IpeACTaB/beH v 0GINKY Ipou3Boaa 6pojea a+bu a™ ' —a™ 2b+a™3b% —
a™ 1 4+ ..+ b™7L. Mebyrum, xako je mpsu 6poj crporo sehu on 1, a
Mamu on 2" + 1, 3armyuyjeMo na je 2" + 1 ciIokeH a TO je KOHTPAIUKIU]A.

387. Hexka je n mpupoman 6poj. Horazatu

(33...3)% + (55...544...4)> = (55...544...45)%
~—— —— ———

n n—1 n n—1 n—1

Tpaskena jemHaxocT je exBuBasenTHa ca (33...3)% = (55...544...45)%—

n n—1 n—1

(55...544...4)2:(55...544...45—55...544...4)(55...544...45+55...544...
—— ——— Y~ Y Y

n—1 n n—1 n—1 n—1 n n—1 n—1 n—1
10" —1

2-55...544...4+1. Kako je 33...3 = 3 - u 55...544...4 =

—— —— —— 9 N—— ——
n—1 n n n—1 n

1071 -1 10" -1 . . .

5- 9 — 9 nobujaMo na je TpaskeHa jeIHAKOCT eKBUBAJIEHTHA

0m —1\? 1027-1-1 10" —1 _ _
ca |3 9 =2-15- 9 — 9 + 1 xkoja ce jemHocTaBHO

npOBEpAaBa.

388. Jla nu nocroje mpuponsu GpojeBu m u n Tako xa je (b4 Sﬁ)m =
(3+5v2)"?

Hera je (54 3\/5)"” =3+ 5\/5)” = A+ BV2. MoxeMo IpeTnocTaBuTu
na cy m un y3ajamuo npoctu (y cynpoTHOM, ckpahiuBameMm 6pojeBa m u n
rcTuM (GAKTOPOM jeIHAKOCT ce He Hapymasa). lIlpermocraBuMo, OpBO, Aa
je m memapan 6poj. Tazma u3 (54 3v/2)™ = A+ B2 3axmyuyjemo na je A
IebUBO ca b, a 13 (3+5\/§)” = A+ BV?2 crnemn na je A = 3" (Mox 5) wto je
roHTpaaukIiuja. CIMYHO mOCTymaMoO W y CIydajy Kala je n HemapaH Opoj
(a Gap jeman om GpojeBa Mopa OUTH HemapaH jep CMO MPETHOCTABUIM Oa
Cy M U n y3ajaMHO IIPOCTH).

n

4)

)
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Tpehu cycperu rumuasuja nearpanmae Cpouje

IlpBu pa3pen

389. ¥ mpasunaom n—royray Ai1As...A,_ 1A, je <A3A1A4 = 6°. Koauro
NMjaroHajia UMa Taj MHOTOYTrao?

[Momro cy <As3A1As n <<A3As Ay mepudepujckm yriaoBM HaI JTYKOM
A3Ay4, OHU Cy jemHAKU, a Kako je Tpoyrao AsAs3A4 jemHakokpak mobujamo
na je LAAzA, = 180° — 2 - 6°. 3arspyuyjeMo Oa je CIOJBAIIBU yrao MHO-

60° -3 3027
o0 = 30. Bpoj mujarounama je n(n2 ) =—

royrya 12°, ma je n =

390. Ako cy x,y,z peasHu OpPOjeBU TaKBU 1a CY TY, Yz U 2ZIT PAIVOHAIHU
OpojeBu pazmuuutuy on Hy’de. lokaszaTu:

a) 6poj z2+y?+ 22 je pammonanan;

6) ako je 2+ y3 + 2% pammomanam 6poj pasaWuUWT OX HYyJe, Tama Cy U
OpojeBu x,y,z PAIMOHAJHUA.

1. HOIHTO Cy Ty nm yz palvOHaJIHA W BUXOB IIPOU3BON je panruoOHaJIaH,
Tj. zy%2z je panuonaman. IlomTo je U Tz pamUOHAJAH, 3aKLYydyjeMO

. Yy =z 9 .
na je u —— = y° parmmonasan. CacBuM cauuHo mobujamo ma Cy u
2% u 22 pPalMOHAJHY, MTO 3HAYU U 14 je z? + y2 + 22 panuoHaJIaH.

2. Bpoj zy - y? je pammonanan (kao MPOM3BOM ABa PamMoHaIHA Gpoja).
CacsuMm camuro u 22° je pammonanan, ma je x(y> + 2°) pammonanam.
Kako je u x* = (2%)? pammonanan, nobujamo ma je x* + x(y® + 23) =
x(x3+y3+23) pammonanan. [Momro je r3+y3+23 € Q\{0} zarmyuyjemo
na x € Q. Amanorno nobujamo ma y,z € Q.

391. Onpenutu cBe mpocte 6POjeBe p, ¢ U I 3a KOj€ je UCIYHeHa jeTHAKOCT
3(p+q+r)=pgr.

IlomTo je meBa cTpana memuBa ca 3 3aKBYUyjeMO Ia je U HeCHa CTpaHa
IeJpUBa Ca TPU OJaKJe CIeOu Oa je jemaH ox 6pojesa p, q, r jennak 3. Hexa
je, He ymamyjyhu ommroct, p = 3. Jemmarkoct nocraje 3(3 + ¢+ r) = 3¢qr
ONMHOCHO 3+ q+ 1 =qr.

Pazmorpumo cayuajese:

1° g=r: Canaje3+2¢=¢*> < 0=¢*—29—3 = (¢—3)(¢+1) mro 3nauM
na je ¢ =r = 3. JemHOCTABHOM NIPOBEPOM ce mobuja map=q=r =3
3aUCTa jecTe pelemne.

2° q # r: IlpermocraBumo na je q < r. Tama je 34+ q+r = qr ma je
3+ g memuBoO ca r. YKOIUKO je 3+ q # r, Tana je 3+ q = 2r a momro
je r > q mobujamo 3+ r > 3+ g = 2r omaocuo 3 > r. Mebyrum, To
3HAUM Oa Cy ¢ U T IPOCTU OpOjeBUM KOjU 3aI0BOJBaBajy ¢ < r < 3 a
To je memoryhe. 36or Tora je 3+ ¢ = r. YKouuko je ¢ # 2, rana je
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¢ HemapaH IpocT O6pPOj, ma 7 MOpa OUTH HapaH U Kao TAKaB HE MOKE
OuTu TpoCT. Y KOJIUKO je ¢ = 2, Taxa je r =5 m TO jecTte mpocT Opoj.
Jlako ce mposepasa na je (p,q,7) = (3,2,5) pememe.

ITpema ToMme, TpaskeHe Tpojke mpocTux 6pojesa cy {(3,3,3),(2,3,5),(2,5,3),(3,2,5),(3,5,2), (5,2, 3), (5, 3,

Hpyru pa3spen

392. Koauko mMma npupoanux O6pojeBa n TAKBUX 1a je
100 < ¢/n < 1017

Hejemmaxoct je exsuBasenTHa ca 100 < n < 1013, Ipupomuux 6pojesa
usmeby 100% u 1013 mva 1012 —100% — 1 = 1012 +101- 100+ 1002 — 1 = 10300.

393. Hahu Bpemmoct m3pasa z%+ 23y3 + 4%, ako peanmu 6pojesn = u y
3aI0BOJbABAjY j€THAKOCTU

P rry+yi=4 u 4222+t =8

Kpanpupamenm jemaarxoctu 2 4 xy + y? = 4 u KopumhemeM jeIHAKOCTH
2t 4+ 22y + y* = 8 mobujamo ma je 2xy(x? +y? + xy) = 8, m aKo jom jemHOM
IPUMEHIMO IPBY jemHaxoct gobujamo na je xy = 1. Cana je x®+a3y®+4° =

3 3
(:c2 + 92 ) + 23y = (22 +9?) (2t — 222 +yt) +23y° = (4 — 2y) (8 — 22%9°) +
Py =d-1)08-1)+1=22

394. 3a cBaku mpupoman 6poj n, Heka je S(n) 36up mudapa Gpoja n
3 3

(3amucanor y mekanHoMm cucremy). llokaszarn na Baku 9 | S(n?) — (S(n))".
AxKo je n = Qrar_1...0G9, TAOA BaKU N = ap10F 4+ ap_1105~1 + ... + aq.
[omTo je 10 =1 (mox 9) Baskm 10° =1 =1 (mon 9) (3ai=1,2,...,k) ma je

n=apl0" +ap_110" '+ tag=apr+ap_1+--+ay = S(n) (momx 9). (1)

V3 penamumje (1) mobujamo S(n)® = n® (mox 9). U3 jemmarkoctu (1) mobu-
jamo u ma je S(n?) = n®(moxn 9), ma Tpasmkeno TBpheme TUPEKTHO CJEIH.

Tpehu u uerBpTU pa3pen

395. Ilara je romka ABCDA1B1C1D;. Ako je moBpmunHa nupamumie
ABCDA; jemnaka 1, mzpauyHaTy NOBPIIUHY OAaTe KOIKE.

OsmauuMmo ca a OyskuHy crTpanune ksagpata. ABA; uw ADA; cy
jeTHAKOKPAKO-TPaBOYTJIM TPOYTJIOBM M MOBPIIMHA CBAKOT O BHuX je a?/2.
Tpoyraosu BCA; u DCA; cy mpaBoyriam TPOYTJIOBU Ca KaTeTaMa G U
av2. TIpema Tome, moBpmuHa oMoTaua je a? + a’y/2 a moBpmuHa Gase je
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1
242

a?. Tloppmmua mupamuze je je a?(2++/2) = 1, u3 vera caeau a® =
3
142

396. Y ckymy peaJsHuUx OpojeBa PEIIUTU CUCTEM jeTHAUYUHA:
¥ =yh, y =23, 2= 7+ /0.

Kao mpBo, nma ©u mpBe nBe jemHauwHe Ownie nepumHUICAHE MOpa OuTH
x,y > 0. Tpeha jemmauumma ommax moBiaum na je u z > 0. W3 mpyre
jemmaumne nobujamo ma je x = y**/2. 3aMemuUBamEeM OBOI M3pasa y IPBY
jemHauuny mobujamo:

=3(v2-1).

Cama BUIUMO Oa je MOBPIIUHA KOIKE 6a’ =

922/16 =y. (1)
Omvax Bumumo na je y = 1 pememe jemmaumue (1) 3a cBako z. Y ToMm
cayuajy © = 1 u z = 1 ++/3 u (1,1,1 + v/3) je pememe monassor cuc-
rema. Ako je y # 1, 300r UBEKTUBHOCTU cTeneHe (GyHKuuje, jeanavuna (1)

Y

922 4
OBJIAYM 14 je S 1 mro y3 2 > 0 maje z = 3 IIpBa jemmauwna naje
1 1
z =1y?. Tlocnenma jemHaunHa cama Aaje y = 9 ux= 3

397. 3a Koje BpeQHOCTU PEeaJIHOT mapaMeTpa ¢ jeTHAUYNHA
.92 o
1+sin“ax = cosx

UMa jeAIMHCTBEHO pellerme?

IlomTo je 1 +sin® az > 1> cosx mara jeIHAKOCT MOKe OUTU 3a00BOJHEHA
camo ako je sinax = 0 u cosz = 1. Kako je cosx = 1 ako u camo ako je
x = 2km 3a k € Z 3axkmyuyjeMo na je x = 2km pememe NMOJa3He jeqHAYNHE
aKo u caMo akKo je sin(2akw) = 0, ODHOCHO aKO WM CaMO AKO IOCTOJU IEO
Opoj n TakaB ma je 2akm = nw. n = 0 3aH0BObaABA MOCIENHY pealujy, U
TAKBO 7 je jeIMHCTBEHO aKO M CAMO aKO je a4 MpaIUOHAJaH OPOj.



O rakmmuemsuma y 2003. u
2004. roouHM

Mebynapomaa TakMuuema CpPeIihOIIKOJIAA Y
2003. romuHU

Hama exkumna 3a ob6a TakMuyema je, Kao 1 MIPEeTXOTHUX IOMUHA, oapehera
Ha OCHOBY pe3yJirara NOCTUrHyTuX Ha CaBe3HOM TaKMUYEHYy U JOIATHOM
TakMuueny 3a onpebusame penpesentanuje (momymapro Masa onumnuja-
na). by cy caunmasanu cnenehu yuenunnu:

YUG 1. Aunexcamgap Wauh, Hum,
YUG 2. Jemena Mumnanosuh, Beorpan,
YUG 3. Munaa Hosakosuh, Beorpan,
YUG 4. Mapxko PanoBanoBuh, Beorpan,
YUG 5. Aunerkcanmap Ilejues, Beorpan,

YUG 6. Aunexkcammap BpamkoBuh, DBeorpan.
Anekcannap Wnuh je yuenur 'mvuasuje Ceroszap Maprosuh uz Huma,
IOK Cy ocTajiu 4iaHoBu ekune u3 Maremarnure rumuasuje y Beorpany.

20. BAJIKAHCKA MATEMATUYKA OJIMMIINJAIIA,
Anbauuja — Tupana, 2.—7. maj 2003.

IBanecera Dankancka matemarudka oarMnujana (momysnapuo Daska-
Hujana) ompskana y Tupanum, y Anbamujum, om 2. mo 7. maja 2003. ro-
nuHe (Opram3aTopu Ccy u Tpajame DankaHujane, y OQHOCY HA IPETXOIHE,
ckpaTuiu 3a jemad mau!). YuectBosausio je 9 3emasa: AnbGanuja, Busma
jyrocnoBencka pemybsnuka Makenonuja, Byrapcka, ['pura, Jyrocnasuja,
Kunap, Moanasuja, Pymynuja u Typcra. Duna je mpensubena m eruma
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Bocue n Xepuerosuse, ajum OHU U OBe TOAUHE HUCY yUYECTBOBAJU jep CY
OmeT OPraHM30BaJId CaBE3HO TakMuuerne HakoH Bankanujane! Harme ume je
3BAHWUYHO OO JyrociaBuja, a AOHETa je U OAJIyKa Oa HaM ce ox ciaenehe
romuee u Ha Dankanujanama mema mme y Cpb6uja u Ipua Iopa (ma an-
GamcroMm: Serbi Mali i Zi).

Bobe name exkune ounu cy bopbe Kprunuh, acucrenr Maremaruurkor
daryntera y Beorpany u npencennuk Peny0Oanuke koMucuje 3a TAaKMUUEH-
ja 13 MaTeMaTHKe 3a YUEHUKE Cpenmux mKroaa u Biaamuvup BaaTuh, acuc-
tenT Exonomckor ¢pakymnrera y Beorpany.

Munucrapcrso npocsere Cpbuje Huje 06e36enuio morpebHa cpeacTsa
3a yuemrhe name egurne, a u JAT je omo6puo momyct ox camo 25% (JAT ce
perylaMupa Ia je TVIABHU CHOH30D (yadaJjiCKe penpe3eHTalllje HAIlle 3€M-
Jbe, a 3a MAaTEeMATUYKY PEMPEe3eHTAIljy HUje Morao ma obe3dbenu HU KapTe
Ha penosHoj JAT-osoj nuuuju Georpan—Tupanal), rako ma je mama oc-
MOYJIaHa eKMIa IyToBaJia Bo3oM xo [logropuie, a 3atum muHnbycom (Koju
je obesbemuino IIpymrso maremarudapa lpue Tope) no Tupane u Ha uctu
HAYWH HATpar. JeauHa ekuma, mopen Halle, KOja HUje JOMYyTOBAaJa aBUOHOM
Ha OBO TaKMUUYeH-€ je Oumia ekuna Makenouuje. Hamopan myT, Mmoske Outu
ompaBlamke 3a MaJio cjaabuju pe3yaTaT HAIle eKulle.

OpranuzaTopu Cy HANPABUIM BEJUKMA OpOj MPOMyCTA: HUIITA CE HU-
je omBujasio mo yHampen yTBpDheHOM pacmopeny, HEKd HUXOBU UJIAHOBU
JKUpUja HUCY TOBOPUJIM EHIJIECKU jE3UK HErO CaMO PYCKU, UMaJu Cy HEK-
UX IPOIyCTa y Iperjenamy 3anaTaka (Ha HAILy KOPUCT :), HOK je BOIUY
KOja je Oumia momesbeHa HAIIOj €KUM OumJia MOTIYHO HEKOpucHa, maMehy
ocTajor m 300r ciaabor Kopuimhema eHrJVIECKOT je3uka. [ JaaBHuM pasio3u
TUX HPOILYyCTa Cy IITO je NPBU IIyT Opranu3oBaHa Danakanujana y AnGanu-
ju, BUXOBA €KUINla HUje YUYEeCTBOBAJa Ha CBUX 19 MPETXOMHUX TAKMUYEHA,
a U Tana HUXOBM BoDhe eKuma HUCY UMaJu 3HAYAJHU]Y YJIOTy y m3bopy
3a1aTaka, TAKO 14 jé Y CBUM ACIEKTHMa MIPEOBJIALABAJIO HEUCKYCTBO.

Huaamyka TakMudena je duna caeneha:

2. Ma] — [I0Ja3aK eKUIa U CMEINTaj,
3. Maj — CBeuaHO OTBapame TAKMUUEHa (Y3 IPUTOJaH KyJITY DHO-YMETHIY-
KU IIpOTpaM), Kao U obmiasak nenrpa Tupane (HEOPraHM3OBAH U IIEIIKE ),

4. Maj — mpemoaHe TAKMUUEHEe, a MOIOJHE U TOKOM HONUM mperiiename 3a-
IaTaka,
5. Maj — yueHmIu cy wouiu Ha usiaer y Ilpad, a Bobhe exuna Opanuin

3amMaTKe MPen sKUPUjeM KOjUu Cy caudibaBajd AoMalu MareMaTuvapu — Ha-
mopaH Jeo ycarjgamasama Bpensoctu (ue)ypabenux 3amartaka,
6. maj — wm3ner y Kpyjy, ucTopmjcko MecTo rhe je mpe KOjy meleHujy
nonuruyT kommiekce nocsehen Crennepbery (Gjergj Kastrioti=THopbhe Kac-
rparoBull), HajselieM anbaHCKOM jyHaKy, IOHOAHE CBEUYAHO 3arBapame (y
BUXOBO] CKYNIITUHY) W yBede o0uiaTa Bedepa Ca KyJTyDPHO-yMEeTHUIKAM
nporpamom,
7. Maj — oIja3aK €KUIa y PAHUM jyTapHmUM YaCOBUMA.

Takmuueme ce cacrojano ox 4 3amarka, cBaku je Hocmo 10 moena u
pamuno ce 4 cara. IIpBa Tpu 3amaTka Cy Ce MOKA3aad KAO JOCTA JIAKIIN O
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yobuuajeHux, HOK je Y4eTBPTU NPEenTaBbao TBPA opax BelimHuM TakmMuuapa
(camo 12 yuenuka je mobuio mpeko 5 moena). 36or TakBor uszbopa 3a-
IaTaka HAIA €KWNA HUje yCIesaa 1A HANPABU PA3JIUKY y OTHOCY HA EKUILY
MounnaBuje, koja je yBek busa m3a HAC HA MehHyHAPOIHUM TAKMUUCHUMA U3
MaTeMaTuke. 10 je HOBEJO U [0 UyAHUjUX IpaHulla 3a Harpazae: | Harpamy
je mobmiio caMo MIeCT YYEeHMKa KOju cy mMasm makcumasaux 40 moena, 11
Harpanaa je 6una on 39 mo 33 moena, III marpana on 32 mo 18, a yuenunu
KOjU Cy ypaauiud MOTIYHO TAYHO jedaH 3aJaTaK, a HUCY OCBOJUIU HEKY
o mpBe Tpu Harpazae mobusu cy moxBaJgy. Exuma Byrapcke je cyBepeno
nobGemuna ca 232 noena (mena ekuna je marybuia camo 8 moeHal), amm
IJIACMAHU OCTAJIMX pelpes3eHTanurja Cy Ouim Kpajibe Hem3BecHU: PymyHU
Cy TEK Ha MOCJIEAHEM 3aJaTKy IPEeTeKIn 1ypKe, KOjU Cy MMAJM MaKCUMAJII-
mux 180 moena Ha mpBa TpU 3amaTra, Mu cMo Hecpehno m3a Moanasuje,
a u Makemouuu cy tecuo nmobemmmu ['pre. CBu Hamm TakMuyapu cy ce
BpaTuiIu ca MemasboM, ajau camo je Jemema MwummamoBmh ocBojusia apyry
Harpamy, IOK Cy ocTaja neropuna nobuiau tpehy marpany. Tabenapro mo
3aanuMa, Kao W €KUllaMa TO M3TJIena OBAaKO:

1. 12 |3 |4 | %
Jesnena Munasosuh 101010 | 3 | 33
Mapro PanoBaswosuh | 10 | 8 | 10 | 3 | 31
Anexkcannmap Wimh 1010 8 | 2 |30
Anexcanmap Ilejuesn 10| 8 | 10| 2 | 30
Munan HoBakoBuh 10|10 7 | 0|27
Anexcan. Bpaukosuh | O | 10| 9 | 2 | 21

L2 3[4

1. Byrapcka 59 | 60 | 60 | b3 | 232

2. Pymynnja 52 | 58 | 60 | 44 | 214

3. Typcka 60 | 60 | 60 | 30 | 210

4. Monnasuja 46 | 60 | 49 | 21 | 176

5. JyrocaaBuja | 50 | 56 | 54 | 12 | 172

6. BJPM 47 | 42 | 44 | 12 | 145

7. I'puka 34 | 54 | 48 | 7 | 143

8. Anbanuja 18 131 (34| 5 | 88

9. Kunap 14 (12 |18 | 5 | 49

Hama ekuna je 6uia Hajbo/ma y CIOPTOBUMA: KOIMAPIM, CTOHOM TEHUCY U
Ounujapy. Hamwm ydenunu u ydeHuna HajBuine cy ce npysxmam ca Make-
moumuma 1 Typuunom Anumjem (Ali Adali).
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44. MEBYHAPOIHA MATEMATUYEKA OJIMMIINJAIIA,
Jaman — Tokwmo, 11.—19. jymn 2003.

Osoromumma mMehyHapomna MareMaTUUKa OJUMIKjaLa CPeIHOIIKOIa-
na oap:kana je y Torujy (Jamam) om 11. mo 19. jyma ose romume. Yu-
ecTBOBAJIO je 87 3eMajpa ca CBUX KOHTUHEHaTa. Fkume cy Ouie cMemTeHe
y OMJaIWHCKOM OJIUMIIAjCKOM ceay y cpuy Tokruja, jemnor on mHajehwmx
rpamoBa Ha cBery. 1y je 13. m 14. jyma oap:kaHoO @ caMO TaKMUYEHeE.
3a TO BpeMe ;KUPU je uaMemTeH y oOmmkmu rpaaquii Mykaxapu na obasu
Toxrujckor 3anuBa. Jbybasuu nomahuuu cBOjCcKU Cy ce TPYAUIU na yrocTe
cBe yudecHumke. Tako cMo Op30 3abopaBumin npobieMe ca BU30OM, (UHAH-
cujamMa u pyrorpajuu Jjer npeko Cubupa. YUeCHUIIUMA Cy Ca IIOHOCOM
MOKA3MBAJIN CBOja TEXHWYKA mocTurHyha, obsakomepe Bucoke mperxo 300
MeTapa, IIyTeBe M3HAI myTeBa, caobOpaliajue ryskBe, a MOMAJO U AEJIOBE
cBOoje npeBHe muBuau3anuje. Vako cMo ce, 300r HENOCTOjama CBAaKOI-
HEBHOT JieTa o1 AMmcrepaama no Beorpama, MOpaau BpATUTHU IPE 3aBPITHE
mepeMoHurje 3aTBapama, yTUCAK KOju CMO COOOM MOHEJNUW je M3BAHPEIaH.
Tome mompurOCH M moOAp PE3yITAT KOJU je HAIIA IIECTOUIAHA E€KUIA IO
BobctBOM mpo¢. ap bopba yromuje, npodecopa Maremarnuror daxyi-
TeTa u3 Deorpama u merosor 3amenuka Kprunuh BHopba, acucrenra ma
UCTOM (aKyJITeTy, HOCTUIJIA — TPU CpeOpHe M jenna OpoH3aHA Menasba U
IBE MOXBaJIE.

Cpebpue mename ocojusu cy: Aunexcammap Wauh, Mapko Pamosa-
woBuh um Anexcammap Ilejues. Dpomzamy memamy ocBojusa je JeneHa
Munaunosuh, mox cy Mwuman Hosakosuh u Anexkcammap Bpamkosuh 3a-
CILYKUJIN TTOXBAJIE.

Y remepasHoM miacMmaHy (KOjU Ceé 3BAHMYHO HE PAUYHA), HAIIA EKUMA
je mBamecerrpeha (ca 101 Gomom), mWTO je mateko GOJbe HErO ITACMAHU
ocTajux OUBIIKMX jyrocioBeHCKux penybiauka (ciene Xpsartxa 61. ca 80
6omosa, Bocua u Xepuerosuna 65. ca 71 6omom ura.). Ha onmre msne-
nabeme Haj6omu pesyarar Ha OnuMnujanu ocTBapuia je ekumna Byrapcke.
Panr npBux mecer ca 6pojem ocBojenux GomoBa usriena opako: bYT'APC-
KA (227), KWHA (212), BUJETHAM (172), KOPEA (157), CAIl (156),
PYMYHUJA (143), PYCUJA (142), TYPCEKA (132), JAIIAH (131),
MABAPCEKA n BEJIMKA GPUTAHUMJA (128). U3 oBux pesyiarara
cacBUM je jaCcHO na mpobiaeMu 3amaTél OBe TOAUHE HUCY HU MAJo Ouian
JIAKH.
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Mebynapomgaa TakMuuema CpeaiOIIKoJIaa y
2004. romuHU

Hamy €KUIly OB€ rovHe Cy CadyumaBaJinl cne,ael’m y4dyeHunu:

SCG 1. Mapxko PanoranoBuh, Beorpan,

SCG 2. Munan HoBaxosuh, Beorpan,
SCG 3. Aunercanmap Ilejues, Beorpan,
SCG 4. Bopbe Bapamuh, Kparyjesar,
SCG 5. Ypom Pajrkosuh, Beorpan,

SCG 6. ITlerpa CrojcaBsmweBuh, Hosu Can.
Hopbe Bapanuh je yuenur [Ipse rumuasuje u3z Kparyjesua, [lerpa Cro-
jcaBmpeBull je Ouma yuenuna ['mmuaswuje ”Josam JopamoBuh 3wmaj” u3
Hosor Capna, mok cy ocranu uiaHoOBU ekulie m3 MareMaTuyke T'MMHA3U-
je v Beorpamy.

[IpBa mBOjUIa yUEHUKA IACUPAJIA Cy CE MUPEKTHO HAKOH CABE3HOT TaK-
MUYena, JOK CY OCTAJM YILINA y €KUILy HAKOH MaJie ojuMnujane (TakMUIeH-
ja 3a u3Gop ekune 3a Ouumnujany). IIpsa rpojuna cy yuenunu IV paspe-
na (6umm cy Hajbomu n Ha pemybanukoM TakMuueny: Mwuaan Hosakosuh
100 noena, Anercannap Ilejues 95, Mapko Panosanosuh 90, cinenehu 62,
npocek 49), nok cy ocranu yuenunu 111 paspena (¥Ypom Pajrosuh je 6uo
HajOomU Ha pemyOaumuroM TakMuuewny ca 70 moena, caemehwm 62, mpocek

28).

21. BAJIKAHCKA MATEMATUYKA OJIMMIINJAIIA,
Byrapcka — IlneBen, 5.—10. maj 2004.

Bankannjana je oBe rommue onpskana y Dyrapckoj, y IlneBeny, y me-
puony ox 5. mo 10. maja 2004. Bobe mame exkune dumau cy Biamumvwup
Bantuh, acucrenr Exonomcrkor ¢daxynrera y Beorpany m hopbe Kpru-
vuhi, acucrenr Marematunuror ¢akynrera y Beorpangy. Camo TakMuyemne
je bumno y meraxk, 7. maja 2004. Csaku 3anartak Bpenu 10 moena u paau ce
3a 43 cara.

I'panune 3a marpanme: | marpany je mobmiao cemaMm yUYeHUKa KOJjU CY
nvau o 40 mo 37 noena (MarcuMmanHux 40 HOeHA je MMAJO TPOje yUYeHU-
ka - 2 Pymyna u 1 Byrapun, a nopen mux 31ato cy mobunu jom 2 Byrapa,
1 AnbGanan u 1 Monnmasamn, koju je y3eo 3maro u Ha JyHuopckoj Dankanu-
jama, kao u Ha Ommmnujanu!), II marpana je 6una ox 36 mo 30 noena, III
Harpaza ox 29 no 22, a y4eHMIOW KOJU Cy yPaaWiM IOTIYHO TAYHO jeldaH
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3a1aTaK, a HAUCY OCBOJWJIM HEKY OJ IpBEe TPU HArpale MOOUIM Cy MOXBAJY.
Exuna Pywmynuje je 3a 1 moenm mobemmia momahume Byrapcky, mok cMo
MU IIOHOBO 3ay3eiiu meTo Mecto mn3a tpehie Monnasuje u uerspre Typcke.
CBU HAIIM TAKMUUYAPU CY C€ BPATUIM Ca MeIajhoM, aau camo je Mapko
PanosanoBuh ocBojuo mpyry Harpamy, ZOK Cy OCTAJUX IETOPO HOOWIN
tpehy marpany. TabemapHo 1O 3amammMa TO U3rJIEAa OBAKO:

1.1 2. |3 14. | &
Mapro Panosauwosuhh | 10 | 10 | 9 | 5 | 34
Muaas HoBakoBuh 101 7193129
TBopbhe Bapamuh 10 7 | 7| 4|28
Ilerpa CrojcaBiseBuh | 10 | 9 | 8 | 1 | 28
Anerkcanmap Ilejuen 9 8 | 5|5 |27
¥Ypom Pajkosuh 1010 0| 4 |24

1. | 2. | 3. | 4. »
Pymynuja 60 | 59 | 54 | 34 | 207

1.

2. Dyrapcka 59 | 56 | 51 | 40 | 206
3. Monnasuja | 56 | 55 | 42 | 38 | 191
4. Typcka 60 | 59 | 48 | 14 | 181
5. CcHI’ 59 | 51 | 38 | 22 | 170
6. I'puka 56 | b1 | 40 | 6 | 153
7. BJPM 51 124|119 | 8 | 102
8. AnbGanuja 38126 | 17| 13| 94
8. Kumap 49 |26 | 9 |10 | 94

45. MEBYHAPOIHA MATEMATNYEKA OJIMMIINJATA,
I'puka — Atuna, 9.—19. jya 2004.

Bankanujana je oBe romuue omp:kama y I'pukoj, y ATunu,y mepuomsy
ox 9. mo 19. jyma 2004. Bobe mame erxune O6unn cy Bopbhe Ilyrommja,
npogecop Maremaruuror ¢axynarera y Deorpany u Bragumvmup Lanrwuh,
acucteHT ExonoMcror ¢akyinarera y Beorpany. TakmMuueme ce omgp:raBaiio
ABa MaHA Y MPENOAHEBHUM YacOBUMA: MOHemesmak, 12. jya 2004. u yTopak,
13. jyn 2004. Csakor nana TaKMUYAPU CY PAIUIU IO TPU 3a0aTKA (CBAKU
HOCH mO 7 IOEHA) 3a 4% cara. Takmuueme je 0DeneKMUIO HOCTA Opra-
HU3AIMOHNX IPONYCTA: BEJIVKA KAINKEHa, Y TAKMUYEHE Ce OAP/KABAJIO Y
xomy ¢aryinarera, 6e3 kiauma ypebaja ma 40°C, Beoma ciabe koMucuje 3a
onemUBame 3aJaTaka... HakoH TakMuuema, OOK cy Bohe erkumna OpaHumie
3a1aTKe, YUYEHUIU Cy WIIX HAa HEKOJIMKO m3iera: Muwukena n Enmnaypyc,
Kao 1 obunasak Atume — ayToOycoM, y3 pasriename AKpOIoba U TProB-
avkor menrpa, [lmake.
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Hama erkuna je ma Mebhymapomnoj mMareMaTwUykoj ONMMMIOUjagy Cpel-
BOINKOJAIA OCBOjuisia nBe cpebpHe m Tpum OpouHszany menmama. Cpebphe
Menasme ocBojusim cy: Mapro PamoBamosuh u Munan Hosarkosuh. Gpon-
3aHe MenaJse ocBojusu cy Asexcannap Ilejues, Bophe Bapaauh u Y pom
PajroBuh. Mapko PanosamoBuh je mpyror mana mMao MakKCUMyM IOEHA
(21), amm 360r mMano caabuje ypahenor mpsor maHa je octao 6e3 3iaTHE
Mename (memocrajao My je 1 moen!). Ilerpa Crojcasmesuli je ocrana Ges
moXBaJie, jep je YCBOjeH uylnaH KPUTEPUjyM 3a OIemuBame 1. 3amaTka.
I'panune 3a marpaze cy: | marpana je 6una on 42 no 32 moena (45 yuenu-
ka), Il marpana ox 31 mo 24 noena (78 yuenura), Il marpana ox 23 no 16
(120 yuenuka), a yJ4eHUIU KOjU Cy YPAAMAIN NOTIIYHO TAYHO jEIAH 3aIaTAaK,
a HUCY OCBOJUJIM HEKY OJ IIPBE TPU HArpalae NOOMIM Cy HOXBAJLY.

TabesapHo mo 3amanuMa TO M3TJIena OBAKO:

1.1 2. |13.14. |5 |6. >

Mapro Panosanosuh 7 2 1 7 7 7 31
Munas HoBakoBuh 7 4 |1 7 7 2 28
Anerkcanmap Ilejuen 7 2 10| 7 5 1 22
Hopbe Bapamuh 6 1 2|17 3 1 20
Ypom Pajkosuh 3 4 11 7 4 1 20
ITerpa CrojcaBiseBuh | 6 2 |1 1 0 1 11
> 36 | 15| 6 |36 |26 | 13| 132

Y reHepaJiHOM IJIaCMAaHy HAIIa €KUIla NeJU OJl ABANECETOr IO ABAIE-
cerrpeher mecra (ca 132 Gomom), mTo je manexo 60Jbe HEro MIACMaHU
ocTanux OUBMUX jyrocuoBeHckux pemny6buauka (40. Xpsarcka ca 89 moena,
47. Marenonuja ca 71, 48—49. Cnosenuja ca 69 u 70. buX ca csera 40
[OeHa), Ka0 ¥ HEKUX MHOTO Da3BUjEHMJjUX 3alalHuX 3eMasa (01 OaikaH-
CKUX Op:kaBa Ouiau cMO ueTBPTHU - MosnaBuja je umasia 8 moeHa BUIIE O
mac, mok je Typcka ocrana 14 moema m3a Hac). 3a pas3iuKy O HAIIKUX
crnoprucra Ha OIUMIMjanyd KOja ce oap:KaBaJia Mecel naHa kKacHuje (uH-
TEPECAHTHO je na ce oBe roawHe y ATwmHu oapskasajy 3 Ounummnujame —
MATEMATUYKA y jyJly, CHOPIKA y aBryCTy W MHYOPMATUYKA y cenTeMOpy),
HaIX MaTeMaTudapy cy 6uian HajOoo/mn y CHOPTOBMMA — BATEPIIONY U Gy a-
bany (mobuau cmo Xpsare 5:0 u Mekcukanme 5:2 ca HEKOJIUKO Urpada
Mame), Kao U y KapraMa. YJaHOBU HAINE €KUIle Cy Ce HAJBUIIE APYKUIU
ca TAKMUYAPUMa M3 OUBIIUX jyTOCJIOBEHCKUX pemybiuka. Hajbomu pesyir-
rar Ha Onumnujanu ocrBapuia je ekuna Kwne. Panr mpBux mecer ca
6pojeM ocBojeHux 6on0Ba M3ryIena oBako (y 3arpaid je pacmopen Menana
3naTHe-CcpebpHe-OpoH3ane):

1. Kuna 220 (6-0-0) 2. CAIIl 212 (5-1-0) 3. Pycuja 205 (4-1-1) 4. Bujer-
nau 196 (4-2-0) 5. Byrapcka 194 (3-3-0) 6. Tajsax 190 (3-3-0) 7. Max-
japcka 187 (2-3-1) 8. Jaman 182 (2-4-0) 9. Mpax 178 (1-5-0) 10. Pysymu-
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ja 176 (1-4-1) 11. Yrpajuna 174 (1-5-0) 12. Jyxua Kopeja 166 (2-2-2) 13.
Benopycuja 154 (0-4-2) 14. Uranja 151 (0-4-2) 15. Wspaex 147 (1-1-4)
16. ITosmcra 142 (2-1-1) 17. Cumramyp 141 (0-3-3) 18. Mougasuja 140
(2-0-4) 19. Mouroanja 135 (0-3-2) 20. Benura Bpuranuja 134 (1-1-
4) 21-24. | CIIT 132 (0-2-3) |, Bpasux 132 (0-2-4), Kanaza 132 (1-0-3),
Kazaxcran 132 (2-0-2), 25. Hemaura 130 (0-3-1).

VMH®OPMAIINJA O HAPEIHUM MEBYHAPOIHUM
TAKMNYEIBLVMA

Hapemna Bankanujana ce ompskasa y Pymyruju mouerkom maja 2005.
roauHe, a HAKOH TOora je Ha Kumpy.

Hapenna Ommmmnujanma ce ompskaBa y Kamkyny y Mekcuky ox 1. mo
12. jyma 2005. (ero moTuBa 3a Takmuuene). Haron Tora je y Cuosenuju
(Jby6mana), 3atum y Bujernamy (Xanoj), a onpebena cy u mapenna nsa
nomahwuna: Mnanuja u Hemaura (Bpewmen).



