JAPYIIITBO MATEMATNYAPA
CPBMNJE

MATEMATNYEKA TAKMNYEIHA
CPEIILOIIIKOJIAITA
2005/2006.

Beorpan — Bpmauka bama 2006



CIIOH30PM TAKMUYEIDHA:

CO BPIbAUKA GAIBA
YAYAHCKA BAHKA A. 1., YAYUAK
Coenujanaa 6osmauna Mepkyp, Bpmaurka Gama
Xoren CiaBuja, Bpmauka Bama

CTP Mumn, Bpwmauka Bama
TpMraxabis, Bpmauka Dama

Maboca, Bpmauka Bama

Texnomaruk, Bpmauka Dama

Benu 6op, Bpmauka Bama

Tpuac, Bpmaura Dama

ITuonup, Bpmaurka Gama

NC Ilponykr, Bpmauka Bama

Anda, Bpmim

Bobau romepir, Hoso Ceno

Bpmauxko Bpesno, Hoso Ceno

Ilekapa Buna, Bpmaurka Bama

Pemuna, Bpmaura Dama

Emko, Bpmauka Bama

I'ymap npomer, Bpmauka Bama
3yb6apcka opmuHanuja 3apaBibe, Bpmauka Hama
T'mranar, Bpmin

Mupruh, Bpmiu

Owmera, Hoso Cemno

Kmyu, Bpmauka Dama

Iyma, Hoso Ceuo
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OPTAHM3AIINOHNM OALOP
48. PEITYBJINMYKOT TAKMUYEIHLA I3 MATEMATUKE

[Tamuh Pomomy6, npencenaur Onmrune Bpmauka Bama
Cranojuuh lame, npencenuur Crynmrune omnmruHe Bpmauka Dama
CnasroBuh Henan, nauennur IlIkoscke ynpase Kpasmeso

Capuh CaaBomy6, nuperrop ['mmuasuje y Bpmaurko] Bamu

np Bpanucnas [Monosuh, npencenaux JIMC

ap paran Bypuuh, npencennuk mrogckor ogdopa ['umuasuje y
Bpmauroj Bamu

np Bajuh 3opan, qupekTop Y TOCTUTEILCKO-TYPUCTUYKE IIKOJIE Y
Bpmauroj Bamnu

Cromuh lojua, npopecop 'muuasuje y Bpmauroj Bamu
Beceannosuh Henemro, npodecop 'mmuasuje y Bpmaukoj Bamn

Ukpebo CraBomy6, npodecop 'mmuasuje y Bpmaukoj Bamn



© 00 N O Utk W N

PEIIYBJIMYKA KOMUMCHMJA
3a TaKMUUYEeHa U3 MATEMAaTUKE 33 yUYEHUKE CPeIHUX IITKOJIA

mKoJicka roquaa 2005/2006.

. Apcenosuh ap Mumnom, Maremarnurn daxynarer, Beorpan

. Bantuh Baamnvmup, Exonomcku darynarer, Beorpan

. T'ajuh np Bopucnas, Maremaruukun Nucturyr CAHY

. HMumurpujesuh mp Caabauna, [IM®, Kparyjesan

. Homwmura np Urop, IIM®, Hosu Caxn

. Hopocnosauku np Pame, ®TH, Hosu Can

. Hyromuja np bBopbe, Maremaruuku ¢parynrer, Heorpan

. Byruh Hyman, Yuusepsurer y Toponry, Kanana

. ‘Kusamesuh np Pane, Maremaruuku Uucturyr CAHY, npencemuuk

Penyb6auuke komucuje

. Nkommuosuh np Hebojma, [IM®, Kparyjesam

. Kuesxesuh mp Mwuman, Marematuusknu ¢axynarer, Georpan
. Kprunuh mp Bopbhe, Maremaruuku dparynarer, Beorpan

. Maruh Wsan, Bepran, CAIL

. Mumuhesuh bHopbe, Ilpuncron, CAIL

. Munocasmesuh Mwaomr, I[TM®, Humr

. OrmanoBuh mp Cpbhan, Maremarnuka rumuasuja, Beorpan
. Cennunh Anekcannap, Kpameso

. Cranojesuh Pane, Xamunroun Uucturyr, Upcka

. Crojakosuh ap Munom, I[TM®, Hosu Can

. Tomuh WMsanra, ['mmuasuja, Bameso

. YUyrkuh gp Jby6omup, I'pabeBuncku dparxynrer, Beorpan

. MoGot mp Bopuc, IIMP, Hosu Can



3anuc o Bpmaukoj bawmu

I'p6 Bpmauke Dame

Bpmauka Bama je majsehe u majunosnartuje Oamcko nevnnumre y Cpou-
ju m lpuoj I'opu m TpaIumMOHAIHO BPJIO HPUBJIAYAH TYPUCTUUKHU EHTAD 3a
onMop U pekpeanujy. Bama ce mamasm y nearpasnuoj Cpouju, oko 200 km jyx-
vo on Beorpama. IlpymMcrOM m :Kele3HUYKOM caodbpahajHUIOM Koja JOIUMHOM
Sananae Mopase cnaja marucrpasae myrese Dankama, LGeorpanx — Coduja u
Beorpan — Aruna, Bpmaurka Bama je Beoma mo0Opo moBesaHa ca CBUM KpajeBu-
ma Cpbuje u llpue ['ope, a moGpuM JOKAJTHUM yTEBUMA Ca CBOJUM IIYMCKO —
IUIAHWHCKUM 3ajeDeM Koje YMHM MUPOKO HOAPYydUje OUyBaHe NPUPOIHE CPEeIUHE.
Y oBaj KOMIUIEKC cnanajy Bucoke mwianuue Komaonuk (2017 m), Kemun (1785m),
saruM Crososu (1376 m) u obmwkmu muromu Iou (1216 m).

Bamcku mapk

Kunma je ymepeHo koHTMHEHTAIHA. Y TUIA] OOIMKILUX IJIAHWHA [Oaje
MUEpPO KauMU Bpmaurke Dame mocebaH KapakTep U UMHU je BeOMa IPUjaTHOM.
Jlera cy ymMepeHO Tomia ca CBEKUM jyTPUMa M BeUYePUMA, a 3UME Cy CHErOBUTE
u 6e3 omrpux mpazeBa. Cpenma romumma temmepartypa je 10,5°C, a cpen-
wa germa 20°C. Bpmauka Bama uma BeoMa qyry JeuyniaummHy Tpagunujy. Ha
Bpmaurom TommoM MuHepasHoM u3Bopy y BpeMmeny on Il mo IV Beka Pummanu



cy marpaguiau coje geunsuimrte u onopasunuinre AQUAE ORCINAE. O Tome
HAM CBeIOYEe apXeOJIOUIKN HAJA3U Y YKEM je3rpy pPUMCKe Game, OJHOCHO baseH
3a Kylame, PUMCKUA u3BOp Tomie muHepasne soxe (Fons Romanus) u MaomTBO
KOBAHOT HOBIA KOJU j€ U3 KyJTHUX MOTUBA OCTABJLEH Y JIEKOBUTU U3BOD.

ITupa obaact Bpmaure Bame npenrasmpa nHajooraruje u Haj3aHUMILUBU]E
Typuctuuko noapydje Cpbuje. To je moapyuje rie ce Ha CBAKOM KOPaKy CPeImbuU
Bek cycpehe ca MomepHuUM TOkOBMMa. Ha ceBepy je mmToma IIOJHA OpAHULA
zananuor Ilomopassea, a Ha jyry, npexo 100km mgyra rmmcypa M6Gpa koju ce
Xy4HO mpobuja IIAHWHCKUM KJaHnuMma npacrape lapmarnuje, nanmamme Pamre,
e je HacTaJia CPICKA Ap/KaBa. 1y Cy U BUCOKEe IJIAHWHE Ca IHO3HATUM 3UMCKUM
ciopugruM merTpuma, Mehy kojuma ce mapounTo mctmye Komaonuk. Hajzan,
OBO je peruja ca Haj3HAUYajHUjUM CIOMEHUIMMA CPIICKE CPEIHeBEKOBHE KYJITYype,
mocebHO MaHACTUPUMA Ca MOHYMEHTAJHUM (PECKO CIMKAPCTBOM OJl KOjUX je
HEKe, Ka0 CBEIKY KyaTypry Oamrury, 3amrurrno UNESKO.

OxocHuIly IpUBpeaHor ;KuBoTa Bpwhauke Bame HeCyMILUBO YMHU Ty PUCTU-
YKa, [eJATHOCT, aji Cy Ce 3aXBaJsbyjynu H0j, YCIENIHO PA3BUJIE U HEKE IPyre
npuBpense rpase. Excmioaranuja MuHepaaHux nsBopa Bpmaurke Bame mouena
je 1970. romuse.

IIpexo mene rommme, mocebHO y Mecenuma JIeTH€ TYPUCTUUKE CE30HE,
Bpmauka Bama cBojuMm mocermonmMa Hyau u3y3€THO OOraT, Ccaap:KajaH u
PA3HOBPCTAH KyJATYPHO — 3abaBHu mporpamM. BpOjHM CHOPIKO — pEKPeaTUBHU
00jeKTr U TEepEeHu MPY:KA]y BPJIO MOBOJLHE YCJIOBE 38 PEKPEAIjy U MOTOIHU CY
3a MpUIpeMe BPXYHCKUX CHOPIKUX EKUTIA.

Hexomuko peun o mkosm nomahuny

WNznan Bpmaurke Bame m JlumoBauke pere, y menTpasaoM meay Bpma-
urke Bame ysmmke ce Uajkuno Opmo Ha KOMe ce y Hekanammoj Buiau ‘Tepa-
nuja”’, Hasa3u jeauHa ruMHasumja y ommruHu. (OCHOBAHA je HA WHUIM]ATUBY
rpabana Bpmauke Bame 1941. romuae u ca pazxom je mouesa 17. HOBeMOpa
Te TOJVHE II0 HACTABHOM IJIAHY U CKpalieHOM mporpaMmy IpOINCAHOM O Ta,Jalll-
wer Mununcrapcrsa npocsere. Jlanac je 0BO rmMHAa3Mja OIINTEr TUIA U TOKOM
BUIIIE AEIIEHN) CKOT Paia, Y3 KPATKOTPAajHe IPEKUIe, N3HEIPUIIA je MHOTE YCIEIIHe
reHepamnuje n IojeauHIe.

Y mpocTopy Koju meam ca Y roCTOTEJHCKO—TYPUCTUYKOM IMKOJOM ['mMHA~
3uja mamac obpasyje 480 yuenuka pacnopebenux y 16 omemema cBa yeTupu
paspena. Koxexktus Opoju npero 35 mpodecopa u jeman je on HajMmiaabux y
OKpYTy. Y UEHUIM OBE MIKOJIE CBAKE TOJUHE YUYECTBY]Y HA MHOIUM TAKMUYCHU-
Ma M3 pa3Hux 0o0JacTu ” TMOKa3yjy Bpio mobpe pesyarare. Illkoma je uwecto
nomahue MHOrMX TakMuderma Ha cBuM HuBomMa. On memasBuo ['mmua3zuja je
nocrasa uiaad UNESCO mrkosa, mrTo je jom jemaH O HMOKa3aTesba YCIEITHOT
pala U DOJATHU CTUMYJIAHC 3a pan y OymyhuocTwH.



OINIIMITVHCRKO TAKMMNYEILE N3 MATEMATUEKE, 28. 01. 2006.

IlpBu pa3pen — A kareropuja

1. Ha romwmro HauymHa ce 3 TOIA MOTY MOIY HOCTABUTH HAa IIAXOBCKY TabIy
mumensuja 6 X 2006 Tako ma ce ysajaMHO He TyKy (Tj. ABa TOma ce HE MOTY
rcToBpeMeno Haliu y MCTOj BPCTU UM UCTO] KOJIOHU)?

22006 22004 —1.

2. Ogmpenu uwajsehu 3ajennuuku menunarn GpojeBa —1m

3. 30up 49 mpupomuux OpojeBa jemmak je 999. Hahwu majsehy moryhy spen-
HOCT BUXOBOr HajBelier 3ajemHMUYKOr memmona. (M388)

4. OapemuTu yrioBe je IHAKOKPAKOr TPOyTJla y KOMe je My:KUHa CUMeTpaJie yria
Ha OCHOBUIM jeTHAKA NBOCTPYKO] AY/KUHU BHUCHHE KOja OArOBapa OCHOBUIIU.

(M362)

5. Moske nu ce jeanakocTpanuday Tpoyrao nomeautu na 2006 jegHakocTpaHUY-
HUX TPOYTJIIOBA? (M327)

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Ompemuru cBe nese 6pojese a 3a kKoje cy mspas3u 96 +a u 5+ a KyGoBu
neanx Gpojesa. (M405)

2. Moske nu ce jeanakocTpanuday Tpoyrao nomeautu na 2006 jegHakocTpaHUd-
HUX TPOYTJIIOBA? (M327)

3. Hahwu <ACB omtrpoyrnor AABC ako je mosmaro na nysxk HN, koja cuaja
nonuoxja sucuna AH u BN, mnososu cumerpaay <ACB.
(M436)

4. Hahwu cBe = € R 3a koje je Hejemnaumua
(2 —a)z® 4+ (1 — 2a)2? — 6z + (5+4a —a®) <0
TauHa 6ap 3a jemHy BpemHocT a € [—1,2].

5. Ha ciumm je ckuma rpadura dyssmuje y = ax? + bz? + c. Kakse 3make nmajy
roepunujentu a, b u c?



f(x) = az* +bx? + ¢

Tpehu pa3spen — A rareropuja

1. Pemury cucteMm jeaHavmHa

logoz +log,y+logyz = 2
logs y +logg z +loggz = 2
log, z +loggx +logigy = 2.

2. Hahwu cBe napose peasnux 6pojesa (a,b) Takse na je
(a + bi)*% = g — bi.

3. Msmeby crpamuma Tpoyraa moctoju pemamuja a —b =0b— c > 0. Ilokazaru
[a APYTY IO BeJIWUMHU yrao He mpesaasu 60°. (M470)

4. Hera je a+ b+ c=1 u vHera cy a,b,c ny:xxune crpanuna Tpoyriaa. lokazatu
na je a® +b* 4+ ¢ < 1. (Tarrenra 34, crp. 8)

5. IlocToje nn nenwm mo3UTUBHK OPOjEBU T,y W Z 3a KOj€ BAKU:

23 4yt = 25,

YerspTu paspen — A kareropuja
1. Hera je ¢ymrmmja f : R — R 3anmara ¢popmynom f(z) = 3sinz + 4cosz.
OnpemuTu MAKCUMAJHY U MUHUMAJIHY BPEIHOCT OBE ()yHKIHjE.
2. Hahwu najBehy Bpennoct ¢yHKIU]jE

x 1

= ‘2
x2+9+x2—6x+21+wb T

f(z)

ua uarepsany (0,+00). (M375)



3. IlpermocraBumo na cMo peaiyiHy (YHKIU]y 1) yBeau Ha cienehu HAYWH

r, x>2,
W(x) = 2, 1<ax<?2,
2¢, x < 1.
Pemmuru cnenehe dpopmyiie mo x € R:
(a) ¥(z) <=
(b) ¢(z) + (1 —2) +P(Y(x) = 2. (M359)
4. Hahw cBe ¢yurunuje f, TakBe ma 3a NpousBOJLHE peajiHe OpojeBe x u Y
Bazku jemuakocr f(x —y) = f(x)+ f(y) — 2zy. (M403)

5. IlocToje au menm mMO3UTUBHU OPOjEBU T,Y,2 U T 3a KOje BayKU:

23 4yt = 20,

IlpBu pa3pen — b kareropuja
1. Oxppenutu 6poj meBeronuppeHux OpojeBa MebUBUX ca 225, KO KOjUX Cy CBe

mppe paznuuure a nudGpa CTOTUHA UM je 7. (Tanrenra 36, cTp. 26)

2. Ha kosmmko HaumbHa ce 3 TOma MOrY MOTY IOCTABHATHU Ha MIAXOBCKY TabIy
mumensuja 6 X 2006 Tako ma ce ysajaMHO He TyKy (Tj. ABa TOHA Ce HE MOTY
rcToBpeMeno Haliu y MCTOj BPCTU UM UCTO] KOJIOHU)?

3. Heka je S = {a,b,c}. Kommro mma ¢ymrmmja f : S — S 3a koje Baxn

f(f(x)) = =7

4. Hahu cBe mapose peannux 6pojeBa (r,y) KOju 3aI0BOBHABA]Y jeTHAUMHE
lx+y—4]=5, |z—3]+|y—1]=5. (M324)

5. 30up 49 mpupomuux OpojeBa jemmak je 999. Hahwu majsehy moryhy spen-
HOCT BUXOBOr HajBelier 3ajemHMUYKOr memnonA. (M388)

Ilpyru pa3spen — b kareropuja
1. OmpemuTu cBe KOMIUIEKCHE OpojeBe z = x + iy, 3a Koje Bawu |z — 2| = |z + 24|
u |z +2| =z — 2 (Tamrenta 41, crp. 27, 11.5.)
2. 3a KOjy BPEIHOCT mapamMerpa m y jeIHaurmHn

22% — (2m 4+ )z +m?* —9m +39=0
je jemno pememe Behe om apyror? (TanrenTa 34, ctp. 49)

3. Hahu <ACB omrpoyraor ANABC ako je mosuato ma mny:xx HN, koja cmaja
nonuokja Bucuna AH u BN, mnomnosu cumerpany <ACB. (M436)
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4. Jlorazatu ma 3a m,n € N Baku
nvm —1+myn—1< mn.

5. Ilorkazaru ma mocToju GECKOHAYHO MHOIO YETBOPKH IEJUX IO3UTUBHUX OpO-
jeBa x,y, 2,1 3a KOje BaKu:
23 oyt = 25 445,

Tpehu paspen — B kareropuja

1. Pemmru cucreMm jenHadumHa

logoz +log,y+logyz = 2
logsy +loggz +loggx = 2
log, z +loggx +logigy = 2.

2. Jemmakocrpanuunu tpoyrao ABC, cTpamune a, poTUpa OKO IpaBe Koja
canp:xu Teme A u mapaJienna je Bucunu Kpo3 Teme B. VzpauyHaTu HOBPIIUHY
U 3aIpeMuHy TOOMjeHOr pOTAIMOHOT TeJa.

(Tanrenra 37, crp. 37, 111.2.)

3. Wsmeby crpamuna Tpoyraa moctoju penamuja a —b =0b—c > 0. Ilokazaru
Ia OPYTY 1O BEJWYWHU yrao He upesaszu 60°. (M470)

4. OngpenuTu CKyI pellesa HejeIHadvynHe sin* 2 + costz < %.
(Tamrenta 40, cTp. 56)

5. Ha mrousickoj Tabau cy ciauke npasuiaHor 12-yria u npasuiasor 15-yraa. O6a
[IOJIMIOHA, CYy YIMCAaHa y KPYKHUIE jeAHAKUX HoJynpeunuka. Axa je obum 12-
yria MOMHOKMIIA ca moBpmuaoM 15-yrua a Mapuja je obum 15-yrira moMHOKMAIA
ca noppmwuaOM 12-yria. Koja ox mux mBe je mobuna sehim 6poj?

Yersptu pa3pen — b kareropuja

1. Pemmru cucreMm jennadmHa

logoz +log,y+logyz = 2
logs y +logg z +loggz = 2
log, z +loggx +logigy = 2.

2. Hera je ¢pymrmmja f : R — R 3amara dpopmynom f(x) = 3sinz + 4cosz.
OnpemuTu MAKCUMAJHY U MUHUMAJIHY BPETHOCT OBE (DyHKIHjE.

3. Hahwu Bpemmoctu mapamerpa p 3a koje jemmaumna z* — (3p + 2)a? +p? =0
“Ma YeTUPU PeasiHa pelrema Koja obpasyjy apurmeruury nporpecujy. (M332)
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4. Hahwu majsehy BpenrocT ¢yHKIU]jE
T 1

IO = T et
ua uaTepBaiy (0,+00). (M375)

+ cos27x

5. IIpernocraBumo fga cMO peasHy (yHKUUjy 1 yBeaum Ha cienehn HauuH

T, T>2
P(x) = 2, 1<x<2
2z, x < 1.
Pemmuru cnenehe ¢popmyie no x € R:
(a) ¥(z) <=
(b) ¥(x) + (1 —z) +(Y(x)) = 2. (M359)

OKPYKHO TAKMUWYEILE 13 MATEMATHWERE, 18.02. 2006.

IlpBu pa3pen — A kareropuja

1. /lorkazaTm ma KpPY:KHHUIA KOja CaIp:KM OBA TEMEHA U OPTOLEHTAD TPOYIJIa
UMa UCTU MOJYIPEYHUK KaO 1 KPY:KHUIA OIMMCaHa OKO TOT' TPOYTJa.

2. Hahwu majsehwm nmpuponan Opoj koju je mamu o1 30upa KBaapaTa CBOjUX
nudapa.

3. Onx Hosor Cana no Beorpama mocToje HOBU U CTapu IyT KOJU Cy IIOBE3AHU CA
7 MONpEYHUX MyTeBa. ROMMKO MMa PA3INUUTUX HAUWHA Iy TOBAa OBUM Iy TEBU-
ma ox Hosor Canma no Beorpana, TakBux ma y CBAKOM HAUMHY IIyTOBAHA CBAKU
neo nyrta je npeben majBumie jemanmyT?

4. Ira je Behe:

2005 nudapa 4010 nudapa

— ———

1, 111...1 1,0101...01
uiu ?

1, 111...1 1,0101...01

—— N———

2006 nudapa 4012 mudapa

5. ¥ cBako mosme tabaune 8 X 8 manucan je 6poj. lo3zBosmeno je mzabpatu OuIo
Koju kBazpat 3 X 3 (cacraBmen on 9 mosma) nnu kBanpat 4 x 4 (cacrasmen o 16
nosma) u noseharu 3a 1 cBaku 6poj Ha mosmuMa uzabpasor kBagpata. la nu ce
CBaKa MoJia3Ha TabJuia IPUMEHOM TAKBUX Ollepaluja MOKe TPaHCHOpPMUcaTu y
TabauIy y KOjoj ¢y cBU OpOjeBU mapHuU? (Tanrenra 36, ctp 4, 3an. 4)



12
Ilpyru pa3spen — A kareropuja
1. Hahwu majeehy Bpemmoct mspasa 42% + 80z + y + 43 mOm yCIOBOM ma Bakm
622 + 322 +y +283 < 0 u 22 + 86z +y + 202 > 0.
2. Y crymy peaJHux OpojeBa pEImTU CUCTEM jeTHAUNHA

8
z 3 z

¥ =ys, yf=ai, 2= z+ oy (M354)

sin? B+sin® y—sin® «
sin 3 siny

3. Hera cy «,3,v yrnosu Tpoyraa. Axo je =1 ogpenuTu «.

4. 3a Koje BPEIHOCTM peajHOr mapamerpa « HejemaaxocT sin®z + cos®z +
asinz cosx > 0 BaKU 3a CBe BpeaHOCTU T

5. IMoackyn X ckyma {1,2,...,n} uma CBOjCTBO Ia pa3jvka HUKOja aBa Opoja
u3 X Huje jemnara 1 unu 4. Kosuko HajBuine ejeMeHaTa MOKe UMAaTU CKym X 7

Tpehu paspen — A kareropuja

1. IlaT je mosmHOM ca peaiHuM Koedummjertuma f(x) = 23 —ar?+br—1 xoju uma

TPU peaJiHa IO3UTUBHA KOPeHa, He 00aBe3Ho pasiuunra. OnpeIuTy MUHUMAIHY
BpenHocT 36upa a + b. (M401)
2. Pemutu cucrem jenHadmHa:
2log, ,(—ay — 2z +y+2)+logy,,(¢° —22+1) =6
log;_,(y +5) —logy (. +4) = 1.

3. Hahu cBe mene 6pojese a,b, c,d 3a koje Bawu ab+ cd =5 n ac — bd = 4.

4. Jlaro je n paznuuntux tavaka Ap, As, ..., A, v pasuu. Hera je S ckyn cBux
cpemumta gyxu A; A, 1<i<j<n.

a) Iokazatu ma ckyn tadaka S uma 6ap 2n — 3 ejgeMeHTa.

6) Hahwu jemam pacmopen tauara Aj, As,..., A, 3a koju ckyn S mma TadHO
2n — 3 emeMeHTA.

5. (a) Kako ce mema 3anpemuna rerpaenpa ABCD ako ce nosehasa usuna AB
a CcBe OCTaJle UBUIE TETPaenpa OCTa]y HEUM3MEHeHe.
(6) Hysxuna usune AB terpaenpa ABCD je seha unu jemnara 1, 1ok cy ocraie

uBUIlE Oy:RUHE Mame uiu jemnake 1. Jlokazaru na je Vapop < 3 (M415)
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UYerBpTH pa3spen — A kareropuja

1. /lokazaTu HejeTHAKOCT

cos? rsinz < %.

Kana Bau jemmaxoct?

2. JlaTto je n pazmuuutux tadaka Aj, Ao, ..., A, v pasau. Hera je S ckym cBux
cpemumra ay:xu A; Ay, 1 <i<j<n.
a) Ilokazaru ma ckyn tavaka S nma 6ap 2n — 3 ejeMeHra.

6) Hahwu jenam pacmopen tauaka Aj, As, ..., A, 3a xoju ckyn S uma Ta4HO
2n — 3 eseMeHTA.

3. Uersopoyrao ABCD je ocuosa nupamune SABCD, a usuna SD mena Bucu-
Ha. V3pauysaTu sanpeMuny nupaMuze, ako je AB = BC = /5, AD = DC = /2,
AC =2wu SA+SB =2+ 5.

4. Hera je f(x) = 23—32z+1. Hahu 6poj pasauuuTux peaHUX KOpeHa jeHaunHe

f(f(@)) = 0. (M422)

5. Ha KOJIMKO pa3auyuTuxX HAUWHA Ce MOI'Y PACHOIEIUTH 7 PA3IUIUNTUX KyTJIULA
y 4 KyTuje Koje ce He pas3iuryjy?

IlpBu pa3pen — B kareropuja

1. Hahwu majBehm mpupoman O6poj koju je mMamu onx 30mpa KBagpaTa CBOjUX
nudapa.

2. Panmu mpomaje, 6uio je moTpebHO HEKe O JaTwUX HHH mapiesa MogeJUTA Ha
Mame. [Ipurom ce cBaka mojenuHadvHa mapresa MOTJIA TONCIUTUA WA HA 3 WU
Ha 4 mema. Ca nememeM maplesia ce CTaJo kKaja je O0poj mapresna 6uo 4 myrta
Behim on 6poja usBpmenux neoba. Komauko je Hajmame neoba M3BpIIeHO?

3. Ilat je komBercan yerBopoyrao ABCD. Tauke P u () cy cpeauHe CTpaHUIA
AD n BC. Axo Bawm ma je PQ = 1(AB + CD) nokaszaTtu 1a je 9eTBOPOYIao
ABCD Ttpames.

4. Har je reruBan yersopoyrao ABCD. Heka je ADNBC ={H} u CDNAB =
{F}. Cumerpana yraa <DFEA ceue crpanune DA u CB y taukama P u M, a
cumerpadaa yraa <DHC ceue crpanute DC' u BA y taukama N u L. Ilokasatu
na je LM NP powm6. (M367)

5. Y cBako nosme tabiune 8 X 8 HanucaH je 6poj. Jlo3BosmeHo je mzabparu 6mIiI0
kKoju kBaapat 3 X 3 (cacrasien on 9 nosma) uiu kBagpat 4 X 4 (cacrasimen on 16
nosma) u noseharu 3a 1 cBaku 6poj Ha nosmuMa r3abpasor kBagpara. a nu ce
CBaka MOJIa3Ha TabaUIa TPUMEHOM TAKBUX Ollepalja MOKe TpaHCchopMucaTu y
Tabuuiy y Kojoj cy cBU OpojeBu mapHu? (Tanrenra 36, ctp 4, 3an. 4)
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Ilpyru pa3spen — B kareropuja

1. Axo cy a,b,c peannu 6pojesu Tarsu ma je (b—1)? —4dac < 0, moraszaru ma

CUCTEM jeTHAYNHA 5
ax®+bxr+c=y,

ay? + by +c =z,

az’+bz+c=ux
HeMa DeayHUX Dellemha. (M450)

2. CBaka aujarosaJjia KOHBEKCHOI METOYTJA OJICENA TPOYTrao jeAWHUJHE MTOBD-
muee. VzpadyHaTu HOBPIIMHY TOT HETOYTJIA. (M361)

3. Tpoyrao ABC mnomeimen je Ha jemHakokpake TpoyrioBe. 3ua ce A, F'u G
koJmHeapHe Tauke u ga cy AF u BF kpamu tpoyraa ABF, BF u BG kpamu
rpoyraa BEFG, AF u EF kpanu tpoyriaa AEF, EF u EG kpamu tpoyraa EFG u
CE,GE kpauu tpoyraa CEG. Ilokasaru na cy tpoyriaosu EFG u ABC cauvnu
U OAPEAUTU KOCPUIUEHT CIUYHOCTHU.

4. JlokazaTu ma je CyMa PEeUIPOYHUX BPEJHOCTU CBUX HEJIUTEJha CABPIICHOT
opoja N jemnaka 2. 3a Opoj m ce Kayke Ia je CaBPIIEH YKOJIUKO je 30Up CBUX
werosux pesaurena (yrmyayjyhu 1 u n) jennar 2n.

5. Ox Hosor Cana mo Beorpanga mocroje HOBU U CTapy IIyT KOjU Cy TOBE3AHU Ca
7 MONpPEUYHUX IMyTeBa. ROMMKO MMa PA3INUUTUX HAYWHA Iy TOBAKa OBUM Iy TE€BU-
ma onx Hosor Cana mo Beorpana, TakBuX a y CBAKOM HAUMHY IyTOBAHA CBAKU
neo nyrta je npeben majsumie jenanmyT?

Tpehu paspen — B kareropuja

1. Jlokasatu ma 3a a,b > 0 Basu mejemnaxoct 2(a* + b*) 4 17 > 16ab.

2. Y cryny peasHUX OpojeBa PENINTU CHUCTEM jeIHAUYMHA
=23, z=Vz+ . (M354)

sin? B+sin2 q/fsin2 o
sin @ sin

8
t=ys, Y

3. Hera cy «,3,v yrnosu Tpoyraa. Axo je =1 ogpenutu «.

4. (a) Kako ce mema 3anpemuna terpaenpa ABCD ako ce noBehasa usuna AB
a cBe OCTaJle UBUIE TETPAeApa OCTA]y HEU3MEHEHE.
(6) Hyssuna usune AB terpaenpa ABCD je seha unm jemnara 1, 1ok cy ocraine

uBUIlE Ny:kuHE Mame wiau jemnake 1. [lokasaru ma je Vapop < g (M415)
5. 3a aBa pasziauuuta (HEMOLyAAPHA) TPOYIJIA KAKEMO Aa CY MPUjATEHCKU aKO
nmMmajy ase jenHake crpanute. CKyl IpUjaTe/bCKUX TPOYTIOBA HA3ZUBAMO HOOPUM
aKO CBU TPOYTJIOBU U3 TOT CKyIla UMajy UCTU nap jenHakux crpanuna. Onpenutu
MuHUMAJIHY BpemHocT 3a N, N > 2, 3a kojy je cBaku ckyn om N mebhycobmo
IpUjaTessCKUX TPOYIIoBa, 106ap CKYI. (M494)
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UYerBpTHu paspen — b kareropuja

1. Axo cy x,y peannu OpojeBu TakBu ga je 1 < & < y OHIA U3 jeTHAKOCTU
Y +y*=x"4+yY cremmn x=y.

Iorasarun.

2. Y cryny peanHux O6pojeBa PEIIUTU CHUCTEM jenHAUNHA

wF=y5, yF=xi, z= YT+ O (M354)

3. Ky je kpysuuna ca uearpom y Co = (0,1/2) u nonynpeunurom 1/2, K
kpyskauna ca nearpom y C7 = (1,1/2) u nonynpeunurom 1/2, Ko (majuama)
KpY:KHUIIA Koja momupyje kpysxkaune Ko, K1 m x-ocy u K3 Kpy:KHUIA KOja Ha
UCTU HAYMH noaupyje kpyskuauie Ko, Ko n x-ocy. Ilokazatu ma je 3an =1,2,3
MOJIYTIPEYHUK KpyskaUie K, jemuak r, = # U J1a 0OBa KPYyKHUIA TOAUPYje T-0CY

Yy TAUKU Tp = .

K, K,

K, 3 % K, 1

sin? ﬁ+sin2 'yfsinQ o
sin (3 sin y

4. Heka cy «, 3, yraosu Tpoyria. Ako je =1 onpemutu «.

5. (a) Kako ce mema zanpemuna terpaeapa ABCD axo ce nosehasa usuna AB
a CBE OCTaJie UBUIE TETPAEAPaA OCTajy HEU3MEHCHE.

(6) Hdyskuna usune AB terpaenpa ABCD je Belia unu jenuaka 1, nok cy ocraie

1
UBUIE Ay:RUHE Mame uiu jenuake 1. Ilokazaru na je Vapop < 3 (M415)

PEITYBJINMYKO TAKMMWYEILE N3 MATEMATHWEKE, 19. 03. 2005.

IlpBu pa3pen — A kareropuja

1. Axo cy A u B menpasnu moackynosu paBHu «, TakBu ma je ANB =0 u
AU B = «, nokasatu na MOCTOjU jeIHAKOKPAKU MPABOYTJIN TPOYrao uuja Cy CBa
TPU TeMeHa y jeqHOM on ckynosa A mau B.
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2. Hahwu cBa menobpojua pemema jegHavmnHe
322 + 3y% + 322 4 22 + 2y + 22 = 2004.

3. Ileroyrao ABCDE ynucau je y kpyr nmoayupednuka r. Aro je AB = BC =
DFE =r, nokazaru ga je tpoyrao BGF jemmakoctpanudas, npu demy cy G u F
cpenumra crpanuna CD u EA neroyraa.

4. Op cBux TpoyrioBa jemHakor obmma HajBehy moBpmwuay mMma jemHako-
cTpaHuvaH Tpoyrao. JlokazaTu.

5. 3a Heku npuponad 6poj n, n > 3, Hera je S 36up mudpapa 6poja 1+2+...+n.
Ako y meramHoM 3ammcy 6poja S ydecTBYjy CBe mcrTe mudpe, Koja mmdpa To
MOske ouTum?

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Hoxkazaru ma je 6poj 2712 - 7" + 1 clnosmen 3a cBAKU IPUPOIAH OGPOj n.
2. Jla gy OCTOje HEeNOoAyAapHU TPOYIJIOBU jeTHAKMX OOMMa M MOBPIINHAT!

3. Heka je k monykpy:kuauma ca nearpom O KOHCTpyUCaHa Hal OIpedyHukoM AB u

s

HeKa cy Tauke S, S9,S3 Ha MONyKpys:kHUNU k Takse na je <AOS| = <5105, = 5

u 1S,083 = %”. Ilokazatu na je PiP, = P30, rme cy P, P>, P3 upojeknuje

rauyaka Si, Sz, 53 Ha npeunur AB.

4. Y mHEBHO] coOU ce HAJa3W HEKU OPOj JbYIu, W MO3HATO je Na CBAKU O HUX
[O3HAje TAYHO IeT NPUCYTHUX (MO3HAHCTBO je y3ajamuo). Jlokazatu na je 3a
HEeKO n > 5 Moryhe omabparu n /byau u3 AHEBHE cOOe U CMECTUTU UX 33 OKPYTJIN
CTO y TPpIEe3apuju TAKO a CBAaKO cenu m3MeDhy nBa mO3HAHUKA.

5. Y crymy peaJHUX OpOjeBa PEIIUTU je THAUUHY T = \/2 +vV2—V2+z.

Tpehu pazpem — A xkareropuja
1. Ogmgpemutu cBe BPEOHOCTU NPUPOIHOr Opoja m, 3a KOJjU IMOCTOjU HEroB
nenunar d, Tako ga nd + 1 meam n? + d2.

2. loraszarTu nma 3a CBaku NpuUpomaH OPOj 1 BaKU HEjeTHAKOCT:
1 1 1 1 2

S <2
2 3v2 43 (n+1)vn Vn+1

3. Hahwu cBe ¢pynrmumje f: R — R TtarBe ma je

f(z) = max (2zy — f(y)),

3a cako ¢ € R.
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4. JlokaszaTu ma on yKymHO 25 yuenuka Huje Moryhe dopmmparu Bume ox 2 - 53
KOIMAPKAINIKAX TUMOBa OJ MO 5 urpada, Tako ma Opoj 3ajeqHUYKMX urpada 3a
cBaka nBa TuMa Huje Behwm ox 2.

5. Heka je ABCDFEF kouBekcal mecrtoyrao kon kora je AB = BC, CD = DE
u EF = FA. Jloka3aru HejeIqHaKOCT

AB CD FEF _ 3
e R e
BE DA  FC ™ 2

UYerBpTH pa3spen — A kareropuja

1. Koawmko mocToju mpaBOyrimX TPOYIJIOBA UMja Cy TEMEHA TadKe IesiobpojHe
pemerke 3 X n rae je n > 5 (moapasyMeBa ce Ia OBa PelmleTKa uUMa 3n radaka)?

2. lar je omrpoyrau tpoyrao ABC. Hera je I nenrap ynucanor kpyra, O
nenrap onucanor kpyra u H oproumentap tpoyraa AABC. IlpaBa Al ceue
crpanuny BC' y A’, a mpasa BI ceue crpanuny AC y B’. Ilpasa OH ceue
crpanuny AC'y P, a BC'y Q. Axko je uerBopoyrao C'A’'I B’ koHBeKcan u TeTuBaH,
nokaszaru ga je PQ = AP + BQ.

3. IlokasaTu ma 3a CBakKu IPUPOJAAH OpOj n MOCTOju IPUPOAAH OPOj T TaKkaB Aa
je 2¥ —x memumBO ca n.

4. Axo cy z; (i =1,2,...,48) mymne nomuroma P(z) = 18248 + 32 + 2006, uzpauy-
48
X
HATU ; Tra

5. Onpemutu cee Gpynrmuje f:7Z — 7Z taxse ma je f(f(z)+y+1) =+ f(y)+1
3a cBaka OBa Iejia Opoja T u .

IlpBu pa3pen — b xkareropuja

1. Hoxasaru ma n?+ 5n + 6 Hu 3a jemam mpupoaaH GPoj n HUje TadyaH KBAAPAT.

2. Ako cy A u B HenpasHu HOACKYNOBU paBHU «, TakBu ma je ANB =0 un
AU B = «, mokazatu mna MOCTOJU je THAKOKPAKU MPABOYIJIM TPOYTao duja Cy CBa
Tpu TeMeHa y jemHoMm on ckynosa A wau B.

3. a) Ilokazatu ma 6poj n? +n + 1 muje memus ca 2006 HE 32 jeqaH TPUPOIAH
opoj n.

6) Horazatu na 6poj n?+n+2 muje memus ca 2007 HU 32 jenan TpUPOIaH GPO]
n.



18

4. Jlar je Tpoyrao ABC y rome Bazxku <C = 90° + %. Heka je M cpenumire
crpanune BC. Kpyr ca nearpom y A u noaxynpeununkom AM ceue, omet, mpaBy
BC y D. Ilorazatu na je MD = AB.

5. Kpyskuauna ynucana y tpoyrao ABC nomupyje merose crpaunune AB, BC u
CAy raukama M, N u K penom. Ilpasa kpo3 taury A, napaiuesnna ca NK, ceue
npaBy NM y rauku D. Ilpasa kpo3 tauxy A, mapasenana ca NM, cede npasy
NK y raukn FE. Iorazaru na npasa DE canpxu cpensmy aunujy tpoyriaa ABC
(M395).

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

1. Hahu cBa menobpojua pemema jeaHavumnHe

Va2 — oz —1=1.

2. ITocToje mu peanuu 6pojeBu b U ¢ TaKBU A2 CBaKa O jeqHaunHa r2+br+4c =

0u 222+ (b+ 1)z +c+1=0 uma no nsa nenobpojaa kopena? (M389)
; ; . _ 22°462+6
3. Hera je ¢ymrmmja f: R — R, mata ca f(z) = 25777, 3a cako © € R.

OxpennTu MakCUMAJHY BPpeAHOCT (aKO mOCTOju) mare GpyHKOuje.

4. JTar je rouBekcan mectoyrao Ay AsAz3AyAsAg uuje cy cBe CTpaHUIe jeTHake
u a1 + a3+ a5 = ag + aq + g, IPU YEMY je @ YHYTPAIIRU yTrao MIECTOYTIIa KOI
remena A;. Ilokasaru ma je ay = ay, Qg = Q5 U A3 = QG-

5. Y nmHeBHOj cobU ce HaJa3u HEKU OPOj bYW, U MO3HATO j€ & CBAKU OJ HUX
[O3HAje TAYHO MET HPUCYTHUX (MO3HAHCTBO je y3ajamuo). Jlokazatu na je 3a
HEeKO n > 5 moryhe omabparu n /byau u3 gHEBHE cOOe U CMECTUTU UX 33 OKPYTJIN
CTO y TpIEe3apuju TAKO Oa CBAaKO cenu m3MeDhy nBa mO3HAHUKA.

Tpehu paspen — B rareropuja

1. Hera cy a, b karere u ¢ xunorenysa npasoyrior tpoyria ABC. N3pauynaru
MaKCUMAaJHY BPEIHOCT U3pasa t“jtb, rae cy tq, tp U . OyKUHE TEERUIIHUX TyKUA
KOje oAroBapajy, pemoM, crpanunama a, b u ¢ rpoyraa ABC.

2. Jlokazatu ma 3a cBako x € R Baku HejemHAKOCT
sin?%% z + c0s?9% z 4 sin?°%% & < 2.

Kana Basku jemmaxoct?

3. Hujaronase AC u BD kousekcuor verBopoyria ABCD ceky ce y tauku F
Tako ma cy mospmwute Tpoyriosa AED u BCFE jemmare. Ounpenutu Mepy yria
ACD, ako cy crpanune tpoyraa ABE y onnocy BE : FA: AB=5:6:T.
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4. Y MpexRM KOIKe Cy nOBa KBaapaTuha CyCcemHa YKOJIWKO MMAjy 3ajeTHUIKY
crpaHuny (caMo jenHa Tadka HUje HOBOJbHA) 1 cBU kBanparuhu cy mebhycoGuo
IIOBe3aHN NPEKo cycemHux. JIBe Mpexe KOIKe Cy €KBUBAJICHTHE aKO jeIHY O
Apyre MO:keMoO mobutu KopumhemeM poranuje u/uiyd CUMETPHUje: HIIP. MPEKe

EEJ u EEEE cy MeDycoOHO eKBUBaJICHTHE, ajIlil HICY €KBUBAJICHTHE Ca ':Ej . Hahn
OpOj HEEKBMBAJIEHTHUX Mpe/Ka KOLKE MBUIE 1 M HAPTATH CBE TAKBE MpPEKe.

5. Hahu cBe Tpojke (x,%, ) mpupomaux G6pojesa rTaksux ma je x! + y! = 1527,
(M407)

UYerBpTHu paszpen — b kareropuja

1. loxka3aTu ma 3a CBaKM OIPUPOJAH OpOj N BayKU HEjeTHAKOCT:

1 1 1 1 2
et —F —+ . =<2 ——.
2 3V2 43 (n+1)y/n Jntl

2. Hahw omy Bpemsoct a > 1 3a kKOjy jemHaumHa a® = T UMa TaYHO j€IHO

pemneme.

3. OmpemuTu yriaoBe TPOYTaa aKO 3a HEroBe YyIOBEe W CTPAHUIE BAKU
a:a=b:f=c:vy

(a,b u ¢ cy pegoM cTpaHuile HAcIpaM yraoBa «, 3 u 7).

4. Ilara je kpysxuuna k ca csojum neatpom O. Camo momohy mecrapa KOH-
CTPYUCATHA TE€MEHa NMPABUJIHOT ABAHAECTOYTJIA YIUCAHOT Y IATY KPY/KHUILY.

5. 3a npupoman 6poj KakeMO Ja je TAJUHAPOM akKo je jeqHak 6pojy 3amrcanoM
UCTUM nuppama y OOpPHYTOM penoCierny.

(a) Hahwu majsehu merommdpen mamuuapom xoju je memus ca 101.

(b) Hahwm majsehu 6poj y3acronnux nerormdppernx 6pojesa meby rojuma nema
MAJUHAPOMA. (M406)
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PEIMIEIHA 3AIJATARKA OIIIITVMHCRKROI' TAKMMYEIHLA N3
MATEMATUKE

IIpBu paspen — A kareropuja

1. IIpBu Tom ce Ha Tabay MO:KE MOCTABUTHU HA OWIIO KOje moJbe, makie Ha 6-2006
maunna. Cuemehu Tom ce Moyke MOCTABUTH HA HEKO OJ[ MOJba KOja Ce He HaJiaze
y WCTOj BPCTU WJIM KOJIOHUM ca nperxonHo Beh mocraBsbeHuM TomoMm. Jlpyrumm
peunma “mpenpramo’ 3a0pameHy KOJOHY Y BPCTY U IIOCTABUMO APYTU TOI HA
HOBOOOUjeHy maxoBCKy Tabiy mumensumja 5 X 2005, TO ce MOxke ypamuTu Ha
5-2005 naunaa. CanyHO, TOCIETHN TOI ce MO:ke mocTapuTu Ha 4 - 2004 mavuHa.
ITopenak craBmama TONMOBA HUje OUTAH, HaKJIe UCTa MO3UNUja ce mojaBiyje 3! =
6 nyra. Komauan onrosop je

(62006 - 5 - 2005 -4 -2004) : 6 =20 - 2006 - 2005 - 2004.

Hanomena: Pememe ce moke popmynancatu Ha Buiie HaymHa. Hup. moryhe je
n3abpaTu 3 KOJIOHE M HE3aBUCHO 3 BPCTE y KOjuMa he ce TONOBW HAJIA3WUTU, TO
ce MOKe U3BECTU Ha (20306) . (g) HauymHa. Y m3abpaHe KOJOHE U BPCTE CEe TOIOBU
Mory mocrtasutu Ha 3! = 6 HAUMHA UTH.

2. H3II 3ananux 6pojesa je u meauiarn muxose paziuke 22000 22004 — 9200492

1) = 22004 .3, TTomTo cy 3amaTu GpojeBu HEMAPHU, OCTAje Aa Ce TPOBEPH Oa JIK
je H3II 1 mnum 3. Jlako ce mokasyje ma je 22" — 1 yBek memus ca 3. 3amcra,
22" 1 =4"—1 ma To ciemm BHUp. u3 uaerTUTeTa 1" —1 = (x—1)(2" 4. . . +2+1).
Tauan onrosop je H3Il = 3.

3. Hexka je d majsehu 3ajemaumurnu nesnmiaan tux 49 npuponumx 6pojesa. Tana
BaYKM
d|999 =33.37

u xako Mopa outn d < 29 < 21, cmemn d € {1,3,9}. Bpemmocr 9 ce moxe

19
noctuhu, HIP.
9+9+---4+9+567 =999
|
48

u tana je NZD(9,9,...,9,567) =9.

4. Heka je AABC (cnuka 1) nocmarpanu jennakokpaku Tpoyrao, CCi merosa
BUCHHA KOja oarosapa ocuoBunu AB, AA; cumerpana yria A u a Mepa yriosa
HA, OCHOBUIIU.

Osumauumo ca D cpemumre ny:xku BA;. Tama je C1D cpemma nuHUja
AABA;, na je 1D = 24t u 1D || AA;, omakne je <BCi1D = <BAA; = $.
ITo ycnoBy 3amartra je AA; = 2-CCh, na je ma ocuoBy nperxoauor CCy = C1D.
ITpema Tome, ACC, D je jemnarokpak, na je <DCC, = <CDC; = 90° —«, onaxe
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je <CC1D = 2a. Kaxo je <CC1D +<DC\B =2a+ § = 90°, 3akmyuyjemMo ma je
a=36°, 1j. yraosu y AABC cy 36°, 36° u 108°.

C

A C, B

Cnura 1.

5. IIpou3BOLHN TPOYTAO YBEK MOKEMO MOJEIUTH Ha n? MOIy JaPHUX TPOYTIOBA
(cnuka 2) (1+3+5+ -+ (2n— 1) =n?).

Cuura 2.

Ogrosapajyhum cnajamem no 4 uiam 9 TakBuX Tpoyryiosa nobujamo Tarobhe
TPOYTrao CIWYaH MOJA3HOM, a YKYIIaH OpOj TPOYIJIoBa ce yMamyje 3a 3, OTHOCHO
8. Kako je 452 —2.8 —1-3 = 2025 — 19 = 2006, 3akmyuyjemo ma je moryhe
IpOU3BOJLHA Tpoyrao noxennty Ha 2006 TpoyriaoBa KOjU Cy MYy CIIMYHU.
(Hanomena: ITocroje m MHOra npyra pemesal)

Ipyru pa3spen — A kareropuja

1. Pewewe 1: Heka je a meo 6poj Taxas ma je 96 +a = 2% u 5+ a = 43, 3a Hexe
neste Gpojese v u y. Tama je 2° —y? = (v — y) (2 + 2y +9?) = 91.
Hexa je x—y = m, 3a Heku neo 6poj m (ouuraensno m € {£1,+7,+13,£91}).

Tana jex=m+y u 2> +zy+y?> = —, ma je
m

91 | 91
(m+y)2+(m+y)y+y2=% 1j. 3y2+3my—|—<m2—a>:0,

3
JluckpuMuHaHTa nOCHenme jennaunne, D = — (364 - m?’)7 MoOpa OUTH HOTIyH
3
KBaIpaT. 3a m > 7 mMamo ga je — >0 u 364—m? <0, maje D < 0. Taxobe,
m

3 .
3. m < 0 umamo — < 0 m 364 —m3 > 0, ma je, monoso, D < 0. Iaxie,
m
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O<m<T7, majem=1lmwmm="7 3a m=1, D=1089=33% ma yc {-6,5},
omaocuo a € {—221,120}. 3a m =7, D =9 =32, na y € {-3,—4}, ommocHO
a € {—32,—69}.

Tlakne, a € {—221,—69, —32,120}.

Pewewe 2: Kao 1 y npBoM pemeny, 3alaTak ce CBOAU Ha pemaBame (y HeauMm
6pojesmma) jemmaumue z° — y° = (v — y)(2? + 2y + 9?) = 91. Umajyhu y suxy
na je x >y 3aKbydyjeMo na je T — Yy jenaH O MO3UTUBHUX neiwmiana opoja 91.
IToctoje 4 moryhuoctu,

T —y = 1 T—y = 7
22 +ay+y? = 91 2> +ay+y? = 13
T—y = 13 Tz —y = 91
2 2 _ 2 2 _
T trxy+y: = 7 r+oy+y: = 1
IIpBu cucrem mma jemuo pememe x = 6,y = 5 u apyro x = —H,y = —6. Ipyru
cucteM mMa pemema r = 3,y = —4 u x = 4,y = —3. Tpehu u verBpTu Hemajy

pemema y neanMm 6pojeBuma. OnaBne ce mOBpaTHO noOujajy BPEOHOCTHU 3a G U
OJI'OBOP KAO W y IPBOM peUIeHY.

2. Bupern pememe 5. 3amaTka 3a OpBU paspen y A KaTeropuju.

HC NC
3. Kako je IC = 87 = 5o (y = <ACB), 3armydyjeMo ma Cy TPOYTJIOBU
HCN u ABC cauunu ca koepunujearom ciaununoctu k = cosy (caura 3). Cumer-

pasia yraa vy rpoyraa ABC uctoBpeMeHo je u cuMmerpasa yriaa y Tpoyriay HCN.
Ilo ycnoBy 3amaTka ogHOC Oy:KMHA CHMETpaJa y jeqJHOM U IPYTOM TPOYTIY je 3
Kako je omaoc onrosapajyhux Oy:KUHCKUX €JIeMEHATa y CIWYHUM TPOYIJIOBHMA

. . . 1 .
jenHak KOe(pUIjeHTy CIMYHOCTU, TO je k = cosy = 3 omaxie je v = 60°.

Cunuka 3.
4. HanumwuMmo JeBy cTpaHy HejemHAUYWHE KAO KBAAPATHY (YHKIUjY IO a,

(1) fla) = —a® +a(4 — 22 — 23) + 22% + 22 — 62 + 5.

Ipumerumo na je f(a) yser romkaBHa ¢ymrnmja! OrTyna 3akmbydyjemo ma ce
TpasKeHW T MOke Hahu ako W caMO aKO je UCIYH.eH Oap jemaH O yCJIOBa

f(=1)<0  wmm  f(2)<0.
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Cuyuaj f( 1) < 0 je exsuBasenTan ca x(r? +x —2) < 0 WTO BOAW Ka pememy

€ (=00, =2) U (0,1).

Cayuaj f(2) < 0 je exsuBanentan ca x2 + 2r — 3 > ( ITO BOJU Ka pememny
x € (—00,—3) U (1, +00).

Korausno pememse je x € (—oo, —2) U (0,1) U (1, +00).

5. Pewemwe 1: KoedpurnujeHr a Huje HyIa, jep CKUIMpaHU Ipaduk HIje HU Hapabo-
Ja HM XOpW3OHTaJHa mpaBa. Kako je, 36or y = 2*(a + b/2% + ¢/z*), 3a jako
BeJIMKE T 3HAK (DYHKIMje MCTU Kao 3HAK KoepuiujeHTa a, mopa oburtu a > 0. Kako
je ¢ = f(0), npema ckumm je ¢ < 0. Iloraxwmmo ma je b < 0. Y cymporHoM
je —b/{2a} < 0, ma je amcrmuca temena rpadura ¢ymrmuje f(z) = ax® + bx + ¢
Heno3uTuBHa. 3060r a > 0, pysrmuja f(x) pacre Ha [0,00).

Oparie caemu na m mara QYHKIUja Yy pacTe HA UCTOM UHTEPBAJLY, IITO
npema ckuiu Huje tavno. Jlakae b < 0.

Peweme 2: Jlako ce youaBa gna je a > 0 (3a HOBOJBHO BENUKO T MOpa OUTH
f(z) > 0). Ca rpadpura sumumo na je f(0) < 0, u karo je ¢ = f(0) 3armyuyjemo
n na je ¢ < 0. Tarkobe ca rpadura ce Buam na mocroju zo > 0 3a koje je
f(z0) < ¢. Y3 nocnemne penamuje nobujamo ma je arg + bri < 0 mro je moryhe
camo y cayuajy kana je b < 0. Ilarme mopa outu a > 0,b < 0,c < 0.

Tpehu pa3zpen — A kareropuja

1. 360r meduHMCAHOCTHU JOrapuTMa UMamo &,y,z > 0. Ilatu cucrem jemnadmua
j€ EeKBUBAJIEHTAH Ca CUCTEMOM

xyz = 4
yWzezr = 9
z/ry = 16.

MHuoskemeM cBe Tpu jemHaxoctu mobujamo (ryz)? = 242 t1j. vyz = 24. Onasne u
13 IPEeTXOMHMX jelHAUMHA JAaKo ce mobuja na je x =2/3,y =27/8 u z = 32/3.

2. Ako yBezeMo O3HAKY 2z = a + bi jemmaumua mpenasu y obamk 22990 = z.
Yaumajyhu momyn smese u mecue crpame mobujamo [2]?°%¢ = |z|. Cama mmawmo
mse Moryhuocru. Wmm je |z| = 0, y KOM cayuajy mONa3MMO N0 pellema 2zp =
0+ 07, mmm je |2]?°%° =1 = |z| = 1. ¥ apyrom cayuajy moMHO®EMIMO 0be cTpaHe
jemmaunne 220°0 = Z ca z umMe HaBemeHA jeAHAYMHA IPEIA3H Y j€IHAUNHY 22007
Zz, omocuo jemmaumny 22007 = 1. Opmapme mobujaMo pemema zp = COS 2007 +
isin % 3a k=1,2,...,2007. Ilakie TpakeHN MapOBU CY €JIEMEHTU CKYyIa

2km . 2km
{(0,0)} U {(cos —— 50075 2007) | k=1,...,2007}.
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3. Ilomro je a > b > ¢, npyru no Besuuuau yrao je (3. IlpemMa KOCHUHYCHO]
TEOPEMU BarKuU:

cos ff = 2ac - 2ac c +

2
9 9 a—+c
a?+c? —b? @t ( 2 ) _§(a E) 1
-8 a 4

c

. a . .
W3 nmosmare HejemuakocTm — + — > 2, nobujamo ma je cosff = — -2 —

1
=5

1
4

Q

c
omakie ciemu na je 3 < 60°.

4. U3 Kocumycue teopeme ciaema a’ + b? + c? = 2abcosy + 2bccos o + 2ca cos 3 <
2(ab+bc+ca) mTo 3ajenno ca peramujom 2(ab+bet-ca) = (a+b+c)?—(a?+b*+c?) =
1 — (a? + b + ¢?) naje mejemmaroct a? + b? + ¢ < 1 — (a? + b2 + ¢?) exBuBaseTHY
TpaKEHO] HejeTHAKOCTH.

5. Ilorpaskumo pememe y obnury v = 2P,y = 29 u z = 2" y3 momaTHU yCJIOB
3p = 4q. llocnenmu ycnoB HaM oMOryNyje na TpakeHy jeqHAUYMHY CBEIEMO Ha
jemnaunny obauka 2P + 2% = 257 1j. ma jemmaummy 2P = 257,

Ilakne noBospHO je Hahu pemema cucrema jenHaumsa 3p = 4q u 3p+1 = 5r.
IIpBa jennaunna nMa 6€CKOHAYHO MHOTO peremna p = 4t, ¢ = 3t rae je t mpupoaan
opoj. Ilpyra jemmaumua je 3amoBOJbeHA ako je 12t + 1 = 5r Tj. ako je HIp.
t = bk +2 3a meku npuponan 6poj k. Omapme mobujamo 3a CBaKU NpUPOIAH OPOJ
k pememe

@ = 2Wk+8 ) 9lSkt6 _ ol2k+5

YerspTu paspen — A kareropuja

1. Pewemwe 1: Youumo na je
3 . 4 :
flz) = 5(5 sinz + R cosx) = 5sin(zr + )

rae je a yrao onpeben ycnosom cosa = 3/5,sina =4/5,0 < o < 7/2. Omasne ce
omMax nobuja ma cy MakcuMmyM (MUHMMYM) oBe ¢yHEIMje 5 (0aHOCHO —5).

Pewewe 2: Tlpeu uzson ¢pymrnumje f je f'(z) = 3cosx — 4sinz. Hyme m3Boma cy
HyJe jenHaumHe tgx = 3/4 M y HEKMM O OBUX Tadaka (YHKINja MOCTIKE MAK-
CUMAJIHY a y HEeKUM MUHUMAJHY BPEIHOCT (OBIE Ce OCIAHmAMO HA MEePUOIUIHOCT
¢yuruuje). Axo je tgxr = 3/4 onma ce morasyje ma cy omrosapajyhie BpemHoc-
T CUHyca U KocuHyca sinz = 3/5,cosx = 4/5 unn sinz = —3/5,cosx = —4/5.
Omasne 3e 3akbydyje na Cy MAKCUMyM U MuHUMYM ¢(yHKUUje f pemom 5 u —5.
Hanomena: Moke ce aHamm3mpaTu U APYTU U3BOZA (YHKIHMjE aJIM CE OIET 3a-
KJILYJaK 0a je jelaH O JIOKAJHUX MAakCuMyMa (MUHMMyMa) U TI0OATHU MAKCHU-
MyM (MUHMMYM) M3BOIM U3 MEPUOIAIHOCTH (yHKIHjE.
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2. TTocmarpajmMo mpBO CBe cabupke MOjeaMHAYHO. Rako je

x 1 - 1
3'324‘9733—‘!‘%\2

1
22 0

. . . 1
3akmbydyjemMo na je majselia BpemHOCT mpBOT cabupka § U OHA Ce MOCTUAKE 32

r =3, IOOK u3
1 1 1

= <
2?2 —6x+21 (z—3)2+12 " 12

3aKLyUyjeMO ma je HajBeha BpemHoCT Apyror cabupkra é u Oa ce OHA MOCTUKE
3a ¢ = 3. Hajseha Bpemnoct tpeher cabupka je 1 u oHa ce mOCTW:KE 32 CBaKO
nenobpojuo x, na u 3a x = 3. larne, sajseha BpenuocT ¢yHKIU]je

T 1

p— 2
F@) = a9t 2 goror T2

Ha urTepsaay (0,+00) je % + ﬁ +1= % U MOCTUKE ce 3a T = 3.

3. (a) Ouuraenuo, ckyn pemema HejemgHAUMHE je HOACKYI mHTepBaJa (—oo, 1],
na pemasamo HejemHauuny 2z < x. Ilakie, x € (—o0,0).

(6) Onmpemumo npeo ¢yurmuje (1 —z) n (¢ (r)). Ha ocHOBY nare nedpunu-
nuje ¢yHKIUje 1 1odujamo

1l—2z, z<-1 4z, xé%
Pl —z) = 2, —-1<z<0 uYP(z)) = 2, 2<z<2
2—-2x, 20 z, x>2

Cana, jeZHOCTABHUM PAUYHOM HOJIA3UMO N0 pemema x € [2,+00) U {0}.

4. Heka je x =y, Taga, mo ycJoBYy 3aIaTKa, BAKU jeTHAKOCT

£(0) = f(@) + f(z) — 2%,

omaocuo f(x) = 2 + &, rme je a = f(0). Ako je z = y = 0, nobujamo ma je
a = 2a, tj. a=0. Ilagne, f(z) = 2° je jenuAw KaEAUAAT 3a TAKBY (GYHKIH]Y.
Henocpenua npoeepa mokasyje na oBa (yHKIMja 3anCTa U 3a,10BOJ/bABA HABEIEHN
YCJIIOB.

5. Tlorpaskmmo pememe y obmury ¢ = 2P,y = 29 u z = 27 y3 momaTHU yCJIOB
3p = 4q. Ilocnenmu ycaoB HaMm omoryhyje ma TpaskeHY jeIHAUUHY CBEIEMO Ha
jemmaunny obmuka 2°P 4 249 = 257 1. ma jemmaummy 23Pt! = 257,

Ilakne noBosmuO je Hahu pemema cucrema jennauusa 3p = 4q u 3p+1 = 5r.
[Ipea jenpauumna nva G€CKOHAYHO MHOTO pememna p = 4t, ¢ = 3t rue je t mpupoman
6poj. Ilpyra jemmauwmsa je 3amoBoJbeHa axo je 12t + 1 = br Tj. ako je Hup.
t = bk +2 3a weku npupoman 6poj k. Onmasuae mobujaMo 3a CBaku OIPpUPOIAH OPO]J

k pememe
o= 9k olSkH6 _ 9l2k45



26
IIpBu pa3pen — b kareropuja

1. Youumo ga je 225 = 25-9. N3 nemuBocty ca 25 3aKDLyUyjeMO Oa CY IMOCIEIne
mBe muppe Tpakenor opoja 00,25,50 uwam 75. Cayuaj 00 mmje moryh jep cse
mdpe Mopajy Outy pasnnunre, kKao (M3 MCTUX pasjora) HU ciaydaj 75 jep je
mudppa crorrHa 7. Tpaskenu Opoj je memuB ca 9 u cBUX neBeT Imudapa Ccy My
pazmuuure. [lomro je 04+ 14+ 2+ ... 49 = 45, nuzbanmuBameM jeqHOT O OBUX
Opojesa ce mobuja 6poj memus ca 9 camo ako je uzbauvenu 6poj nau 0 mau 9. Axo
je m3bauena mu¢pa 0, nocaenme Tpu nudpe Mopajy outu 725 a npeocrase nuppe
ce mory uszabparu Ha 6! Haumua. Ako je uzbauena mudpa 9 ouna cy moryha oba
caydaja 25 u 50. Y npyrom ciydajy cy pemema CBU JgeBeToludpeHu 6pojeBu
Koju He Kopucte mmppy 9 a saspmasajy ca ca 750 (mma mx 6!), a y mpsom
Cllyyajy je CIMYHO y3 UCKBbYyUYeme OHUX Koju noummy ca 0 (uma mx 6! — 5!).
Komauan omrosop je 2-6!+5- 5.

2. Bunern pememe 1. 3amaTka 3a mpBuU paspen y A KaTeropuju.

3. Pewewe 1: Ycnos 3amatarka Kake na axo je f(x) = y 3a Heke eneMmente
x uy na ouna Baxku u f(y) = x. Pysrmmja “mmenturer”’ Tj. PyHEIUja KOja
3aI0BOJbABA YCIOB Ha je f(r) = x 3a cBaku « je jeqHO pememe. 3a CBAKO APYTO
pememe ce mory mahu x # y raksu ma je f(x) = y u f(y) = . Axo je Hup.
{z,y} = {a,b} onma je f(c) =c. Cnnuno, axo je {x,y} = {b,c} onna je f(a) =a
n ako je {z,y} = {c,a} onma je f(b) =b. OnmaBme cnemu na mMa yKymHO 4 Takse
¢yHKIU]E.

Pewemwe 2: Noraxumo Hajupe ma je ¢yuruuja f oujernuja. Axko je f(x) = f(y)
3a Heke x,y € S, ouma je x = f(f(x)) = f(f(y)) =y. OBum cmo moraszamnu na je
¢yurmuja "1-1"7. Pysrmmja f je m "Ha” momrTo ce 3a cBaku x € S nmobuja Kao
cauka oxn f(x) (3aro mro Basku f(f(x)) = x. Hocroju 3! = 6 Oujexnuja crymna S

u TO Cy [ a b c _[a b ¢ [ a b c
fl_(abc) f2_<acb> f3_<bac)
a b ¢ a b c a c
f4(bca) f5<cab> fﬁ(c a)
Opn waBemenux camo ¢yuruuje f1, fo, f3 u fg 3amoBosbaBajy 3amaTu yCIOB.
Tpakenux ¢yHknuja gakiae mMa 4.

S o

4. N3 mator cucrema caequ xa je |[t+y—4| =[x —3+y—1| = [x=3|+|y—1], a oBO
je TauHo caMo ako cy r—3 u y—1 ucror 3uaka. Ilakne, pemema Tpeba TpaKuTH
y obmactuma Dy = {(z,y) |z =23,y > 1} u Dy ={(x,y) |z <3,y <1}.

Y obuactu D; cucreMm je eKBUBaJIeHTAaH jemHadymHu 2« + Yy —4 = 5, ma je cryn
pemema y toj obnactu Ry = {(z,y) |y=9—z, 3 <x <8}.

Y obnactu Dy cucTeM je eKBUBAJIEHTAH jeHAYUNHN T+Y = —1, I1a je CKyI peuemna
y oBoj obmactu Re = {(z,y) | y = —1 —x, =2 < = < 3}. Ilakie, CKyl pemema
noja3Hor cucrema je R = R; U Rs.

5. Buneru pememe 3. 3amaTka 3a OpBU pa3pen y A KaTeropuju.
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Ilpyru pa3spen — B kareropuja

1. U3 mpsor ycaosa ce nobuja |(x —2) + iy| = |x + (y + 2)i| omarxe ce nobuja
(r—2)2+9y> =22+ (y+2)? 1j. v +y = 0. Ilpyrm ycioB je eKBUBAJEHTAH Ca
|(z +2) +iy| = |z + (y — 2)i| omarae ce mobuja (v +2)%+y? = 22 + (y — 2)? mwro je
OomeT eKBUBAJICHTHO ca x +y = 0. 3akmyuar je na TpakeHa CBOjCTBa MMajy CBU
KOMIIJIEKCHU OpojeBu OONIUKa 2 = ¥ — 1%, THAe je £ peajaH O0poj.

2. YcnoB je exBuBasieHTaH ycyaoBy na je D > 0 rme je D muckpuMuHaH-
ta jemuauwmbe. OBa HejmHauuHa ce mnocie cpebuBama cBOOM HA HejeTHAUUHY
m? — 19m + 78 < 0. Ogrosapaajyhe mysie cy 6 u 13 omakie ciems na je CKym
pemema unrepsad (6, 13).

3. Bunmern pememe 3. 3amaTka 3a Ipyru paspen y A KaTeropuju.

4. 3an > 1 je ”;71 < % Bancra, cmerom n — 1 = t2, rae je mpema ycaoBy
t > 0, HaBeneHA HEjeTHAKOCT je eKBUBAJIEHTHA Ca ﬁ < % IITO je €eKBUBAJIEHTHO

ca 2t < t?2 4+ 1 omrocro 0 < (t— 1)2. Bes yBobema cmene 0BO ce MO:ke OOKa3aTHU

— Sr—1— _ —(/n—1-—1)2 S—1
w opaxo Y2l _ 1 _ 2vn-l-ntl-1 _ —(Vn )~ < 0. Cowumo paskm u Y21 < 1
n 2 2n 2n m 2
na ce cabupameM OBUX HEjeTHAKOCTU H00Ouja —”j;l + ”3;1 < 1 onmakie ciaemu

TpasKeHa HejeIHAKOCT.

5. IosomHO je mahm Geckomauro MHOTO pemema jemmaumnua ° = 2z° u yt = 10,

Y mpBOM ciIydajy ce pelleme MO:Ke MOTPaKUTU y obsuky x = aP u z = a? rme
je a mosuruBan meo 6poj. Jemmaumna 3 = 2° je 3amoBosbena ako je 3p = 5g mTO
je ucnymeHo ako je p = bu a ¢ = 3u 3a Heku mpuponan 6poj u. Ilarme mpBy
jenmHaumHy 3a70BOJbABa OECKOHAYHO MHOTO maposa z = a’% u z = a>*. Cumuno,
IPYTY jemHaumHy 3a70BOJbaBajy cBU mapoBu y = b3 u t = b?’ 3a Heke MpUPOIHE
opojese b u v.

Tpehu paspen — B kareropuja

1. Bugeru pememe 1. 3amarka 3a tpehu paspen y A kareropuju.

2. AHaau30oM CIVKe BUAU Ce€ Ja je TParKeHO POTAIMOHO TEeJO NOOUjeHO TAKO MITO
D
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ce M3 jemHaKOCTPAHWYHE Kyle MOJYNPEYHUKA OCHOBE a MCEeUYe MBOCTPYKA Ky-
[a MoJyIpeYyHrKa ocHose a/2. Popmyie 3a HOBPIIMHY M 3alPEMUHY jEeIHAKOC-
TPaHUYHE KyIle Ca MOJYIPEYHUKOM OCHOBE T CY
P. = 3rr V.= ﬁr?’ﬂ'.
3
Omnmasne ce mobuja pesyarar

P = 3ad’n V= ?a?’ﬂ—

™ = —a37T.

4

23 (2 = Y2

3. Bupmeru pememe 3. 3amarka 3a tpehu pazpen y A rareropuju.

4. U3 jenmaroctu sin’ z +cos* x = (sin® z +cos? )2 — 2sin® x cos? x = 1 — $ sin?(2z)

clemu ma je HaBeNCHA HEjeTHAKOCT eKBUBAJECHTHA ca 1 — %sinQ(Qx) < %. ITocne

cpebuBama mobujaMo HejeqHAUNHY % < sin2(2x) OIHOCHO €KBUBAJICHTHY Hejen-

HAUUHY ‘/75 < |sin(2z)|. OmaBne ce nobuja ekBruBajeTHA peJsanuja THkm <2z <

?ﬂf + k7, k € Z onariye ce mobuja U KOHAYHO PEIICHE

Mo a3 M pez

Tty 8 ' 2

T
8

5. Osmaummo ca Py moBpmuny 12-yria a ca Pj; nopmuny 15-yraa. Cuauvso,
Heka je 019 06uMm 12-yrua a O15 o6um 15-yraa. Auun 6poj je O12- Pi5 a Mapujun
6poj je O15 - Pio. 3anmarak je ma ce ymopeme oBU OpOjeBH, Tj. Ja ce yHmopeme
OpojeBu

Pys Py

= 1 M - .
015 012

Pasbujamem moaurona Ha jemqHaKOKpake TPOYIJIOBE JIAKO Ce HaJasu Oa je A =
hi5/2 m M = hi2/2 rne cy his = rCcos g U hjg = TCOS {5 BUCUHE OJroBapa-
jyhux tpoyrmosa. IlomrTo cy Kpaiu OBUX jeIHAKOKPAKUX TPOYIJIOBA jeIHAKU,

3akmyudyjemo na je A > M.

A

YerspTu pa3pen — b kareropuja

1. Bunmeru pememe 1. 3amarka 3a Tpehu paspen y A rareropuju.
2. Bupmern pememe 1. 3amaTka 3a yeTBpPTU pa3pen y A KaTeropuju.

3. llara jemmauumna je OUKBaApaTHA, Ta CY IHEHA pPelleiha CUMETPUYHA y OJTHOCY
Ha KOODAWHAHTHU IIOYETAK, & KaKO M 00pa3yjy apUTMETHUUKY IPOTrPECHUjy, OHa
cy obmuka

3. 1,1,3
—5d —5d, 5d, Sd
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Axo yBenmemo cmeny t = x? momasna jemmaumma mocrtaje t2 — (3p + 2)t +p? =0,

U pelrema OBE jefHauunHe cy tq = id2 u ty = %dg. Camna, nomohy Buerosux
hopMmya 3a KBaJpaTHE jerHAUYNHE NOOMjaMO

9

1. 9 1
—d*+Sd*=3p+2, ~d*-
14Ty P gy

5 9
d* = p®, ommocuo 5052 =3p+2, Ed4 =2,

N3 nocnemme nse jemmaumue nodujamo 9p+6 = 10|p|, ma cy Tpaskene BpeaHocTn

3a mapamerap p OpojeBu 6 u —1—69.

4. Buneru pememe 2. 3amaTKa 3a YETBPTU pa3pen y A KaTeropuju.

5. Bumern pememe 3. 3amaTka 3a YeTBPTU pa3pen y A KaTeropuju.

PEINTEIHLA 3AIJATAKA ORKPYFRHOI' TAKMUYEIHA 13
MATEMATHWERE

IlpBu pa3pen — A kareropuja

1. Y marom tpoyriay AABC o3zmaummo ca A; u By TOTHOMXK]ja BUCUHA U3 TEMEHA
Awu B, aca H oprouenrap. Kako cy yraosu <<C A1 H u <CB1 H npasu, nobujamo
<AHB = <B1HA; = 180° — <ACB.

Harse, kpysxaUIa Koja canp:xku tauxke A, B u H uma tetuBy AB, K0jOj
onroesapa nepugepru yrao 180° — <ACB. C agpyre crpase, KPY:KHUIIA OIICAHA
oko Tpoyria NABC takobe uma ny:x AB 3a TeTuBy, a meH omrosapajyhu mep-
upepuu yrao je <ACB. Ilpema ToMe, nBe HaBemeHEe KPYKHUIE Cy TOLyAapHE U
caMUM TUM UMAj]y UCTU MPEUYHUK.

2. Hexa je mexu 6poj N = @,...a1Gp MamU O CyMe KBaapaTa CBOjuX Imdapa:
an - 10" + ...+ ay-10+ag < a? + ... + a3 + a3.

Tana je
an(10™ — ap) + ... + a1 (10 — ay) + ag(1l — ap) < 0.
Ceu cabupnm, OCHM IOCJEeNer, Ha JEeBOj CTPAHN NPETXOAHE HejeTHAKOCTH Cy

HO3UTUBHY, a nociaenwnu je Behn unm jemuar ox 9(1 —9) = —72. Ykoauro je 6ap
jemHa mudpa ax 3a k > 2 paznuyuura Ox HyJIe, Tala je

ar(10F —ay) > 10" =9 > 90

ma je m nena cyma mosutuBHa. Jlakie HejemnaxocT je moryha camo 3a Gpojese
mame on 100. Kako 3a 6poj 99 Basku ma je mamu ox 30mpa KBaapara CBOjUX
nudapa oH je m pememe 3anarka. lakiae ogrosop je 99.

3. IlyroBame cBakuM JeJIOM HOBOI IyTa m3MeDhy nBe cycenHe pPacKPCHUIE Ca
MONMPEYHUM Ty TEBUMA O3HAUUMO Ca CUMOOJIOM -+, HOK IyTOBAME CBAKUM JEJIOM
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crapor myTta n3Mmeby nBe cycenHe PACKPCHUIE CA MONPEYHUM IIyTEBUMa O3HAUN-
Mo ca cumbosiom —. Caza je OueBMIHO Aa je CBAaKU IyT jeaHo3HauHo oxpeben
HU30M On cuMOoja + W — y KOjuMa je yKymaH Opoj cumboma + um — TadHO
8. Kaxko 3a mpBo mecTo y Hu3y mocroje 2 moryhHocTtm, 3a npyro takobe 2
moryhuOoCTH, MTA. 3a OCMO MecTO aBe MOryhHOCTH, & CBaka MyrynHOCT MOke
na umae ca cBakoM Moryhromhy, TO IO IPUHIMIY MHOMKEHA CIEeIN 1a je yKyIaH
6poj Tpasenux myTtesa 28 = 256.

14z +a®4. 4220
1+ z+a?4 .. 4 20060

4. Hera je F(x) Ako je a > b >0, Tana je:

1 2006 1
F(a) +1—|—a—|—a2—|—...+a2005 T 1 1
2006 + 2005 Tt a
n
1 14 1
F(b) 1 1 1’
}2006 + }2005 T b
o > ! Fla) < F(b). IT
na je —— > ——, onHocHo ['(a . larme
¥ F@ T FE) ’
2005 mugapa 4010 muapa
1, 111...1 1,0101...01
= F(0,1 F(0,01) = ——"——.
1, 111...1 (0.1) < F(0,01) 1,0101...01
—— ——
2006 nudapa 4012 mupapa

5. He. O6ojumo nmoma Ttpehe u mecrte Bpcre. YouuMo Ja CBaku KBaiapar 3 X 3
canpskn 6 HeODOjeHUX moJsba, a cBaku kBanpaT 4 X 4 unu 8 unu 12 HeobojeHmx
noma. CBakuM MO3BOJLEHUM IIOTE30M ce 30mp OpojeBa HA HEODOjEHMM IOJLUMA
nosehaBa 3a mapan O6poj, Tj. mapHOCT 30upa ce He Mema. llpema ToMme, ako je
y moJia3Hoj tabsunu 30up OpojeBa Ha HEOOOjeHUM MOJ/UMA HEMApPaH, OHAA Ne u
nocJyie 6uso Kor Opoja Kopaka Taj 30up ocTtaTu HemapaH, Tj. Mehy OpojeBuma
Ha HeoboOjeHuM moJruMa Ouhie 6ap jenan Hemapas.
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Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Osmaummo z = 422 + 80z + y + 43. Tpeba mahu MakCUMAaIHY BPEIHOCT 33 2
npu yeaosuMa: z = 4x2 +80x 4y +43, 622 +322+y+283 < 0,22 +86x+y+202 > 0.
3aMeHOM Yy U3 jemHAuYnHe y Hejemmaumne mobujamo 32 — 6x — 159 < 2z < —22% +
48x — 240. Y pasuu (x,2) oBo mpencrasma ¢urypy umsmeby msejy mapaboua.
Armncriuce mpecevyHux Tavaka Cy ri = % u o = 9, a HajBeha BpemuocT 3a z ce
noctmwxe 3a r =9 u jemnaka je 30.

2. Jlako ce Bumm ma mopa outum =z, y, z > 0. Canma, kopucrehu mpse nBe
jemHavynHe MOOMjaMO

wloo

2\ 52 3,
Y =$Z=<z§) =(y%)%",

OTHOCHO,

wloo

3.2
§Z

Yy =y

8 3
Ilocnenma jemnarocT je TauHa ako je y =1 wam ako je 3= §z2. Harne, y =1

4 1 14
umm z = —, ma cy pemema garor cuctema (1,1,14++v3) u [ —, -, - |.

3 81°9°3
3. Bynyhu na je a = 2Rsina, b= 2Rsin 3, ¢ = 2Rsin~y, u3 3axare je IHAKOCTU
nobujamo b2 +c? —a? = bec = a? =b* + — 260%. W3 nocnenme jemnarocTu
nodujamMo ma je cos o = % omHOCHO v = 60°.

4. Cpemumo neBy crpamy mejemmaroctm: (sinz)® + (cos?z)? + asinzcosz =

(sin®  + cos® z)(sin 2 — sin? z cos? z 4 cos* ) + asinzcosz = [(sin® z + cos? )2 —
3sin® x cos® r] +asinzcosx = 1 —% sin? 2+ $ sin2z. ¥YBemumo cMeny t = sin 2z (3a
t Basku —1 < ¢ < 1) u neBa crpana mocraje f%t2+%t+1. Kako je koepunujent y3
t? meraTWBAH MUHWMYM KBAJIDATHOT TPUHOMa Ha cermenTy [—1,1] ce moctmxe y
jemsoM onm kpajeBa cermernTa. CTora je Heje THAKOCT —%t%—%t—i—l > () 3a,10BOJbEHA
Ha 1esoM cermenty [—1,1] ako m camMo ako je KBaAPATHW TPUHOM HEHETATUBAH
HA KpajeBUMa CEIMEHTA, Tj. YKOIUKO BayKU
B+ Y120 1~ 24 %410

4 2
IIpBa O OBMX HEjeJHAKOCTH je 3aJ0BoJbeHa 3a o < 3, a ApyTa 3a o > . Tume
CMO NOIIIX IO KOHAUHOI OArOBOpAa: IaTa HEjeIHAKOCT BAKU 33 CBE BPEIHOCTU
z kana je 5 <o < 3.

5. Heka je ¢ KOIUYHUK U T OCTATAK OpU nesbeny nca b. 3acBako k=1,2,... n—
4, najsume nsa enxementa ckyna {k,k+1,...,k+4} mory ynactu y X. To 3maun
na X canpsku mHajume 2¢g enemenara ckyna A = {1,2,...,5¢} u majsume [Tgl]
esxemenara ckyna B = {5g+ 1,...,n}, mro nam naje | X| < 2¢ + [%], WJIU IITO
je exBuBamentHO, | X| < [22H].

Jemmaroct ce moske moctuhu: mososuO je y3etu X N A = {5i+ 1,5 + 3 |
i=0,....q—1} u XNB={bg+2i—1]i<[=F]}.
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Tpehu pazpem — A xareropuja

1. Pewewe I: Hera cy 7, s u t kopeau nonunoma f(x). Tana je
fl@y=(x—-r)(z—s)(x—t) un rst=1.

Ha ocnosy mejemnaroctu (1 + a > 2y/a, a € RT) Basku

(1+7)(1 4 s)(14+1t) > 8Vrst =8.
3aro je

f(=)=(-1=r)(-1=s)(-1-t)=—(1+7r)(1+s)(1+1) < -8.
C mpyre crpasne je
f=1) = (-1 —a(-1)> +b(-1) = 1= —(a+ b) — 2.
Hakae, —(a +b) — 2 < —8, onaxrie je a+b > 6. Kako je 3a
fzx)=(x -1 =232 432 — 1,

a + b= 6, TpajkeHa MUHUMAJIHA BPEIHOCT 6.
Pewewe 2: Axro cy r, s u t kopenu nosuuoma, ouna je (Buerose dpopmyie):
a=r+s+t,b=rs+st+rtmrst=1, ma je

11 1 6 111
a+b=r+s+t+rs+st+rt=r+s+t+—-+—-+-=64/rst——— =6,
t r s trs

IpU 4eMy C€ jeTHAKOCT HOCTIKE aKKO je r =s =1 = 1.

2. Ycnosu 3a x,y ce csoge Ha ¢ € (—4,0) U (0,1), y € (=2,—-1) U (-1, +00).
CucreM je eKBUBAJEHTAH CUCTEMY:

2log, ,(1—=)(y+2)+logy,,(x—1)> =6
loglfm(y + 5) - 10g2+y(x + 4) = 1

IIpBa om mocaemme aBe jemHavumue je, y3umajyhwm y ob3up yciaoBe 3a ,Y,

€KBUBAJIEHTHA Ca Z —&—% = 2, roe je z = log;_,(y +2). Opmarne mobujamo
log,_,(y+2) =1, ogocuo y = —x — 1. 3amMeHOM y APYTY jeIHAUMHY CUC-
rema nMamo log;_, (4 — x) —log,_,(z +4) =1, omsocuo 4 —z = (1 — z)(z + 4).
Opn nBa pemema oBe jemHaunsae r; = —2, r9 = (), ycioBe 3a10BOJbaBA CAMO IPBO.

IloGujamo pesyirar, jeAMHCTBEHO pememe (—2,1).

3. Nnawmo (a?+d?)(b?+c?) = (ab+cd)*+ (ac—bd)? = 41. Tlpema Tome, a?+d? = 41
ub?+c? =1, uma®+d> =1ub?>+c =41. Cana je TaKo UCOUTATU CBE
cayuajese jep ce 1 u 41 jenno3HavHo pacTaBibajy Ha 30up aBa KBampara. Perre-
wa cy (5,1,0,—4), (-5,-1,0,4), (4,0,1,5), (—4,0,—1,-5), (0,—4,5,1), (1,5,4,0),
(0,4,—5,-1), (—1,-5,—4,0).
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AnrepHaTuBHO, KBaApUpameM 1 cabupameM JATHUX je [HAKOCTH, nobuja ce
(ab)? + (ed)? + (ac)? + (bd)? = 41 ma he u yueHUK KOju ce He CeTu aa OBaj U3pa3
¢axropure, 10 pemema nohu aHAIM30M CBUX HauuHa Ha Koje ce O6poj 41 momxe
IPUKa3aTH Kao 30up 4 KBaapara.

4. a) Hajuope npumermMo na 3a cBake Tpu pasiauuure tauke A, B,C y pasHu
Basku na ce cpemmmta nyxu AB n AC He mokmamajy.

Meby raukama A = {Ay, As, ..., A, } mocmarpamo tauke P u () yuje pac-
Tojame r je Behe maM jemmako oI pacTojama OWIIo KOje Apyre OBE TAYKE TOT
ckyma. Cse ocrase tauke u3 ckyna A\ {P,Q} Mopajy ce Hama3uTu u y Kpyry
K(P,r), u y xpyry K(Q,r). Camum tum, cpemumra xyswu AP, 3a cBe Tauke
A € A\ {P,Q}, cy pasnmuunre tauke y kpyry K(P,r/2). Amnamorso, cpenum-
ta myxm AQ, 3a cse Tauke A € A\ {P,Q}, cy pazmuuure Tauke y KpPYyTy
K(Q,r/2). IlpumerrMo na ce HUjeIHO OJf HABEIEHUX CPEAUIITA HE HOKJIAla Ca
cpemumreM R nyswu PQ. Kaxo je K(P,r/2)NK(Q,r/2) = {R}, nobujamo ykymHO
(n—2)4+(n—2)+1=2n— 3 pa3nuunTux Tavaka Koje mpunamajy ckymy S.

6) Y mpaByriioM KOODIWUHATHOM CHCTeMY y paBHUM neduuummMmo A; =
(2i,0), 3a cBe t = 1,2,...,n. Cpenumre nysxu A;A; je tauka (i+75,0). C o63upom
mad3<i+j<2n—1,ui+j €N, jacuo je ma ckyn S caap:xku 2n — 3 Tavaka.

5. (a) Axro je yrao (mmenap) msmeby tpoyriaosa ACD u BCD omrap, 3ampem-

uHa pacrte ca nosehiasameM OBOr yria ¢Be A0k pasan tpoyriaa ACD e mocrane

oproronaJyiHa Ha pasa Tpoyriaa BCD. Hakon Tora zampeMuna omama.

(6) Heka je a mysxwuna usune C'D (koja je nacupamua usuuu AB nyskusme > 1).
Bucuna AP = h,, tpoyraa ACD, nenu usuity C'D ua nsa mena CP u PD,

ma je Oap jemna ox my:xku CP u PD nmysxwube > g. C npyre crpane, momrTo je

AC <1wu AD < 1, umamo ga je

2
ha = VAC? = CP? = \/AD* = DP? <\ /1 - =,

OaRrJe cjueau na je

1 1 a?
PAACDZEG'hag 2@ 1—1-

2
Cnugno ce mokasyje na 3a Bucuny B(Q = hy tpoyraa BCD Bawu hy < 4/1 — az.

IMowro je Hp < hy, rue je Hp Bucuna rerpaenpa ABCD u3 remena B, umamo

a?

na je Hg <y/1— R Iaxkie,

1
V = §PAACD -Hp <

1
3
1 a? 1 9
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1 1
Ako je a =1, Tana je ﬂa(élfaQ) =3 Huje remro mokasaru, na ako je a < 1,
1

1
Tama je ﬂa(él —a?) < 3 3ancra, ako je 0 < a < 1, umamo na je

! (1—a)(a®*+a—3)<0,

(4-a®) - 2=

col—

ﬂa
. . 2 . . 1 2
jepjel—a>0mua*+a—3 < 0. Hakmne, y cBakoM ciyuajy je V < ﬂa(él—a ) <
Hamomena. 3anpeMuna OBAKBOI TeTpaeapa je jeaHaka 3 y cayuajy na cy ACD

u BC'D jemHakoCTpaHUYHU TPOYTJIOBU Ca CTpaHumaMma 1 (PAACD = @ u h, = ‘/7§)
u yrao meby crpanama ACD u BCD jemuar 90° (HB =hy = ‘/75) Huje remrko

IoKazaTu na je y oBakBoM rerpaenpy AB = \/h2+hi=,/2- % = \/g > 1.

0| =

YerspTu paspen — A kareropuja

1. Kaxo je:

cos’x cos’z cos’z
3 3 3

cos® zsin?z = 27

. 4

o 3sin?z 4 3cos? x 27

-sin” z < 27 = -7
12 4

Opy 4eMy CMO KOPUCTWJIM HejeIHAKOCT uaMehy apuTMeTuMdke M reoMeTpujcke

3 3v3

16

cpenune, mobujamo ma je cos® rsinx <

saxr=g+km keZ.

. JemHarocT Baxkm 3a tgr = %, Tj.

2. a) Hajupe npumerumo na 3a cBake Tpu pasziuuure tauke A, B,C y paBHu
Baxky na ce cpemumra xyxn AB u AC me nokmamajy.

Meby raukama A = {43, As,..., A, } mocmarpamo tauke P u @) uuje pac-
Tojame r je Behe wim jemHako ol pacTojama OWMIO KOje Apyre IBe TadyKe TOr
crkyna. Cse ocrase tauke u3 ckyna A\ {P,Q} mopajy ce mamasutu u y Kpyry
K(P,r), n y xpyry K(Q,r). Camvum tuMm, cpemumra myxm AP, 3a cBe Tauke
A e A\ {P,Q}, cy pasmuuure Tauke y kpyry K(P,r/2). Amanormo, cpemumr-
ta myxm AQ, 3a cse Tauke A € A\ {P,Q}, cy pasnuuure Tauke y KpyTy
K(Q,r/2). IlpumernMo ma ce HUjeIHO O HABENEHUX CPEIMINTA He MOKJIama Ca
cpemumrem R mysxu PQ. Kaxro je K(P,r/2)NK(Q,r/2) = {R}, nobujamo yrymHO
(n—2)4(n—2)4+1=2n— 3 pazauunTux Tavyaka Koje NPUIANAJy CKYyIy S.

6) Y mpaBoyrioM KOODAMHATHOM CHUCTEMY y paBHU gepuHumumo A; =
(2¢,0), 3a cBe i = 1,2,...,n. Cpennmre nysxu A;A; je Taura (i+7,0). C ob3upom
ma3<i+j<2n—1,ui+j €N, jacuo je ma ckyn S caup:ku 2n — 3 Tavyaka.

3. Hajupe tpeba npumeruru ga je uerBopoyrao ABC D HEKOHBEKCaH. Y KOJIUKO
6u ABCD 6uo womsekcan (DB = 3) mmamu 6ucmo ma je SA > AD = /2 u
SB > DB =3, m1o je memoryhe jep je SA+SB=2++5<4,3<3+ 2.
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Jlako ce pauyna ma je Papop = 1. Ilpumenom Ilutaropume Teopeme Ha
ASDA u ASDB nobujamo: SA? = SD? + DA? u SB? = SD? + DB>.

S

Tana je SA2 — SB?2=DA? -DB?=2—-1=1, na je

1
SA—SB=—— =+5-2.
2+ 5

Iocrenma jenmaroct, 3ajenso ca SA+ SB =24 /5, naje SA=+5 (u SB =2).

P -SD 3
Taxne, SD = +/SA2 — DA?2 = /3, na je V = AB% = %
4. TTomro je f'(z) = 3(x—1)(x+1), ciemqn na je pyurmmja f crporo pacryha ma
naTepBaguma (—oo,—1) u (1,+400), a crporo onanajyha ma marepsaay (—1,1).
Hame,

lim f(z) =x00, f(-1)=3, f(1)=-1, f(B8)=19>0.
r—+oo

Iaxkne, jennaunna f(r) = 0 uMa Tpu pasnuumra KODEHa 1, T2, L3 TAKBA Ha je
x1 < -1 <zy<1<ux3<3. Jemnauuna, f(z) = 1 uma camMo jenan peasaH KOPeH
(Mamu on —1), nok jemnaunse f(x) = xo u f(z) = x5 uMajy 00 Tpu pasiaudnra
peajiana KOPEHa—II0 jelJaH y CBakoM ox maTepasata (—oo,—1), (—=1,1), (1,4+00).
ITowro cy ropenu jemnauune f(f(z)) =0 ropeHu jenane ox IOMEHyTe TPU jenHAa-
YMHEe, CIeIU Na AATa jeHAUNHA UMa CelaM PAa3JNYUTUAX PEeaHUX KOPEHA.

5. Pesysnrar je jemnak 36upy 6pojeBa CBUX mapTunuja CKyna Ox 7 eJIeMeHaTa Ha
4 moxckyna, Ha 3 MOACKYIa, HA 2 HOACKYyNa 1 HA | MOACKYI, & TUIOBY MaPTUILje

Yy OHOCY Ha KapAUHAJIHOCT NOACKYIOBa cy 1114 mma ux (D, 1123 nma ux (;) (;L),

1222 nva ux (;) (g) (‘;) %, 115 nma nx (g), 124 nma ux (Z) (‘;), 133 uma nx (g) (g) %,

223 nma ux (:,7)) (;1) %, 16 nma ux (g), 25 uMma mx (g), 34 uma mx (Z) U CBU Yy jeTHOM

MOJICKYIIy MMa UX (;) ma je TpaykeHu Opoj
(D+OO+00E7)+(O+DO+OOF+OOF) +(O+) +

(1)) + () =850 + 301 + 63+ 1 = 715,
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IIpBu pa3pen — b kareropuja

1. Buneru pememe 2. 3amarka 3a npsu paspen y A kareropuju.

2. IlememeMm napuese Ha 3 mesia yKymaH Opoj mapuesa ce nopeliaBa 3a 2, a npu
neobu Ha 4 mema Opoj maprena ce nmosehasa 3a 3. Ako ca m o3HauuMo 6pPOj
M3BpIICHUX ne0ba Ha 3 [gesa, a ca n 03HaYuMO OpOj m3BpIIeHux qeoba Ha 4 nena,
npobJieM ce ¢cBoau Ha pemasame uodanrose jennauune 555+2m-+3n = 4(m—+n),
OmHOCHO 2m +n = 555. M3 mocnenme jeqHaunHe 3aKbydyjeMo na je . HEIapaH,
omuocuo n € {1,3,...,555}, mTo 3HaYM ma marTa jemHAUMHA WUMa BUIIE DEIICHA.
Hawma je morpebuo mahu MurmMMAaIHU 30Up M+ N, 1 OH ce qo0Ouja 3a MUHUMAJIHO
n, jep Kama ce n moseha 3a 2, m ce cmamu 3a 1, ma ce 36up nmoBehana. lakie,
MopaJio je butu yuumeHo 6ap 1+ 277 = 278 meoba.

3. Ilpomysxkumo D@ m roHcTpymmMo Tadry R tako ma Baxku DQ = QR. Tana
cy tpoyranosu DQC u RQB nonynapuu (DQ = QR,CQ = QB,<DQC = <RQDB)
Omasne caemu nma cy aysxku DC u BR jennake m napadense (TpaHCBEP3aJHU
yraosu). ¥ tpoyray DAR nyx PQ je cpemma nuHUja TPOyria Ha CJIeAd 1A
je PQ = %AR. Opnapne caenu na je AR = 2(%(AB +CD)) = AB+CD =
AR = AB + BR. Axko mocnenmy jemHAKOCT INpuUMeHMMO Ha Tpoyrao ABR 36or
HejeIHAKOCTU Tpoyria ciaenniao 6u na cy tauke A, B u R romuneapue. Kako
je BR mapamnenuno ca DC ouna je u AB mapasiesno ca DC ma je yeTBOpPOyrao
ABCD rpanes.

4. Hexka je <BAD = a u <ABC = 3 (ciuka 1). Tana je <ADC = 180° — 3 u
<BCD =180° — « (jep je wersopoyrao ABCD retusam), ma je

<EBC = 180" — <ABC = 180° — 3,

<BCE = 180° — <BCD = 180° — (180° — a) = a,

<HCD = 180" — «BCD = a,

<CDH = 180" — (180° — 3) = 3.

Caura 1.

IIpema Tome

4BEC =180° — («EBC + <ECB) = 180" — (180° = B+ a) = 8 — a,
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na je <LEO =<NEO = ﬂ_Ta Canuno,
<CHD = 180" — («CDH + <DCH) = 180° — (a + f3),

nma je <PHO =<MHO = 90° — QTH} 3a Tpoyrao M EC yrao <OMC je cnox-
jammu, ma je <OMC = a + 6;2(1 = B'FTO‘ Capna, u3 Tpoyrina OM H 3armydyjemo
na

fta fteo

<MON = 180° — («OHM + <OMH) = 180" — (90° — 5 5

) = 90°.

Haxne y werBopoyray LM NP mujaronane cy wopmasaue. W3 tpoyrma PMH
3aKJbydyjeMO

<MPH = 180° — («PHM + <PMH) = 180° — (1800 — (B4 o)+ 5 ; a)

:ﬁ—Fa

= <PMH,

ma je tpoyrao PHM jemmakokpak. Tanma je Bucuna HO tpoyraa PHM u
TexkumHa ayik, na je PO = OM. Cnamuso ce moka3syje na je m tpoyrao LEN
jemnakokpak, nma je LO = ON. Ilarse, y yerBopoyriay PLMN nujaronase cy
HOPMAJIHE U TOJIOBE Ce, IMTO HAC JOBOIU MO 3aKbYyUKa me je uerBopoyrao PLM N
poMO.

5. Bugeru pememe 5. 3amaTka 3a npBu paspen y A kareropuju.

Ipyru paspen — B kareropuja

1. Taty cucTeM je eKBUBAJEHTAH Ca CHCTEMOM

ar’ +(b—1lz+c=y—ux,
ay? +(b—ly+c=z-y,
az’?+(b—-1z+c=x— 2

Axo cabepemo omrosapajyhe sese u necue crpane noomjamo
(2) [az® 4+ (b— Do+ +[ay* + (b— 1)y +c] +[az? + (b— 1)z + ] = 0.

Kaxo je 360r (b—1)2 —4ac < 0 cBaku on TpW KBaApaTHA TPUHOMA 3a CBAKO T,
OIHOCHO, Y, Z, PA3JIUUNAT OX HyJie jemHAKOCT (2) He Moske Outm Tauma. llakme,
NATU CUCTEM HEMa PEAJHUX PEIICHaA.

2. Kako je Paagp = Paaprg = 1 u tpoyraosu AAED u ANAEB umajy 3ajen-
HUYKy ocHoBuily AFE, To cy Bucune u3 temena B u D ua crpanuny AE jennake,
na ¢y B n D ma jennakom pacrtojamy on AE, tj. BD || AE. Caugyno monasumMo
o 3akmyuka ga je CE || AB. Heka je CENBD = {F}. Ha 0CHOBY IPeTXOIHOT,
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yerBopoyrao ABFE je napanenorpam u Baxu Paprpp = Paaprg = 1. Ilpuwme-
tuMo gma je Paopr + Paprc = Pappc = 1 = Pacpe = Paxcpr + PaprE, 1a je
P.prc = Pyppp = P. Tana je Pxcpr = 1 — P. Tpoyranosu ABFE u AFDE
vMajy 3ajennuuky sucuby (u3 F va BD), na um ce IOBPIIMHE OAHOCE KAO OArO-
Bapajyhe crpanune, tj. P :1 = DF : BF. Cuauuno, (1 — P): P = DF : BF.
Crora Basku P : 1= (1 — P): P. Pemewma oBe KBaApaTHE jeJHAYUHE CY %\/57

. . . _ —1+V5
u kako je P >0, zakmyuyjemo na je P = —3=. Ilakme,

-1+v5 5+V6

Papcpe = Papre + Ppcp + PpEr =2+ 1+ 5 5

D
EMC
A B
3. W3 ycnosa 3amaTka ciequ Ja Cy Kpalyd CBUX MOMEHYTUX j€ITHAKOKPAKUAX
TpoyraoBa MehycoOHO jenHaku.

C

(a)

Henocpenna nocnenuna je nomynapuoct tpoyriosa GFB =2 GFE. Hera
jea=<FEFGu [(,7,0 6a3Hu yrioBU OCTAJIUX jeIHAKOKPAKUX Tpoyriosa, Ciauka
(b). Jlako ce Bumu ma je 0 = «/2 =, § = 180° — 2 kao u <F'BG = 180° — 2.
36up yraosa y tpoyriay ABC je 180 crenenu, Tj.

180° = ar + [or/2 + (180° — 2av)] + (180° — 20v)
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omakye ciemn na je o = 72° ma cy tpoyruosu EFG n ABC cauunu jep mmajy
jemunake omrosapajyhe yriose. M3 cauunoctu rpoyraosa BGF u ABG nanasu
ce na je nysk AG nomesena taukom F mo ”3marHOM mpecerky”’ omakie ce mobuja
12 je KOe(HUIMEeHT camdHOCTH 0BUX Tpoyriosa (/5 —1)/2. M3 uctux pasmora je
koe¢umuent cauanoctu Tpoyraosa ABG u ABC (/5 —1)/2.

2
Sakmyuak: Koedurmuent canunoctu tpoyriaosa EFG u ABC je (*/5_1) =

2
3—V5
Rt

4. Hexka cy dq,ds, ..., dy cBu meauremu 6poja N. Baxkn 1 =d; < dy < ... <dp =N
u3a cBako | = 1,2, ...k Basku d;-dg 1y = N . Tarobhe Basku dy+do+...4+di—1 = N
(6poj je caspmen). ITocmarpajmo cymy

1 1 1 dy, dp_1 dy di  dp_q dy

& Ta T d_k:dl-dk+d2-dk71+md4-d1:W+ N Jr...JrN

IIa ce mobuja ma je osaj 36up d”(d’“;\]ﬁ“‘dl) =N — 9,

5. Bugmeru pememe 3. 3amaTka 3a npBu paspen y A kareropuju.

Tpehu pazpen — b kareropuja

1. Kopucrehu mejennakoct uamehy apurMeTuvke U T€OMETPUjCKE CPEIUHE T0-
oujamo:

2(a* + %) + 17 > 46?0 + 17 > 4a%b* + 16 = 4(a*b* + 4) > 8V4a2b? = 16ab.

2. Bugeru pememe 2. 3amaTka 3a qpyru paspen y A kareropuju.
3. Bugeru pememe 3. 3amaTka 3a Apyru paspexn y A kareropuju.
4. Buneru pememe 5. 3amatka 3a tpehu paspen y A rareropuju.

5. IlpernocraBumo na mocroju N, N > 5 meDhycoOHO mpujaTe/bCKUX TPOYIJIOBA
T1,T5,...,Ty. Hera Tpoyrao 7} uma crpanute a,b,c. Onx oBux crpaHnma MOry
ce opOpMUTH CaMO TPHU Hapa:

(3) (a7 b)’ (b7 C)? (C7 a)?

a cBaku o Tpoyriosa 1s, 15, ..., Ty MOpa UMaTu map CTPaAHUIIA KOjU CE TTOIyAapa
ca jemuum ox maposa (3). Crora, mocroje 6ap asa tpoyriaa mehy Tpoyriosu-
ma Ty, T5, ..., Ty uuju ce jeman map CTpaHuna HOAydapa ca UCTUM HapoM u3 (3).
Bes ryburka ommrocty y3mumo na tpoyraosu 1o u T3 umajy nap (a,b). Hak-
sge, cBaku on tpoyriaosa 14,7Ts,Ts mma crpanune a,b, u HeKa cy x,¥y,z Tpehe
CTpaHWIle OBUX TPOYIJIOBA PECHEKTUBHO (Z,y,z cy meDycobHO pasmumuure, jep
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y cynpoTHOM mMa noaynapHux tpoyriaosa meby T7,7» u T3). Kako je rpoyrao
T4 mpujaremcku ca TpoyryaoMm 17, jeqHa on HeroBUX CTPAHUIA jeAHAKA je a4 W
b, m y3mmMo gna je jemHaka a. Aro Tpoyrao T, HeMma cTpaHuUny jemHary b, Ta-
Ia IBe HEroBe MpeocTaJie CTPAHUIE MOPAjy Y3eTU TPU Pa3udYUTe BPEIHOCTU
x,y, z (rpoyrao Ty uMa 1o ABe jeAHAKE CTPAHULE Ca CBAKUM OX Tpoyriaosa 17, Ts
u T3), mwro je Hemoryhe. IIpema tome, rpoyrao T, uma crpanune a u b. Vcru
3aKJ/byUaKk MOMKEMO M3BeCcTU 3a cBaku Ttpoyrao 1;,i = 5,...,N. Ilakme, cBaku on
rpoyraosa 11,7y, ..., Ty uma crpanune a u b, Tj. OBaj CKyll TPOyIJoBa je mobap.
IIpema tome, N > 5. C npyre crpane nocroje yerupu mMelhycobHO nmpujaTesbcka
tpoyraa (a,b,c), (a,b,d), (b,¢,d), (c,d,a) TakBa na BUXoOB ckyn nuje nobap. lak-
ae, N =5.

Yerspru paspen — B kareropuja

1. Ycaos z¥ + y* = 2% + yY je exkBuBasenran ca r*(x¥ "% — 1) = y*(y¥ % — 1).
ITomro je 2 < y® m 2¥™" — 1 < yY~" — 1, BuauMo 1a je Taj yCaOB 3ad0BOJLEH
aKO M caMO akKo je x =Y.

2. Bugmeru pememe 2. 3amatka 3a tpehiu paspen y A kareropuju.

3. IlBe kpyskHUIE noaynpevnuka R u r, ca meaTpuMa y taukama A = (a1,a2) u
B = (by,b2) ce nomupyjy Cuo/ba ako U CaMO AKO je UCIYIEH YCIIOB

[(a1 — b1)* + (a2 — b2)?] = (R+7)*.

Heka je r, momynpeunur kpywxauie K, a x, HeHa Tauyka AOAUPA CA T-OCOM.
Omasne caemu na je C, = (x,,7,) nenrap on K,. Ouesumuo je xo = 1/2. Ipu-
venoM [luraropune TeopemMe ce nako Hastaszu na je ro = 1/8. V3 ycaosa momupa
kpyskauna Ko, K3 u Ko, K3 (unu nuperrnom npumenom Iluraropune Teopeme)
no0OMjaMo CUCTEM jeTHAYMHA

1 2 1 2 1 21 2 1 2
.13%-1—(5—7‘3) =<§+7‘3) (5—1‘3) +<§—’I‘3> =<§+T3> .

V3 npse jenmauune ce mobuja ycios i = 2r3 a uz apyre 1 — 4xz + 43 = 2r3.

Pemasamem oBor cucrema ce mobuja rsz = % ury =

1
232"
4. Buneru pememe 3. 3amaTka 3a Apyru pas3pen y A rareropuju.

5. Bugmeru pememe 5. 3amartka 3a tpehu paspen y A rareropuju.
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PEIMIEILA 3AIJATARKA PEITIYBJIMYKOI' TAKMNYEIHA M3
MATEMATHWRE

IlpBu pa3pen — A kareropuja

1. Bap jemanm onx ckymosa A, B canp:xu Gap ase tauke. Heka je To ckym A u
Heka ¢y 1o tadke P u Q. Yoummo kBanpar PQRS (PQ || RS). Axo je mera on
rauaka R, S y ckymy A, noka3s je roro. 3aro, Hera cy R,S € B. Heka je O
nenrap kBagpara PQRS. Axko je O € A, ouna Tpoyrao PQO ucnymasa ycjioBe
3amaTka, a ako je O € B, omga Tpoyrao ROS ucmymaBa yciIoBe 3anaTKA.

2. Jemmaumma u3 3amaTka je exBuBasenTHa ca (3z+ 1)+ By +1)2+ (32 +1)2 =
3-2004 + 3. Kako je 3-2004+3=3-4+3 =7 (mod 8) 1 Kako KBaApaTU LEINUX
OpojeBa mpu mememy ca 8 mory matu ocrtatke 0,1 mau 4, ciaenu na jegHAYMHA
HeMa pellema.

3. Heka je O menrap kpy:xuure. Tana je OGLCD u OG je cumerpaia yria
COD. Hera je x = <COG = <DOG. Caununo, mera je y = <FEOF = <AOF.
Kako cy ADOE, ABOA u ABOC jemmakoctpannuyau umamo na je <{DOE =
<BOA = <«BOC = 60°, na je

360° =3-60° 4+ 2x 42y, Tj. x+y=90°

A

C
Jlako 3akmyduyjemMo u ma je

x=<0AF =<0OFA n y=<0CD = <0DC.

W3 nonynapuoctu rpoyriaosa AOF u OCG cnemn na je AF = OG u OF = CG.
Tarobe, raro je <BAF = 60° 4+ x = <BOG, nmamo na cy u tpoyriaosu BAF u
BOG nonynapuu, na je BF = BG. Ilakne, AGBF je jennakokpaku ca BpXom B.
U3 ABAF = ABOG, cnemu u na je <ABF = <OBG = z, na je 60° = <ABO =
z+ <OBF = <FBG, na je AGBF jemHaxkoCTpaHUdaH TPOYTao.

4. IloBpmumHAa jeIHAKOCTPAHWUYHOI Tpoyria je P = V3 anm MOEEMO CTaBH-

4 )
. . . 2 /2
™ na je a = % na mobujamo ma je P; = (%) ‘/TS. IloBpmuny TpOM3BOBLHOT
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TPOyIJIa MOMKEMO U3paUvyHATU XEpPOHOBUM OOpACIEM Ma HEjeIHAKOCT KOjy Tpe-
0Oa ma mokakeMoO TocTaje:

Pzwh@—aX&—mw—c»<(§)2{5

Keagpupamem nejemnarkoctyt u cpebuBamem mobujamo

(5 — a)(s — b)(s — ¢) < (2)3

OBa HejeqHAKOCT je TauHa, jep Kajla Ha JIEBYy CTPaHy NPUMEHUMO HejeTHAKOCT
u3Meby apurMermure u reoMeTpujcke cpenuHe nobmhemo

(s —a)(s —b)(s —¢) < <S_a+5;b+8—c>3’

(5= a)(s = 05— ) < (2,
(s —a)(s ~b)(s ) < (3)"

JemnakocT Basku Kama je s—a=s—b=s—c, Tj. kKaga je a =b=c.

n(n+1)
2

5. Heka je rpasena mu¢pa jennaka a. Kako je 1 +2+ ...+ n = , Taga Ou

BaKUJIIO 14 je w =a-11...1 , k> 1, omHOCHO
k

nn+1)

(2n+1)2=8. 5

+1=8-a-11...1+1.
——
k

Axko je a € {2,4,7,9} 6poj Ha HeCHO] CTpaHU HPEIXOJHE jeTHAKOCTU 3aBpLIABA
ce ca 3 uiau 7, a TO HUje MOryhe HOWITO je OH MOTIYH KBazpar. AKO je mak
a € {3,8} onma je mBormppenn 3aspmerak 6poja 8-a-11...1+1 jemmar 65 mm

k
05. MebyTum oBo Huje moryhe jep 6u ce tana 6poj 2n + 1 3aBpmaBao udpom
5, a meros kBagpar ca 25 (36or (100 + 5)2 = 100(1*> + 1) + 25). Ilaxrue, ocTajy
Ham moryhuoctum ¢ = 1, a = 5 m a = 6. Horaskumo na muje moryhe a = 1.

+1 10F—1 ;
"(”2 ) = 5 3a Hexo k > 1. Oryna je

IIpermocraBumo na je
2-10" =9n? +9n +2 = (3n+ 1)(3n + 2).

Kako cy 6pojeBu 3n+ 1 u 3n+ 2 y3ajaMHO IpOCTH, TO jedaH O HBUX MOpPa OUTH
CTemeH ABOjKe, a npyru cremen meture. Mebyruwm, kako je

5k _ 2k5+1 > 22k o 2k5+1 2 2k+2 _ 2k+1 — 2k‘+1 2 8

)

6pojesu 5* u 2*! me mory GuTu yzacromHu, ma TpaskeHa nudpa Huje jeaHaxa 1.
Ouurnenno, moryhe je a = 5, jep je &1 = 55 kao u a = 6, momro je
yhe ] Jep ) 3 J
11-12

~5= = 066. I3 cBera HaBeneHOT 3aKpydyjeMo na je TpaskeHa muppa 5 niam 6.
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Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Pewewe 1: Pauymajyhn npBUX HEKOJUKO UIAHOBA HU3A a, = 2772 . 7" +1
Hacayhyjemo ma cy 6pojeBu asy—1 AesbuBu ca 3, a OpOjeBU agp ca H, MTO U
nokasyjeMo mHAYKNujoM. DBpoj a; = 57 je memums ca 3. Hera je agi—1 mesusB ca
3. Tana je u 6poj asg4+1 = 196as,—1 — 3 - 65 memus ca 3. Bpoj as = 785 je memus
ca 5. Heka je agp memwuB ca 5. Tana je u 6poj asgio = 196as;, — 5 - 39 memus ca
5. Kako cy cBu a, Behu ox 5, TO Cy OHU CIIOKEHMU.

Pewewe 2: Karo cy cBu a, = 2""2.7" + 1 sehn ox 5 u kaxo je
Qgp_y = 221721 L = (1)1 141 =0 (mod 3),
agp = 22272k 11 =22k H2 92k 4 — 42k 11 = (—1)1 1 1 =0 (mod 5),
TO Cy CBU @, CJOKEHU OPOjeBU.

2. Pewemwe 1: TlorymajMmo ma omgpeamMo Kaga MOCTOjU TPOYTrao KOMe Cy YHAIPE
3amaHu peajHu no3utuBHU O6pojeBu P u O pemom mospmmua n obum. [TobHumo
on XepoHoBe (GopMysIe 3a NOBPUIMHY TPOYIJa KOMe CYy IyKUHE UBUNA a,b,c

P=/s(s—a)(s—b)(s—c).

O6um uctor Tpoyraa je O = 2s =a+b+c. Banarak je na ce pemu (no a,b u ¢)
CHCTEM jeTHAUNHA

P?=5(s—a)(s—b)(s —¢) O=a+b+ec,

V3 ycJoB na Tu 6POjeBU 3a10BObABAjJY HEjeIHAKOCT TPoyTriaa. ¥ BohemeM cMeHe
s—a=z,s—b=y,s — c= 2z nobujaMo eKBUBAJEHTAH IPOOIEM

2P? /0 = zyz O0/2=x+y+ =z,

y3 YCIJOB nma cy z,y,z mo3utuBHu. Cana je CACBUM jacHO nOa Ce jelaH CTeleH
caobome BUIle MOKe MCKOPUCTUTU na ce Haby nBa pemema Koja OpuUmanajy
HemoayJapHuM TpOyriaoBuMa. Ilpumep cy HuOp. Tpojke (z,y,z) = (2,4,6) n
(1,y,2) = (3,t1,t2) THe cy t; u ty pemema jemnaunne t2 — 9t + 16 = 0.

Pewewe 2: TlocraBuMo mmrarme Kana MO3UTUBHU peayiHu OpojeBu a, O, P mory
OuTH; penoM my:KUHA jeqHe cTpaHe, OOUM U MOBPIIUHA HEKOT TpoyTriaa. [loTpeban
ycaoB je na Baxku 2a < O (mejemmaroct tpoyria). Aro je HejemHakoct 2a < O
UCIYHEeHA, OHIA jé MPUPOAHO MOKYIIATH KOHCTPYKIM]Y TPaKeHOT TPOyILJya Ha
crenehu maumn. WMzabepumo taunke B u C takse ga je BC = a u mexa je
p = p(A, B) npaBa koja mposasu Kpo3 mux. Heka je ¢ mpasa mapajesHa ca
p = p(B,C) ma ymamenoctu h ox e upase rge je (1/2)a-h = P. Ilpyrum
peunMa ako m3abepemo tpehe teme Tpoyria A Ha TpaBOj ¢, HErOBa MOBPIIUHA
6uhe P. Ocraje ma ce Buau ma Ju ce W HA KOAUKO HaumHa A Moske mzabparu
na obum Tor Tpoyria Oyae yHampen 3amana Bpexnoct O. Ilpumermmo na kana



44

ce A manasu Ha TpaBoj ¢, OOMM MMa HajMamy BPEIHOCT Kana je Tpoyrao ABC
jemHakokparu, Tj. kana je A = Ag rue je Ap Bpx jemsaxkokpakor tpoyriaa AgBC.
Taxobhe youumo ma obum pacre (M MOKE MOCTATU MO BOJLU BEJIUKHU) Kama Ce
rauka A u3 nmomoskaja Ap kpehe GMIIO CTANHO HA JIEBO MM CTAJHO HA IECHO OI
Ap. (OBu 3armyunu ce jgako usBoge (yobuuajuum Tpukom!) Tako mTo ce jemHa
oxn tavaka B unu C' CUMETPUYHO IPECIUKA y OAHOCY Ha HPaBy ¢ UTAL.)
IIpernocraBumo pa je P moBo/mHO MaJju OPOj, TauyHUje Oa BaKU HEjeI-

HaAKOCT )
(5) +m< (5%

KOja rapanTyje ma je obum jemmarokpakor tpoyraa AgBC mamu ox O. Y ToMm

CclIyJdajy U3 HaBeleHe aHaJM3e CJIedu Oa IIOCTOje TauyHO ABa MOoJIoKaja Tauke A,
ozHaummo ux ca A; u As, jeman sieBo a jeman mecHo ox Agp, TakBuU na cy obumu
tpoyraoBa A1 BC u A;BC jemmarku O. Youummo takobhe ma cy oBu TpOyrJioBU
IOAyNApHU, JaKJIe TPaKeHU TPOYTrao je W jJeNUCTBEH y CIydajeBUMa KaJa IIOC-
TOjU.

Capna je jacHo ma ce ma3pbuBUM u300POM CTpaHe @ MOTY JOOUTH ABa
TpOyrJia KOju HUCY TOAyIapHu. 3aucrta, Heka je ABC jemmHCTBEHU TPOyrao
Koju peanusyjy Tpojry (a,0,P). Hera cy a,b,c mysuHe CTpaHa TOT TPOYTIA.
Axo ce m3zabepe aj TakO na 3aI0BOJHLABA YCIOBE

2a; < O a < a ar ¢ {a,b,c}

OHJa Cy CBU YCJOBU 3aJ0BOJLEHU, HAKJIe I[OCTOju Tpoyrao kKome cy ai,O,P
crpana, obuMm m moBpmmHa. OBaj TPOyrao mMa MUCTU OOUM W MOBPIIMHY Kao
U IPETXOMHU AU Ca HUM HUje IMOIYTapaH.

3. Iloka3s je mocaenuna cieneher HM3a eKBUBAJEHI]A

P1P2:P30 ~ OP1:OP2+OP3 54
OP, OP, OPs

oA oA ‘toa ©

™ 2 47
COS — = COS — + COs — <&

9 9 9
COSIZZCOSKCOSE &
9 3 9
coszzcosI

9 9

4. Opn (He HEOUXOIHO CBUX) JbYIU U3 MHEBHE cOoOe Hajupe (pOpMUPAMO BPCTY
MaKCUMaJIHEe NYKUHE 3a KOjy BaJKM Ha Ce€ CBaKa OBa CyCEIHA YOBEKA y BPCTU
no3Hajy. Apyrum peumma, Huje moryhe ¢opMmparu ay:Ky BPCTY OI OBE, TAKBY
Ia ce CBaKa IBa CyCeIHA YOBEKAa [IO3HA]y.

IIpBu woBeK y 0OBOj BPCTM mMMa MeT MO3HAHUKA KOjU CBU Takohe Mopajy
OuTu y BpPCTHU, jep BpCTa y CYIPOTHOM He Ou Omia MakcuMaJsHa. AKO cana
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omabepeMo peoM by e U3 BPCTE, O IPBOT UYOBEKA IO HMOCJIEIIHEr HEerOBOr MO3-
HAHUKA Y BPCTHU, XU CMECTUMO UX 338 OKPYIJVIX CTO ¥ TOM PEeNOCIeny, jacHO je ma
he cBarko cemeru m3mely cBojux mosmanvka. Bpoj bmynn 3a crosoMm je Behm on
IeT, jep 3a HBUM CeIu IPBU YOBEK U3 BPCTE U CBUX IET HEIOBUX TO3HAHUKA.

5. Jemmauuna je nepunucana 3a x € [—2,2], jep Mmopa 6utn 2+ >0 u /2 + x <
2. Heka je z = 2cost, t € [0,7]. Tazma je cost >0 u vV2+z = /2(1 + cost) =

\J4cos? L =2cos L. Ilame je, \/2—20053 = \/2(1 —cos &) = \/4sin23 = 2sin {,

jep je sini > 0. Taxrobe, \/2+2s,in§ = \/2(1 +cos(f — 1)) = \/4c052(§ -4 =
QCOS(%fé), jep je cos(%fé) > 0. Konauno, jennaunna nocraje cost = cos(%fé),

te 0,7, Tj. t = %’T, OJIHOCHO, T = 208 %”.

Tpehu pazpen — A kareropuja

1. Hammmmvo n y obmuky n = kd. U3 nemusoctu nd + 1 | n? + d? nobujamo:
d?k+1 | d*(k* +1).

Kako cy d?k + 1 u d? y3ajammo mpoctu, mamasmmo ma je dk +1 | k*> +1. Oryna
je k> d?. M3 ocobune memuBoCTr nobujamo:

Phk+1 k41— (dPk+1) = k(k —d?).

Kako cy k u d?k + 1 ysajammo mpoctu, umamo na dk + 1 | k — d%. Yronuko je
k # d?, umamo ounrienHy HejeIHAKOCT

Ph+1>k—d> < d(k+1)+1>k

OBo je xouTpamukmuja. 3aTo je k=d? u n = d°.

2. Osumaunmo ca L(n) uapa3 Ha JeBOj CTPAHU U HOKAKUMO MAaTEMATUYKOM WH-

. . 2 .
OYKIWjOM 113 je YBEeK Mamu O 2 — T 1

1+1+1+
2 32 4v3

1° DBasa unoykyuje. 3a n = 1 mmamo
9 1
6~ 2

2° Unoyxyujcxa npemnocmaska. IlpernocraBumo na tepbheme Basku 3a n = k:

1 2
P oD T Ut

1 2 3
< 2-— 3+ WTO Ce CBOMM HA J >

2

Sl
4

1 1 1 1 2

Sttt = <2 ——.
2 3v2 43 (k+1)Vk VE+1
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3° Unoyxyujeru xopax. Wenurajmo ma mu Basku 3a n =k + 1:

1 1 1 1 1

Lk+1) = s4+—F2+—2+...+ +
(k+1) 2 3v2 43 (k+1)VEk  (k+2vVEk+1
2 1
< 2- +
VEFT  (E+2vVEk+1
_ g Z+3
(k+2)VE+1
9 (k+1)+(k+2) 9
2

2 : <2 :
VE+2 Jk+1) (k+2) k+2

(oBmE ¢MO TPBY HEjeIHAKOCT NOOMJIM HA OCHOBY WHIYKTUBHE NIPETIOCTABKE, a
OpyTry W3 HejeTHAKOCTU apUTMETUYKEe U MeOMEeTPUjCKe cpemuHe 3a Opojese k + 1
u k—+2, 1j. u3 % >1).

1

Ha ocuoBy npunmuna mMaTeMaTwdke UIyKIMje CMO NOOUIU Ja BaEkd 5 + ﬁ +

ﬁg +..F (n+%)ﬁ <2- \/fﬁ 3a CBaKM MPUpOJAH GPoj n, mMTO je u TBpheme
3amaTKA.

3. Hera ¢ynruumja [ 3amoBosasa ycios 3anarka. Omna je f(z) > 2zy — f(y) 3a
cse 7,y € R, ma 3a y = z nobujamo ma je f(z) > x? (3a cse x € R). Ilame, us
YCII0BA Cllen na 3a CBako x nocroju y = y(x) rakso ma je f(x) = 2zy(z)—f(y(x)).
W3 oBora u u3 mperxomHe HEeje AHAKOCTU JOOMjaMo:

2? < f(z) = 2wy(2) — f(y(2)) < 2oy(x) — y* (),

na je (x —y(z))? <0, 1j. y(z) =2z. Uz f(z) = 2zy(z) — f(y(z)) onma cremm na je
f(x) = 22. OBa ¢yHEmuja je pememe 3amaTKa:

max (2zy — f(y)) = max (2% = (@ = y)) = 2” = f(2).

4. Axko mMma r TUMOBa ca TOM OCODOMHOM, Tana 300r yCJIOBa 3a0ATKA BasKU

25

z-(3) < (%) 1. x<%2230<25022-53.

5. Osmauumo ca a, b u ¢, penom, ny:xkutue mujaronana AC, CE u EA mecroyria.
ITpumenom IlTonomejeBe HejemnakocTy Ha yerBopoyrao ABCE, Hamzazumo na

je bAB + ¢BC = (b+ ¢)AB > aBE, Tj. g—g > 4. AmHanorso, mpumeHom

ITromomejese mejenuakoctu, pemom, na yersopoyraose CDEA u EFAC, Baxu
CcD b EF c . .
A= o 4 Fo > P Capna je, Ha OCHOBY HejemnakocTu usmeby apurmeruuke

U XapMOHUjCKe CPEeIVHE, UCIYHEHO

AB+CD+EF> a . b . c
BE DA FC 7~ b+c c+a a+b
at+b+c a+b+c a+b+ce
+ + —
b+c c+a a+b

3




47

1 1 1
_(a+b+c)(b+c+c+a+a+b)i3
> 9a+0b+c) 73:973:3
(b+c)+ (c+a)+ (a+D) 2 2

UYerBpTH pa3pen — A kareropuja

1. O3HauyMMO ca x mpaBy KOja CaAp:KU 2. BPCTY MpPeXkKe, ca y IPaBy HOPMAJIHY Ha
T KOja je Takobhe oca cuMeTpuje maTe Mpeske, 3aTUM Y IPABOYIIIUM TPOYTJIOBAMA
Teme npasor yriaa ca C.

Nmamo canenehe ciyuajese:

o o o o o o o o Q

NZNE- S
1° 2°a) 2°6) 2°6)

1° TpoyraoBa ca kaTteraMa mapajeIHUM KOOPAUHATHUM OCAMa UMa

<31n)-2-(n—1):6n2—6n,

2°B) 2°T)

jep teme C ompebyjemo Ha (31"), 2 usbopa 3a Teme 1o Bepruraiu (y Apyre 2
Bpcre) u n — 1 mo xopusonTanau (y mpeocramux n — 1 kKosoHA).

2° IlpaBoyraux TPOYTJIOBa UMje KaTeTe 3aKJamnajy yraose onx 45° ca KoopaumHaT-
HUM ocaMa uMa 4 BpcTe:

a) jeIHAKOKPAKU KaTeTa IyyKUHE V2, xox xojux je teme C' y 1. mwmu 3. BpcTu
U “Ma UX
2-(n—2)=2n-4 3a N> 2;

6) jemHAKOKpAKM KaTeTa My&UHE /2, KOA Kojux je Teme C' y 2. BPCTH U UMa
ux
2-n—-2)4+2-(n—1)=4n—6 3a n > 2;

B) jeIHAKOKPAKU KaTeTa Iy:KUHE 2\/§ " UMa UX

2-(n—4)=2n-38 3a n >4

I') PA3HOKPAKM KATETA Iy’KUHA V2 u 22 u uma nx

4-(n—3)=4n—12 3a n =3
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3° IIpaBoyraux TpOyrioBa umja je jemma kaTera myxuHe \/5 mMa 2 BpCTe:

a) jemHAKOKpAaKM KaTeTa myxuHe \/5 1 mMa ux

4-(n—3)=4n—12 3a n = 3;

6) pa3HOKpAKU KaTeTa LysKUHA V5 1 2V u uma ux

4-(n—5)=4n—20 32 n = 5.

Kana nmvmamo muOM%Eme ce 2 To 3HauYn na teme C Moxkemo uzabpatuuy 1. uy 3.
BPCTHU, Tj. UMAMO CUMETPHUjy Y ONHOCY HA MPaBY &, a KOJOHY 3a Teme C' MOKeMO
n3abpatu Ha (N — a) HAUMHA, ceM y 2°0) rme He Gupamo Teme C' HEro CpenumTe
XUMOTEHY3€ U IPBU cabupar MHOKUMO ca 2 300T CHMeTpHuje y ONHOCY Ha I, a
Apyru 3007 cCHUMeTpHje ¥y OfHOCY Ha y. Kana mmamo MHOKeme ca 4, Taga nMaMo
CUMETpUje U y OJHOCY HA T U HA Y.

Konauno, nobujamo na muma 6n? + 14n — 62 mpaBoOyriImx TPOYTIOBA.

2. Bes rybmema OMMTOCTA MOMKEMO MPETHOCTABUTHU Na j€ PAacIopel Tadaka
P—-0O—H—-Q. Vs rerusnoctu CA'IB’ 3akmyuyjemo na je 180° = v+ <B'IA" =
v+ <AIB = v+ 180° — § — %, onmakie nobujamo ma je v = 60°. YerBopoyrao
ABOH je tetusas, jep je <AOB = 2y = 120° (rao nenrpamnnu yrao) u <AHB =
180°—<«BAH —<ABH = a+ = 120°. 3aro je <PHA =180°—-<AHO = <OBA.
Y jemmakokparkom tpoyriay AOB je <OBA = 90° —~, a kako je AH 1 BC, ouna
jeu <PAH = 90° — v. Caemu nma je tpoyrao APH jemnaxoxkpak u AP = PH.
Anasnoruno nokasyjemo na je QB = QH u najsan je PQ =PH+ HQ = AP+ BQ.

3. IlokasyjeMo MHIYKIMjOM IO N Aa OBAKBUX X-OBa MMa OECKOHAYHO MHOTO. 3a
n = 1 teBpbheme Baku; mpermocTaBUMO Ia BaKd 3a CBe n < Ng, TOE je ng = 2
Heku npupogan 6poj. Crasumo z = 2Y. Tana je mo Ojneposoj Teopemu 2% —x =
22" — 2Y nemuBo ca ng ako je 2Y — y meJUBO Ca ©(ng) 1 y je DOBOLHO BEIMKO
(ma mpumep, y = ng). Taksu npupoanu GPOjeBU Yy MOCTOje MPEMa UHIYKIN]CKO]
MIPETIOCTABIM, OJAKJIE CJEOU MOCTOjame DECKOHAUYHO MHOIO TpaskeHUX OpojeBa
x.

4. Ipumerumo na z; ¢ {—1,0} u na je 7. Ropucruhemo crenehe

ZT; -

1+z; 14z
IBE OUWTJIeNHE UNHEHUIE:

(a) Axo cy y; # 0 myse nosmumoma A(z) n-Tor cremema, omma cy y; | HyJe
nomurOMa 1" A(x1).

(6) Ako cy y; myne noauaoma A(x), ouna cy y;+1 myne momunoma A(x—1).
U3 (a) caemu ma cy z; ' myme nommoma Q(z) = 2*¥P(21), u3 (6) — na cy 1+z; "

1

myse monuaoma R(xz) = Q(z — 1). Komauno, u3 (a) caemm na cy T HyJe
T,

?
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IIOJIMHOMA

1’48R($_1) _ (E48Q(.’E_1 o 1) _ {E48({E—1 o 1)48P(((E—1 o 1)—1)
= 182" + 32(1 — 2)*" + 2006(1 — )48
=20212*® — 96147z + - - - + 2006.

W3 BueroBux ¢popmyia 3a oBaj MOJIMHOM, JOOMjaMO Aa je TPayKeHU 30Up jenHax
96147

2021

5. 3amenom x = 0 mobujamo f(f(0)+y+1) = f(y)+1. Cana umamo z+ f(y)+1 =
fU@) +y+1) =fl(f(@)+1) +yl = fIFFO) +z+ D+ (y-D+1]=fly-1)+
(f(0) + 2+ 1) + 1 onakne 3akmpydyjeMo na je

fly)=fly—1)+ f(0)+1. (1)

Munyrumjom nobujamo na je f(n) = f(0) + n(f(0) + 1) 3a cse mese Gpojese
n. Ago crasumo y = 0 y (1) mobujamo na je f(—1) = —1 u 3amenom y = —1
y mousasny jemmauuny mobujamo f(f(z)) = x. Aro npumenumo ¢yurnujy f u
Ha JeBy u Ha gecHy crpany jemaxkoctu f(n) = f(0) + n(f(0) + 1) mobujamo
ma je n = f(0) 4+ [f(0) + n(f(0) + 1)](f(0) + 1) mTO je exkBuBaNEHTHO ca N =
FO)(£(0) +2) +n(f(0) +1)? a To MOKe GUTH 3aTOBOLEHO 32 CBe Iese Gpojese
n camo ako je f(0) = 0 mmu f(0) = —2. Y npsom cayuajy mobujamo na je
f(n) =nay apyrom f(n) = —n—2. Jemmocrasuo ce nposepasa na obe GyHKIMje
3aI0BOJbABAjJY YCJIOB 3a1aTKA.

IlpBu pa3pen — b kareropuja

1. Ox je yBer msmeby cycemnux xBaapata (n+2)? u (n+ 3)2.
2. Bugeru pememe 1. 3amaTka 3a npBu paspen y A kareropuju.

3. a) Bpoj n?+n+1=n(n+1)+1 je menapamn, ma He MOKe OUTH AELUB TAPHUM
opojem 2006.
6) Bpoj n? + n + 2 nuje memus ca 3 ma He MOke 6uTu Aemus Gpojem 2007.

4. Hera je F npyra mpecedna Tauyka Kpyra ca IEHTPOM y A U MOJyIpPEeYHUKOM
AC' ca mpasom BC'. Kaxro cy tpoyriosu ACE u ADM jenHakoKpaku, 3aKJby4y-
jemo ma je <AED = <ACM un <ADM = <AMD. Cnemu ma cy TpOyrJoBU
AMC wn ADE unomymapuu m DE = CM. Tauka M je cpemumre cTpaHuie
BC, ma je DM = EB. W3 jemnaxkoctu <AEC = <ACE = 90° — %, cie-
mn <BAE = 180° — <AEB — <B = 90° — %. Cana je AB = BE u HapaBHO
AB = MD.
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5. Heka nmpase AD u AF cexy upaBy BC y taukama F u H, pemom (Buze-
™ cauky). IloBomHO je mokasatu ma je DE cpemma suamja tpoyria AFH.
Tpoyrao M BN je jemnakokpak (BM = BN) u MN || AH, na je AMNH jen-
Hakokpaku tpames, tj. NH = AM. Amnasoruo ce morasyje na je FFN = AK.
Karo je AK = AM, 1o u3 nobujenux jemuaxoctu ciemu na je FN = NH, tj. N
je cpemumre ny:xxu FH. Tana je D cpemumre AF', a E cpenummnre AH. Ilakie,
npasa DE canpsu cpenwy aunujy tpoyraa ABC.

A

HC N B F

Ipyru paspen — B kareropuja

1. Ako 0Ge cTpane mate jeqHauuHe CTeleHyjeMO Ha Tpehu, mobujamo je nHauuny
E€KBUBAJIEHTHY IOJIA3HO]

22 =3V —1(Va2 = Jr—1)—x+1=1.
Kako je Va2 — ¥/z — 1 =1, To u3 HoCiIeame jeHAYMHE CIICIT
2?2 —3Va2z—1—2=0=
Va?(Vat —39e —1— Y1) =0 =
Va2(Ya(x —1) = 3Vr — 1) =0 <
V2o — 1Yz (x —1)2 -3) =0 =
Va2 =0V iVr—1=0V ¥zi/(z -1)?2 =3 =
r=0Vz=1Vaz(z—1)>=27.
Axo je z € Z pememe jemnauune z(r — 1)2 = 27, onga = nemm 27 u x > 0. 3aro
npoBepoMm 3a x = 1, ¢ =3, x = 9 u ¢ = 27 BuAUMO nOa Ta jegHAUMHA HEMA
uenobpojuo pememe. Jlakie, jenquHu meam OPOjeBU KOju MOTy OUTH pellema
nosasue jemnauwmbe cy © = 0 m z = 1. IlpoBepom mobujamo ma oBO 3amcra jecy

pemena (IpoBepa MOpa Ja Ce M3BPIIM, HOMITO TPaHChOpMAaIUjaMa HUCMO YBEK
noOUjaIu eKBUBAJEHTHE jeIHAYMHE TOYETHO] ).
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2. Hexky cy menobpojuu kopernu npse jemnauune k u [, a apyre m u n. Tana ou
Ha OCHOBY BumeToBUX mpaBumiia BasKUIO

(1) k+1=—b

(2) k-l =c¢

(3) 2(m+mn) = =b—1,
(4) 2m-n = c+ 1.

N3 jenmakoctn (4) cnemu ma je 6poj ¢ memapan. Cama, HA OCHOBY jeTHAKOCTH
(2) sakmyuyjemo ma cy Opojesu k u | HemapHm, u3 dera, nasbe, Ha ocHOBY (1),
3arkmbyuyjeMo na je b mapam 6poj. Mebhyrum, ma ocmoBy (3) caemu ma je b
menapan 0poj. Crora, 6pojeBu b 1 ¢ ca Tpa:KEeHUM CBOjCTBOM HE IIOCTOjE.

3. Pewemwe 1: Tpeba Bumern ma jau mocroju peajad Opoj a, TakaB 1a je

202 +6x+6
T <a
22 +4x +5

3a cBako r € R, m ako mocroju nporahu meroBy HajMmamy Bpennoct. Hejen-

222 +62+6 <

HaUMHA “o7 2= S

G €KBUBAJICHTHA j€ Ca HejeIHAUYNHOM

0 < a(z? + 4z +5) — (222 + 62 + 6),
(momto je 2% +4x+5 = (z+2)?+1 > 0 3a cBako x € R), OMHOCHO Cca HejeTHAYMHOM
0 < (a—2)x* + (4a — 6)x + 5a — 6.

Hexka je g(z) = (a—2)a? + (4a—6)x +5a— 6. 3a a = 2 pyurnuja g(r) je muHEapHA
U OUMIJIEJHO je 3a HeKe peasiHe OpojeBe HmeHa BPENHOCT HeraTwBHa (Kaga je
x < —2). Axro je a # 2, rana je g(xr) BampaTHa (yHKOUja, KOja Tpeba na
Oynme menerarmBHa 3a cBako x € R. To je ocrBapeno akko je a —2 > 0 m
0> D = (4a — 6)? — 4(a — 2)(5a — 6) = —4a? + 16a — 12, ogHOCHO ako je a > 2 u
a € (—o0,1]J[3, ), nakrme 3a a > 3. Ha oBaj naunu cmo nokazanu na je f(z) < 3,
3a cBako T € R, a jemHakocT ce mocTmke camo 3a © = —3. V3 cBera HaBeneHOT
3aKbydyjeMo ma gaTa (pyHKIUja MMa MAKCUMyM U Oa je OH jeqHak J.

Pewewe 2: Kako je

20° +6x4+6  22°+8r+10— 2z —4

22 +4x+5 244z +5
B 22 +4 5 2(x +2)
w2 +4x+5 (x+2)2+1’
Ha OCHOBY HE]€IHAKOCTU
2t
~1< <1
241
ciaenu na je
2 2
_ Az+2) —(-1)=3
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Maxkcumywm ce mobuja 3a

r+2=-1=x=-3.

4. Kako je 36up yHyTpammhuX yrioBa y KOHBEKCHOM mmecToyriay 720°, caemu ma
je a1 +asz+as = as+as+ag = 360°, na ce remena Ay, Az, A5 ocHOM cuMeTpUjoM
penoMm y omHocy Ha mnpase AgAs, As Ay, AyAs npecnukaBajy y ucrty tauky O.

Ag

A

As

(ITpecaurajmo A; y ommocy Ha AgAs y Tauxy O. Hera je Op momymnpasa
kKoja HekoHBekcaH yrao AgOAs menu Ha nBa yria BeauuuHe ag U a5 <Ax0p =
az m <AgOp = as. Ha moaympasoj Op yoummo tauky A ma je OA jemHaro
crpanunu mecroyriaa. M3 NAsA3As =2 NAOA nu NA4A5As =2 NAgOA cnenu na
je AsAy = AsA m AyAg = AgA, na ce rauke Ay u A noknamnajy.)

Hacnpamun yriosu pomba cy jemuaku, ma je ay; = <AgOAs, ag = <A30Ay,
a5 = <A40Ag. Tlomro cy kpamu yraosa AgOAs u As A4 A3 napasiesnu u je 1HaKO
YCMEpEeHu cjlemu na Cy jefHaku ma je «p = «4. CIUdHO ce 3akpbyuyje na je
g = (s I (X3 = Og.

5. Bunern pememe 4. 3amaTka 3a Ipyru pa3pen y A KaTeropuju.

Tpehu paspen — B rareropuja

1. IIpumenom I[lmraropuwre Teopeme jemHOCTaBHO mobumjamo t2 = b? + (%)2 u

t2 = a®+ (%)2. Kako je t. = §, To je mpBo, Ha OCHOBY HejemHaxkocTu u3MeDy

tatty B [5(a2 4 p2) = ¢ /5
apuUTMETHYKEe 1 KBaJpaTHe cpemmue, -5t < \/ -5t = (/2(a? +0?) = $/3, a
5

c\/3
3aTUM U t“tﬂ < /2 = V10, akmae, MakcuMaJiHa BPEIHOCT M3pasa t“tﬂ

o S .
v10 m ucra ce mMOCTWRE YKOJMKO je TPOyrao jemTHAKOKPAaKO MPaBOYTJIW, Tj. 3a
a=Db.

je
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2005 2 2006 2

2. Kopucrehn mponeny na je sin?z > sin x, sin“x > sin T ucostx >

c0s?%%6 z, nobujamo

sin2005 2005 2006

T + cos T + sin m<sin2m+0052x+sin2x<1+sin2x<2.

Ila Ou Bpemesa jemHAKOCT CByAa MOpajy OUTH jemHarkocTu. 300r MOCIenHe
jemmarocTu Mopa Gurn sin’x = 1, ogsocHo sinz = 1 Vsinz = —1. IIpoepou ce
nobuja ma Moyke BaKUTH caMo sinx = 1. PemaBamewm ce mobuja na je x = g—|—2k7r,

3a k € Z.

3. U3 jemnaroctu nospmuua nobujamo DE-AE-sin<DFEA = CE-BE -sin<BEC,
omakne je DE : EB = EC : AF u tpoyrnosu DEC nu BEA cy cauunu, na je
a = <ACD = <CAB. Tlpumenom kocuHycHe TeopeMe 3a Tpoyrao ABE mnobuja
ce

2517 = 36t + 49t° — 84t” cos v

(BE =5t, EA =6t, AB = Tt), onakue je cosa = 2.

4. ITocTroju 11 HeeKBUBAJICHTUX MPeKa KOIKE.

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11
ITokasxkumo ma He MOCTOjU jOIT HEKA HEEKBUBAJEHTHA Mperka Konke. [Ipumerumo
OpBO & y MPEKU KOIKe He MOry Ourtu 5 miu 6 kBaaparwha y pexy (tama Gu
1. u 5. nokpuBanu ucty crpady rouke). Tarkobhe Mpeska He MOKe CANDPKATU HU
kBanpat 2x 2, H, un EI‘ jep 6u omer Heka 2 KBaapaTuha MOKPUBAJA UCTY CTPAHY
rorke. [IpBux 6 mMpeska ca ropwme ciauke umajy 4 kBangparuha y peny, ciaenehe

4 mvajy HajBume 3 KBagpaTuia y peay U MOCIeAma UMa CaMo IO 2 KBaaparuia
Yy peny.

5. Ako je £ > 6 u y > 6 Tana je x! +y! memuso ca 9, nok 15- 2% mmje. Haxie,
MOKEMO IPETIOCTABUTHU Na je y <z u y < 5. Tana je

x! 15 - 2
- +1= -
y: y:
1527 . ..
ITeo 6poj ' je HemapaH caMoO ako je z =1 m y ToM cayuajy je © =4 u
y!
|
y =3. Axo je z > 2, Tana je neo 6poj as_‘ HemapaH, OJakKje CJenu WM Ja je

r=ywmx=y+ 1 uxr venapaun. Y HpBO.M cayuajy 15 meau y!, ma je y =5 u
z = 4!, mro je memoryhe. Y apyrom ciayuajy mobujamo wiau na je y = 2,x = 3
unu y = 4,x = 5, mrro je takobe memoryhe. Ilpema Tome, Tpaskene Tpojre Cy

(4,3,1) u (3,4,1).
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YerspTu pa3pen — b kareropuja

1. Buneru pememe 2. 3amarka 3a tpehu paspen y A kareropuju.

2. To he ce mecuru kan rpadur GyHKuUje y = a” nomupue npasy y = x. Tana
Mopa 6utu (a”) =1, 1j. a”Ilna = 1. Iakiue, ¢ HAIA3UMO U3 CHCTEMA:
a*lna=1, a® ==.

Oparie mobujamo na je x = ma 3aMeHOM y OPYIy jeIHAUUHY KOHAYUHO MO-

l/e'

na’
bujamo 1a je a =e

3. U3 cumycue Teopeme mMamo na je St = S“;B = 1. Omasnae, xopucrtehu
IOaTU OMHOC YIJIOBA W CTPAHUIA, UMAaMO
sina _ sinf __ siny
a B v

IMocmarpajmo Gpyuruunjy f(z) = Si‘;m na uarepsaxy (0, 7). Hokazahemo na je oma
xrcosx—sinx

omanajyha. Hamaszmmo ma je f'(x) = o Heka je g(z) = xcosz — sin.
Kaxo je ¢'(z) = —zsinz < 0 ma unrepsauay (0,7), To je dynrmmja g(z) omanajyha
Ha meMy 1 kako je g(0) = 0 mmamo na je g(x) < 0 3a csako x € (0,7) (oBme cMO

VMCKOPUCTUIM 1 HenmpekumHocT pyrrmuje g(x) ma [0,27)). 3ato je f'(z) = % <
0 ma (0,7), Te je ¢pymrmmja f(x) omamajyha mHa OBOM MHTEpBAy, INITO CMO M
xTenu ma mokaxkemo. Otynma, kopucrehn unmenuny na je f(a) = f(8) = f(y) n
@, B,y € (0,7), 3akmyuyjemo na je a« = 3 =~y = §. Ilakme, jemuau Tpoyrao 3a
Yyje yrJaoBe M CTPAHUIE BAKU NATU ONHOC j€ jeTHAKOCTPAHUYHU TPOYTAo.

4. Ananuza: Ynumemo npasuian asaHaectoyrao AjAs...Ajs v kpyskauny k.

A

A1 Ay

A12 AS
A O,
Az
A2 A6
A A
s 4, 5

Y TemeHrMa IBAHAECTOYTJIIA MOTY Ce KOHCTPYUCATHU jeTHAKOCTPAHUYAH TPOYTao
A1 A5 Ay, kBampar Ay A4A7A1p u npasunan mecroyrao AjAzAsA;Ag9A11. Axo
je MONyNpedHuK KpyskHuIE T, oHxa je ag = A1As = V3, as = A1Ay = V2 u
ag = A1 Az = r. Ha ocuosy jemmakxoctu (rv/3)? = (rv/2)? 4+ 12 cremm nma cy as,ay
U ag CTPAHUIE MPABOYTIIOr TPOYTJIA.

Koucrpyknuja: Kouctpyumemo npasuian mecroyrao A;AzAsA7;AgAy;. Kom-
CTPYMIIEMO KPY/KHUIY ca meHTpoM A; m momynpeunnkoMm AjAg = rv/3 u Kpys-
HALY ca meHTpoM Ar u momympeunnkoMm A7Ap, = rv/3 Y mpeceky oBe mBe KpyiE-
mute pobujamo tauke M u N. Tpoyrao MOA; je npaBoyriu rie Cy CTpaHUIe
OAy =ru AyM = rv/3 onarze caemu na je MO = rv/2. Cana je IOBOJBHO Ha ce
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13 TEMEHa MIeCTOyTJa OMUCY]y KpyskHUIEe ca mogynpeuraukom MO u mobuhe ce
jom 6 TeMeHa MPaBUJIHOT JABAHAECTOYTJIA.

Ioka3: Ilokas ciaenu OTUPEKTHO U3 aHAJIN3€ U KOHCTPYKIUje.
Huckycuja: Pememe je jemuHcTBeHO 1 yBek je moryhe.

5. (a) Buio koju neroundpenu nanuaapom abcba Mozke ce IpUKA3aTU Y OOIUKY

abcba = 10001a + 1010b + 100c = 101(99a + 10b + ¢) + 2a — c.
To 3maum na je Taj mammaapom nessus ca 101 ako u camo ako je 2a —c =0
(jep je 3a buno koje mudpe a u ¢ ucnymeno |2a — ¢| < 101). Jemmauuna 2a = ¢
nMmmunupa ga je a < 4. Ilomro Tpaskumo HajBehwm 6poj, yzehemo ma je a = 4.
Tana je ¢ = 8. Kako 3a nudpy b HEMaMoO HuUKaKBe yciaoBe, TO hemo yzetu b =9
na oucmo mobunu mHajBehu moryhwm 6poj. Jlakme, Tpaskernu Opoj je 49 894.
(6) Meby caemehux 109 ysacronnux meronudpeHux O6pojesa

10902, 10903, ..., 10999, 11000, ..., 11009, 11010
HeMa majuHapoma. Hajmamwy n HajBehwm meronndppeHyn maaduHAPOMEU CY PEIOM
10001 u 99999. Ilpe 6poja 10001 je camo jeman meronudper 6poj, a uza O6Po-
ja 99999 mema Bume nmeronudpenux Opojesa. I[lokazahemo ga mocse 6uao KO
neronudpeHor namuaapoma r, r # 99999, mocroju apyru meToumppeH maUH-
apoM obusmka x + 100 nnm x4+ 110 mnu £+ 11. O3mauumo x = abcba. Ako je ¢ # 9,
Tana je 6poj

z + 100 = ab(c + 1)ba
naguaapom. Ako je ¢ =9 # b, 6poj
x+110=a(b+1)0(b+ 1)a
je mammEIpOM, M KOHAYHO ako je ¢ = b =9 (mapasno, a # 9) 6poj

x+11 = (a+1)000(a + 1)

j€e TaJUHIPOM.
IIpema tome, mHajBehm moryhm 6poj y3acromHux neronudpeHux OpojeBa
Meby rojuma mema mamumegpoma je 109.
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