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Zapis o VrƬaqkoj BaƬi

Grb VrƬaqke BaƬe

VrƬaqka BaƬa je najve�e i najpoznatije baƬsko leqilixte u Srbi-
ji i Crnoj Gori i tradicionalno vrlo privlaqan turistiqki centar za
odmor i rekreaciju. BaƬa se nalazi u centralnoj Srbiji, oko 200 km juж-
no od Beograda. Drumskom i жelezniqkom saobra�ajnicom koja dolinom
Zapadne Morave spaja magistralne puteve Balkana, Beograd – Sofija i
Beograd – Atina, VrƬaqka BaƬa je veoma dobro povezana sa svim krajevi-
ma Srbije i Crne Gore, a dobrim lokalnim putevima sa svojim xumsko –
planinskim zale�em koje qini xiroko podruqje oquvane prirodne sredine.
U ovaj kompleks spadaju visoke planine Kopaonik (2017m), ЖeƩin (1785m),
zatim Stolovi (1376m) i obliжƬi pitomi Goq (1216m).

BaƬski park

Klima je umereno kontinentalna. Uticaj obliжƬih planina daje
mikro klimi VrƬaqke BaƬe poseban karakter i qini je veoma prijatnom.
Leta su umereno topla sa sveжim jutrima i veqerima, a zime su snegovite
i bez oxtrih mrazeva. SredƬa godixƬa temperatura je 10, 5◦C, a sred-
Ƭa letƬa 20◦C. VrƬaqka BaƬa ima veoma dugu leqilixnu tradiciju. Na
VrƬaqkom toplom mineralnom izvoru u vremenu od II do IV veka RimƩani
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su izgradili svoje leqilixte i oporavilixte AQUAE ORCINAE. O tome
nam svedoqe arheoloxki nalazi u uжem jezgru rimske baƬe, odnosno bazen
za kupaƬe, rimski izvor tople mineralne vode (Fons Romanus) i mnoxtvo
kovanog novca koji je iz kultnih motiva ostavƩen u lekoviti izvor.

Xira oblast VrƬaqke BaƬe prectavƩa najbogatije i najzanimƩivije
turistiqko podruqje Srbije. To je podruqje gde se na svakom koraku sredƬi
vek susre�e sa modernim tokovima. Na severu je pitoma plodna oranica
zapadnog PomoravƩa, a na jugu, preko 100 km duga klisura Ibra koji se
huqno probija planinskim klancima prastare Dardanije, danaxƬe Raxke,
gde je nastala srpska drжava. Tu su i visoke planine sa poznatim zimskim
sporckim centrima, me�u kojima se naroqito istiqe Kopaonik. Najzad,
ovo je regija sa najznaqajnijim spomenicima srpske sredƬevekovne kulture,
posebno manastirima sa monumentalnim fresko slikarstvom od kojih je
neke, kao svecku kulturnu baxtinu, zaxtitio UNESKO.

Okosnicu privrednog жivota VrƬaqke BaƬe nesumƩivo qini turisti-
qka delatnost, ali su se zahvaƩuju�i Ƭoj, uspexno razvile i neke druge
privredne grane. Eksploatacija mineralnih izvora VrƬaqke BaƬe poqela
je 1970. godine.

Preko cele godine, posebno u mesecima letƬe turistiqke sezone,
VrƬaqka BaƬa svojim posetiocima nudi izuzetno bogat, sadrжajan i
raznovrstan kulturno – zabavni program. Brojni sporcko – rekreativni
objekti i tereni pruжaju vrlo povoƩne uslove za rekreaciju i pogodni su
za pripreme vrhunskih sporckih ekipa.

Nekoliko reqi o xkoli doma�inu

Iznad VrƬaqke BaƬe i Lipovaqke reke, u centralnom delu VrƬa-
qke BaƬe uzdiжe se Qajkino brdo na kome se u nekadaxƬoj vili “Tera-
pija”, nalazi jedina gimnazija u opxtini. Osnovana je na inicijativu
gra�ana VrƬaqke BaƬe 1941. godine i sa radom je poqela 17. novembra
te godine po nastavnom planu i skra�enom programu propisanom od tadax-
Ƭeg Ministarstva prosvete. Danas je ovo gimnazija opxteg tipa i tokom
vixedecenijskog rada, uz kratkotrajne prekide, iznedrila je mnoge uspexne
generacije i pojedince.

U prostoru koji deli sa UgostoteƩsko–turistiqkom xkolom Gimna-
zija danas obrazuje 480 uqenika raspore�enih u 16 odeƩeƬa sva qetiri
razreda. Kolektiv broji preko 35 profesora i jedan je od najmla�ih u
okrugu. Uqenici ove xkole svake godine uqestvuju na mnogim takmiqeƬi-
ma iz raznih oblasti i pokazuju vrlo dobre rezultate. Xkola je qesto
doma�in mnogih takmiqeƬa na svim nivoima. Od nedavno Gimnazija je
postala qlan UNESCO xkola, xto je jox jedan od pokazateƩa uspexnog
rada i dodatni stimulans za rad u budu�nosti.
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OPXTINSKO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE, 28. 01. 2006.

Prvi razred – A kategorija

1. Na koliko naqina se 3 topa mogu mogu postaviti na xahovsku tablu
dimenzija 6 × 2006 tako da se uzajamno ne tuku (tj. dva topa se ne mogu
istovremeno na�i u istoj vrsti ili istoj koloni)?

2. Odredi najve�i zajedniqki delilac brojeva 22006 − 1 i 22004 − 1.

3. Zbir 49 prirodnih brojeva jednak je 999. Na�i najve�u mogu�u vred-
nost Ƭihovog najve�eg zajedniqkog delioca. (M388)

4. Odrediti uglove jednakokrakog trougla u kome je duжina simetrale ugla
na osnovici jednaka dvostrukoj duжini visine koja odgovara osnovici.

(M362)

5. Moжe li se jednakostraniqni trougao podeliti na 2006 jednakostraniq-
nih trouglova? (M327)

Drugi razred – A kategorija

1. Odrediti sve cele brojeve a za koje su izrazi 96 + a i 5 + a kubovi
celih brojeva. (M405)

2. Moжe li se jednakostraniqni trougao podeliti na 2006 jednakostraniq-
nih trouglova? (M327)

3. Na�i ∢ACB oxtrouglog △ABC ako je poznato da duж HN , koja spaja
podnoжja visina AH i BN , polovi simetralu ∢ACB.

(M436)

4. Na�i sve x ∈ R za koje je nejednaqina

(2 − a)x3 + (1 − 2a)x2 − 6x+ (5 + 4a− a2) < 0

taqna bar za jednu vrednost a ∈ [−1, 2].

5. Na slici je skica grafika funkcije y = ax4 + bx2 + c. Kakve znake imaju
koeficijenti a, b i c?
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x

f(x) = ax4 + bx2 + c

Tre�i razred – A kategorija

1. Rexiti sistem jednaqina

log2 x+ log4 y + log4 z = 2
log3 y + log9 z + log9 x = 2

log4 z + log16 x+ log16 y = 2.

2. Na�i sve parove realnih brojeva (a, b) takve da je

(a+ bi)2006 = a− bi.

3. Izme�u stranica trougla postoji relacija a − b = b − c > 0. Dokazati
da drugi po veliqini ugao ne prelazi 60◦. (M470)

4. Neka je a+ b+ c = 1 i neka su a, b, c duжine stranica trougla. Dokazati
da je a2 + b2 + c2 < 1

2 . (Tangenta 34, str. 8)

5. Postoje li celi pozitivni brojevi x, y i z za koje vaжi:

x3 + y4 = z5.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Neka je funkcija f : R → R zadata formulom f(x) = 3 sinx + 4 cosx.
Odrediti maksimalnu i minimalnu vrednost ove funkcije.

2. Na�i najve�u vrednost funkcije

f(x) =
x

x2 + 9
+

1

x2 − 6x+ 21
+ cos 2πx

na intervalu (0,+∞). (M375)
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3. Pretpostavimo da smo realnu funkciju ψ uveli na slede�i naqin

ψ(x) =







x, x > 2,
2, 1 < x 6 2,

2x, x 6 1.

Rexiti slede�e formule po x ∈ R:
(a) ψ(x) < x;
(b) ψ(x) + ψ(1 − x) + ψ(ψ(x)) = 2. (M359)

4. Na�i sve funkcije f , takve da za proizvoƩne realne brojeve x i y
vaжi jednakost f(x− y) = f(x) + f(y) − 2xy. (M403)

5. Postoje li celi pozitivni brojevi x, y, z i t za koje vaжi:

x3 + y4 = z5.

Prvi razred – B kategorija

1. Odrediti broj devetocifrenih brojeva deƩivih sa 225, kod kojih su sve
cifre razliqite a cifra stotina im je 7. (Tangenta 36, str. 26)

2. Na koliko naqina se 3 topa mogu mogu postaviti na xahovsku tablu
dimenzija 6 × 2006 tako da se uzajamno ne tuku (tj. dva topa se ne mogu
istovremeno na�i u istoj vrsti ili istoj koloni)?

3. Neka je S = {a, b, c}. Koliko ima funkcija f : S → S za koje vaжi
f(f(x)) = x?

4. Na�i sve parove realnih brojeva (x, y) koji zadovoƩavaju jednaqine

|x+ y − 4| = 5, |x− 3| + |y − 1| = 5. (M324)

5. Zbir 49 prirodnih brojeva jednak je 999. Na�i najve�u mogu�u vred-
nost Ƭihovog najve�eg zajedniqkog delioca. (M388)

Drugi razred – B kategorija

1. Odrediti sve kompleksne brojeve z = x+ iy, za koje vaжi |z − 2| = |z + 2i|
i |z + 2| = |z − 2i|. (Tangenta 41, str. 27, II.5.)

2. Za koju vrednost parametra m u jednaqini

2x2 − (2m+ 1)x+m2 − 9m+ 39 = 0

je jedno rexeƬe ve�e od drugog? (Tangenta 34, str. 49)

3. Na�i ∢ACB oxtrouglog △ABC ako je poznato da duж HN , koja spaja
podnoжja visina AH i BN , polovi simetralu ∢ACB. (M436)
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4. Dokazati da za m,n ∈ N vaжi
n
√
m− 1 +m

√
n− 1 6 mn.

5. Pokazati da postoji beskonaqno mnogo qetvorki celih pozitivnih bro-
jeva x, y, z, t za koje vaжi:

x3 + y4 = z5 + t6.

Tre�i razred – B kategorija

1. Rexiti sistem jednaqina

log2 x+ log4 y + log4 z = 2
log3 y + log9 z + log9 x = 2

log4 z + log16 x+ log16 y = 2.

2. Jednakostraniqni trougao ABC, stranice a, rotira oko prave koja
sadrжi teme A i paralelna je visini kroz teme B. Izraqunati povrxinu
i zapreminu dobijenog rotacionog tela.

(Tangenta 37, str. 37, III.2.)

3. Izme�u stranica trougla postoji relacija a − b = b − c > 0. Dokazati
da drugi po veliqini ugao ne prelazi 60◦. (M470)

4. Odrediti skup rexeƬa nejednaqine sin4 x+ cos4 x 6
3
4 .

(Tangenta 40, str. 56)

5. Na xkolskoj tabli su slike pravilnog 12-ugla i pravilnog 15-ugla. Oba
poligona su upisana u kruжnice jednakih polupreqnika. Ana je obim 12-
ugla pomnoжila sa povrxinom 15-ugla a Marija je obim 15-ugla pomnoжila
sa povrxinom 12-ugla. Koja od Ƭih dve je dobila ve�i broj?

Qetvrti razred – B kategorija

1. Rexiti sistem jednaqina

log2 x+ log4 y + log4 z = 2
log3 y + log9 z + log9 x = 2

log4 z + log16 x+ log16 y = 2.

2. Neka je funkcija f : R → R zadata formulom f(x) = 3 sinx + 4 cosx.
Odrediti maksimalnu i minimalnu vrednost ove funkcije.

3. Na�i vrednosti parametra p za koje jednaqina x4 − (3p + 2)x2 + p2 = 0
ima qetiri realna rexeƬa koja obrazuju aritmetiqku progresiju. (M332)
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4. Na�i najve�u vrednost funkcije

f(x) =
x

x2 + 9
+

1

x2 − 6x+ 21
+ cos 2πx

na intervalu (0,+∞). (M375)

5. Pretpostavimo da smo realnu funkciju ψ uveli na slede�i naqin

ψ(x) =







x, x > 2,
2, 1 < x 6 2,

2x, x 6 1.

Rexiti slede�e formule po x ∈ R:
(a) ψ(x) < x;
(b) ψ(x) + ψ(1 − x) + ψ(ψ(x)) = 2. (M359)

OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE, 18. 02. 2006.

Prvi razred – A kategorija

1. Dokazati da kruжnica koja sadrжi dva temena i ortocentar trougla
ima isti polupreqnik kao i kruжnica opisana oko tog trougla.

2. Na�i najve�i prirodan broj koji je maƬi od zbira kvadrata svojih
cifara.

3. Od Novog Sada do Beograda postoje novi i stari put koji su povezani sa
7 popreqnih puteva. Koliko ima razliqitih naqina putovaƬa ovim putevi-
ma od Novog Sada do Beograda, takvih da u svakom naqinu putovaƬa svaki
deo puta je pre�en najvixe jedanput?

4. Xta je ve�e:

1,

2005cifara
︷ ︸︸ ︷

111 . . . 1

1, 111 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

2006cifara

ili
1,

4010cifara
︷ ︸︸ ︷

0101 . . . 01

1, 0101 . . . 01
︸ ︷︷ ︸

4012cifara

?

5. U svako poƩe tablice 8×8 napisan je broj. DozvoƩeno je izabrati bilo
koji kvadrat 3×3 (sastavƩen od 9 poƩa) ili kvadrat 4×4 (sastavƩen od 16
poƩa) i pove�ati za 1 svaki broj na poƩima izabranog kvadrata. Da li se
svaka polazna tablica primenom takvih operacija moжe transformisati u
tablicu u kojoj su svi brojevi parni? (Tangenta 36, str 4, zad. 4)
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Drugi razred – A kategorija

1. Na�i najve�u vrednost izraza 4x2 + 80x + y + 43 pod uslovom da vaжi
6x2 + 32x+ y + 283 6 0 i x2 + 86x+ y + 202 > 0.

2. U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina

xz = y
8

3 , yz = x
2

3 , z = 4
√
x+ 4

√

9y. (M354)

3. Neka su α, β, γ uglovi trougla. Ako je sin2 β+sin2 γ−sin2 α
sin β sin γ = 1 odrediti α.

4. Za koje vrednosti realnog parametra α nejednakost sin6 x + cos6 x +
α sinx cosx > 0 vaжi za sve vrednosti x?

5. Podskup X skupa {1, 2, . . . , n} ima svojstvo da razlika nikoja dva broja
iz X nije jednaka 1 ili 4. Koliko najvixe elemenata moжe imati skup X?

Tre�i razred – A kategorija

1. Dat je polinom sa realnim koeficijentima f(x) = x3−ax2+bx−1 koji ima
tri realna pozitivna korena, ne obavezno razliqita. Odrediti minimalnu
vrednost zbira a+ b. (M401)

2. Rexiti sistem jednaqina:

2 log1−x(−xy − 2x+ y + 2) + log2+y(x2 − 2x+ 1) = 6

log1−x(y + 5) − log2+y(x+ 4) = 1.

3. Na�i sve cele brojeve a, b, c, d za koje vaжi ab+ cd = 5 i ac− bd = 4.

4. Dato je n razliqitih taqaka A1, A2, . . . , An u ravni. Neka je S skup svih
sredixta duжi AiAj, 1 6 i < j 6 n.

a) Dokazati da skup taqaka S ima bar 2n− 3 elementa.

b) Na�i jedan raspored taqaka A1, A2, . . . , An za koji skup S ima taqno
2n− 3 elementa.

5. (a) Kako se meƬa zapremina tetraedra ABCD ako se pove�ava ivica AB
a sve ostale ivice tetraedra ostaju neizmeƬene.
(b) Duжina ivice AB tetraedra ABCD je ve�a ili jednaka 1, dok su ostale

ivice duжine maƬe ili jednake 1. Dokazati da je VABCD 6
1

8
. (M415)
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Qetvrti razred – A kategorija

1. Dokazati nejednakost

cos3 x sinx 6
3
√

3
16 .

Kada vaжi jednakost?

2. Dato je n razliqitih taqaka A1, A2, . . . , An u ravni. Neka je S skup svih
sredixta duжi AiAj, 1 6 i < j 6 n.

a) Dokazati da skup taqaka S ima bar 2n− 3 elementa.

b) Na�i jedan raspored taqaka A1, A2, . . . , An za koji skup S ima taqno
2n− 3 elementa.

3. Qetvorougao ABCD je osnova piramide SABCD, a ivica SD Ƭena visi-
na. Izraqunati zapreminu piramide, ako je AB = BC =

√
5, AD = DC =

√
2,

AC = 2 i SA+ SB = 2 +
√

5.

4. Neka je f(x) = x3−3x+1. Na�i broj razliqitih realnih korena jednaqine
f(f(x)) = 0. (M422)

5. Na koliko razliqitih naqina se mogu raspodeliti 7 razliqitih kuglica
u 4 kutije koje se ne razlikuju?

Prvi razred – B kategorija

1. Na�i najve�i prirodan broj koji je maƬi od zbira kvadrata svojih
cifara.

2. Radi prodaje, bilo je potrebno neke od datih 555 parcela podeliti na
maƬe. Pritom se svaka pojedinaqna parcela mogla podeliti ili na 3 ili
na 4 dela. Sa deƩeƬem parcela se stalo kada je broj parcela bio 4 puta
ve�i od broja izvrxenih deoba. Koliko je najmaƬe deoba izvrxeno?

3. Dat je konveksan qetvorougao ABCD. Taqke P i Q su sredine stranica
AD i BC. Ako vaжi da je PQ = 1

2 (AB + CD) dokazati da je qetvorougao
ABCD trapez.

4. Dat je tetivan qetvorougao ABCD. Neka je AD∩BC = {H} i CD∩AB =
{E}. Simetrala ugla ∢DEA seqe stranice DA i CB u taqkama P i M , a
simetrala ugla ∢DHC seqe stranice DC i BA u taqkama N i L. Dokazati
da je LMNP romb. (M367)

5. U svako poƩe tablice 8×8 napisan je broj. DozvoƩeno je izabrati bilo
koji kvadrat 3×3 (sastavƩen od 9 poƩa) ili kvadrat 4×4 (sastavƩen od 16
poƩa) i pove�ati za 1 svaki broj na poƩima izabranog kvadrata. Da li se
svaka polazna tablica primenom takvih operacija moжe transformisati u
tablicu u kojoj su svi brojevi parni? (Tangenta 36, str 4, zad. 4)
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Drugi razred – B kategorija

1. Ako su a, b, c realni brojevi takvi da je (b − 1)2 − 4ac < 0, dokazati da
sistem jednaqina

ax2 + bx+ c = y,
ay2 + by + c = z,
az2 + bz + c = x

nema realnih rexeƬa. (M450)

2. Svaka dijagonala konveksnog petougla odseca trougao jediniqne povr-
xine. Izraqunati povrxinu tog petougla. (M361)

3. Trougao ABC podeƩen je na jednakokrake trouglove. Zna se A, F i G
kolinearne taqke i da su AF i BF kraci trougla ABF , BF i BG kraci
trougla BFG, AF i EF kraci trougla AEF , EF i EG kraci trougla EFG i
CE,GE kraci trougla CEG. Dokazati da su trouglovi EFG i ABC sliqni
i odrediti koeficient sliqnosti.

4. Dokazati da je suma reciproqnih vrednosti svih deliteƩa savrxenog
broja N jednaka 2. Za broj n se kaжe da je savrxen ukoliko je zbir svih
Ƭegovih deliteƩa (ukƩuquju�i 1 i n) jednak 2n.

5. Od Novog Sada do Beograda postoje novi i stari put koji su povezani sa
7 popreqnih puteva. Koliko ima razliqitih naqina putovaƬa ovim putevi-
ma od Novog Sada do Beograda, takvih da u svakom naqinu putovaƬa svaki
deo puta je pre�en najvixe jedanput?

Tre�i razred – B kategorija

1. Dokazati da za a, b > 0 vaжi nejednakost 2(a4 + b4) + 17 > 16ab.

2. U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina

xz = y
8

3 , yz = x
2

3 , z = 4
√
x+ 4

√
9y. (M354)

3. Neka su α, β, γ uglovi trougla. Ako je sin2 β+sin2 γ−sin2 α
sin β sin γ = 1 odrediti α.

4. (a) Kako se meƬa zapremina tetraedra ABCD ako se pove�ava ivica AB
a sve ostale ivice tetraedra ostaju neizmeƬene.
(b) Duжina ivice AB tetraedra ABCD je ve�a ili jednaka 1, dok su ostale

ivice duжine maƬe ili jednake 1. Dokazati da je VABCD 6
1

8
. (M415)

5. Za dva razliqita (nepodudarna) trougla kaжemo da su prijateƩski ako
imaju dve jednake stranice. Skup prijateƩskih trouglova nazivamo dobrim
ako svi trouglovi iz tog skupa imaju isti par jednakih stranica. Odrediti
minimalnu vrednost za N,N > 2, za koju je svaki skup od N me�usobno
prijateƩskih trouglova dobar skup. (M494)



15

Qetvrti razred – B kategorija

1. Ako su x, y realni brojevi takvi da je 1 6 x 6 y onda iz jednakosti

xy + yx = xx + yy sledi x = y.

Dokazati.

2. U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina

xz = y
8

3 , yz = x
2

3 , z = 4
√
x+ 4

√
9y. (M354)

3. K0 je kruжnica sa centrom u C0 = (0, 1/2) i polupreqnikom 1/2, K1

kruжnica sa centrom u C1 = (1, 1/2) i polupreqnikom 1/2, K2 (najmaƬa)
kruжnica koja dodiruje kruжnice K0,K1 i x-osu i K3 kruжnica koja na
isti naqin dodiruje kruжnice K0,K2 i x-osu. Dokazati da je za n = 1, 2, 3
polupreqnik kruжnice Kn jednak rn = 1

2n2 i da ova kruжnica dodiruje x-osu
u taqki xn = 1

n .

4. Neka su α, β, γ uglovi trougla. Ako je sin2 β+sin2 γ−sin2 α
sin β sin γ = 1 odrediti α.

5. (a) Kako se meƬa zapremina tetraedra ABCD ako se pove�ava ivica AB
a sve ostale ivice tetraedra ostaju neizmeƬene.
(b) Duжina ivice AB tetraedra ABCD je ve�a ili jednaka 1, dok su ostale

ivice duжine maƬe ili jednake 1. Dokazati da je VABCD 6
1

8
. (M415)

REPUBLIQKO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE, 19. 03. 2005.

Prvi razred – A kategorija

1. Ako su A i B neprazni podskupovi ravni α, takvi da je A ∩ B = ∅ i
A∪B = α, dokazati da postoji jednakokraki pravougli trougao qija su sva
tri temena u jednom od skupova A ili B.
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2. Na�i sva celobrojna rexeƬa jednaqine

3x2 + 3y2 + 3z2 + 2x+ 2y + 2z = 2004.

3. Petougao ABCDE upisan je u krug polupreqnika r. Ako je AB = BC =
DE = r, dokazati da je trougao BGF jednakostraniqan, pri qemu su G i F
sredixta stranica CD i EA petougla.

4. Od svih trouglova jednakog obima najve�u povrxinu ima jednako-
straniqan trougao. Dokazati.

5. Za neki prirodan broj n, n > 3, neka je S zbir cifara broja 1+2+ ...+n.
Ako u dekadnom zapisu broja S uqestvuju sve iste cifre, koja cifra to
moжe biti?

Drugi razred – A kategorija

1. Dokazati da je broj 2n+2 · 7n + 1 sloжen za svaki prirodan broj n.

2. Da li postoje nepodudarni trouglovi jednakih obima i povrxina?

3. Neka je k polukruжnica sa centrom O konstruisana nad preqnikom AB i
neka su taqke S1, S2, S3 na polukruжnici k takve da je ∢AOS1 = ∢S1OS2 = π

9
i ∢S2OS3 = 2π

9 . Dokazati da je P1P2 = P3O, gde su P1, P2, P3 projekcije
taqaka S1, S2, S3 na preqnik AB.

4. U dnevnoj sobi se nalazi neki broj Ʃudi, i poznato je da svaki od Ƭih
poznaje taqno pet prisutnih (poznanstvo je uzajamno). Dokazati da je za
neko n > 5 mogu�e odabrati n Ʃudi iz dnevne sobe i smestiti ih za okrugli
sto u trpezariji tako da svako sedi izme�u dva poznanika.

5. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu x =

√

2 +
√

2 −
√

2 + x.

Tre�i razred – A kategorija

1. Odrediti sve vrednosti prirodnog broja n, za koji postoji Ƭegov
delilac d, tako da nd+ 1 deli n2 + d2.

2. Dokazati da za svaki prirodan broj n vaжi nejednakost:
1

2
+

1

3
√

2
+

1

4
√

3
+ . . .+

1

(n+ 1)
√
n
< 2 − 2√

n+ 1
.

3. Na�i sve funkcije f : R → R takve da je
f(x) = max

y∈R

(2xy − f(y)),

za svako x ∈ R.
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4. Dokazati da od ukupno 25 uqenika nije mogu�e formirati vixe od 2 · 53

koxarkaxkih timova od po 5 igraqa, tako da broj zajedniqkih igraqa za
svaka dva tima nije ve�i od 2.

5. Neka je ABCDEF konveksan xestougao kod koga je AB = BC, CD = DE
i EF = FA. Dokazati nejednakost

AB

BE
+
CD

DA
+
EF

FC
>

3

2
.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Koliko postoji pravouglih trouglova qija su temena taqke celobrojne
rexetke 3 × n gde je n > 5 (podrazumeva se da ova rexetka ima 3n taqaka)?

2. Dat je oxtrougli trougao ABC. Neka je I centar upisanog kruga, O
centar opisanog kruga i H ortocentar trougla △ABC. Prava AI seqe
stranicu BC u A′, a prava BI seqe stranicu AC u B′. Prava OH seqe
stranicu AC u P , a BC u Q. Ako je qetvorougao CA′IB′ konveksan i tetivan,
dokazati da je PQ = AP +BQ.

3. Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji prirodan broj x takav da
je 2x − x deƩivo sa n.

4. Ako su xi (i = 1, 2, . . . , 48) nule polinoma P (x) = 18x48 + 3x+ 2006, izraqu-

nati
48∑

i=1

xi

1 + xi
.

5. Odrediti sve funkcije f : Z → Z takve da je f(f(x) + y + 1) = x+ f(y) + 1
za svaka dva cela broja x i y.

Prvi razred – B kategorija

1. Dokazati da n2 + 5n+ 6 ni za jedan prirodan broj n nije taqan kvadrat.

2. Ako su A i B neprazni podskupovi ravni α, takvi da je A ∩ B = ∅ i
A∪B = α, dokazati da postoji jednakokraki pravougli trougao qija su sva
tri temena u jednom od skupova A ili B.

3. a) Dokazati da broj n2 + n+ 1 nije deƩiv sa 2006 ni za jedan prirodan
broj n.
b) Dokazati da broj n2 +n+2 nije deƩiv sa 2007 ni za jedan prirodan broj
n.
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4. Dat je trougao ABC u kome vaжi ∢C = 90o + ∢B
2 . Neka je M sredixte

stranice BC. Krug sa centrom u A i polupreqnikom AM seqe, opet, pravu
BC u D. Dokazati da je MD = AB.

5. Kruжnica upisana u trougao ABC dodiruje Ƭegove stranice AB, BC i
CA u taqkama M , N i K redom. Prava kroz taqku A, paralelna sa NK, seqe
pravu NM u taqki D. Prava kroz taqku A, paralelna sa NM , seqe pravu
NK u taqki E. Dokazati da prava DE sadrжi sredƬu liniju trougla ABC
(M395).

Drugi razred – B kategorija

1. Na�i sva celobrojna rexeƬa jednaqine
3
√
x2 − 3

√
x− 1 = 1.

2. Postoje li realni brojevi b i c takvi da svaka od jednaqina x2+bx+c =
0 i 2x2 + (b+ 1)x+ c+ 1 = 0 ima po dva celobrojna korena? (M389)

3. Neka je funkcija f : R −→ R, data sa f(x) = 2x2+6x+6
x2+4x+5 , za svako x ∈ R.

Odrediti maksimalnu vrednost (ako postoji) date funkcije.

4. Dat je konveksan xestougao A1A2A3A4A5A6 qije su sve stranice jednake
i α1 + α3 + α5 = α2 + α4 + α6, pri qemu je αi unutraxƬi ugao xestougla kod
temena Ai. Dokazati da je α1 = α4, α2 = α5 i α3 = α6.

5. U dnevnoj sobi se nalazi neki broj Ʃudi, i poznato je da svaki od Ƭih
poznaje taqno pet prisutnih (poznanstvo je uzajamno). Dokazati da je za
neko n > 5 mogu�e odabrati n Ʃudi iz dnevne sobe i smestiti ih za okrugli
sto u trpezariji tako da svako sedi izme�u dva poznanika.

Tre�i razred – B kategorija

1. Neka su a, b katete i c hipotenuza pravouglog trougla ABC. Izraqunati
maksimalnu vrednost izraza ta+tb

tc
, gde su ta, tb i tc duжine teжixnih duжi

koje odgovaraju, redom, stranicama a, b i c trougla ABC.

2. Dokazati da za svako x ∈ R vaжi nejednakost

sin2005 x+ cos2005 x+ sin2006 x 6 2.

Kada vaжi jednakost?

3. Dijagonale AC i BD konveksnog qetvorougla ABCD seku se u taqki E
tako da su povrxine trouglova AED i BCE jednake. Odrediti meru ugla
ACD, ako su stranice trougla ABE u odnosu BE : EA : AB = 5 : 6 : 7.
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4. U mreжi kocke su dva kvadrati�a susedna ukoliko imaju zajedniqku
stranicu (samo jedna taqka nije dovoƩna) i svi kvadrati�i su me�usobno
povezani preko susednih. Dve mreжe kocke su ekvivalentne ako jednu od
druge moжemo dobiti korix�eƬem rotacije i/ili simetrije: npr. mreжe

i su me�usobno ekvivalentne, ali nisu ekvivalentne sa . Na�i
broj neekvivalentnih mreжa kocke ivice 1 i nacrtati sve takve mreжe.

5. Na�i sve trojke (x, y, z) prirodnih brojeva takvih da je x! + y! = 15 · 2z!.
(M407)

Qetvrti razred – B kategorija

1. Dokazati da za svaki prirodan broj n vaжi nejednakost:

1

2
+

1

3
√

2
+

1

4
√

3
+ . . .+

1

(n+ 1)
√
n
< 2 − 2√

n+ 1
.

2. Na�i onu vrednost a > 1 za koju jednaqina ax = x ima taqno jedno
rexeƬe.

3. Odrediti uglove trougla ako za Ƭegove uglove i stranice vaжi

a : α = b : β = c : γ

(a, b i c su redom stranice naspram uglova α, β i γ).

4. Data je kruжnica k sa svojim centrom O. Samo pomo�u xestara kon-
struisati temena pravilnog dvanaestougla upisanog u datu kruжnicu.

5. Za prirodan broj kaжemo da je palindrom ako je jednak broju zapisanom
istim ciframa u obrnutom redosledu.

(a) Na�i najve�i petocifren palindrom koji je deƩiv sa 101.

(b) Na�i najve�i broj uzastopnih petocifrenih brojeva me�u kojima nema
palindroma. (M406)
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REXEƫA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEƫA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

1. Prvi top se na tablu moжe postaviti na bilo koje poƩe, dakle na 6 ·2006
naqina. Slede�i top se moжe postaviti na neko od poƩa koja se ne nalaze
u istoj vrsti ili koloni sa prethodno ve� postavƩenim topom. Drugim
reqima “precrtamo” zabraƬenu kolonu i vrstu i postavimo drugi top na
novodobijenu xahovsku tablu dimenzija 5 × 2005, to se moжe uraditi na
5 · 2005 naqina. Sliqno, posledni top se moжe postaviti na 4 · 2004 naqina.
Poredak stavƩaƬa topova nije bitan, dakle ista pozicija se pojavƩuje 3! =
6 puta. Konaqan odgovor je

(6 · 2006 · 5 · 2005 · 4 · 2004) : 6 = 20 · 2006 · 2005 · 2004.

Napomena: RexeƬe se moжe formulisati na vixe naqina. Npr. mogu�e je
izabrati 3 kolone i nezavisno 3 vrste u kojima �e se topovi nalaziti, to
se moжe izvesti na

(
2006

3

)
·
(
6
3

)
naqina. U izabrane kolone i vrste se topovi

mogu postaviti na 3! = 6 naqina itd.

2. NZD zadanih brojeva je i delilac Ƭihove razlike 22006−22004 = 22004(22−
1) = 22004 · 3. Poxto su zadati brojevi neparni, ostaje da se proveri da li
je NZD 1 ili 3. Lako se dokazuje da je 22n − 1 uvek deƩiv sa 3. Zaista,
22n−1 = 4n−1 pa to sledi npr. iz identiteta xn−1 = (x−1)(xn−1+. . .+x+1).
Taqan odgovor je NZD = 3.

3. Neka je d najve�i zajedniqki delilac tih 49 prirodnih brojeva. Tada
vaжi

d | 999 = 33 · 37

i kako mora biti d 6
999
49 < 21, sledi d ∈ {1, 3, 9}. Vrednost 9 se moжe

posti�i, npr.
9 + 9 + · · · + 9
︸ ︷︷ ︸

48

+567 = 999

i tada je NZD(9, 9, . . . , 9, 567) = 9.

4. Neka je △ABC (slika 1) posmatrani jednakokraki trougao, CC1 Ƭegova
visina koja odgovara osnovici AB, AA1 simetrala ugla A i α mera uglova
na osnovici.

Oznaqimo sa D sredixte duжi BA1. Tada je C1D sredƬa linija
△ABA1, pa je C1D = AA1

2 i C1D ‖ AA1, odakle je ∢BC1D = ∢BAA1 = α
2 .

Po uslovu zadatka je AA1 = 2 ·CC1, pa je na osnovu prethodnog CC1 = C1D.
Prema tome, △CC1D je jednakokrak, pa je ∢DCC1 = ∢CDC1 = 900−α, odakle
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je ∢CC1D = 2α. Kako je ∢CC1D + ∢DC1B = 2α+ α
2 = 900, zakƩuqujemo da je

α = 360, tj. uglovi u △ABC su 360, 360 i 1080.

A C
1

B

A
1

C

D

a

Slika 1.

5. ProizvoƩni trougao uvek moжemo podeliti na n2 podudarnih trouglova
(slika 2) (1 + 3 + 5 + · · · + (2n− 1) = n2).

Slika 2.

Odgovaraju�im spajaƬem po 4 ili 9 takvih trouglova dobijamo tako�e
trougao sliqan polaznom, a ukupan broj trouglova se umaƬuje za 3, odnosno
8. Kako je 452 − 2 · 8 − 1 · 3 = 2025 − 19 = 2006, zakƩuqujemo da je mogu�e
proizvoƩni trougao podeliti na 2006 trouglova koji su mu sliqni.
(Napomena: Postoje i mnoga druga rexeƬa!)

Drugi razred – A kategorija

1. RexeƬe 1: Neka je a ceo broj takav da je 96 + a = x3 i 5 + a = y3, za neke
cele brojeve x i y. Tada je x3 − y3 = (x− y)(x2 + xy + y2) = 91.

Neka je x−y = m, za neki ceo broj m (oqigledno m ∈ {±1,±7,±13,±91}).
Tada je x = m+ y i x2 + xy + y2 =

91

m
, pa je

(m+ y)2 + (m+ y)y + y2 =
91

m
, tj. 3y2 + 3my +

(

m2 − 91

m

)

= 0.

Diskriminanta posledƬe jednaqine, D =
3

m

(
364 −m3

)
, mora biti potpun

kvadrat. Za m > 7 imamo da je
3

m
> 0 i 364−m3 < 0, pa je D < 0. Tako�e,

za m < 0 imamo
3

m
< 0 i 364 − m3 > 0, pa je, ponovo, D < 0. Dakle,
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0 < m 6 7, pa je m = 1 ili m = 7. Za m = 1, D = 1089 = 332, pa y ∈ {−6, 5},
odnosno a ∈ {−221, 120}. Za m = 7, D = 9 = 32, pa y ∈ {−3,−4}, odnosno
a ∈ {−32,−69}.

Dakle, a ∈ {−221,−69,−32, 120}.
RexeƬe 2: Kao i u prvom rexeƬu, zadatak se svodi na rexavaƬe (u celim
brojevima) jednaqine x3 − y3 = (x − y)(x2 + xy + y2) = 91. Imaju�i u vidu
da je x > y zakƩuqujemo da je x− y jedan od pozitivnih delilaca broja 91.
Postoje 4 mogu�nosti,

{
x− y = 1

x2 + xy + y2 = 91

{
x− y = 7

x2 + xy + y2 = 13
{

x− y = 13
x2 + xy + y2 = 7

{
x− y = 91

x2 + xy + y2 = 1

Prvi sistem ima jedno rexeƬe x = 6, y = 5 i drugo x = −5, y = −6. Drugi
sistem ima rexeƬa x = 3, y = −4 i x = 4, y = −3. Tre�i i qetvrti nemaju
rexeƬa u celim brojevima. Odavde se povratno dobijaju vrednosti za a i
odgovor kao i u prvom rexeƬu.

2. Videti rexeƬe 5. zadatka za prvi razred u A kategoriji.

3. Kako je
HC

AC
= cos γ =

NC

BC
(γ = ∢ACB), zakƩuqujemo da su trouglovi

HCN i ABC sliqni sa koeficijentom sliqnosti k = cos γ (slika 3). Simet-
rala ugla γ trougla ABC istovremeno je i simetrala ugla u trouglu HCN .

Po uslovu zadatka odnos duжina simetrala u jednom i drugom trouglu je
1

2
.

Kako je odnos odgovaraju�ih duжinskih elemenata u sliqnim trouglovima

jednak koeficijentu sliqnosti, to je k = cos γ =
1

2
, odakle je γ = 600.

A B

C

H

N

Slika 3.

4. Napiximo levu stranu nejednaqine kao kvadratnu funkciju po a,

(1) f(a) = −a2 + a(4 − 2x2 − x3) + 2x3 + x2 − 6x+ 5.

Primetimo da je f(a) uvek konkavna funkcija! Otuda zakƩuqujemo da se
traжeni x moжe na�i ako i samo ako je ispuƬen bar jedan od uslova

f(−1) < 0 ili f(2) < 0.
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Sluqaj f(−1) < 0 je ekvivalentan sa x(x2 + x − 2) < 0 xto vodi ka rexeƬu
x ∈ (−∞,−2) ∪ (0, 1).

Sluqaj f(2) < 0 je ekvivalentan sa x2 + 2x − 3 > 0 xto vodi ka rexeƬu
x ∈ (−∞,−3) ∪ (1,+∞).

Konaqno rexeƬe je x ∈ (−∞,−2) ∪ (0, 1) ∪ (1,+∞).

5. RexeƬe 1: Koeficijent a nije nula, jer skicirani grafik nije ni parabo-
la ni horizontalna prava. Kako je, zbog y = x4(a + b/x2 + c/x4), za jako
velike x znak funkcije isti kao znak koeficijenta a, mora biti a > 0. Kako
je c = f(0), prema skici je c < 0. Dokaжimo da je b < 0. U suprotnom
je −b/{2a} ≤ 0, pa je apscisa temena grafika funkcije f(x) = ax2 + bx + c
nepozitivna. Zbog a > 0, funkcija f(x) raste na [0,∞).

Odatle sledi da i data funkcija y raste na istom intervalu, xto
prema skici nije taqno. Dakle b < 0.

RexeƬe 2: Lako se uoqava da je a > 0 (za dovoƩno veliko x mora biti
f(x) > 0). Sa grafika vidimo da je f(0) < 0, i kako je c = f(0) zakƩuqujemo
i da je c < 0. Tako�e sa grafika se vidi da postoji x0 > 0 za koje je
f(x0) < c. Iz posledƬe relacije dobijamo da je ax4

0 + bx2
0 < 0 xto je mogu�e

samo u sluqaju kada je b < 0. Dakle mora biti a > 0, b < 0, c < 0.

Tre�i razred – A kategorija

1. Zbog definisanosti logaritma imamo x, y, z > 0. Dati sistem jednaqina
je ekvivalentan sa sistemom

x
√
yz = 4

y
√
zx = 9

z
√
xy = 16.

MnoжeƬem sve tri jednakosti dobijamo (xyz)2 = 242 tj. xyz = 24. Odavde i
iz prethodnih jednaqina lako se dobija da je x = 2/3, y = 27/8 i z = 32/3.

2. Ako uvedemo oznaku z = a + bi jednaqina prelazi u oblik z2006 = z̄.
Uzimaju�i modul leve i desne strane dobijamo |z|2006 = |z|. Sada imamo
dve mogu�nosti. Ili je |z| = 0, u kom sluqaju dolazimo do rexeƬa z0 =
0 + 0i, ili je |z|2005 = 1 ⇒ |z| = 1. U drugom sluqaju pomnoжimo obe strane
jednaqine z2006 = z̄ sa z qime navedena jednaqina prelazi u jednaqinu z2007 =
z̄z, odnosno jednaqinu z2007 = 1. Odavde dobijamo rexeƬa zk = cos 2kπ

2007 +

i sin 2kπ
2007 za k = 1, 2, . . . , 2007. Dakle traжeni parovi su elementi skupa

{(0, 0)} ∪ {(cos
2kπ

2007
, sin

2kπ

2007
) | k = 1, . . . , 2007}.
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3. Poxto je a > b > c, drugi po veliqini ugao je β. Prema kosinusnoj
teoremi vaжi:

cosβ =
a2 + c2 − b2

2ac
=

a2 + c2 −
(
a+ c

2

)2

2ac
=

3

8

(a

c
+
c

a

)

− 1

4
.

Iz poznate nejednakosti
a

c
+
c

a
> 2, dobijamo da je cosβ >

3

8
· 2 − 1

4
=

1

2
,

odakle sledi da je β 6 60◦.

4. Iz Kosinusne teoreme sledi a2 + b2 + c2 = 2ab cos γ + 2bc cosα+ 2ca cosβ <
2(ab+bc+ca) xto zajedno sa relacijom 2(ab+bc+ca) = (a+b+c)2−(a2+b2+c2) =
1 − (a2 + b2 + c2) daje nejednakost a2 + b2 + c2 6 1 − (a2 + b2 + c2) ekvivaletnu
traжenoj nejednakosti.

5. Potraжimo rexeƬe u obliku x = 2p, y = 2q i z = 2r uz dodatni uslov
3p = 4q. PosledƬi uslov nam omogu�uje da traжenu jednaqinu svedemo na
jednaqinu oblika 23p + 24q = 25r tj. na jednaqinu 23p+1 = 25r.

Dakle dovoƩno je na�i rexeƬa sistema jednaqina 3p = 4q i 3p+1 = 5r.
Prva jednaqina ima beskonaqno mnogo rexeƬa p = 4t, q = 3t gde je t prirodan
broj. Druga jednaqina je zadovoƩena ako je 12t + 1 = 5r tj. ako je npr.
t = 5k+2 za neki prirodan broj k. Odavde dobijamo za svaki prirodan broj
k rexeƬe

x = 220k+8 y = 215k+6 z = 212k+5.

Qetvrti razred – A kategorija

1. RexeƬe 1: Uoqimo da je

f(x) = 5(
3

5
sinx+

4

5
cosx) = 5 sin(x+ α)

gde je α ugao odre�en uslovom cosα = 3/5, sinα = 4/5, 0 6 α 6 π/2. Odavde se
odmah dobija da su maksimum (minimum) ove funkcije 5 (odnosno −5).

RexeƬe 2: Prvi izvod funkcije f je f ′(x) = 3 cosx − 4 sinx. Nule izvoda su
nule jednaqine tg x = 3/4 i u nekim od ovih taqaka funkcija dostiжe mak-
simalnu a u nekim minimalnu vrednost (ovde se oslaƬamo na periodiqnost
funkcije). Ako je tg x = 3/4 onda se pokazuje da su odgovaraju�e vrednos-
ti sinusa i kosinusa sinx = 3/5, cosx = 4/5 ili sinx = −3/5, cosx = −4/5.
Odavde ze zakƩuquje da su maksimum i minimum funkcije f redom 5 i −5.
Napomena: Moжe se analizirati i drugi izvod funkcije ali se opet za-
kƩuqak da je jedan od lokalnih maksimuma (minimuma) i globalni maksi-
mum (minimum) izvodi iz periodiqnosti funkcije.
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2. Posmatrajmo prvo sve sabirke pojedinaqno. Kako je

x

x2 + 9
=

1

x+ 9
x

6
1

2
√

x 9
x

=
1

6
,

zakƩuqujemo da je najve�a vrednost prvog sabirka 1
6 i ona se postiжe za

x = 3, dok iz
1

x2 − 6x+ 21
=

1

(x− 3)2 + 12
6

1

12
,

zakƩuqujemo da je najve�a vrednost drugog sabirka 1
12 i da se ona postiжe

za x = 3. Najve�a vrednost tre�eg sabirka je 1 i ona se postiжe za svako
celobrojno x, pa i za x = 3. Dakle, najve�a vrednost funkcije

f(x) =
x

x2 + 9
+

1

x2 − 6x+ 21
+ cos 2πx

na intervalu (0,+∞) je 1
6 + 1

12 + 1 = 5
4 i postiжe se za x = 3.

3. (a) Oqigledno, skup rexeƬa nejednaqine je podskup intervala (−∞, 1],
pa rexavamo nejednaqinu 2x < x. Dakle, x ∈ (−∞, 0).

(b) Odredimo prvo funkcije ψ(1−x) i ψ(ψ(x)). Na osnovu date defini-
cije funkcije ψ dobijamo

ψ(1 − x) =







1 − x, x < −1
2, −1 6 x < 0

2 − 2x, x > 0
i ψ(ψ(x)) =







4x, x 6
1
2

2, 1
2 < x 6 2

x, x > 2

Sada, jednostavnim raqunom dolazimo do rexeƬa x ∈ [2,+∞) ∪ {0}.

4. Neka je x = y, tada, po uslovu zadatka, vaжi jednakost

f(0) = f(x) + f(x) − 2x2,

odnosno f(x) = x2 + a
2 , gde je a = f(0). Ako je x = y = 0, dobijamo da je

a = 2a, tj. a = 0. Dakle, f(x) = x2 je jedini kandidat za takvu funkciju.
Neposredna provera pokazuje da ova funkcija zaista i zadovoƩava navedeni
uslov.

5. Potraжimo rexeƬe u obliku x = 2p, y = 2q i z = 2r uz dodatni uslov
3p = 4q. PosledƬi uslov nam omogu�uje da traжenu jednaqinu svedemo na
jednaqinu oblika 23p + 24q = 25r tj. na jednaqinu 23p+1 = 25r.

Dakle dovoƩno je na�i rexeƬa sistema jednaqina 3p = 4q i 3p+1 = 5r.
Prva jednaqina ima beskonaqno mnogo rexeƬa p = 4t, q = 3t gde je t prirodan
broj. Druga jednaqina je zadovoƩena ako je 12t + 1 = 5r tj. ako je npr.
t = 5k+2 za neki prirodan broj k. Odavde dobijamo za svaki prirodan broj
k rexeƬe

x = 220k+8 y = 215k+6 z = 212k+5.
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Prvi razred – B kategorija

1. Uoqimo da je 225 = 25 ·9. Iz deƩivosti sa 25 zakƩuqujemo da su posledƬe
dve cifre traжenog broja 00, 25, 50 ili 75. Sluqaj 00 nije mogu� jer sve
cifre moraju biti razliqite, kao (iz istih razloga) ni sluqaj 75 jer je
cifra stotina 7. Traжeni broj je deƩiv sa 9 i svih devet cifara su mu
razliqite. Poxto je 0 + 1 + 2 + . . . + 9 = 45, izbacivaƬem jednog od ovih
brojeva se dobija broj deƩiv sa 9 samo ako je izbaqeni broj ili 0 ili 9. Ako
je izbaqena cifra 0, posledƬe tri cifre moraju biti 725 a preostale cifre
se mogu izabrati na 6! naqina. Ako je izbaqena cifra 9 onda su mogu�a oba
sluqaja 25 i 50. U drugom sluqaju su rexeƬa svi devetocifreni brojevi
koji ne koriste cifru 9 a zavrxavaju sa sa 750 (ima ih 6!), a u prvom
sluqaju je sliqno uz iskƩuqeƬe onih koji poqiƬu sa 0 (ima ih 6! − 5!).
Konaqan odgovor je 2 · 6! + 5 · 5!.

2. Videti rexeƬe 1. zadatka za prvi razred u A kategoriji.

3. RexeƬe 1: Uslov zadataka kaжe da ako je f(x) = y za neke elemente
x i y da onda vaжi i f(y) = x. Funkcija “identitet” tj. funkcija koja
zadovoƩava uslov da je f(x) = x za svaki x je jedno rexeƬe. Za svako drugo
rexeƬe se mogu na�i x 6= y takvi da je f(x) = y i f(y) = x. Ako je npr.
{x, y} = {a, b} onda je f(c) = c. Sliqno, ako je {x, y} = {b, c} onda je f(a) = a
i ako je {x, y} = {c, a} onda je f(b) = b. Odavde sledi da ima ukupno 4 takve
funkcije.

RexeƬe 2: Dokaжimo najpre da je funkcija f bijekcija. Ako je f(x) = f(y)
za neke x, y ∈ S, onda je x = f(f(x)) = f(f(y)) = y. Ovim smo dokazali da je
funkcija ”1–1”. Funkcija f je i ”na” poxto se za svaki x ∈ S dobija kao
slika od f(x) (zato xto vaжi f(f(x)) = x. Postoji 3! = 6 bijekcija skupa S
i to su

f1 =

(
a b c
a b c

)

f2 =

(
a b c
a c b

)

f3 =

(
a b c
b a c

)

f4 =

(
a b c
b c a

)

f5 =

(
a b c
c a b

)

f6 =

(
a b c
c b a

)

Od navedenih samo funkcije f1, f2, f3 i f6 zadovoƩavaju zadati uslov.
Traжenih funkcija dakle ima 4.

4. Iz datog sistema sledi da je |x+y−4| = |x−3+y−1| = |x−3|+|y−1|, a ovo
je taqno samo ako su x−3 i y−1 istog znaka. Dakle, rexeƬa treba traжiti
u oblastima D1 = {(x, y) | x > 3, y > 1} i D2 = {(x, y) | x 6 3, y 6 1}.
U oblasti D1 sistem je ekvivalentan jednaqini x + y − 4 = 5, pa je skup
rexeƬa u toj oblasti R1 = {(x, y) | y = 9 − x, 3 6 x 6 8}.
U oblasti D2 sistem je ekvivalentan jednaqini x+y = −1, pa je skup rexeƬa
u ovoj oblasti R2 = {(x, y) | y = −1 − x, −2 6 x 6 3}. Dakle, skup rexeƬa
polaznog sistema je R = R1 ∪R2.

5. Videti rexeƬe 3. zadatka za prvi razred u A kategoriji.
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Drugi razred – B kategorija

1. Iz prvog uslova se dobija |(x − 2) + iy| = |x + (y + 2)i| odakle se dobija
(x − 2)2 + y2 = x2 + (y + 2)2 tj. x + y = 0. Drugi uslov je ekvivalentan sa
|(x+ 2) + iy| = |x+ (y− 2)i| odakle se dobija (x+ 2)2 + y2 = x2 + (y− 2)2 xto je
opet ekvivalentno sa x+ y = 0. ZakƩuqak je da traжena svojstva imaju svi
kompleksni brojevi oblika z = x− ix, gde je x realan broj.

2. Uslov je ekvivalentan uslovu da je D > 0 gde je D diskriminan-
ta jednaqine. Ova nejdnaqina se posle sre�ivaƬa svodi na nejednaqinu
m2 − 19m + 78 < 0. Odgovaraaju�e nule su 6 i 13 odakle sledi da je skup
rexeƬa interval (6, 13).

3. Videti rexeƬe 3. zadatka za drugi razred u A kategoriji.

4. Za n > 1 je
√

n−1
n 6

1
2 . Zaista, smenom n − 1 = t2, gde je prema uslovu

t > 0, navedena nejednakost je ekvivalentna sa t
t2+1 6

1
2 xto je ekvivalentno

sa 2t 6 t2 + 1 odnosno 0 6 (t− 1)2. Bez uvo�eƬa smene ovo se moжe dokazati

i ovako
√

n−1
n − 1

2 = 2
√

n−1−n+1−1
2n = −(

√
n−1−1)2

2n 6 0. Sliqno vaжi i
√

m−1
m 6

1
2

pa se sabiraƬem ovih nejednakosti dobija
√

n−1
n +

√
m−1
m 6 1 odakle sledi

traжena nejednakost.

5. DovoƩno je na�i beskonaqno mnogo rexeƬa jednaqina x3 = z5 i y4 = t6.
U prvom sluqaju se rexeƬe moжe potraжiti u obliku x = ap i z = aq gde
je a pozitivan ceo broj. Jednaqina x3 = z5 je zadovoƩena ako je 3p = 5q xto
je ispuƬeno ako je p = 5u a q = 3u za neki prirodan broj u. Dakle prvu
jednaqinu zadovoƩava beskonaqno mnogo parova x = a5u i z = a3u. Sliqno,
drugu jednaqinu zadovoƩavaju svi parovi y = b3v i t = b2v za neke prirodne
brojeve b i v.

Tre�i razred – B kategorija

1. Videti rexeƬe 1. zadatka za tre�i razred u A kategoriji.

2. Analizom slike vidi se da je traжeno rotaciono telo dobijeno tako xto
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se iz jednakostraniqne kupe polupreqnika osnove a iseqe dvostruka ku-
pa polupreqnika osnove a/2. Formule za povrxinu i zapreminu jednakos-
traniqne kupe sa polupreqnikom osnove r su

Pr = 3r2π Vr =

√
3

3
r3π.

Odavde se dobija rezultat

P = 3a2π V =

√
3

3
a3π − 2

√
3

3

(a

2

)3

π =

√
3

4
a3π.

3. Videti rexeƬe 3. zadatka za tre�i razred u A kategoriji.

4. Iz jednakosti sin4 x+cos4 x = (sin2 x+cos2 x)2−2 sin2 x cos2 x = 1− 1
2 sin2(2x)

sledi da je navedena nejednakost ekvivalentna sa 1 − 1
2 sin2(2x) 6

3
4 . Posle

sre�ivaƬa dobijamo nejednaqinu 1
2 6 sin2(2x) odnosno ekvivalentnu nejed-

naqinu
√

2
2 6 | sin(2x)|. Odavde se dobija ekvivaletna relacija π

4 +kπ 6 2x 6
3π
4 + kπ, k ∈ Z odakle se dobija i konaqno rexeƬe

π

8
+
kπ

2
6 x 6

3π

8
+
kπ

2
, k ∈ Z.

5. Oznaqimo sa P12 povrxinu 12-ugla a sa P15 povrxinu 15-ugla. Sliqno,
neka je O12 obim 12-ugla a O15 obim 15-ugla. Anin broj je O12 ·P15 a Marijin
broj je O15 · P12. Zadatak je da se uporede ovi brojevi, tj. da se uporede
brojevi

A =
P15

O15
i M =

P12

O12
.

RazbijaƬem poligona na jednakokrake trouglove lako se nalazi da je A =
h15/2 i M = h12/2 gde su h15 = r cos π

15 i h12 = r cos π
12 visine odgovara-

ju�ih trouglova. Poxto su kraci ovih jednakokrakih trouglova jednaki,
zakƩuqujemo da je A > M .

Qetvrti razred – B kategorija

1. Videti rexeƬe 1. zadatka za tre�i razred u A kategoriji.

2. Videti rexeƬe 1. zadatka za qetvrti razred u A kategoriji.

3. Data jednaqina je bikvadratna, pa su Ƭena rexeƬa simetriqna u odnosu
na koordinantni poqetak, a kako i obrazuju aritmetiqku progresiju, ona
su oblika

−3

2
d, −1

2
d,

1

2
d,

3

2
d.
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Ako uvedemo smenu t = x2 polazna jednaqina postaje t2 − (3p + 2)t + p2 = 0,
i rexeƬa ove jednaqine su t1 = 1

4 d
2 i t2 = 9

4 d
2. Sada, pomo�u Vietovih

formula za kvadratne jednaqine dobijamo

1

4
d2 +

9

4
d2 = 3p+ 2,

1

4
d2 · 9

4
d2 = p2, odnosno

5

2
d2 = 3p+ 2,

9

16
d4 = p2.

Iz posledƬe dve jednaqine dobijamo 9p+6 = 10|p|, pa su traжene vrednosti
za parametar p brojevi 6 i − 6

19 .

4. Videti rexeƬe 2. zadatka za qetvrti razred u A kategoriji.

5. Videti rexeƬe 3. zadatka za qetvrti razred u A kategoriji.

REXEƫA ZADATAKA OKRUЖNOG TAKMIQEƫA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

1. U datom trouglu △ABC oznaqimo sa A1 i B1 podnoжja visina iz temena
A i B, a sa H ortocentar. Kako su uglovi ∢CA1H i ∢CB1H pravi, dobijamo
∢AHB = ∢B1HA1 = 180◦ − ∢ACB.

Dakle, kruжnica koja sadrжi taqke A, B i H ima tetivu AB, kojoj
odgovara periferni ugao 180◦ − ∢ACB. S druge strane, kruжnica opisana
oko trougla △ABC tako�e ima duж AB za tetivu, a Ƭen odgovaraju�i per-
iferni ugao je ∢ACB. Prema tome, dve navedene kruжnice su podudarne i
samim tim imaju isti preqnik.

2. Neka je neki broj N = an...a1a0 maƬi od sume kvadrata svojih cifara:

an · 10n + ...+ a1 · 10 + a0 < a2
n + ...+ a2

1 + a2
0.

Tada je
an(10n − an) + ...+ a1(10 − a1) + a0(1 − a0) < 0.

Svi sabirci, osim posledƬeg, na levoj strani prethodne nejednakosti su
pozitivni, a posledƬi je ve�i ili jednak od 9(1− 9) = −72. Ukoliko je bar
jedna cifra ak za k > 2 razliqita od nule, tada je

ak(10k − ak) > 10k − 9 > 90

pa je i cela suma pozitivna. Dakle nejednakost je mogu�a samo za brojeve
maƬe od 100. Kako za broj 99 vaжi da je maƬi od zbira kvadrata svojih
cifara on je i rexeƬe zadatka. Dakle odgovor je 99.

3. PutovaƬe svakim delom novog puta izme�u dve susedne raskrsnice sa
popreqnim putevima oznaqimo sa simbolom +, dok putovaƬe svakim delom
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starog puta izme�u dve susedne raskrsnice sa popreqnim putevima oznaqi-
mo sa simbolom −. Sada je oqevidno da je svaki put jednoznaqno odre�en
nizom od simbola + i − u kojima je ukupan broj simbola + i − taqno
8. Kako za prvo mesto u nizu postoje 2 mogu�nosti, za drugo tako�e 2
mogu�nosti, itd. za osmo mesto dve mogu�nosti, a svaka mugu�nost moжe
da ide sa svakom mogu�nox�u, to po principu mnoжeƬa sledi da je ukupan
broj traжenih puteva 28 = 256.

4. Neka je F (x) =
1 + x+ x2 + . . .+ x2005

1 + x+ x2 + . . .+ x2006
. Ako je a > b > 0, tada je:

1

F (a)
= 1 +

a2006

1 + a+ a2 + . . .+ a2005
= 1 +

1
1

a2006
+

1

a2005
+ . . .+

1

a

i
1

F (b)
= 1 +

1
1

b2006
+

1

b2005
+ . . .+

1

b

,

pa je
1

F (a)
>

1

F (b)
, odnosno F (a) < F (b). Dakle,

1,

2005cifara
︷ ︸︸ ︷

111 . . . 1

1, 111 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

2006cifara

= F (0, 1) < F (0, 01) =
1,

4010cifara
︷ ︸︸ ︷

0101 . . . 01

1, 0101 . . . 01
︸ ︷︷ ︸

4012cifara

.

5. Ne. Obojimo poƩa tre�e i xeste vrste. Uoqimo da svaki kvadrat 3 × 3
sadrжi 6 neobojenih poƩa, a svaki kvadrat 4 × 4 ili 8 ili 12 neobojenih
poƩa. Svakim dozvoƩenim potezom se zbir brojeva na neobojenim poƩima
pove�ava za paran broj, tj. parnost zbira se ne meƬa. Prema tome, ako je
u polaznoj tablici zbir brojeva na neobojenim poƩima neparan, onda �e i
posle bilo kog broja koraka taj zbir ostati neparan, tj. me�u brojevima
na neobojenim poƩima bi�e bar jedan neparan.
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Drugi razred – A kategorija

1. Oznaqimo z = 4x2 + 80x + y + 43. Treba na�i maksimalnu vrednost za z
pri uslovima: z = 4x2+80x+y+43, 6x2+32x+y+283 6 0, x2+86x+y+202 > 0.
Zamenom y iz jednaqine u nejednaqine dobijamo 3x2 − 6x− 159 6 z 6 −2x2 +
48x − 240. U ravni (x, z) ovo predstavƩa figuru izme�u dveju parabola.
Apscise preseqnih taqaka su x1 = 9

5 i x2 = 9, a najve�a vrednost za z se
dostiжe za x = 9 i jednaka je 30.

2. Lako se vidi da mora biti x, y, z > 0. Sada, koriste�i prve dve
jednaqine dobijamo

y
8

3 = xz =
(

x
2

3

) 3

2
z

= (yz)
3

2
z
,

odnosno,

y
8

3 = y
3

2
z2

.

PosledƬa jednakost je taqna ako je y = 1 ili ako je
8

3
=

3

2
z2. Dakle, y = 1

ili z =
4

3
, pa su rexeƬa datog sistema (1, 1, 1 +

√
3) i

(
1

81
,
1

9
,
4

3

)

.

3. Budu�i da je a = 2R sinα, b = 2R sinβ, c = 2R sin γ, iz zadate jednakosti
dobijamo b2 + c2 − a2 = bc ⇒ a2 = b2 + c2 − 2bc 1

2 . Iz posledƬe jednakosti
dobijamo da je cosα = 1

2 odnosno α = 60◦.

4. Sredimo levu stranu nejednakosti: (sin2 x)3 + (cos2 x)3 + α sinx cosx =
(sin2 x + cos2 x)(sin4 x − sin2 x cos2 x + cos4 x) + α sinx cosx = [(sin2 x + cos2 x)2 −
3 sin2 x cos2 x]+α sinx cosx = 1− 3

4 sin2 2x+ α
2 sin 2x. Uvedimo smenu t = sin 2x (za

t vaжi −1 6 t 6 1) i leva strana postaje − 3
4 t

2+ α
2 t+1. Kako je koeficijent uz

t2 negativan minimum kvadratnog trinoma na segmentu [−1, 1] se dostiжe u
jednom od krajeva segmenta. Stoga je nejednakost − 3

4 t
2+α

2 t+1 > 0 zadovoƩena
na celom segmentu [−1, 1] ako i samo ako je kvadratni trinom nenegativan
na krajevima segmenta, tj. ukoliko vaжi

−3

4
(−1)2 +

α

2
(−1) + 1 > 0 i − 3

4
· 12 +

α

2
· 1 + 1 > 0.

Prva od ovih nejednakosti je zadovoƩena za α 6
1
2 , a druga za α >

−1
2 . Time

smo doxli do konaqnog odgovora: data nejednakost vaжi za sve vrednosti
x kada je −1

2 6 α 6
1
2 .

5. Neka je q koliqnik i r ostatak pri deƩeƬu n sa 5. Za svako k = 1, 2, . . . , n−
4, najvixe dva elementa skupa {k, k+1, . . . , k+4} mogu upasti u X. To znaqi
da X sadrжi najvixe 2q elemenata skupa A = {1, 2, . . . , 5q} i najvixe [ r+1

2 ]
elemenata skupa B = {5q + 1, . . . , n}, xto nam daje |X| 6 2q + [ r+1

2 ], ili xto
je ekvivalentno, |X| 6

[
2n+4

5

]
.

Jednakost se moжe dosti�i: dovoƩno je uzeti X ∩ A = {5i + 1, 5i + 3 |
i = 0, . . . , q − 1} i X ∩B = {5q + 2i− 1 | i 6 [ r+1

2 ]}.
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Tre�i razred – A kategorija

1. RexeƬe 1: Neka su r, s i t koreni polinoma f(x). Tada je

f(x) = (x− r)(x− s)(x− t) i rst = 1.

Na osnovu nejednakosti (1 + α > 2
√
α, α ∈ R

+) vaжi

(1 + r)(1 + s)(1 + t) > 8
√
rst = 8.

Zato je

f(−1) = (−1 − r)(−1 − s)(−1 − t) = −(1 + r)(1 + s)(1 + t) 6 −8.

S druge strane je

f(−1) = (−1)3 − a(−1)2 + b(−1) − 1 = −(a+ b) − 2.

Dakle, −(a+ b) − 2 6 −8, odakle je a+ b > 6. Kako je za

f(x) = (x− 1)3 = x3 − 3x2 + 3x− 1,

a+ b = 6, traжena minimalna vrednost 6.
RexeƬe 2: Ako su r, s i t koreni polinoma, onda je (Vietove formule):
a = r + s+ t, b = rs+ st+ rt i rst = 1, pa je

a+ b = r + s+ t+ rs+ st+ rt = r + s+ t+
1

t
+

1

r
+

1

s
> 6

6

√

rst
1

t

1

r

1

s
= 6,

pri qemu se jednakost dostiжe akko je r = s = t = 1.

2. Uslovi za x, y se svode na x ∈ (−4, 0) ∪ (0, 1), y ∈ (−2,−1) ∪ (−1,+∞).
Sistem je ekvivalentan sistemu:

2 log1−x(1 − x)(y + 2) + log2+y(x− 1)2 = 6

log1−x(y + 5) − log2+y(x+ 4) = 1.

Prva od posledƬe dve jednaqine je, uzimaju�i u obzir uslove za x, y,
ekvivalentna sa z + 1

z = 2, gde je z = log1−x(y + 2). Odatle dobijamo
log1−x(y + 2) = 1, odnosno y = −x − 1. Zamenom u drugu jednaqinu sis-
tema imamo log1−x(4 − x) − log1−x(x + 4) = 1, odnosno 4 − x = (1 − x)(x + 4).
Od dva rexeƬa ove jednaqine x1 = −2, x2 = 0, uslove zadovoƩava samo prvo.
Dobijamo rezultat, jedinstveno rexeƬe (−2, 1).

3. Imamo (a2+d2)(b2+c2) = (ab+cd)2+(ac−bd)2 = 41. Prema tome, a2+d2 = 41
i b2 + c2 = 1, ili a2 + d2 = 1 i b2 + c2 = 41. Sada je lako ispitati sve
sluqajeve jer se 1 i 41 jednoznaqno rastavƩaju na zbir dva kvadrata. Rexe-
Ƭa su (5, 1, 0,−4), (−5,−1, 0, 4), (4, 0, 1, 5), (−4, 0,−1,−5), (0,−4, 5, 1), (1, 5, 4, 0),
(0, 4,−5,−1), (−1,−5,−4, 0).
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Alternativno, kvadriraƬem i sabiraƬem datih jednakosti, dobija se
(ab)2 + (cd)2 + (ac)2 + (bd)2 = 41 pa �e i uqenik koji se ne seti da ovaj izraz
faktorixe, do rexeƬa do�i analizom svih naqina na koje se broj 41 moжe
prikazati kao zbir 4 kvadrata.

4. a) Najpre primetimo da za svake tri razliqite taqke A,B,C u ravni
vaжi da se sredixta duжi AB i AC ne poklapaju.

Me�u taqkama A = {A1, A2, . . . , An} posmatramo taqke P i Q qije ras-
tojaƬe r je ve�e ili jednako od rastojaƬa bilo koje druge dve taqke tog
skupa. Sve ostale taqke iz skupa A \ {P,Q} moraju se nalaziti i u krugu
K(P, r), i u krugu K(Q, r). Samim tim, sredixta duжi AP , za sve taqke
A ∈ A \ {P,Q}, su razliqite taqke u krugu K(P, r/2). Analogno, sredix-
ta duжi AQ, za sve taqke A ∈ A \ {P,Q}, su razliqite taqke u krugu
K(Q, r/2). Primetimo da se nijedno od navedenih sredixta ne poklapa sa
sredixtem R duжi PQ. Kako je K(P, r/2)∩K(Q, r/2) = {R}, dobijamo ukupno
(n− 2) + (n− 2) + 1 = 2n− 3 razliqitih taqaka koje pripadaju skupu S.

b) U pravuglom koordinatnom sistemu u ravni definiximo Ai =
(2i, 0), za sve i = 1, 2, . . . , n. Sredixte duжi AiAj je taqka (i+j, 0). S obzirom
da 3 6 i+ j 6 2n− 1, i i+ j ∈ N, jasno je da skup S sadrжi 2n− 3 taqaka.

5. (a) Ako je ugao (diedar) izme�u trouglova ACD i BCD oxtar, zaprem-
ina raste sa pove�avaƬem ovog ugla sve dok ravan trougla ACD ne postane
ortogonalna na ravan trougla BCD. Nakon toga zapremina opada.
(b) Neka je a duжina ivice CD (koja je naspramna ivici AB duжine > 1).

Visina AP = ha, trougla ACD, deli ivicu CD na dva dela CP i PD,

pa je bar jedna od duжi CP i PD duжine >
a

2
. S druge strane, poxto je

AC 6 1 i AD 6 1, imamo da je

ha =
√

AC2 − CP 2 =
√

AD2 −DP 2 6

√

1 − a2

4
,

odakle sledi da je

P△ACD =
1

2
a · ha 6

1

2
a

√

1 − a2

4
.

Sliqno se dokazuje da za visinu BQ = hb trougla BCD vaжi hb 6

√

1 − a2

4
.

Poxto je HB 6 hb, gde je HB visina tetraedra ABCD iz temena B, imamo

da je HB 6

√

1 − a2

4
. Dakle,

V =
1

3
P△ACD ·HB 6

1

3
· a
2
·
√

1 − a2

4
·
√

1 − a2

4

=
1

6
a

(

1 − a2

4

)

=
1

24
a(4 − a2).
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Ako je a = 1, tada je
1

24
a(4− a2) =

1

8
. Nije texko pokazati, da ako je a < 1,

tada je
1

24
a(4 − a2) <

1

8
. Zaista, ako je 0 < a < 1, imamo da je

1

24
a(4 − a2) − 1

8
=

1

24
(1 − a)(a2 + a− 3) < 0,

jer je 1−a > 0 i a2+a−3 < 0. Dakle, u svakom sluqaju je V 6
1

24
a(4−a2) 6

1

8
.

Napomena. Zapremina ovakvog tetraedra je jednaka
1

8
u sluqaju da su ACD

i BCD jednakostraniqni trouglovi sa stranicama 1
(

P△ACD =
√

3
4 i hb =

√
3

2

)

i ugao me�u stranama ACD i BCD jednak 90◦
(

HB = hb =
√

3
2

)

. Nije texko

dokazati da je u ovakvom tetraedru AB =
√

h2
a + h2

b =
√

2 · 3
4 =

√
3
2 > 1.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Kako je:

cos6 x sin2 x = 27
cos2 x

3
· cos2 x

3
· cos2 x

3
· sin2 x 6 27

(
3 sin2 x+ 3 cos2 x

12

)4

=
27

44
,

pri qemu smo koristili nejednakost izme�u aritmetiqke i geometrijske

sredine, dobijamo da je cos3 x sinx 6
3
√

3
16 . Jednakost vaжi za tg x = 1√

3
, tj.

za x = π
6 + kπ, k ∈ Z.

2. a) Najpre primetimo da za svake tri razliqite taqke A,B,C u ravni
vaжi da se sredixta duжi AB i AC ne poklapaju.

Me�u taqkama A = {A1, A2, . . . , An} posmatramo taqke P i Q qije ras-
tojaƬe r je ve�e ili jednako od rastojaƬa bilo koje druge dve taqke tog
skupa. Sve ostale taqke iz skupa A \ {P,Q} moraju se nalaziti i u krugu
K(P, r), i u krugu K(Q, r). Samim tim, sredixta duжi AP , za sve taqke
A ∈ A \ {P,Q}, su razliqite taqke u krugu K(P, r/2). Analogno, sredix-
ta duжi AQ, za sve taqke A ∈ A \ {P,Q}, su razliqite taqke u krugu
K(Q, r/2). Primetimo da se nijedno od navedenih sredixta ne poklapa sa
sredixtem R duжi PQ. Kako je K(P, r/2)∩K(Q, r/2) = {R}, dobijamo ukupno
(n− 2) + (n− 2) + 1 = 2n− 3 razliqitih taqaka koje pripadaju skupu S.

b) U pravouglom koordinatnom sistemu u ravni definiximo Ai =
(2i, 0), za sve i = 1, 2, . . . , n. Sredixte duжi AiAj je taqka (i+j, 0). S obzirom
da 3 6 i+ j 6 2n− 1, i i+ j ∈ N, jasno je da skup S sadrжi 2n− 3 taqaka.

3. Najpre treba primetiti da je qetvorougao ABCD nekonveksan. Ukoliko
bi ABCD bio konveksan (DB = 3) imali bismo da je SA > AD =

√
2 i

SB > DB = 3, xto je nemogu�e jer je SA+ SB = 2 +
√

5 < 4, 3 < 3 +
√

2.
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Lako se raquna da je PABCD = 1. Primenom Pitagorine teoreme na
△SDA i △SDB dobijamo: SA2 = SD2 +DA2 i SB2 = SD2 +DB2.

Tada je SA2 − SB2 = DA2 −DB2 = 2 − 1 = 1, pa je

SA− SB =
1

2 +
√

5
=

√
5 − 2.

PosledƬa jednakost, zajedno sa SA+ SB = 2 +
√

5, daje SA =
√

5 (i SB = 2).

Dakle, SD =
√
SA2 −DA2 =

√
3, pa je V =

PABCD · SD
3

=

√
3

3
.

4. Poxto je f ′(x) = 3(x−1)(x+1), sledi da je funkcija f strogo rastu�a na
intervalima (−∞,−1) i (1,+∞), a strogo opadaju�a na intervalu (−1, 1).
DaƩe,

lim
x→±∞

f(x) = ±∞, f(−1) = 3, f(1) = −1, f(3) = 19 > 0.

Dakle, jednaqina f(x) = 0 ima tri razliqita korena x1, x2, x3 takva da je
x1 < −1 < x2 < 1 < x3 < 3. Jednaqina, f(x) = x1 ima samo jedan realan koren
(maƬi od −1), dok jednaqine f(x) = x2 i f(x) = x3 imaju po tri razliqita
realana korena–po jedan u svakom od interavala (−∞,−1), (−1, 1), (1,+∞).
Poxto su koreni jednaqine f(f(x)) = 0 koreni jedne od pomenute tri jedna-
qine, sledi da data jednaqina ima sedam razliqitih realnih korena.

5. Rezultat je jednak zbiru brojeva svih particija skupa od 7 elemenata na
4 podskupa, na 3 podskupa, na 2 podskupa i na 1 podskup, a tipovi particije
u odnosu na kardinalnost podskupova su 1114 ima ih

(
7
4

)
, 1123 ima ih

(
7
3

)(
4
2

)
,

1222 ima ih
(
7
2

)(
5
2

)(
3
2

)
1
3! , 115 ima ih

(
7
5

)
, 124 ima ih

(
7
4

)(
3
2

)
, 133 ima ih

(
7
3

)(
4
3

)
1
2! ,

223 ima ih
(
7
3

)(
4
2

)
1
2! , 16 ima ih

(
7
6

)
, 25 ima ih

(
7
5

)
, 34 ima ih

(
7
4

)
i svi u jednom

podskupu ima ih
(
7
7

)
pa je traжeni broj

((
7
4

)
+

(
7
3

)(
4
2

)
+

(
7
2

)(
5
2

)(
3
2

)
1
3!

)

+
((

7
5

)
+

(
7
4

)(
3
2

)
+

(
7
3

)(
4
3

)
1
2! +

(
7
3

)(
4
2

)
1
2!

)

+
((

7
6

)
+

(
7
5

)
+

(
7
4

))

+
(
7
7

)
= 350 + 301 + 63 + 1 = 715.
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Prvi razred – B kategorija

1. Videti rexeƬe 2. zadatka za prvi razred u A kategoriji.

2. DeƩeƬem parcele na 3 dela ukupan broj parcela se pove�ava za 2, a pri
deobi na 4 dela broj parcela se pove�ava za 3. Ako sa m oznaqimo broj
izvrxenih deoba na 3 dela, a sa n oznaqimo broj izvrxenih deoba na 4 dela,
problem se svodi na rexavaƬe Diofantove jednaqine 555+2m+3n = 4(m+n),
odnosno 2m+ n = 555. Iz posledƬe jednaqine zakƩuqujemo da je n neparan,
odnosno n ∈ {1, 3, ..., 555}, xto znaqi da data jednaqina ima vixe rexeƬa.
Nama je potrebno na�i minimalni zbir m+n, i on se dobija za minimalno
n, jer kada se n pove�a za 2, m se smaƬi za 1, pa se zbir pove�ava. Dakle,
moralo je biti uqiƬeno bar 1 + 277 = 278 deoba.

3. Produжimo DQ i konstruximo taqku R tako da vaжi DQ = QR. Tada
su trouglovi DQC i RQB podudarni (DQ = QR,CQ = QB,∢DQC = ∢RQB)
Odavde sledi da su duжi DC i BR jednake i paralelne (transverzalni
uglovi). U trouglu DAR duж PQ je sredƬa linija trougla pa sledi da
je PQ = 1

2AR. Odavde sledi da je AR = 2(1
2 (AB + CD)) = AB + CD ⇒

AR = AB + BR. Ako posledƬu jednakost primenimo na trougao ABR zbog
nejednakosti trougla sledilo bi da su taqke A,B i R kolinearne. Kako
je BR paralelno sa DC onda je i AB paralelno sa DC pa je qetvorougao
ABCD trapez.

4. Neka je ∢BAD = α i ∢ABC = β (slika 1). Tada je ∢ADC = 1800 − β i
∢BCD = 1800 − α (jer je qetvorougao ABCD tetivan), pa je

∢EBC = 1800 − ∢ABC = 1800 − β,

∢BCE = 1800 − ∢BCD = 1800 − (1800 − α) = α,

∢HCD = 1800 − ∢BCD = α,

∢CDH = 1800 − (1800 − β) = β.

A

B

CD

H

E

P

M

N

L

O

Slika 1.

Prema tome

∢BEC = 1800 − (∢EBC + ∢ECB) = 1800 − (1800 − β + α) = β − α,
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pa je ∢LEO = ∢NEO = β−α
2 . Sliqno,

∢CHD = 1800 − (∢CDH + ∢DCH) = 1800 − (α+ β),

pa je ∢PHO = ∢MHO = 900 − α+β
2 . Za trougao MEC ugao ∢OMC je spol-

jaxƬi, pa je ∢OMC = α+ β−α
2 = β+α

2 . Sada, iz trougla OMH zakƩuqujemo
da

∢MON = 1800 − (∢OHM + ∢OMH) = 1800 − (900 − β + α

2
+
β + α

2
) = 900.

Dakle u qetvorouglu LMNP dijagonale su normalne. Iz trougla PMH
zakƩuqujemo

∢MPH = 1800 − (∢PHM + ∢PMH) = 1800 −
(

1800 − (β + α) +
β + α

2

)

=
β + α

2
= ∢PMH,

pa je trougao PHM jednakokrak. Tada je visina HO trougla PHM i
teжixna duж, pa je PO = OM . Sliqno se pokazuje da je i trougao LEN
jednakokrak, pa je LO = ON . Dakle, u qetvorouglu PLMN dijagonale su
normalne i polove se, xto nas dovodi do zakƩuqka de je qetvorougao PLMN
romb.

5. Videti rexeƬe 5. zadatka za prvi razred u A kategoriji.

Drugi razred – B kategorija

1. Dati sistem je ekvivalentan sa sistemom

ax2 + (b− 1)x+ c = y − x,
ay2 + (b− 1)y + c = z − y,
az2 + (b− 1)z + c = x− z.

Ako saberemo odgovaraju�e leve i desne strane dobijamo

(2) [ax2 + (b− 1)x+ c] + [ay2 + (b− 1)y + c] + [az2 + (b− 1)z + c] = 0.

Kako je zbog (b − 1)2 − 4ac < 0 svaki od tri kvadratna trinoma za svako x,
odnosno, y, z, razliqit od nule jednakost (2) ne moжe biti taqna. Dakle,
dati sistem nema realnih rexeƬa.

2. Kako je P△AED = P△ABE = 1 i trouglovi △AED i △AEB imaju zajed-
niqku osnovicu AE, to su visine iz temena B i D na stranicu AE jednake,
pa su B i D na jednakom rastojaƬu od AE, tj. BD ‖ AE. Sliqno dolazimo
do zakƩuqka da je CE ‖ AB. Neka je CE ∩BD = {F}. Na osnovu prethodnog,
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qetvorougao ABFE je paralelogram i vaжi P△BFE = P△ABE = 1. Prime-
timo da je P△CDF + P△BFC = P△BDC = 1 = P△CDE = P△CDF + P△DFE, pa je
P△BFC = P△FDE = P . Tada je P△CDF = 1 − P . Trouglovi △BFE i △FDE
imaju zajedniqku visinu (iz E na BD), pa im se povrxine odnose kao odgo-
varaju�e stranice, tj. P : 1 = DF : BF . Sliqno, (1 − P ) : P = DF : BF .

Stoga vaжi P : 1 = (1 − P ) : P . RexeƬa ove kvadratne jednaqine su −1±
√

5
2 ,

i kako je P > 0, zakƩuqujemo da je P = −1+
√

5
2 . Dakle,

PABCDE = PABFE + PBCD + PDEF = 2 + 1 +
−1 +

√
5

2
=

5 +
√

5

2
.

A B

CE

D

F

3. Iz uslova zadatka sledi da su kraci svih pomenutih jednakokrakih
trouglova me�usobno jednaki.

Neposredna posledica je podudarnost trouglova GFB ∼= GFE. Neka
je α = ∢EFG i β, γ, δ bazni uglovi ostalih jednakokrakih trouglova, Slika
(b). Lako se vidi da je β = α/2 = γ, δ = 180◦ − 2α kao i ∢FBG = 180◦ − 2α.
Zbir uglova u trouglu ABC je 180 stepeni, tj.

180◦ = α+ [α/2 + (180◦ − 2α)] + (180◦ − 2α)
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odakle sledi da je α = 72◦ pa su trouglovi EFG i ABC sliqni jer imaju
jednake odgovaraju�e uglove. Iz sliqnosti trouglova BGF i ABG nalazi
se da je duж AG podeƩena taqkom F po ”zlatnom preseku” odakle se dobija
da je koeficient sliqnosti ovih trouglova (

√
5− 1)/2. Iz istih razloga je

koeficient sliqnosti trouglova ABG i ABC (
√

5 − 1)/2.

ZakƩuqak: Koeficient sliqnosti trouglova EFG i ABC je
(√

5−1
2

)2

=

3−
√

5
2 .

4. Neka su d1, d2, ..., dk svi deliteƩi broja N . Vaжi 1 = d1 < d2 < ... < dk = N
i za svako l = 1, 2, ..., k vaжi dl ·dk+1−l = N . Tako�e vaжi d1+d2+...+dk−1 = N
(broj je savrxen). Posmatrajmo sumu

1

d1
+

1

d2
+ ...+

1

dk
=

dk

d1 · dk
+

dk−1

d2 · dk−1
+ ...

d1

d4 · d1
=
dk

N
+
dk−1

N
+ ...+

d1

N

Pa se dobija da je ovaj zbir dk+(dk−1+...d1)
N = N+N

N = 2.

5. Videti rexeƬe 3. zadatka za prvi razred u A kategoriji.

Tre�i razred – B kategorija

1. Koriste�i nejednakost izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine do-
bijamo:

2(a4 + b4) + 17 > 4a2b2 + 17 > 4a2b2 + 16 = 4(a2b2 + 4) > 8
√

4a2b2 = 16ab.

2. Videti rexeƬe 2. zadatka za drugi razred u A kategoriji.

3. Videti rexeƬe 3. zadatka za drugi razred u A kategoriji.

4. Videti rexeƬe 5. zadatka za tre�i razred u A kategoriji.

5. Pretpostavimo da postoji N,N > 5 me�usobno prijateƩskih trouglova
T1, T2, ..., TN . Neka trougao T1 ima stranice a, b, c. Od ovih stranica mogu
se oformiti samo tri para:

(3) (a, b), (b, c), (c, a),

a svaki od trouglova T2, T3, ..., TN mora imati par stranica koji se podudara
sa jednim od parova (3). Stoga, postoje bar dva trougla me�u trouglovi-
ma T2, T3, ..., TN qiji se jedan par stranica podudara sa istim parom iz (3).
Bez gubitka opxtosti uzmimo da trouglovi T2 i T3 imaju par (a, b). Dak-
le, svaki od trouglova T1, T2, T3 ima stranice a, b, i neka su x, y, z tre�e
stranice ovih trouglova respektivno (x, y, z su me�usobno razliqite, jer
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u suprotnom ima podudarnih trouglova me�u T1, T2 i T3). Kako je trougao
T4 prijateƩski sa trouglom T1, jedna od Ƭegovih stranica jednaka je a ili
b, i uzmimo da je jednaka a. Ako trougao T4 nema stranicu jednaku b, ta-
da dve Ƭegove preostale stranice moraju uzeti tri razliqite vrednosti
x, y, z (trougao T4 ima po dve jednake stranice sa svakim od trouglova T1, T2

i T3), xto je nemogu�e. Prema tome, trougao T4 ima stranice a i b. Isti
zakƩuqak moжemo izvesti za svaki trougao Ti, i = 5, ..., N . Dakle, svaki od
trouglova T1, T2, ..., TN ima stranice a i b, tj. ovaj skup trouglova je dobar.
Prema tome, N > 5. S druge strane postoje qetiri me�usobno prijateƩska
trougla (a, b, c), (a, b, d), (b, c, d), (c, d, a) takva da Ƭihov skup nije dobar. Dak-
le, N = 5.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Uslov xy + yx = xx + yy je ekvivalentan sa xx(xy−x − 1) = yx(yy−x − 1).
Poxto je xx 6 yx i xy−x − 1 6 yy−x − 1, vidimo da je taj uslov zadovoƩen
ako i samo ako je x = y.

2. Videti rexeƬe 2. zadatka za tre�i razred u A kategoriji.

3. Dve kruжnice polupreqnika R i r, sa centrima u taqkama A = (a1, a2) i
B = (b1, b2) se dodiruju spoƩa ako i samo ako je ispuƬen uslov

[(a1 − b1)
2 + (a2 − b2)

2] = (R+ r)2.

Neka je rn polupreqnik kruжnice Kn a xn Ƭena taqka dodira sa x-osom.
Odavde sledi da je Cn = (xn, rn) centar od Kn. Oqevidno je x2 = 1/2. Pri-
menom Pitagorine teoreme se lako nalazi da je r2 = 1/8. Iz uslova dodira
kruжnica K0,K3 i K2,K3 (ili direktnom primenom Pitagorine teoreme)
dobijamo sistem jednaqina

x2
3 +

(
1

2
− r3

)2

=

(
1

2
+ r3

)2 (
1

2
− x3

)2

+

(
1

8
− r3

)2

=

(
1

8
+ r3

)2

.

Iz prve jednaqine se dobija uslov x2
3 = 2r3 a iz druge 1 − 4x3 + 4x2

3 = 2r3.
RexavaƬem ovog sistema se dobija x3 = 1

3 i r3 = 1
2·32 .

4. Videti rexeƬe 3. zadatka za drugi razred u A kategoriji.

5. Videti rexeƬe 5. zadatka za tre�i razred u A kategoriji.
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REXEƫA ZADATAKA REPUBLIQKOG TAKMIQEƫA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

1. Bar jedan od skupova A, B sadrжi bar dve taqke. Neka je to skup A i
neka su to taqke P i Q. Uoqimo kvadrat PQRS (PQ ‖ RS). Ako je neka od
taqaka R, S u skupu A, dokaz je gotov. Zato, neka su R,S ∈ B. Neka je O
centar kvadrata PQRS. Ako je O ∈ A, onda trougao PQO ispuƬava uslove
zadatka, a ako je O ∈ B, onda trougao ROS ispuƬava uslove zadatka.

2. Jednaqina iz zadatka je ekvivalentna sa (3x+ 1)2 + (3y + 1)2 + (3z + 1)2 =
3 · 2004 + 3. Kako je 3 · 2004 + 3 ≡ 3 · 4 + 3 ≡ 7 (mod 8) i kako kvadrati celih
brojeva pri deƩeƬu sa 8 mogu dati ostatke 0, 1 ili 4, sledi da jednaqina
nema rexeƬa.

3. Neka je O centar kruжnice. Tada je OG⊥CD i OG je simetrala ugla
COD. Neka je x = ∢COG = ∢DOG. Sliqno, neka je y = ∢EOF = ∢AOF .
Kako su △DOE, △BOA i △BOC jednakostraniqni imamo da je ∢DOE =
∢BOA = ∢BOC = 60◦, pa je

360◦ = 3 · 60◦ + 2x+ 2y, tj. x+ y = 90◦.

Lako zakƩuqujemo i da je

x = ∢OAE = ∢OEA i y = ∢OCD = ∢ODC.

Iz podudarnosti trouglova AOF i OCG sledi da je AF = OG i OF = CG.
Tako�e, kako je ∢BAF = 60◦ + x = ∢BOG, imamo da su i trouglovi BAF i
BOG podudarni, pa je BF = BG. Dakle, △GBF je jednakokraki sa vrhom B.
Iz △BAF ∼= △BOG, sledi i da je ∢ABF = ∢OBG = z, pa je 60◦ = ∢ABO =
z + ∢OBF = ∢FBG, pa je △GBF jednakostraniqan trougao.

4. Povrxina jednakostraniqnog trougla je P1 = a2
√

3
4 , ali moжemo stavi-

ti da je a = 2s
3 pa dobijamo da je P1 =

(
2s
3

)2
√

3
4 . Povrxinu proizvoƩnog
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trougla moжemo izraqunati Heronovim obrascem pa nejednakost koju tre-
ba da dokaжemo postaje:

P =
√

s(s− a)(s− b)(s− c) 6

(
2s

3

)2 √
3

4
.

KvadriraƬem nejednakosti i sre�ivaƬem dobijamo

(s− a)(s− b)(s− c) 6

(s

3

)3

.

Ova nejednakost je taqna, jer kada na levu stranu primenimo nejednakost
izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine dobi�emo

(s− a)(s− b)(s− c) 6

(
s− a+ s− b+ s− c

3

)3

,

(s− a)(s− b)(s− c) 6 (
3s− 2s

3
)3,

(s− a)(s− b)(s− c) 6 (
s

3
)3.

Jednakost vaжi kada je s− a = s− b = s− c, tj. kada je a = b = c.

5. Neka je traжena cifra jednaka a. Kako je 1 + 2 + ...+ n = n(n+1)
2 , tada bi

vaжilo da je n(n+1)
2 = a · 11...1

︸ ︷︷ ︸

k

, k > 1, odnosno

(2n+ 1)2 = 8 · n(n+ 1)

2
+ 1 = 8 · a · 11...1

︸ ︷︷ ︸

k

+1.

Ako je a ∈ {2, 4, 7, 9} broj na desnoj strani predhodne jednakosti zavrxava
se sa 3 ili 7, a to nije mogu�e poxto je on potpun kvadrat. Ako je pak
a ∈ {3, 8} onda je dvocifreni zavrxetak broja 8 · a · 11...1

︸ ︷︷ ︸

k

+1 jednak 65 ili

05. Me�utim ovo nije mogu�e jer bi se tada broj 2n+ 1 zavrxavao cifrom
5, a Ƭegov kvadrat sa 25 (zbog (10l + 5)2 = 100(l2 + l) + 25). Dakle, ostaju
nam mogu�nosti a = 1, a = 5 i a = 6. Dokaжimo da nije mogu�e a = 1.

Pretpostavimo da je n(n+1)
2 = 10k−1

9 za neko k > 1. Otuda je

2 · 10k = 9n2 + 9n+ 2 = (3n+ 1)(3n+ 2).

Kako su brojevi 3n+ 1 i 3n+ 2 uzajamno prosti, to jedan od Ƭih mora biti
stepen dvojke, a drugi stepen petice. Me�utim, kako je

5k − 2k+1 > 22k − 2k+1
> 2k+2 − 2k+1 = 2k+1

> 8,

brojevi 5k i 2k+1 ne mogu biti uzastopni, pa traжena cifra nije jednaka 1.
Oqigledno, mogu�e je a = 5, jer je 10·11

2 = 55, kao i a = 6, poxto je
11·12

2 = 66. Iz svega navedenog zakƩuqujemo da je traжena cifra 5 ili 6.
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Drugi razred – A kategorija

1. RexeƬe 1: Raqunaju�i prvih nekoliko qlanova niza an = 2n+2 · 7n + 1
naslu�ujemo da su brojevi a2k−1 deƩivi sa 3, a brojevi a2k sa 5, xto i
dokazujemo indukcijom. Broj a1 = 57 je deƩiv sa 3. Neka je a2k−1 deƩiv sa
3. Tada je i broj a2k+1 = 196a2k−1 − 3 · 65 deƩiv sa 3. Broj a2 = 785 je deƩiv
sa 5. Neka je a2k deƩiv sa 5. Tada je i broj a2k+2 = 196a2k − 5 · 39 deƩiv sa
5. Kako su svi an ve�i od 5, to su oni sloжeni.

RexeƬe 2: Kako su svi an = 2n+2 · 7n + 1 ve�i od 5 i kako je

a2k−1 = 22k+1 · 72k−1 + 1 ≡ (−1)2k−1 · 1 + 1 = 0 (mod 3),

a2k = 22k+2 · 72k + 1 ≡ 22k+2 · 22k + 1 = 42k+1 + 1 ≡ (−1)2k−1 + 1 = 0 (mod 5),

to su svi an sloжeni brojevi.

2. RexeƬe 1: Pokuxajmo da odredimo kada postoji trougao kome su unapred
zadani realni pozitivni brojevi P i O redom povrxina i obim. Po�imo
od Heronove formule za povrxinu trougla kome su duжine ivica a, b, c

P =
√

s(s− a)(s− b)(s− c).

Obim istog trougla je O = 2s = a+ b+ c. Zadatak je da se rexi (po a, b i c)
sistem jednaqina

P 2 = s(s− a)(s− b)(s− c) O = a+ b+ c,

uz uslov da ti brojevi zadovoƩavaju nejednakost trougla. Uvo�eƬem smene
s− a = x, s− b = y, s− c = z dobijamo ekvivalentan problem

2P 2/O = xyz O/2 = x+ y + z,

uz uslov da su x, y, z pozitivni. Sada je sasvim jasno da se jedan stepen
slobode vixe moжe iskoristiti da se na�u dva rexeƬa koja pripadaju
nepodudarnim trouglovima. Primer su npr. trojke (x, y, z) = (2, 4, 6) i
(x, y, z) = (3, t1, t2) gde su t1 i t2 rexeƬa jednaqine t2 − 9t+ 16 = 0.

RexeƬe 2: Postavimo pitaƬe kada pozitivni realni brojevi a,O, P mogu
biti redom duжina jedne strane, obim i povrxina nekog trougla. Potreban
uslov je da vaжi 2a < O (nejednakost trougla). Ako je nejednakost 2a < O
ispuƬena, onda je prirodno pokuxati konstrukciju traжenog trougla na
slede�i naqin. Izaberimo taqcke B i C takve da je BC = a i neka je
p = p(A,B) prava koja prolazi kroz Ƭih. Neka je q prava paralelna sa
p = p(B,C) na udaƩenosti h od te prave gde je (1/2)a · h = P . Drugim
reqima ako izaberemo tre�e teme trougla A na pravoj q, Ƭegova povrxina
bi�e P . Ostaje da se vidi da li se i na koliko naqina A moжe izabrati
da obim tog trougla bude unapred zadana vrednost O. Primetimo da kada
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se A nalazi na pravoj q, obim ima najmaƬu vrednost kada je trougao ABC
jednakokraki, tj. kada je A = A0 gde je A0 vrh jednakokrakog trougla A0BC.
Tako�e uoqimo da obim raste (i moжe postati po voƩi veliki) kada se
taqka A iz poloжaja A0 kre�e bilo stalno na levo ili stalno na desno od
A0. (Ovi zakƩuqci se lako izvode (uobiqajnim trikom!) tako xto se jedna
od taqaka B ili C simetriqno preslika u odnosu na pravu q itd.)

Pretpostavimo da je P dovoƩno mali broj, taqnije da vaжi nejed-
nakost

(a

2

)2

+ h2 <

(
O − a

2

)2

koja garantuje da je obim jednakokrakog trougla A0BC maƬi od O. U tom
sluqaju iz navedene analize sledi da postoje taqno dva poloжaja taqke A,
oznaqimo ih sa A1 i A2, jedan levo a jedan desno od A0, takvi da su obimi
trouglova A1BC i A2BC jednaki O. Uoqimo tako�e da su ovi trouglovi
podudarni, dakle traжeni trougao je i jedistven u sluqajevima kada pos-
toji.

Sada je jasno da se pazƩivim izborom strane a mogu dobiti dva
trougla koji nisu podudarni. Zaista, neka je ABC jedinstveni trougao
koji realizuju trojku (a,O, P ). Neka su a, b, c duжine strana tog trougla.
Ako se izabere a1 tako da zadovoƩava uslove

2a1 < O a < a1 a1 /∈ {a, b, c}

onda su svi uslovi zadovoƩeni, dakle postoji trougao kome su a1, O, P
strana, obim i povrxina. Ovaj trougao ima isti obim i povrxinu kao
i prethodni ali sa Ƭim nije podudaran.

3. Dokaz je posledica slede�eg niza ekvivalencija

P1P2 = P3O ⇔ OP1 = OP2 +OP3 ⇔
OP1

OA
=
OP2

OA
+
OP3

OA
⇔

cos
π

9
= cos

2π

9
+ cos

4π

9
⇔

cos
π

9
= 2 cos

π

3
cos

π

9
⇔

cos
π

9
= cos

π

9
.

4. Od (ne neophodno svih) Ʃudi iz dnevne sobe najpre formiramo vrstu
maksimalne duжine za koju vaжi da se svaka dva susedna qoveka u vrsti
poznaju. Drugim reqima, nije mogu�e formirati duжu vrstu od ove, takvu
da se svaka dva susedna qoveka poznaju.

Prvi qovek u ovoj vrsti ima pet poznanika koji svi tako�e moraju
biti u vrsti, jer vrsta u suprotnom ne bi bila maksimalna. Ako sada
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odaberemo redom Ʃude iz vrste, od prvog qoveka do posledƬeg Ƭegovog poz-
nanika u vrsti, i smestimo ih za okrugli sto u tom redosledu, jasno je da
�e svako sedeti izme�u svojih poznanika. Broj Ʃudi za stolom je ve�i od
pet, jer za Ƭim sedi prvi qovek iz vrste i svih pet Ƭegovih poznanika.

5. Jednaqina je definisana za x ∈ [−2, 2], jer mora biti 2+x > 0 i
√

2 + x 6

2. Neka je x = 2 cos t, t ∈ [0, π]. Tada je cos t
2 > 0 i

√
2 + x =

√

2(1 + cos t) =
√

4 cos2 t
2 = 2 cos t

2 . DaƩe je,
√

2 − 2 cos t
2 =

√

2(1 − cos t
2 ) =

√

4 sin2 t
4 = 2 sin t

4 ,

jer je sin t
4 > 0. Tako�e,

√

2 + 2 sin t
4 =

√

2(1 + cos(π
2 − t

4 )) =
√

4 cos2(π
4 − t

8 ) =

2 cos(π
4 − t

8 ), jer je cos(π
4 − t

8 ) > 0. Konaqno, jednaqina postaje cos t = cos(π
4 − t

8 ),
t ∈ [0, π], tj. t = 2π

9 , odnosno, x = 2 cos 2π
9 .

Tre�i razred – A kategorija

1. Napiximo n u obliku n = kd. Iz deƩivosti nd+ 1 | n2 + d2 dobijamo:

d2k + 1 | d2(k2 + 1).

Kako su d2k + 1 i d2 uzajamno prosti, nalazimo da je d2k + 1 | k2 + 1. Otuda
je k > d2. Iz osobine deƩivosti dobijamo:

d2k + 1 | k2 + 1 − (d2k + 1) = k(k − d2).

Kako su k i d2k + 1 uzajamno prosti, imamo da d2k + 1 | k − d2. Ukoliko je
k 6= d2, imamo oqiglednu nejednakost

d2k + 1 > k − d2 ⇔ d2(k + 1) + 1 > k.

Ovo je kontradikcija. Zato je k = d2 i n = d3.

2. Oznaqimo sa L(n) izraz na levoj strani i pokaжimo matematiqkom in-
dukcijom da je uvek maƬi od 2 − 2√

n+1
, tj.

1

2
+

1

3
√

2
+

1

4
√

3
+ . . .+

1

(n+ 1)
√
n
< 2 − 2√

n+ 1
.

1◦ Baza indukcije. Za n = 1 imamo 1
2 < 2 − 2√

2
, xto se svodi na 3

4 >
1√
2

⇒
9
16 >

1
2 .

2◦ Indukcijska pretpostavka. Pretpostavimo da tvr�eƬe vaжi za n = k:

1

2
+

1

3
√

2
+

1

4
√

3
+ . . .+

1

(k + 1)
√
k
< 2 − 2√

k + 1
.
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3◦ Indukcijski korak . Ispitajmo da li vaжi za n = k + 1:

L(k + 1) =
1

2
+

1

3
√

2
+

1

4
√

3
+ . . .+

1

(k + 1)
√
k

+
1

(k + 2)
√
k + 1

< 2 − 2√
k + 1

+
1

(k + 2)
√
k + 1

= 2 − 2k + 3

(k + 2)
√
k + 1

= 2 − 2√
k + 2

·
(k+1)+(k+2)

2
√

(k + 1) · (k + 2)
6 2 − 2√

k + 2
.

(ovde smo prvu nejednakost dobili na osnovu induktivne pretpostavke, a
drugu iz nejednakosti aritmetiqke i geometrijske sredine za brojeve k+ 1
i k + 2, tj. iz A

G > 1).

Na osnovu principa matematiqke idukcije smo dobili da vaжi 1
2 + 1

3
√

2
+

1
4
√

3
+ . . . + 1

(n+1)
√

n
< 2 − 2√

n+1
za svaki prirodan broj n, xto je i tvr�eƬe

zadatka.

3. Neka funkcija f zadovoƩava uslov zadatka. Onda je f(x) ≥ 2xy − f(y) za
sve x, y ∈ R, pa za y = x dobijamo da je f(x) ≥ x2 (za sve x ∈ R). DaƩe, iz
uslova sledi da za svako x postoji y = y(x) takvo da je f(x) = 2xy(x)−f(y(x)).
Iz ovoga i iz prethodne nejednakosti dobijamo:

x2 ≤ f(x) = 2xy(x) − f(y(x)) ≤ 2xy(x) − y2(x),

pa je (x− y(x))2 ≤ 0, tj. y(x) = x. Iz f(x) = 2xy(x)− f(y(x)) onda sledi da je
f(x) = x2. Ova funkcija je rexeƬe zadatka:

max
y∈R

(2xy − f(y)) = max
y∈R

(x2 − (x− y)2) = x2 = f(x).

4. Ako ima x timova sa tom osobinom, tada zbog uslova zadatka vaжi

x ·
(
5
3

)
6

(
25
3

)
tj. x 6

(25

3 )
(5

3)
= 230 < 250 = 2 · 53.

5. Oznaqimo sa a, b i c, redom, duжine dijagonala AC, CE i EA xestougla.
Primenom Ptolomejeve nejednakosti na qetvorougao ABCE, nalazimo da
je bAB + cBC = (b + c)AB > aBE, tj. AB

BE >
a

b+c . Analogno, primenom
Ptolomejeve nejednakosti, redom, na qetvorouglove CDEA i EFAC, vaжi
CD
DA >

b
a+c i EF

FC >
c

a+b . Sada je, na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke
i harmonijske sredine, ispuƬeno

AB

BE
+
CD

DA
+
EF

FC
>

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b

=
a+ b+ c

b+ c
+
a+ b+ c

c+ a
+
a+ b+ c

a+ b
− 3
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= (a+ b+ c)(
1

b+ c
+

1

c+ a
+

1

a+ b
) − 3

>
9(a+ b+ c)

(b+ c) + (c+ a) + (a+ b)
− 3 =

9

2
− 3 =

3

2
.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Oznaqimo sa x pravu koja sadrжi 2. vrstu mreжe, sa y pravu normalnu na
x koja je tako�e osa simetrije date mreжe, zatim u pravouglim trouglovima
teme pravog ugla sa C.

Imamo slede�e sluqajeve:

1◦ 2◦a) 2◦b) 2◦b) 2◦v) 2◦g) 3◦a) 3◦b)

1◦ Trouglova sa katetama paralelnim koordinatnim osama ima

(
3n

1

)

· 2 · (n− 1) = 6n2 − 6n,

jer teme C odre�ujemo na
(
3n
1

)
, 2 izbora za teme po vertikali (u druge 2

vrste) i n− 1 po horizontali (u preostalih n− 1 kolona).

2◦ Pravouglih trouglova qije katete zaklapaju uglove od 45◦ sa koordinat-
nim osama ima 4 vrste:

a) jednakokraki kateta duжine
√

2, kod kojih je teme C u 1. ili 3. vrsti
i ima ih

2 · (n− 2) = 2n− 4 za n > 2;

b) jednakokraki kateta duжine
√

2, kod kojih je teme C u 2. vrsti i ima
ih

2 · (n− 2) + 2 · (n− 1) = 4n− 6 za n > 2;

v) jednakokraki kateta duжine 2
√

2 i ima ih

2 · (n− 4) = 2n− 8 za n > 4;

g) raznokraki kateta duжina
√

2 i 2
√

2 i ima ih

4 · (n− 3) = 4n− 12 za n > 3.
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3◦ Pravouglih trouglova qija je jedna kateta duжine
√

5 ima 2 vrste:

a) jednakokraki kateta duжine
√

5 i ima ih

4 · (n− 3) = 4n− 12 za n > 3;

b) raznokraki kateta duжina
√

5 i 2
√

5 i ima ih

4 · (n− 5) = 4n− 20 za n > 5.

Kada imamo mnoжeƬe se 2 to znaqi da teme C moжemo izabrati i u 1. i u 3.
vrsti, tj. imamo simetriju u odnosu na pravu x, a kolonu za teme C moжemo
izabrati na (n− a) naqina, sem u 2◦b) gde ne biramo teme C nego sredixte
hipotenuze i prvi sabirak mnoжimo sa 2 zbog simetrije u odnosu na x, a
drugi zbog simetrije u odnosu na y. Kada imamo mnoжeƬe sa 4, tada imamo
simetrije i u odnosu na x i na y.

Konaqno, dobijamo da ima 6n2 + 14n− 62 pravouglih trouglova.

2. Bez gubƩeƬa opxtosti moжemo pretpostaviti da je raspored taqaka
P −O−H −Q. Iz tetivnosti CA′IB′ zakƩuqujemo da je 180o = γ+∢B′IA′ =
γ + ∢AIB = γ + 180o − α

2 − β
2 , odakle dobijamo da je γ = 60o. Qetvorougao

ABOH je tetivan, jer je ∢AOB = 2γ = 120o (kao centralni ugao) i ∢AHB =
180o−∢BAH−∢ABH = α+β = 120o. Zato je ∢PHA = 180o−∢AHO = ∢OBA.
U jednakokrakom trouglu AOB je ∢OBA = 90o − γ, a kako je AH ⊥ BC, onda
je i ∢PAH = 90o − γ. Sledi da je trougao APH jednakokrak i AP = PH.
Analogno pokazujemo da je QB = QH i najzad je PQ = PH +HQ = AP +BQ.

3. Dokazujemo indukcijom po n da ovakvih x-ova ima beskonaqno mnogo. Za
n = 1 tvr�eƬe vaжi; pretpostavimo da vaжi za sve n < n0, gde je n0 > 2
neki prirodan broj. Stavimo x = 2y. Tada je po Ojlerovoj teoremi 2x −x =
22y − 2y deƩivo sa n0 ako je 2y − y deƩivo sa ϕ(n0) i y je dovoƩno veliko
(na primer, y > n0). Takvi prirodni brojevi y postoje prema indukcijskoj
pretpostavci, odakle sledi postojaƬe beskonaqno mnogo traжenih brojeva
x.

4. Primetimo da xi /∈ {−1, 0} i da je
xi

1 + xi
=

1

1 + x−1
i

. Koristi�emo slede�e

dve oqigledne qiƬenice:
(a) Ako su yi 6= 0 nule polinoma A(x) n-tog stepena, onda su y−1

i nule
polinoma xnA(x−1).

(b) Ako su yi nule polinoma A(x), onda su yi+1 nule polinoma A(x−1).
Iz (a) sledi da su x−1

i nule polinoma Q(x) = x48P (x−1), iz (b) – da su 1+x−1
i

nule polinoma R(x) = Q(x − 1). Konaqno, iz (a) sledi da su
1

1 + x−1
i

nule
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polinoma

x48R(x−1) = x48Q(x−1 − 1) = x48(x−1 − 1)48P ((x−1 − 1)−1)

= 18x48 + 3x(1 − x)47 + 2006(1 − x)48

= 2021x48 − 96147x47 + · · · + 2006.

Iz Vietovih formula za ovaj polinom, dobijamo da je traжeni zbir jednak
96147

2021
.

5. Zamenom x = 0 dobijamo f(f(0)+y+1) = f(y)+1. Sada imamo x+f(y)+1 =
f(f(x) + y + 1) = f [(f(x) + 1) + y] = f [f(f(0) + x+ 1) + (y − 1) + 1] = f(y − 1) +
(f(0) + x+ 1) + 1 odakle zakƩuqujemo da je

f(y) = f(y − 1) + f(0) + 1. (1)

Indukcijom dobijamo da je f(n) = f(0) + n(f(0) + 1) za sve cele brojeve
n. Ako stavimo y = 0 u (1) dobijamo da je f(−1) = −1 i zamenom y = −1
u polaznu jednaqinu dobijamo f(f(x)) = x. Ako primenimo funkciju f i
na levu i na desnu stranu jednakosti f(n) = f(0) + n(f(0) + 1) dobijamo
da je n = f(0) + [f(0) + n(f(0) + 1)](f(0) + 1) xto je ekvivalentno sa n =
f(0)(f(0) + 2) + n(f(0) + 1)2 a to moжe biti zadovoƩeno za sve cele brojeve
n samo ako je f(0) = 0 ili f(0) = −2. U prvom sluqaju dobijamo da je
f(n) = n a u drugom f(n) = −n−2. Jednostavno se proverava da obe funkcije
zadovoƩavaju uslov zadatka.

Prvi razred – B kategorija

1. On je uvek izme�u susednih kvadrata (n+ 2)2 i (n+ 3)2.

2. Videti rexeƬe 1. zadatka za prvi razred u A kategoriji.

3. a) Broj n2 +n+1 = n(n+1)+1 je neparan, pa ne moжe biti deƩiv parnim
brojem 2006.
b) Broj n2 + n+ 2 nije deƩiv sa 3 pa ne moжe biti deƩiv brojem 2007.

4. Neka je E druga preseqna taqka kruga sa centrom u A i polupreqnikom
AC sa pravom BC. Kako su trouglovi ACE i ADM jednakokraki, zakƩuqu-
jemo da je ∢AED = ∢ACM i ∢ADM = ∢AMD. Sledi da su trouglovi
AMC i ADE podudarni i DE = CM . Taqka M je sredixte stranice
BC, pa je DM = EB. Iz jednakosti ∢AEC = ∢ACE = 90o − ∢B

2 , sle-

di ∢BAE = 180o − ∢AEB − ∢B = 90o − ∢B
2 . Sada je AB = BE i naravno

AB = MD.
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5. Neka prave AD i AE seku pravu BC u taqkama F i H, redom (vide-
ti sliku). DovoƩno je dokazati da je DE sredƬa linija trougla AFH.
Trougao MBN je jednakokrak (BM = BN) i MN ‖ AH, pa je AMNH jed-
nakokraki trapez, tj. NH = AM . Analogno se pokazuje da je FN = AK.
Kako je AK = AM , to iz dobijenih jednakosti sledi da je FN = NH, tj. N
je sredixte duжi FH. Tada je D sredixte AF , a E sredixte AH. Dakle,
prava DE sadrжi sredƬu liniju trougla ABC.

A

BCH FN

E
K

D

M

Drugi razred – B kategorija

1. Ako obe strane date jednaqine stepenujemo na tre�i, dobijamo jednaqinu
ekvivalentnu polaznoj

x2 − 3
3
√
x2 3

√
x− 1(

3
√
x2 − 3

√
x− 1) − x+ 1 = 1.

Kako je
3
√
x2 − 3

√
x− 1 = 1, to iz posledƬe jednaqine sledi

x2 − 3
3
√
x2 3

√
x− 1 − x = 0 ⇐⇒

3
√
x2(

3
√
x4 − 3 3

√
x− 1 − 3

√
x) = 0 ⇐⇒

3
√
x2( 3

√
x(x− 1) − 3 3

√
x− 1) = 0 ⇐⇒

3
√
x2 3

√
x− 1( 3

√
x 3

√

(x− 1)2 − 3) = 0 ⇐⇒
3
√
x2 = 0 ∨ 3

√
x− 1 = 0 ∨ 3

√
x 3

√

(x− 1)2 = 3 ⇐⇒

x = 0 ∨ x = 1 ∨ x(x− 1)2 = 27.

Ako je x ∈ Z rexeƬe jednaqine x(x − 1)2 = 27, onda x deli 27 i x > 0. Zato
proverom za x = 1, x = 3, x = 9 i x = 27 vidimo da ta jednaqina nema
celobrojno rexeƬe. Dakle, jedini celi brojevi koji mogu biti rexeƬa
polazne jednaqine su x = 0 i x = 1. Proverom dobijamo da ovo zaista jesu
rexeƬa (provera mora da se izvrxi, poxto transformacijama nismo uvek
dobijali ekvivalentne jednaqine poqetnoj).
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2. Neku su celobrojni koreni prve jednaqine k i l, a druge m i n. Tada bi
na osnovu Vietovih pravila vaжilo

k + l = −b(1)

k · l = c(2)

2(m+ n) = −b− 1,(3)

2m · n = c+ 1.(4)

Iz jednakosti (4) sledi da je broj c neparan. Sada, na osnovu jednakosti
(2) zakƩuqujemo da su brojevi k i l neparni, iz qega, daƩe, na osnovu (1),
zakƩuqujemo da je b paran broj. Me�utim, na osnovu (3) sledi da je b
neparan broj. Stoga, brojevi b i c sa traжenim svojstvom ne postoje.

3. RexeƬe 1: Treba videti da li postoji realan broj a, takav da je

2x2 + 6x+ 6

x2 + 4x+ 5
6 a

za svako x ∈ R, i ako postoji prona�i Ƭegovu najmaƬu vrednost. Nejed-

naqina 2x2+6x+6
x2+4x+5 6 a ekvivalentna je sa nejednaqinom

0 6 a(x2 + 4x+ 5) − (2x2 + 6x+ 6),

(poxto je x2+4x+5 = (x+2)2+1 > 0 za svako x ∈ R), odnosno sa nejednaqinom

0 6 (a− 2)x2 + (4a− 6)x+ 5a− 6.

Neka je g(x) = (a−2)x2 +(4a−6)x+5a−6. Za a = 2 funkcija g(x) je linearna
i oqigledno je za neke realne brojeve Ƭena vrednost negativna (kada je
x < −2). Ako je a 6= 2, tada je g(x) kvadratna funkcija, koja treba da
bude nenegativna za svako x ∈ R. To je ostvareno akko je a − 2 > 0 i
0 > D = (4a − 6)2 − 4(a − 2)(5a − 6) = −4a2 + 16a − 12, odnosno ako je a > 2 i
a ∈ (−∞, 1]

⋃
[3,∞), dakle za a > 3. Na ovaj naqin smo dokazali da je f(x) 6 3,

za svako x ∈ R, a jednakost se dostiжe samo za x = −3. Iz svega navedenog
zakƩuqujemo da data funkcija ima maksimum i da je on jednak 3.

RexeƬe 2: Kako je

2x2 + 6x+ 6

x2 + 4x+ 5
=

2x2 + 8x+ 10 − 2x− 4

x2 + 4x+ 5

= 2 − 2x+ 4

x2 + 4x+ 5
= 2 − 2(x+ 2)

(x+ 2)2 + 1
,

na osnovu nejednakosti

−1 6
2t

t2 + 1
6 1

sledi da je

2 − 2(x+ 2)

(x+ 2)2 + 1
6 2 − (−1) = 3.
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Maksimum se dobija za

x+ 2 = −1 ⇒ x = −3.

4. Kako je zbir unutraxƬih uglova u konveksnom xestouglu 720◦, sledi da
je α1+α3+α5 = α2+α4+α6 = 360◦, pa se temena A1, A3, A5 osnom simetrijom
redom u odnosu na prave A6A2, A2A4, A4A6 preslikavaju u istu taqku O.

(Preslikajmo A1 u odnosu na A6A2 u taqku O. Neka je Op poluprava
koja nekonveksan ugao A6OA2 deli na dva ugla veliqine α3 i α5: ∢A2Op =
α3 i ∢A6Op = α5. Na polupravoj Op uoqimo taqku A da je OA jednako
stranici xestougla. Iz △A2A3A4

∼= △A2OA i △A4A5A6
∼= △A6OA sledi da

je A2A4 = A2A i A4A6 = A6A, pa se taqke A4 i A poklapaju.)
Naspramni uglovi romba su jednaki, pa je α1 = ∢A6OA2, α3 = ∢A2OA4,

α5 = ∢A4OA6. Poxto su kraci uglova A6OA2 i A5A4A3 paralelni i jednako
usmereni sledi da su jednaki pa je α1 = α4. Sliqno se zakƩuquje da je
α2 = α5 i α3 = α6.

5. Videti rexeƬe 4. zadatka za drugi razred u A kategoriji.

Tre�i razred – B kategorija

1. Primenom Pitagorine teoreme jednostavno dobijamo t2a = b2 + (a
2 )2 i

t2b = a2 + ( b
2 )2. Kako je tc = c

2 , to je prvo, na osnovu nejednakosti izme�u

aritmetiqke i kvadratne sredine, ta+tb

2 6

√
t2a+t2

b

2 =
√

5
8 (a2 + b2) = c

2

√
5
2 , a

zatim i ta+tb

tc
6

c
√

5

2
c
2

=
√

10. Dakle, maksimalna vrednost izraza ta+tb

tc
je√

10 i ista se dostiжe ukoliko je trougao jednakokrako pravougli, tj. za
a = b.
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2. Koriste�i procenu da je sin2 x > sin2005 x, sin2 x > sin2006 x i cos2 x >

cos2006 x, dobijamo

sin2005 x+ cos2005 x+ sin2006 x 6 sin2 x+ cos2 x+ sin2 x 6 1 + sin2 x 6 2.

Da bi vredela jednakost svuda moraju biti jednakosti. Zbog posledƬe
jednakosti mora biti sin2 x = 1, odnosno sinx = 1 ∨ sinx = −1. Proverom se
dobija da moжe vaжiti samo sinx = 1. RexavaƬem se dobija da je x = π

2 +2kπ,
za k ∈ Z.

3. Iz jednakosti povrxina dobijamo DE ·AE ·sin ∢DEA = CE ·BE ·sin∢BEC,
odakle je DE : EB = EC : AE i trouglovi DEC i BEA su sliqni, pa je
α = ∢ACD = ∢CAB. Primenom kosinusne teoreme za trougao ABE dobija
se

25t2 = 36t2 + 49t2 − 84t2 cosα

(BE = 5t, EA = 6t, AB = 7t), odakle je cosα = 5
7 .

4. Postoji 11 neekvivalentih mreжa kocke.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Pokaжimo da ne postoji jox neka neekvivalentna mreжa kocke. Primetimo
prvo da u mreжi kocke ne mogu biti 5 ili 6 kvadrati�a u redu (tada bi
1. i 5. pokrivali istu stranu kocke). Tako�e mreжa ne moжe sadrжati ni

kvadrat 2×2, , ni jer bi opet neka 2 kvadrati�a pokrivala istu stranu
kocke. Prvih 6 mreжa sa gorƬe slike imaju 4 kvadrati�a u redu, slede�e
4 imaju najvixe 3 kvadrati�a u redu i posledƬa ima samo po 2 kvadrati�a
u redu.

5. Ako je x > 6 i y > 6 tada je x! + y! deƩivo sa 9, dok 15 · 2z! nije. Dakle,
moжemo pretpostaviti da je y 6 x i y 6 5. Tada je

x!

y!
+ 1 =

15 · 2z!

y!
.

Ceo broj
15 · 2z!

y!
je neparan samo ako je z = 1 i u tom sluqaju je x = 4 i

y = 3. Ako je z > 2, tada je ceo broj
x!

y!
neparan, odakle sledi ili da je

x = y ili x = y + 1 i x neparan. U prvom sluqaju 15 deli y!, pa je y = 5 i
z = 4!, xto je nemogu�e. U drugom sluqaju dobijamo ili da je y = 2, x = 3
ili y = 4, x = 5, xto je tako�e nemogu�e. Prema tome, traжene trojke su
(4, 3, 1) i (3, 4, 1).
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Qetvrti razred – B kategorija

1. Videti rexeƬe 2. zadatka za tre�i razred u A kategoriji.

2. To �e se desiti kad grafik funkcije y = ax dodirne pravu y = x. Tada
mora biti (ax)′ = 1, tj. ax ln a = 1. Dakle, a nalazimo iz sistema:

ax ln a = 1, ax = x.

Odatle dobijamo da je x = 1
ln a , pa zamenom u drugu jednaqinu konaqno do-

bijamo da je a = e1/e.

3. Iz sinusne teoreme imamo da je sin α
a = sin β

b = sin γ
c . Odavde, koriste�i

dati odnos uglova i stranica, imamo
sin α

α = sin β
β = sin γ

γ .

Posmatrajmo funkciju f(x) = sin x
x na intervalu (0, π). Dokaza�emo da je ona

opadaju�a. Nalazimo da je f ′(x) = x cos x−sin x
x2 . Neka je g(x) = x cosx − sinx.

Kako je g′(x) = −x sinx < 0 na intervalu (0, π), to je funkcija g(x) opadaju�a
na Ƭemu i kako je g(0) = 0 imamo da je g(x) < 0 za svako x ∈ (0, π) (ovde smo

iskoristili i neprekidnost funkcije g(x) na [0, 2π)). Zato je f ′(x) = g(x)
x2 <

0 na (0, π), te je funkcija f(x) opadaju�a na ovom intervalu, xto smo i
hteli da pokaжemo. Otuda, koriste�i qiƬenicu da je f(α) = f(β) = f(γ) i
α, β, γ ∈ (0, π), zakƩuqujemo da je α = β = γ = π

3 . Dakle, jedini trougao za
qije uglove i stranice vaжi dati odnos je jednakostraniqni trougao.

4. Analiza: Upixemo pravilan dvanaestougao A1A2...A12 u kruжnicu k.

OA1

A2

A3
A4

A5

A6

A7

A8

A9

A10
A11

A12

U temenima dvanaestougla mogu se konstruisati jednakostraniqan trougao
A1A5A9, kvadrat A1A4A7A10 i pravilan xestougao A1A3A5A7A9A11. Ako
je polupreqnik kruжnice r, onda je a3 = A1A5 = r

√
3, a4 = A1A4 = r

√
2 i

a6 = A1A3 = r. Na osnovu jednakosti (r
√

3)2 = (r
√

2)2 + r2 sledi da su a3,a4

i a6 stranice pravouglog trougla.
Konstrukcija: Konstruixemo pravilan xestougao A1A3A5A7A9A11. Kon-
struixemo kruжnicu sa centrom A1 i polupreqnikom A1A9 = r

√
3 i kruж-

nicu sa centrom A7 i polupreqnikom A7A11 = r
√

3 U preseku ove dve kruж-
nice dobijamo taqke M i N . Trougao MOA1 je pravougli gde su stranice
OA1 = r i A1M = r

√
3 odatle sledi da je MO = r

√
2. Sada je dovoƩno da se
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iz temena xestougla opisuju kruжnice sa polupreqnikom MO i dobi�e se
jox 6 temena pravilnog dvanaestougla.

OA1

A3 A5

A7

A9A11

M

N

Dokaz: Dokaz sledi direktno iz analize i konstrukcije.
Diskusija: RexeƬe je jedinstveno i uvek je mogu�e.

5. (a) Bilo koji petocifreni palindrom abcba moжe se prikazati u obliku

abcba = 10 001a+ 1010b+ 100c = 101(99a+ 10b+ c) + 2a− c.
To znaqi da je taj palindrom deƩiv sa 101 ako i samo ako je 2a− c = 0

(jer je za bilo koje cifre a i c ispuƬeno |2a − c| < 101). Jednaqina 2a = c
implicira da je a 6 4. Poxto traжimo najve�i broj, uze�emo da je a = 4.
Tada je c = 8. Kako za cifru b nemamo nikakve uslove, to �emo uzeti b = 9
da bismo dobili najve�i mogu�i broj. Dakle, traжeni broj je 49 894.
(b) Me�u slede�ih 109 uzastopnih petocifrenih brojeva

10 902, 10 903, . . . , 10 999, 11 000, . . . , 11 009, 11 010

nema palindroma. NajmaƬi i najve�i petocifreni palindromi su redom
10 001 i 99 999. Pre broja 10 001 je samo jedan petocifren broj, a iza bro-
ja 99 999 nema vixe petocifrenih brojeva. Pokaza�emo da posle bilo kog
petocifrenog palindroma x, x 6= 99 999, postoji drugi petocifren palin-

drom oblika x+100 ili x+110 ili x+11. Oznaqimo x = abcba. Ako je c 6= 9,
tada je broj

x+ 100 = ab(c+ 1)ba

palindrom. Ako je c = 9 6= b, broj

x+ 110 = a(b+ 1)0(b+ 1)a

je palindrom, i konaqno ako je c = b = 9 (naravno, a 6= 9) broj

x+ 11 = (a+ 1)000(a+ 1)

je palindrom.
Prema tome, najve�i mogu�i broj uzastopnih petocifrenih brojeva

me�u kojima nema palindroma je 109.



56

SADRЖAJ

Opxtinsko takmiqeƬe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

Okruжno takmiqeƬe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

Republiqko takmiqeƬe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

RexeƬa zadataka sa opxtinskog takmiqeƬa . . . . . . . . . . . . . . . . 20

RexeƬa zadataka sa okruжnog takmiqeƬa . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

RexeƬa zadataka sa republiqkog takmiqeƬa . . . . . . . . . . . . . . . 41


