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KparyjeBarg

Kparyjesan je mpuBpemnu, KyJaTypHO—IIPOCBETHU, 3IPABCTBEHU U IOJIU-
tuuku nentap llymanuje u Ilomopasma u cycemuux peruona. Hasasu
ce y cpuy llymanuje u Cpbuje. Ilomurmyr je ma obanama Jlemenune y
KparyjeBaukoj roriauHu, rme ce AOTW:KY KPAjHU OTPAHIUW IIyMadujCKUX
mnaauna: Pymnuwka, pror Bpxa u ['menqnhrux nnanuna.

Ca 180252 cramoBruka (mo momucy w3 2002. roguse) IO BEJIWYMHU je
npsu rpan y lymanuju, a yersptu y Peny6munu CpOuju. Ha rpamckom
noapyd4jy xuBu 147 473 craHOBHUKA, a Ha ceockoM 32 779.

Kparyjesarn y mociaenmux HEKOJIUKO TOOUHA TOKUBILABA BEJIUKU IPEIOPOT
1 OX Tpana Ca HEMOMyJapHUM EMUTETOM , HOJUHA rjiaanu’ mIpeobpaskaBa
ce y rpan Busuje m OymyhrHOCTH, Yy rpan ca BEJIMKOM MNEPCIEKTUBOM,
rpajx KOju Y CBAKOM CMUCIY OIpaBIaBa CBOje IEHTPAJHO MECTO Y PErUOHY,
He caMo reorpadcku, Beh y ¢BuUM cerMeHTHMMa MOJEPHOT KUBOTA CBOJUX
rpabana. sKesma 3a manpenosamem Kparyjesna paba ce us swybasu npema
OBOM I'Dany W HaJA3W Ce M3HAJ CBUX OCTAJUX MHTepeca. KparyjeBuanu y
TOME HUCY MOMEJ/bEHU, & TO je jeAUHU MyT MPEenopona rpaja KOju HaM je Yy
cpy.

KparyjeBan je mme mobuo o nturu Kparyj, koja je y cpeameM BEKy KOPU-
mhena 3a J0B, a ZaHAC 3ay3MMa IIOYACHO MECTO Ha I'DaICKOM I'pby.

Vwme rpama mpBu IOyT je CHOMEHYTO y TYPCKOM monucy u3 1476. ronume
kao ,,Kparyjodua”, Tpr ca 32 kyhe. Opn rakBor Hacema, Kparyjesar je
“3pacTao y 3HadajaH rpam, mo MHOro yemy npsu y CpOuju.

Kparyjesam je om 1818. mo 1841. romwHe, OOJIYKOM TANAINEKBEr CPICKOT
Bragapa Kuesa Mwuaoma O6penosuhia, 6uo I[IPBU IIPECTOHU I'PAIL
MOJEPHE CPIICKE AP:KaBe.

Y KRparyjeBmy je 1835. romune yCBOjeH TPBU CPICKU ¥ CTaB, MO3HAT KaoO
,Cperemcru” .

Y Kparyjesuay je 1833. rommue ocHoBana mpsa rumuasuja y Cpbuju, a
1838. ,,Jlumnej”, npereua IPBOr CPICKOr Y HUBEP3UTETA.

Y KparyjeBuy je 3auera mo3opuinaa ymeraHoct y Cpbuju, 1835. romune,
KaJa je OCHOBAHO IPBO CPICKO MO30PUIITE HOJ HA3ZUBOM ,,Kmakecko —
cepbcku Teatap”.

Y Kparyjesuny cy mOKpeHyTe mpBe cplcke HoBuHE — ,,HoBuHe cpbeke”.

Y 20. Bery, KparyjeBam mo:xkuBmaBa WHIyCTPUjCKy ercuansmjy. Lllu-
pOM cBeTa rpaj MocTaje MO3HAT IO MPOU3BOABU ayToMobuiaa y Pabpumm
»3acraBa”, koja je maptaep kommanuju PUAT.

[Tapanenno ca uraycTpujamu3anujoM, y apyroj momsosuuau 20. Beka, Ha KO-
pennMa nocrasi/reHuM Buie o1 100 roauua panuje, y Kparyjesmy ce pa3su-
jajy 3apaBcTBO 1 obpa3zoBame. Kparyjesall u Ha TOM IIJIaHY IIOCTAje IIEHTAP
CpbOuje, mpe cBera 3axBajbyjyNum MOOEPHO OIPEMJ/bEHOM RaImHMYKOM Ite-
HTDY, YHUje yCIyre KOPUCTU OKO ABa MuianoHa rpabana nearpanue Cpbuje,



kao m MebymaponHoMm yrieny Y HuBep3urera ca 11 ¢akxynrera. Bucoro
obpazoBame Ha Y HUBep3urery y KparyjeBuy crtuue oxo 12.000 crynenara
u3 nese CpOuje m MHOCTPAHCTBA, KOju MMajy HOOpE yCIIOBE 3a KUBOT Y
MOIEPHO ONPEMJLEHUM CTYAEHTCKUM HOMOBUMA.

Kao rpan 6orare ucropuje, Kparyjesa ca ouyBaHOM KyJITYPHO—UCTOPU-
jCKOM OAIITMHOM Ha CBAKOM KOpaky moaceha Ha CBOjy HIPOILIOCT YTHKAHY
y temesme Oynyhuocru Cpbuje. Haj3mauajuuje 3HameHuTOCTH, KOjE CE€ OX
ocTaaunx mocebHO m3aBajajy 300r maBHUX BpeMeHa 1 morabaja Koje omciiu-
KaBajy, CKOHIEHTPUCAHE Cy y3 pery Jlemenuily, ca meHe necHe U JieBe
cTpaue, rae je Kparyjesamn u macrajao.

Tokom rommme, rpan je momahwmu Opojuux mMebhyHapOZHMX U JIOKAJHUX
MaHUpecTanuja, Koje ce, yriaBaHoM, npupelyjy y Mecenuma y KOjuMa I'pam
obenekaBa 3HaUajHe maryme. Tako, y Majy, Ha mporpamMy Cy CBEUAHOCTU
y OKBUpY mpocJiase bypunesnana, 6. maja — Jlana u Cunase Kparyjesna, a
okTobap je mocsehen cehamy Ha kprBe crpemsmama 1941. romuse. Anu u
Yy OCTaJIMM IePUOANMa FOAWHE, T'PAaJ je IPEenyH 30MBama 3a CBAKU y3PACT
U CBaA4YUjU YKYC.

Tpenynu 3a y:kuBame MOry ce mposectu Ha jezepy y lymapunama, mo-
3HATOM U IOJ MOIYJAPHUM Ha3UBOM , KparyjeBauko mope”. Ilopen jese-
pa, oMuibeHO crenuinTe KparyjeBuana TokoMm Jjeta cy u ['pancku GaseHu.
Mame jezepo, mom HA3UBOM ,,bybam” , HamOMak IeHTpa rpaga, ca 6oraTom
¢GaopoMm m payHOM, IpencTaB/ba 0a3y MUpPA.

I'pancku crammon ,,Ymka Ilaua”, kamamurera 15.000 mecrta, momahwun
je sHadajHUX ¢Gya0AJNCKAX yTAKMUIA W ATJIETCKAX MUTWUHTA, & BEJIUKE
cropTcke MaHudecranuje onp:kasajy ce n y CnopTckoj qsopanu ,,Jezepo”.
KparyjeBarn je rpan 6orare ucropuje, KyaTypHe DamTuHe, TPal UHIY CTPU-
je, rpam MiIanux, Tpam Tpaaulje u rpan okpenyT oynyhuoctu. Ko jemmom
nobe — 3acurypuo he ce jom koju myT BpaTuTu...Yocrasom, jom 1874.
romuue, Yex, Koucrautun Jupuuek, 3a Kparyjesarm je perao: ,,beorpan
je EBpomna, amu, ako xohiere ma BuauTe IpaBo CPICKO MECTO, UIUTE A
BuguTe Kparyjesarr...”

JINMUHA KAPTA IIPBE KPATYJEBAYURE 'MMHA3SWUJE

[Ipea rparyjeBaura ruMmuasuja je Hajcrapuja rumuasuja y Cpbuju. OcHo-
BaHa je 1833. rommue. Y OBOj IIKOJU je V TOKY HEHE Iyre TPAIUINN]je
CTUIAO0 3HAIE BEJIUKU OPOj MO3HATUX JbYIU y HAYIU U yMETHOCTU. Beauku
6poj moauTHUYapa, AP:KABHUKA U BUjCKOBODha cy Ounu Hanu unu npodecopu
IIpBe kparyjeBauke rumuasuje. Y TOKY CBOI MOCTOjama IIKOJIA j& OeJIUJIa
cynbuny mapoma Cpbuje.

l'ognue 1887. wama je KparyjeBam mmao mecerak Xxuibalda CTAHOBHUKA,
3aBpIIeHa je HOBa 3rpana KparyjeBauke rumMuasuje, jeAHO O HAJIEHIINX
3mama y Tpamgy oo JaHammux maHa. l[Ipojekar je ypaben y Beuy, a usrpa-
Oba je Tpajasa deTupu FOAWHE. 3rPaja je HOL 3alTUTOM AP:KAaBE Kao
KYJATYPHO—UCTOPUjCKU croMeHuK. [IpBu pamgHm maH y HOBOj 3rpaau Ouo



je 21. oxrobap 1887. romumue, Ka0 CMMOOJIMYHO HpEACKA3ae HAJIPIEr
naTyMa y UCTOPUJU IIKOJE.

Benaurn 6poj bHaka m mpodecopa crpeman je 21. orrobpa 1941. ro-
muae. Crpespame je M3BPIINIA HEMAYKA BOjCKa. 1aj maH ce CBake I'OOUHE
obenesxkaBa maHupecranujom ,,Bennknu mkosncku gac” y lymapunama xon
CIIOMEHUKA CTPEJLAHUM harumMma.

[Ipea kparyjeBaura rumuasuja manac miroiayje oko 1100 yuenwmra. IIxo-
ga oOpa3yje yYeHuKe MPUPOTHO—MATEMATUYKOT U JAPYIITBEHO—jE3WUKOT
cmepa. Onm 1992. roguue y [IpBoj KparyjeBaukoj ruMHa3uju ce obpasyje u
IO jeAHO CIeNnujaJn30BaHO Onelhele, Koje paau mo mporpamy MaremaTu-
uke rumHaszuje. Omx 2007. roamHe yBEIEHO je MO jemHO OTJIEAHO OIEJHEHE
CeaMOr M OCMOT pa3pena OCHOBHE INKOJIE 33 YUYEHUKe HaJAPEeHE 3a MaTeMa-
TUKY.

Yuenunu IlpBe kparyjeBauke ruMHasuje yuyeCcTBY]y Ha TAKMUYECHUMA Yy
3HABY M3 CBUX HACTABHUX IPEIMETa WM Ty MOCTIKY BeoMma moOpe pesy-
arate. Besuku 6poj ydeHMKa ocBaja Harpajle Ha PEIyOJUYKOM HUBOY, a
HEKU yYeHUIU CY YYEeCTBOBAJU Yy €KWllaMa Koje Cy IPeICTaBJbajie HaILy
3eMJby Ha MHTEPHAIMOHAJIHUM TakMuuewmuMa. Behwna yueHuka cy ycoe-
IHU CTYAEHTU Ha AoMallvM M CTPAHVUM YHUBEDP3UTETUMA.

IIpBa kparyjeBauka rmMHA3HUja je TPAIUNMOHAJIHO YKUBAJIa YIJeH, KaKO
300r CTPYYHOCTM U KBAaJIMTETA CBOjUX Ipodecopa, TAaKO U, IpPeE CBera,
300T CBOjUX YUYEHWKA, aMOUIMO3HUX U YBEK sKEJbHUX 3HAMmA. llpuimkom
npocuaase jybuieja, 175. romuue mocrojama, [IpBa KparyjeBauka ruMHa-
3Mja je mporJaieHa mKOoJIOM Ol moceOHoT naTepeca 3a Penyb6auky Cpbujy.

Cpake romumsae ce BeJukm OpoOj TakMuuema opranmsyje y I[Ipeoj xpary-
jeBaukoj rumuasuju. Ilomahwuu je u oprammzarop Ilozopumuux cycpera
rumuasuja Cpbuje. IlpBa kparyjeBauka rumuasuja je y majy 2009. ro-
muae Ouna momahwmu 26. Baakamcke MaTreMaTWyke OMUMNNUjaAe YUCHUKA
CpenmuX MIKOJIA.

ITonocehu ce cBojom Tpamunujom, obaBe3a je ma yrien KOjU je CTUIAJIA
IIPpEeKO TeHepanuja cBojux haka u mpogecopa, dyBa U HOAW:EKE, MKOIY]yhn
oymyhe unTenexryadme.



© 0 N o ooe W

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

PEIIY BJIMYKA KOMUNCNJA

3a TaKMUUYEeHha U3 MaTeMaTHKe yJYeHUKa CpeqiUX IIK0Ja,
mkoJicka romuaa 2009/2010.

Baatuh mp Bragumup, Paryarer opranm3anmoHux Hayka, bBeorpan
Bapanuh Dopbe, Maremaruuku uuncturyr CAHY, Beorpan
Iuvmurpujesuhi mp Caabana, [IM®P, Kparyjesa

Hopocnosauku np Pame, ®TH, Hosu Can

Iyromuja np bopbe, Maremarnuru ¢axynrer, Georpan

Dyrxnh Iyman, Yuusepsurer y Toponry, Kanana

sKusamesuh np Pane, Maremaruuku uncturyr CAHY, Beorpan
Nauh Anerkcammap, [IM®, Hum

Kuesxxeruh mp Muman, Maremarnuru ¢axynrer, Georpan

Kprunrh mp Hopbe, Marematuuknu ¢parynrer, beorpan, npencenuux
Jlykuh Munusoje, Kanrex, CAIL

Maruh Usau, Beprau, CA Il

Munuhesuh np Bopbe, Yuusepsurer y Muuureny, CA Il
Munocasmesuh Mwunom, [IM®, Hum

Ormwanosuh mp Cpbhan, Maremaruuka rumuasuja, beorpan
Panosarmosuh Mapro, Maremarnuru ¢daxynarer, Beorpan

Cennunh mp Anekcamnap, ['mmuasuja, Kpameso

Crojakosuh np Mwumom, [IM®, Hosu Cag

Tomwmh Wsanka, 'umuasuja, Bameso

ITo6or np Bopuc, IM®, Hosu Can

IIpeBonm ma mabapcku je3uk:

1.

2.

Ilerh np Xajmanra, 'pabeBuncku dparynrer, Cyboruna

Poxmur mp Amngpea, I'pabesuncku dpakynrer, Cyboruna



OIIIIITVHCKO TAKMUNYEILE 13 MATEMATHVRE
YUEHUWKA CPEIILUX MIKOJIA, 23.01.2010.

Ilpeu pa3pen, A rareropuja

1. Hera cy 17 u Ts tesgkumra NA1B1C1 u AAsBsCy, penom. okazartu na
BaKU

A1A2 + BlBQ + 0102 =3- T1T2 .

2. Ilpupoman 6poj n maje ocratak 35 mpu memewny u ca 2009 u ca 2010.
Koauru je ocrarak 6poja n mpu mememy ca 427

3. Heka je CD cumerpana <BCA rtpoyraa ABC (D € AB) u AC + BD =
BC + AD. Jlokazatu na je AABC jenHakoOKpax.

4. Ha nu 6poj 20102910 + 1029 pva Behim 6poj madapa y AeKaTHOM 3aMHACY
ox 6poja 201020107

5. CBako on jemmHUYHUX MMOJba Tabmauie 3 X 3 060jeHo je jemHoMm on Tpu
6oje. Komuko mma pasauuutux Oojema KO KOjUX Cy CBakKa OBA CyCeIHa
jemuaMuHA Mo (Tj. MOJbA Ca 3ajeTHUYKOM CTPAHWIOM) pasauuute 6oje?

ITpBu pa3pen, B kareropuja
1. Oppenutu ckynoBe A u B 3a koje Bawu:
1° AUB ={1,2,3,4,5,6},
2° 2€ A\ B,
3° 3¢ B\ 4,
4° AN{4,5,6} =0 u
5° BN {1} = 0.
2. Heka je g: R — R medunucana ca g(5 —2x) =4z — 7.
(a) Ompemutn g(z).
(6) Ompenutu pyurmmjy f, axo je f =gog.
(B) Ilokazatu ma je f 6ujexnuja u ogpemutu f~1(z).
3. Hera je n € N. Ilokazatu ma je 6poj n(n — 3)(n? — 3n+ 14) nemus ca 8.

4. Buperu npyru 3amaTak 3a npBu pazpen A kareropuje.

5. Bumeru neru 3amarak 3a npsu paspen A rareropuje.



Jlpyru pazpen, A kareropuja

1. Hera je m € R takas na jemnaunna x2—2(m—1)z+m+5 = 0 uma peasnne
u pazamuunte KopeHe. JlokazaTu ma je TaYHO jenaH KOPEH Te jeAHAYUHE Y
unTepBasy (—2,3).

2. Heka je H oprouentap omrpoyriaor AABC, a M cpemumire cTpaHuie
BC. Ilpasa roja cangp:xu tauky H u HOpMmasHa je Ha npaBy HM ceue
npase ABu AC 'y E u F, penom. Ilokasatu na je HE = HF.

3. Ogpenuru cBe npupoane OGpojeBe N uuju je KyOHU KOpPeH jenHak Opojy
KOju ce u3 n nobuja GprcameM IHeroBe Mocienmne TPU mudpe y AeKaTHOM
3amucy.

4. Ilorazatm ma moctoju GeckoHauno MHOTO ypebemmx maposa (z,y) €
(0,7)?, Tako ma je ckym

{sin® z + sin®y, sin?(z + y), 1}
IBOEJEMEHTAH, & CKyI {sinnz + sinny | n € N} ronavasn.

5. Ila mu ce Tabma 8 X 8, U3 KOje je UCEUEHO NOHEe-JE€BO U TOPHE-IECHO
IIOJbe, MOKe IOIIOYaTH (urypama odJmKa:

mH oo .

Ipyru paspen, B kareropuja

1. Ogpenuru cBe KOMIJIEKCHE OpojeBe z, Tako ma Basku z—z = 4—2i—|z—i|.
2. Y ckymy peaJyiHUX OpojeBa pPemUTH HEjeTHAUUHY

3

x2+x+7<3.
24+ z+1

3. Y AABC je <ABC = 2-<BCA. Hera je BE (E € AC) cumerpaia
<ABC. Hokazaru ma je AB? = AC - AE.

4. Oppenurtu cBe mpupoaHe GpojeBe n > 3 3a koje je 6poj n? + 9n — 22
IpOCT.

5. Bugmetu npsu 3amarak 3a apyru paspen A kareropwuje.
Tpehu pa3spen, A kareropuja
1. Y ckyny peasHUX OpOjeBa PEUINTU HejeTHAYNHY
log, /5 log, (4" — 12) < 2.

2. Onpemntu Hajsehu 3ajennuurn memumian 6pojesa 1+2010! u 14 (2010!)!.



3. Hexka je D cpemumre ayka BC' omucane kpyskaune AABC koju He
canp:xku Taurky A, a M rmauka nmoauronamne aunuje B — A — C' uajOnmwka
AC — AB

5 .

4. Heka je S ckyn Tavaka (z,y) y KOOPpAUHATHO] DABHU YUje CY KOODIUHATE
nenu OpojeBu koju 3amoBosbaBajy 0 < x <9, 0 <y < 4 u Heka je omabpana
21 Traura u3 S. llokasaTu ma mOCTOjU IPABOYTMaOHUK uMja cy TeMmeHa mebhy
omabpaHUM TavykKaMa, a CTPAHUIE IapaJjielHe KOOPAMHATHUM OCaMa.

5. Y AABC je <BCA > 90° u <CAB < <ABC. Tanrenra Ha OIuUCaHY
kpys&uuny k y tauku A ceue npaBy BC' y tauku P. Heka je M Tauka Ha
k, raksa na je PM = PC (pasauuuta ox tauke C), N npecek upasux CM

u AB, a D upecek onucane xpy:xuuie AAMN u npase AP (pazauuur of
A). Horazatu na je CD || AB.

tauku D. Axo je AC > AB, nokasaru na je CM =

Tpehu paspen, B kareropuja

1. Heka je a € R. Y cryny peannux OpojeBa PEMIUTU CHCTEM

r + y + az = 1—a,
ar — Yy + z = —1,
T - ay — z = 0.

2. Y jomtTy je ymmcana TpaBUJIHA TPOCTPAHA MUPAMUAA CA MPABUM UBU-
YHUM yraoBuMa npu Bpxy. OapemuTu OOHOC AY:KUHA BUCUHE IMUPAMUIE U
IIOJIYIIPEYHWKA JIOITE.

3. Heka je x € (O, g) Axo je

cosx _ cos(x + ) cos(x+2¢p) cos(z + 3p)

a b c d ’
atc b+d
b ¢

4. Heka je n € N. Koauko pemema nMa CKyDOBHA jeTHAUMHA

NOKa3aTu 1a je

XUY ={1,2,...,n}?
5. Bumeru npsu 3amarak 3a tpehu paspen A rareropuje.
UYerBpTH pa3pen, A kKareropuja

1. Hora3aTu na 3a x > 0 BaKy HejeTHAKOCT

3 P

3 3 T
l+--z+--22-=<(1
+2 x+8x 16<(—i—:v)

ol
Do | W

<l+z-z4+<--2°

8

2. Ha tabay 8 x 8 nmocraButu HajBehu moryhu 6poj TomoBa, Tako aa CBakKU
Ol BHLUX Tyde TAYHO JeIHOr OJ[ IPEOCTAJIUX TOIOBA.



3. Y omrpoyriaom AABC je BC > CA. Heka je O uenrtap onucame
Kpyskuuie, a H oprouenrtap oBor Tpoyriaa u F nonuoskje Hopmadie u3 C Ha
AB. Hopwmauna va OF y F ceue AC y P. Ilokazaru na je <FHP = <CAB.

2010

4. Ogpemutu cBe mpocte 6pojese p, taxse ma p20l0 | 20107 +1.

5. Buneru neru 3amarak 3a tpehu paspen A rareropuje.
YerpTu pa3pen, b kareropuja
1. Onpenutu Bpemaocty m € R 3a Koje cucrem

r + Yy - z = 1,
2 + 3y + mz = 3,
r + my + 3z =

VMa jeIMHCTBEHO DeIleH€ y CKYIly peajHuX OpojeBa U ONpPEeIUTH TO Pelle-
Be.

_ - —

2. Berkropu @' +2-b u a —3- b cy ronmuneapuu. llokaszaTu na cy BEeKTOPU
—

—

a m b KoauHEapHU.

3. Buneru npyru 3amartak 3a tpehu paspen b kareropuje.

4. Y ckyny peasHux OpojeBa PEIIUTU HEjeTHAUUHY
8.3VT+ VT L gVr+1l5 gV7,
5. Koauko mma peasnux x € [200927r, 201027r] 3a KOje je Hu3
sinz, sin3z, sinbdz,...,sin(2n + 1)z, ...
APUTMETUYKA !

ORKPYHO TAKMUWYEILE U3 MATEMATUKE
YUEHHMEKA CPEIILUX IMIKOJIA, 20.02.2010.

IlpBu pa3pen, A kareropuja

3

1. Heka cy z,y,2 € N 3a woje Bamu 23 — y° — 2% = 3zyz u 22 = 2(y + 2).

Oppemuru x + y + z.
2. JlokasaTu Ui OMOBPrHYTU TBPheme:
3a cBaku npupomaH OpOj m mOCTOju mprpomaH Opoj T Koju je

nesbuB ca n, 30up nudapa My je jeoHaK N U Y JEKATHOM 3AIUCY
ce 3aBpIIaBa HU30M Iudapa Koje UWHe NeKanHU 3amnuc bpoja n.



3. Heka je ABC omrpoyrau tpoyrao. Kpyskuuna k, nan npeunurom AB,
ceue crpanune AC u BC y raukama M u N, penom. Tanrenre kpyskuuie
k y taukama M u N ceky ce y tauku P. Axo je CP = M N, onpemuru
<BCA.

4. Y NABC y rome je BC' # CA taurke H,T u O cy opToueHTap, TeKHUIITEe
U [eHTap ONmcaHe KpyskHuUIe, penoM. Heka cy tauke P u () cumerpuune
taukama 1T u H, pemom, y ommocy ua O. Heka je D cpemumre AB, R
resxumre AABQ u U npecek npasux OD u RT. Iloka3atu na je U Tesxumire
ADPT.

5. Ha xonuko HaumHa IMECT mapoBa MOKE Oa CEMHE Y Penl OMOCKOIa KOju
nma 20 MecTa, aKO CBaKW map yKejJu Ia CeIHe Ha CyCcemHa MecTa?!

ITpeu pa3pen, B kareropuja
1. Koauro pemena nma jennauunsa |2z + 1|+|z — 1| = 2—2 y ckymy peannux
6pojesa?

2. Y mpasoyraom AABC unan karerom BC Ka0o OIPEYHUKOM KOHCTPYUCAHA
je KpyskHUIA Koja ceue xunoreny3y AB y tauku E. Tanrenra oBe Kpyk-
uune y tauku F ceue rarery AC y tauku D. Ilokazaru na je NADE
jeTHAKOKDAaKN.

3. Oxpemutu mudpy meceruna 6poja 20112910 (y mexammom 3amucy).

4. Amna, Be6a, Becna u I'ona cy omnyunie na nocere lamy. Jorosopuie
cy ce ma noby y passmuuura BpeMena (y TOKy ucror gaxa). McmocraBuio
ce caeneche:

Ana je moceruna Ilany y 8 carn,
Beba je mocermna lany y 9 catn,
Becna je moceruna Ilamy y 10 carm,
lNoma je mocermna amy y 11 carm,

aJIM HUje TMO3HATO N4 JU jé TO OUIO YjyTpo WU yBeue.
Hana je umana 6ap jemny nocery usmeby Ane u GeBe.
Ana vuje nmoceruna lany u npe Becue u npe Tote.
Becua nuje noceruna Hauny uzmeby Bebe u [Nome.

Onpenutu KojuMm pemocyaenom cy nmocehusBaau Ilamy.

5. Bugmetn npsu 3amarak 3a npBu paspen A rareropuje.
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Jlpyru pazpen, A kareropuja

1. Hera je ABCDFE upasusan neroyrao. lIpeceune Tauke HeroBux Auja-
romaJia ymHe npasuian neroyrao A1 B1C1 D1 E;. Onpenutu oqH0C MOBPIIN-
Ha OBa [Ba METOYTIJA.

2. Ha typuupy yuecrByje n > 2 urpava. I[IpemsBubeno je ma cBaka maBa
urpaya omurpajy mo jemmy maptujy. Mebhyrtum, urpau A je mamyctuo
TypHUDP HakoH k ommrpanux mapruja (1 < k < n—3), a urpau B HakroH
jenue omurpane napruje. Ocrany urpadym HUCY HAIyIITaad TypHUpP. Ha
TypHUDY je omurpano 55 mapruja. a mu cy A u B urpamu mehycobuo?

3. Hera cy M, N, P,() konuHeapHe Tauke, Tako na Baxku M — N — P — @
u MN =4, NP =2, PQ = 6. Heka je T Taura Bau npase M N u3 koje
ce nysxku M N, NP, PQ) Bune nox jemmakuMm yriaom «. Onpemurum moryhe
BPEIHOCTHU (.

4. Opgpenuty cBe npupoaHe OPOjeBe N 3a KOje MOCTOjU MOJUHOM Ca LEeJIUM

koepunujenTuMa p(r) Takas ga je p(d) = 5 3a CBAKM MO3UTUBAH ICJHIIAIL

d 6poja n.

5. Heka cy a,b peamnu 6pojesu u3 murepsana (0,1). Iorazatu ma je

2 2 at+bt—1 2

a =1 ako u caMoO aKo je ——————— = — .
w173

JIpyru paspen, b kareropuja

1. Hera je M cpemumre crpanure C'D kBanpara ABCD, S npecek nuja-
rouasa, a P cpemumre nysxm AS. Ilokaszatu ma je <PBS = <M BC.

2. Y crymy peansux 6pojesa pemurtu jemaaumay \/ 22+ +1=1—2—2°.

3. Y ckymy peajHux OpojeBa pPEemmUTH CUCTEM

rt+ay+y = 2+3\/§,
2 +y* = 6.

4. Ha typuupy yuectByje n > 2 urpauya. IIpenBubeno je ma cBaka naBa
urpaya omurpajy mo jemmy maptujy. Mebhyrtum, urpau A je mamyctuo
TypHUP HakoH 10 omurpanux mapruja, a urpad B HAKOH jenHe OOUTDAHE
napruje. Ha typuupy je omurpano 55 maprtuja. Ha su cy A u B urpanu
Mebhycobuo?

5. Ha nmurame roju my je 6poj xyhe, Ilepuna je oaroBopuo cienehe:
Axo je moj 6poj ryhe memus ca 3, ouna je ou uameby 50 u 59.
Axo moj 6poj ryhe nuje memus ca 4, ouna je o uzmeby 60 u 69.
Axo moj 6poj kyhe nuje nemus ca 6, ouga je o uamebhy 70 u 79.

Koju je Ilepunuu 6poj xkyhe?
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Tpehu pa3pen, A kareropuja

n—3

1. Jloka3zaTu ma je mpupoaad 6poj n = 4 IpPOCT aKo 1 CaMO aKo N | Z(kk')
k=1

2. Heka cy x1, s, ..., 22010 € C cBe mysne momuroma 22910 +2024-2. Uzpauy-

2011 2011 2011
HaTU r| 0 + x5 + ...+ T370-

3. Heka je n > 3 mpuponan 6poj. Mcnuratu uCTUHUTOCT TBphHema:

Axo 3a MeDhycobOHO pasianuuTe KOMILJIEKCHE Opojese 21, 29, .. ., Zn
3a koje je |z1| = |z2| = ... = |zp| BakU 21 + 22+ ...+ 2z, = 0,
Tama cy Tauke onpebeHe KoMmIIeKCMM OpojeBUMA 21, 22, ..., 2Zn

(y HEKOM MOPEeTKy) TeMeHa MPABUJIHOT N-TOYTJIA.

4. Konuko mma monckymosa ckymna {1,2,...,10} xoju He canpske Tpu ysa-
CTOIHA IpupoaHa 6poja?

5. Heka je ABCDE kousekcan meroyrao. Heka je {Pi1} = ABNED,
(P} = BCNEA, {P;} = CDNBA, {P,} = DENCB u {Ps} = EAn DC.
Kpy:xuume onucane oko tpoyraosa PiAE, Po,BA, PsCB, P,DC u PsED
cery ce y taukama A’, B’, C', D' u E’ pazmuuntum on tavaxa A, B, C, D
n E. Jlokazatu ma cy tauke A', B', C', D' u E' xKounukanune.

Tpehu pazpen, B kareropuja

N
— —
1. Iloka3aTtu ma 3a cBe BEeKTOpe @, b, ¢ Baku

X b+ D XTH+TXT = (?+7)x(7+?)
n (7+?>x(?+?)
+ (?+?)x(?+7).

2. Ako je r moaynpedHuk OCHOBe U H BUCUHA IpaBe KPY:KHE KyIle, a p IO-
1 1 2

JYNPEYHUK Cepe ynucame y Ty Kyly, AOKa3aTH Aa BAKU — — —5 = — .
p r pH

T .
3. Ompenuru; cBe x,y € (0, 5) KOJjU Cy pelema CUCTEMa
cosz = 2cos’y, sinz = 2sin’y.

4. Bugmeru tpehu 3anarak 3a nqpyru paspen A kareropuje.

5. Buneru nmetu 3anmarak 3a npyru paspen b kareropuje.
UYerBpTH pa3pen, A kKareropuja

1. Buneru npsu 3amarak 3a tpehu paspen A kareropuje.
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2. 3a peasan 6poj b Heka je

f(b) = max |sinz +

z€R 3+sinx
Oapenntu min f(b).
apematy min f (b)
3. Heka cy m,n > 2 npupomuu 6pojesu u A = (a1,...,a,) ypebena m-
Topka, a B = (by,...,b,) ypebena n-topka kommiekcHux Gpojesa pasnn-

yntux onx 0. Y jemnom kKopaky moryhe je u3Bpuutu jenny on ciaemehmx
onepanuja:
1° Mzabparu 1 < i< j<muz e C\{0} u 6pojese a; u a; 3aMeHUTH
OpojeBuMa za; n %, pemom.
2° Mzabpatu 1 < i< j<nuzeC\{0} u bpojese b; u b; 3amenHuTH
OpojeBuma zb; u %, penom.

3° Mzabpatm 1 < i< m, 1 <j<nwuzeC\{0} uobpojese a; u b;
3aMeHUTH OpojeBuMa za; 1 zb;, pemoMm.

Moske 1 ce IpUMEHOM KOHAYHO MHOT'O OBUX omepanuja om A u B moburu
m-topka A = (@1,...,Gy,) 1 n-Topra B = (bl, R bn), penom?

4. 3a csaku mpupoma 6poj n ca p(n) o3HaueH je OPOj KBAAPATHUX
dynrxmaja f(z) = az? + bx + ¢ umju cy xopeHum memu Gpojesu u a,b,c €
{1,2,...,n}. Ilokasatu ma 3a n > 4 Baxu n < p(n) < n?.

5. Buneru neru 3amarak 3a Tpehu paspen A rareropuje.
YerpTu pa3pen, b kareropuja

1. 36wmp mBa mosutuBHa Gpoja jemnak je ¢ (¢ > 0). Koauru je majsehnm

Moryhu mpousBon Kyba IpBOr U KBaapaTa Apyror opoja?

2. Ako je r mosynpedvHuk OCHOBe M H BucuHA mpaBe KPy:KHE KyIe, a p IMO-
1 1 2

TYyNpeYHuK cepe ynucaxe y Ty Kyly, AOKa3aTH Aa BAKU — — —5 = — .
p r pH

s
3. llokazaru ma je — npupoznax 6poj.

arctg \/LQ—7 + arcsin %

4. Heka cy z1 1 29 MmehycoOHO pa3nmmumuTu KOMIJIEKCHM OpPOjeBU, TAKBU 14
je z120 # 0.

(a) Axo je |z1 + 22| = |21 — 22|, mokasaTu ma Tauke oxpebene roMmIEKCHUM
6pojesuma 0,z 1 29 YMHE TEeMEHA MPAaBOYILJIOr TPOYIJIA.

(6) Ako taure oppebene rkommiekcauM GpojeBuMma 0,21 U 2o YMHE TEMEHA
OPABOYIJIOT TPOYTJIa MOpa Ju OUTH |21 + 22| = |21 — 22|7

5. Iler crymemara, Ana, Beba, Becna, ['ona u Iloku cy oarosapaiu Ha
TECT KOjU Ce CACTOjU O 5 MUTAMHA Ca BUMECTPYKUM oaropopuma. IIpBa mBa
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OUTalka Cy MMaja OAroBOpe a, b U ¢, HOK je Ha oCTaja OArOBOpP TAdHO—
Herauno (T—L1). Ogxrosop Ha cBako o nurama je jemuncrsen. Onu cy
OATOBOPUJIY Ha MUTAWa Ha cienehim HauwH:

IT(IT|IIT | IV |V
Ana ala | T | T|T
Beba |b| b | T | L |T
Becwma |a | b | T | T | L
T'ona ble| T | T|L
Hoku |c|la | L | T|T

WcnocraBuiio ce ma He MOCTOj€ ABA CTYIEHTA KOjU MMAjy jemHak Opoj Tau-
HUX OITOBOPA.

(a) Horaszaru na HMjenaH Of CTyJeHATA HeMa CBe TayHe OATOBODE.

(6) Hokazatu ma onrosopu Ha Tpehe m 4eTBPTO NMUTAHE HUCY UCTHU.

NP KABHO TAKMUWYEILE 13 MATEMATHURE
YUEHUWKA CPEIILX MIKOJIA, 20.03.2010.

ITIpeu pa3pen, A kareropuja

1. Y AABC je <ABC = 80°. Taura D ua crpanunu BC' je TakBa na BaKu
AB = AD = CD, taura F ua crpanunu AB je takBa na Basku AF = BD
n tauka FE Ha npasoj BC je takBa na Baxku B — C — E u <BEF = 20°.
Hokazatu na je DE = AC.

2. Yersopoyrao ABCD je tpanes (AB || CD) y xoju ce MOke ymucaTu
kpyr. JlokazaTu na ce Kpy;KHUIA Han npednukoM BC u Kpy:KHUIA HAX
npeunuxkoMm AD nomupyjy.

3. Hera je n > 1 npuponan 6poj. Koamko mvma n-tonmudpenux OpojeBa
KOjU Cy HAJUHIPOMU U neibuBu cy ca 9 (6poj je manmHapOM YKOJIUKO My
je meKamHW 3aIuC CUMEeTPUYaH, Tj. 3aluC MY je UCTU CJIeBa Ha JOECHO U
3mecHa Ha 1eB0)7

4. Heka je P(x) monuHoM ca 1eaoOpojHAM KOe(UIMjEHTUMA, TAKAB I 32
Heke mpocte Opojese p < g < r Baxu {P(p), P(q), P(r)} = {20,3,2010}.
Iokazatu na je P(p+ q) = 2010.

5. Moske nu ce yayrap ¢urype ca cauke JIP 10 1A 5-1 (yrmyuyjyhu py©)
CMECTUTU AEBET Tadaka, Mehy KojuMa HWKOje Tpu HUCY KOJIWMHEADHE, TAKO
& KaIroJ HeKe TPU O] BbUuxX 00pa3yjy TpOyTao KOju IPUMafd YHYTPAIIHO0-
cru ¢urype, merosa nospmuna je sehia oxm 2 (A1Ay = B1By = C1Cy =
D1Dy = 2, AsA3 = A3By = ByBs = B3Ci; = C2C5 = C3Dy = DyDs =
D3;A; =1)7
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A1 " Ao

IOIP101A5-1

IIpBu pa3pen, b kareropuja

20 + 7

1. Heka je f(z) = — P

u fo(z) = f(f(... f(x))), 3a n € N. Onpenurn
—_———
n-myTa

f2000(2010).

2. Ha xoauko ce naumua 6poj 2010 morke mpeaAcTaBUTU KAaO 30UP HEKOJIUKO
(6ap aBa) y3acTOmMHUX IPUPOTHUX Gpojesa?

3. Arko je a,b>0wu a+b=2, nokaszaru na je vV1+a++v1+b<3.

4. Y NABC yrao ron temena B je mBoctpyko Behu on yria kom teMena A,
a resxkumua ny:x CM je nopmanna #a cumerpaidy <ABC. Onpenu yriose
NABC.

5. Cumerpasne AA;, BB1,CC; yraosa AABC ceky ce y tauku S (A; €
BC,B; € CA,C; € AB). Ako Cy HONyNpPEUYHUNM KDPY’KHULIA YIUCAHUX Yy
Tpoyraose SAB1,SB1C,SCA,,SAB,SBC1,SC1 A jennaku, mOKasaTu na
je AABC jemHakocTpaHUYaH.

JIpyru pa3spen, A kareropuja

1. Heka y romBercuoMm neroyriay ABCDFE Baxu <BCD = <DEA =90° u

<BDC = «<DAFE. Hera cy M,N u P, penom, cpeaumra nyxxku AD, BD u

EC. Hokasaru ma je <M PN = 90°.

2. Ha mm y mm3y 21,2011,200111,20001111,...,20...01...1 mma Bume
—_—— ——

2009 2010
MPOCTUX WUJIU CIOKEHUX OpojeBa’?

\/2—\/§+\/6+3\/§>0'

3. Ilokasatu ma je sin <24 arcsin 1

4. Komuko mma ypebemux Tpojkm (a,b,c) € {1,2,...,2010}* Taksux ma 3a
cBaku mpupogan 6poj n jemmauwna (a +n)x? + (b + 2n)z + (c +n) = 0 nma
Gap jemHo peaJyHO pememe?
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5. Ha cBakoMm mosy maxoBcke Tabje HamMCaH je Mo jeman Opoj mamebhy
1 u 64 (cBaku 6poj tauno jemuom). Ca KOIMKO HajMame HOUTAHA Ce
MOJKE Cca3HATU TauvyaH pacnopen 6pojesa (Tj. casHATU KOju je 6POj y KOM
HOJBY ), AKO CE jeTHUM NUTAHeM MOKe Ca3HATU KOjU Cy OPOjeBM HAIUCAHU
y IPOM3BOJLHO ONaBPAHOM CKYIy MOJ/ba (aju HE W HUXOB PACIHODPEN Y TUM
nosmuMa) ?

Ipyru paspen, b kareropuja

1. Y ckymy peayHUX OpOjeBa PEUIATHU jeTHAUUHY

1
log, 3+ 3log, z = (Jclogg 16) losz @
2. Hexra je x meratuBan peasan 6poj. Mcnuratu mra je Behe
47 +1 uau 2% 4 3°%.

3. OxpemuTu cBe TpOjKe IPpUPOIHUX OpojeBa a,b, c Koje oaroBapajy Iy:Ku-
HaMa CTPAaHMIa TPOYIJa KOME je IPEeYHUK ONMUCaHe Kpy:rHuIe 6,25.

4. Oppenuru Hajsehu moryhu 6poj memus ca 72 Koju ce MOke no0OUTU U3
6poja 123 ... 20092010 6pucamem HEKMX H-erOBUX Iudapa.

5. Ilneme uma a30yky Koja canpsku camo ciaosa A u B. Hbuxos peunuk
“Ma OCOOUMHY Ia He MOCTOje IBE PeUM TAKBE Ia je jelHa MOoYeTak aApyre (Ha
npumep, ako nocroju ped BA | e moctoje peun BAA, BAB u BABA). Ao
HBUXOB PEUYHUK CAIPKU TA4yHO 1 IBOCJIOBHY, 2 TPOCJIOBHE, 4 METOCIOBHE
1 5 ImEeCTOCIOBHUX pEYM, KOJUMKO HAJBUIIE UYETBOPOCJIOBHUX DPEYU MOKE
campsraTu?

Tpehu pa3pen, A kareropuja

1. ¥ AABC tauke M u N cy npecenu TERUIIHE NYy:KA U CUMETPAJE YHY-
Tpammer yria u3 temena A ca crpamunom BC, pemom. Tauke Q u P cy
Tauke npeceka HopMmatse v N Ha NA ca mpaBama MA u BA, pemom, a
tauka O je mpecek mopmatie y P wa AB ca npaBom AN. Ilokasatu na je
QO 1 BC.

2. Hexa je ca anb, o3HaueH nBonu¢peHn OpOj KOjU IPENCTABIbA IOCIIEIHE
mse mudpe 6poja 12010 22010 4 n2010 54 p € N (y merammom 3amucy).
Opnpemutu na nu je 6poj 0,a1biazbsasbs ... pammonanasn.

3. Konuko pemema nMa ¢ynrumonanna jemnauuua f(n) + f(n+ f(n)) =n
aKo:
(a) f:N—Np; ©) f:N—=Z?

4. Hexra je U3 (fyn)n>1 mepunucan ca f1 =1,fo =1 u foro = foy1 + fn
3a n € N. 3a csako n € N ypemuru Gpojese frpfn—r (1 < k<n-—-1)y
Heonanajyhu HuU3.
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5. Ha Tabau je 3anucan cucrtem

*x1 + *x2 4+ ... 4+ KTy = *
X1 + *x2 4+ ... 4+ XXy = *
X1 + *x2 4+ ... 4+ KXTgoog = *

roju canpsku 2010 jennaumua. Ana u BpaHko, HAM3MEHUYHO, YMECTO jeIHe
3Be3auIle ymucyjy peaJdan 6poj mo um3bopy. Ama urpa npsu. Koju on
urpada nMa nobOeIHUYKY CTPATETU]y AaKO:

(a) Aua nmobebyje y cayuajy na cucreM nMa GECKOHAUHO MHOIO PEIIEhA,
a Bpanko y cayuajy ma je mpoTuBpedvaH;

(6) Aua mobebyje y cayuajy ma je cucreM NpOTUBpEYaH, a DPAHKO y
CIIy4ajy Oa CHCTeM nMa OECKOHAYHO MHOLO pememna’

Tpehu paspen, b kareropuja

1. /IBe crpanune Tpoyria npunanajy npasuM 3x+5y—14=0um z+3y—>5H =

0, a opronenTap Tor tpoyraa je H(1,1). Oapenntu jennaunny npase K0joj

npunana Tpeha crpanHuiia TpOyria.

2. Oppemutu (ako mOCTOjU) HAjMAWmW HIPUPOAAH OpPOj N Takas ma je
3—-1 3+1

sin n° cosn°

3. Heka je S = {z€C| |22+ 1| =|z+i|}. Ilokasatu na 3a npomsBo.bHe
21,22 € S Basu |21 — 22| < 3. Ucnuratu kaga ce HOCTUKE jeXHAKOCT.

4. Hexka je ca apb, o3naden nBomudpenu 6POj KOju MpencTaBiba MOCIEInE
nse mudpe 6poja 1+2+4...+n, 3an € N (y mekagnom 3amucy). Onpenutu
na au je 6poj 0,a1b1azbsasbs ... pammonanasn.

5. Heka je S ckym Tauaka y paBHU, TakaB Ia 3a cBake nBe Tauke A, B € S
nocroju tauka C' € S Ha Kpy:KHUIM uuju je npednur AB, pasauuura on
tauaka A u B. IlokasaTtu na je ckym S GeCKOHauUaH.

YerspTu paspen, A kareropuja

1. Kpywxuune k1 u ko cexy ce y taukama M u N, npu yeMy je meHTap
kpyskuUIle ko Ha Kpyskuuiu k1. Heka je P mpoum3BosmHa Tauka Ha JyKy M N
Kpy:kHUIlE ko KOju ce Hama3u yuytap kpyra ki. IlpaBe MP u NP ceky
k1 mo mpyru myTt y taukama A m B, pemom. Hexka je S cpenumre mysxu
AB, a tauke C' u D npecenu nosynpase SP ca kpyrom k1 u kg, pemom
(pazmumuntu on P). Iokasaru na je PC' = CD.

2. Hexka je p memapan npoct 6poj. Jlokazaru ma je

[’fg] _=2)p ; D+l

p—1

k=1
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3. 3a cBaku nmpupoman 6poj n, HEKA je a, OpOj HyIa KOjuMa Cce 3aBpIIaBa
Gunapuu 3amuc 6poja n (Ha mpumep, as = 0, jep je 101 Guuapum 3ammc
6poja 5; ase = 2, jep je 10100 Gunmapuu 3amuc 6poja 20). Heka je b, = 1
akKo je a, Hemapau 6poj, a muaue Heka je b, = 0. Ucnuratu na au je 6poj
x = 0,b1babs ... panuonanan (3anuc 6poja T je y OMHAPDHOM CHUCTEMY ).
T

4. Jlorkaszatu na je 2005% KOpeH monuHoMa =2 — 3z — 1 3a CBaKM IpOCT
6poj p > 3.

5. Ila mu ce paBan mo:ke obojutu y 2010 Goja Tako ma cBaka KPY:KHUIA
camp:KmM Tadyke CBUX 0oja (cBaka Tauka paBHU O0OjeHA je TAYHO j€mHOM
Bojom)?

YerspTu paspen, b kareropuja
1. 3a KOje BpeAHOCTU PEAJHOI ImapaMeTpa @ jeTHAYNHA
sin3z + cos3z = V2 - logi a

uMa pelrema’

2. Y ckymy peasHux 6pojeBa pelIUTU HEjeqHAUNHY
xT x
(5\/_—7) 12<5. (\/5—1) .

3. Ompenury HajBehu mMoryhu KOJMUYHUK 3ampeMuHe JIONTE U 3aIpPEMUHE
KyIle ONMCaHe OKO Te JIOITe.

4. Ilse mapaboie, uuje cy muperrpuce mehycobHO HOpMAIHE, UMA]y Ue-
TUPU pas3auuuTe 3ajennuuke taure, Ay, As, Az, Ay. Ilokazaru ma Tauke
Aj, Ag, Az, Ay npunanajy jenHOj KPY:KHULU.

5. Y xomBekcuoMm neroyriy ABCDE yraosu xkox temena B u F cy npasu u
Basku {BAC = <FAD. Axo ce npase BD u CFE cery y tauku O, noka3atu
na cy npase AO u BE oprorounaJse.
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PEIMTEIHLA 3AJATAEKA OINIIITVHCRKOT' TAKMNYEIBLEIBA N3

MATEMATHVERE YYJEHVKA CPEOIBUX IITKOJIA, 23.01.2010.
IlpBu pa3pen, A kareropuja

1. Kaxo je T; reskumre AA; B;C; (3ai € {1,2}), cnenn T; A;+T;B;+T;C; =0,
na je A1As + B1By + C1Cs =

(A1T1 + 1T + T2A2) + (B1T1 + 1T + T2BQ)

+

<01T1 LT T + Tgcg) - <T1A1 + T B + TlCl)

T 3-Th T+ (TQA2 4 ToBs + Tgcg) — 3. T\Ty,

wro je u tpebaso mokazaru (Tamremra 57, crp. 32, Ilucmenu 3amanu,
3azarak b).

2. U3 n = 35 (mod 2009) caenqu n = 2009p + 35 3a mero p € Ny, ma je
n+7=2009p+42=7-(287p+6), 1j. 7| n+7. Y13 n =35 (mod 2010) caenu
n = 2010g 4 35 3a meko ¢q € Ny, na je n+7=2010p+ 42 =6 (335p + 6), Tj.
6| n+7. Kako je (6,7) =1, ciequ 42 | n + 7, na n upu nemewy ca 42 naje
ocTaTak 395.

3. Kako je <CDB cnomuu y NADC, cnenu <CDB = <CAD + <DCA >
<DCA = «BCD, na je BC > DB. Amnasoruo je CA > AD, na mocroje
tauke P u @ wa ny:xkuma BC u AC, penom, tako na je AD = AQ u BD =
BP.

Kako je CQ = AC — AQ = AC — c
AD = BC — BD =BC —BP =CP,
<DCQ =<PCDuCD =CD, cnemn
ADPC =2 ADCQ, na je DQ = DP u
<CQD = <DPC. Q P
Cnemn ANADQ = ADBP (<ADQ =
4DQA = 180° — <CQD = 180° —
<DPC = «<BPD = <DBP u DQ =
DP), na je <CAB = <ABC, je A D B
AABC je jemuakokpar (Tamrenra
56, cTp. 9, Harpamam 3anmanm,
M801).

OIT101A3

4. Hexa je z = 20102010 4 102011 i y = 2010%2°1°, Kako je z = 102010 .
(2012910 +10) u y = 10?910 . 201219, 10 6poj = uma sehn Gpoj mupapa ox
6poja y ako u camo ako 6poj a = 2012910 + 10 uma Behu 6poj mudapa ox
6poja b = 2012, Tlomto je a — b = 10, ako a uma Behwm 6poj madapa
on b, ocrarak b mpu mememy ca 100 je we mawmu ox 90. Mebyrtum, Baku
b = 2012019 = 12010 = 1 (mod 100), ma a mema Behum 6poj madapa ox b, Tj.
Hu x Hema Behim Opoj nudapa ox y (kako je x > y, OBO 3HAUM Ja OHU UMAjy
jemuak 6poj nudapa).
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5. Heka cy Goje o3zmauene ca a,b u c. Ako je menrpaJsHo mosse 060jeHo
b6ojom a, moryhu cy caemehu ciydajeBu:

1° Csa uerupu mosba CycemHa IeHTPaJHOM Ccy obojena ucrom 6ojom. Ta
6oja ce Moke m3abpaTy Ha 2 HAUMHA U TaAa 38 CBAKO yTaoHO IOJHE
nocroju 2 moryhuocru 3a uzbop 6oje (ako je, Ha npumep, 60ja moma
CyCeIHUX LEHTPAJIHOM b, yraoHa Mory Outu Goje a wiau c¢), ma je y
oBOM ciaryuajy 6poj Moryhux Gojema 2 - 2% = 32.

2° Tpu mosma cycemHa IMEHTPAJHOM Cy KUCTE, & YETBPTO j€ PA3IUUUTE
0oje. TaxkBux 0ojema mMa (‘11) = 4 m 3a CBaKO TaKBO OOjeme mpe-
octana (yraoma) mosa ce Mory obojurum ma 22 maumna (2 yraoHa
moJjba MMajy CyCemHa MoJha pasiauyuTe O0je, ma je muxoBa 00ja jen-
HO3HAYHO oapebena; mpeocrasa 2 mMmajy cycemHa ucrte 0oje, ma 3a
BUX0BO Oojeme moctoje 2 moryhuocru), na je 6poj Gojema y 0OBOM

caydgajy 2-4-2% = 32.

3° Ilo mBa cycemnma mosma cy obojeHa mcrtoM O0joM. Y OBOj cuUTyanuju
IIOCTOjU OBa Cirydaja:

(a) IMoma Koja cy mujaMeTPAJIHO CYNPOTHA Y OJHOCY HA IEHTPAJIHO
cy pasnuuute 60je (oBakBUX Gojema uma 4). Tama 2 yraona
noJba MMajy CycemHa mojba pasziauuure 0oje (ma je muxosa 6oja
jenuncTBeno oapebena), a 2 yraoHa mo/ba MMajy CyCeIHa MOJba
ucre 6oje (ma ce wuxoBa 60ja MOKe M3a0paTU HA 2 HAUMHA).
Cnemu na je 6poj 6ojema y oBoj curyarnuju 4 - 22 = 16.

(6) Ioma roja cy mMjaMeTPAIHO CYNPOTHA Y OJHOCY HA LEHTPAJHO
cy ucte 60je (oBakBux Gojema uma 2). Tama cBaKO yraoHO MOJLE
UMa CycemHa ToJba pa3amyure 00je, ma je muxoBa Ooja jemm-
uctBeno oapebena, tj. 6poj 60jema y 0BOj curyamnuju je 2.

Iakme, ako je meHTpaJHO mOJe 000jeHo OOjoM a, TpaskeHux OOjerma mMa
32+ 32+ 16+ 2 =82, ma je ykyman Opoj TpaskeHux 6ojema 3 - 82 = 246.

IlpBu pa3pen, b kareropuja

1. U3 1° caemm na ce enementu ckyma {1,2,3,4,5,6} Hanaze y makap
jemuom om A u B. U3 2° caemu 2 € A, u3 3° caemu 3 € A, us 4° cuaenu
4,56 € A, au3 5° cnenu 1 € B, na kako je 1 € AUB, caemu 1 € A. Ilarie
A={1,2}. U3 2° cnequ 2 ¢ B, u3 3° ciequ 3 € B, u3 4° cnenu 4,5,6 € A,
na kako je 4,5,6 € AU B, cunemu 4,5,6 € B, a u3 5° cnemu 1 ¢ B. Ilakne
A =1{3,4,5,6} (Tanrenra 53, ctp. 37, [lucmenn 3ananm, 3anaTak 2).

2. (a) ®Pymruuja f: R — R, f(z) = ax + b je Gujerkuuja axo (1 camo ako)
je a # 0. Cuemu na je x — 5 — 2z Gujexmuja. Ako je t = 5 — 2z, cnemu

b—t 5—t
z=—, ma je g(t):4~Tf7:3f2t (3a cBako t € R).

(6) 3a cBaro x € R Basu f(x) =g (g(z)) =3 —2(3 —2z) =4z — 3.
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(B) ®ynrmuja f: R — R, f(z) = ax + b je Gujexkuuja axo (1 camo ako)
r+3

4

je a # 0. IHarme, f je Oujesmuja u Bawu [ : R — R, f1(z) =
(TamrenTa 57, ctp. 28, [lucMenu 3amanu, 3anaTax 4).

3. BpojeBu n u n — 3 cy pasnuuure napHOCTH, Ha je 6poj n(n — 3) napamx.
Kaxko je 14 =2 (mod 4), ako 2 | m, crenu na cy Gpojesu m u m + 2 napHu
OpojeBu KOju Aajy pa3juduTe OCTATKEe IpU mehemny ca 4, tj. 0 u 2, ma
8| m(m+ 14). Cneunjanno, oBo je tauno 3a m = n(n — 3), mwro je tBpheme
sazarka (Tamrenra 57, crp. 28, [lucmenu 3amanm, 3anarak 5).

4. Buperu pememe apyror 3amaTka 3a OpBU pa3pen A kareropuje.

5. Bumetu pememe meTor 3amaTka 3a IpBU pazpen A kareropuje.
JIlpyru pa3spen, A kareropuja

1. JemmauuHa U3 TEKCTA 3aMaTKA j€ KBAAPATHA U UM PEAJHA U PA3IUUUTA
pelema ako U caMo aKo je lbeHa AUCKpuMuHaHTa crporo Beha on 0, Tj. ako
v camo axo je 0 < (2(m — 1))’ —4-1-(m+5) = 4-(m2—3m—4) = 4(m+1)(m—4),
Tj. m € (—o0, —1) U (4, 00).

Kako je f(—2) =4—-2(m—1)(=2)+m+5=5(m+1), f(3) =9—-2(m—1)-3+
m+5=—-5(m—4), f(—=2)- f(3) = —20-(m+1)(m—4) < 0 3a rope HaBegcHE
Bpennoctu m, mTo (Oynyhu na je y muramy KBaapaTHA jeqHAUMHA) YIPABO
3HAUM A OHA MMa TA4HO jemaH KopeH y (—2,3).

2. Heka je N taura cumerpuuna ca H y ogaocy Ha M. Ha ocuoBy Bemukor
3amaTka ciemu na N mpunana onucanoj kpyskaunu AABC u na je

<ABN = «<NCA = 90°, na caemu
na cy uerBopoyrioBu BNHE u
CFHN TeTuBHU U Ha TPEUHULIIMA
EN u FN, pemowm. Kako je
<NBH = 90° — <HBE = 90° —
(90° — <«CAB) = <«CAB u <NCH =
90° —<HCF =90°—(90°—<CAB) =
<CAB, cnenu na nan (3ajeJHUYUKOM )
TetuBoM N H EKpY:KHUIIA OMUCAHUX
OKO OBUX UYETBODOYIJIOBA JIEKE je-
mgHaku yriaosu, ma je EN = FN,
omakiue cienn u HE = HF (Taure-

ura 56, crp. 8, Harpazauwm 3amanu, OITI102A 2
M799).
3. Hera je m = ¢/n € Z. Ilo ycnosuma 3amaTka je m = /n = [F%O}
3
Kako je z — 1 < [z] € z, caemu m < % < m? > 1000, oxakie je m > 32 u
m® 1000 1000

m > 1000 ~ 1, omarxe je m? < 1000 + e < 1000 + 35 <1032 < 1089 =

332, na je m < 33.



21

Hakne, jenuuo moryhe pememe je m = 32, 1j. n = 323 = 32768; xako
) [32768
J

1000
Harpanan 3anamm, M748).

= 32, cmemu nma oBo u jecre pemene (Tanrenra 54, crp. 19,

4. Herka jez € (0,Z) uy =2+ Z (ramau y € (0,7)). Tana je sin? z +
sin?y = sin? 2 + cos?z = 1 u sin®(z + y) = sin® (2sc+ g) =cos?2x # 1, ma je
Hsin2x+sin2 y,sin?(z 4 1), 1}‘ =2.

AI{ojemGNI/Iac:1 € (O,%), Tamga je
m
sin(n + 4m)x + sin {(n + 4m) (:c + g)}

sin(nx + 2m) + sin [n (:L' + g) +2m+ 2m7r}

= sinnx +sinn (:c+ g) ,

m
Tj. HU3 (sinmc +sinn (x + 5)) je dm-nepuonuvan, ma je
neN

[{sinnz + sinny | n € N}| < oo.

5. Y ,crammapaaoMm” Gojemy ImaxoBcke Tabie, 06a nuzbauena moJba Cy IMpHe
0oje, ma pasnuka Opoja 6esux U IMPHUX M0JbA Aaje OCTATAK 2 MPU IEJbEHmY
ca 3. Ca mpyre crpane, m goMmHa 2 X 1 1 goMmHa 1 X 2 TMOKpPUBA j€ITHO
IpHO U jemHo 06eJsio moJsbe, MoK ,KpcTuh” mokpuBa 4 mosba jeoHe m jemHo
mosbe Apyre 6oje, Tj. 3a cBaKy oI GpuUrypa Koje ce KOPUCTe y IOIJIOYaBARLY
je pasaura O6poja Oemux m Opoja IpHUX Toba memuBa ca 3. Iakmae, He
IIOCTOjY MOIJIOYABAKE TPAKEHO Y 330ATKY.

Ipyru pa3spen, B kareropuja

1. Hera je z =z +1y, z,y € R. Jengnauuna u3 3amaTKa je €KBUBAJIEHTHA Ca
2(y+1)i=4—+/22 + (y — 1)2. Tlomro je meBa cTpaHa MOCIEIHE jeTHAUNHE
YMCTO UMATWHAPHA, & NECHA PEAJIHA, TOCIEeImha j€ THAUNHA j€ eKBUBAJECHTHA
ca2(y+1)i=0=4—+/22+(y—1)2, 1j. cay=—-1lua?>+4=16c 2% =
12 x € {-2V3,2V/3}.

Ilakne, pememe 3amaTka je z € {—2v/3 —i,2v/3 — i} (Taurenra 57, crp.
29, Ilucmenu 3amanm, 3a0aTaK 5).

2. Axojet =’ +a+1= (:c + %)2+% > (0, cnenu ma je jeqHaYMHA KOPEKTHO

(t—1)(t—-3)
t

. 3
nepuHrcana 3a cBako ¢ € R u mocraje ¢ + n <4 & <0<

t e [1,3], ti. 0 < 2?2+ < 2. Karo je v € (—00,—1] U [0,00) pememe
Hejennaunue 0 < x? + z, a x € [—2,1] nejennavune 224z < 2, cnemu na
je pememe HejenHavymne u3 3azatka ¢ € [—2,—1]U[0,1] (Tanrenra 54, cTp.
45, Tlucmenu 3amanu, 3anatak 5).

3. Kako je <BFA cnomamwmu y ABCE, cnequ <BEA = <EBC+<BCE =
<ABC, na je
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AABC ~ AABE (<BEA = j%BC 4
u <ABE = <BCA), na je 1B = E
A—g , Tj. AB? = AC - AE (Tanrenra
56, crp. 33, Ilucmenu 3amamum, 3a- B Po,
marak 1).
OIT1026 3

4. Akojen =3, Tama je n’+9n—22=14=2-7, 1j. oBaj 6poj je ciroxkeH.
Axo jen > 3, Tana je n?+9n—22 = (n—2)(n+11) u Basku n—2,n+11 > 1,
ma je u y oBOM ciaydajy 6poj n? + 9n — 22 ciosen, Tj. HU 3a jemHO N = 3
Opoj M3 ycaoBa 3adaTKa HUje TPOCT.

5. BumeTtu pememe mpBOT 3amaTKa 3a APYTU pa3pen A kareropuje.

Tpehu pazpen, A kareropuja

1. Hejenmaumna nma cmmcia 3a 4°—12 > 0, logy(4*—12) > 0,2 > 0, v/x > 0
u/x #1, 1) 3ax>log,13. 3a TakBo z je \/x > 1 (0be morapuraMcke
pyHEUMje Koje ce jaBibajy y HejemHaumHu cy pactyhe), ma je

log /7 logy (47 —12) < 2 & log, (4" — 12) < (\/5)2 =z

& 47 —12<2% & (2° —4)(2° +3) <0,

na Mopa 6utu 2% € (0,4], onakiue je x € (—00,2], mTo, y3 yCIOB mEePUHN-
caHoctu HejenHauune, naje pememe x € (log, 13,2] (Taurenta 56, crp. 7,
Harpannu 3ananu, M788).

2. Hera je z = 1+ 2010! u y = 14 (2010")!. Kako je 2011 mpoct, HA OCHOBY
Bunconose Teopeme 2011 | z, ma karo je x > 2011, x je caosken. Ilomro je
nx>4 ciemuz|(z—1),majey=(x—1)+1=¢qg-2+1 3a mero ¢ € N.
Cnemn (z,y) = 1.

3. Heka cy «,f0,7 yraoBu koju
omrosapajy memenuma A, B,C, pe-
nom, tpoyraa ABC, a R momy-
NPEYHWE ONUCaHe KPY/KHUIE OBOT
Tpoyriaa. Kako je D cpemumre BC,
ciequ <DAB = <CAD = %, na
je <DCA = «BCA+ <DCB = v+
<DAB = ~ + %, ma U3 [IpaBoy-

rnor ACDM (yrao Ham TeTHMBOM
CD omucame kpyxmune AABC je OIT103A3

%) cieqn CM = CD - cos<DCM =

CD - cos<DCA = 2Rsin% - €O (74— %) = R - (sinfa+7)—siny) =
2Rsinf3 —2Rsiny  AC — AB
2 2
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Apyeo pewewe. Hera je N raura ma AC takBa ma je AB = AN. Tana
je AD cumerpana nysxku BN ma je DN = BD = DC u tpoyrao NDC je
AC — AB

5 .
4. Heka je ar (3a k € {1,2,...,10}) 6poj omabpanux Tayaka ca OpaBe
z=k (k:-Ta KOJ‘IOHa); O YCJIOBY 3aJaTKa je ai+as + ...+ ajg = 21. VI360p
mapa Tavyaka y HEKOj KOJIOHU Ce MOKe IOUCTOBETUTH 3a m300poM mapa

jennakokpak, na je M cpemumre CN, omakie je CM =

oarosapajyhux BpcTa, Tj. ako He IIOCTOjU IPABOYIaOHUK YHUjd Cy TEMEHA
MeDy omabpaHuM Tadyrama, a CTpaHUIE IapaJtielHe KOODIUHATHUM OCaMa,

Taga je
5 N 10 o
2) ~ 2 2
k=1
(BpcTa yKymHO MMa 5, ma mapoBa BPCTA UMa (g)) Kako je pynrumja f(x) =

xz(x —1)

9 KOHBEKCHa, U3 Jencenose Heje,[[HaKOCTI/I cJjienmn

21
10210.]((@14‘01241‘0 4’040):10.‘]0(1_0)7

Tj. 200 > 231, mTO je KOHTpaIMKIUja, Ma CJIEeOU A& TOCTOjU TPaKeHU
npasoyraouuk (Tamrenrta 56, crp. 8, Harpamuu 3amamu, M797).

OIlI103A5

5. Heka je R mpecex k ca mpaBom PM. Kako je <PMC = <PCM
(jep je PM = PC), cnemn na je RBCM jemnaxokpaku tpame3 u CM ||
RB. Cnemu <MDA = <MNA = «RBA = <AMR (yrnosu HAIX UCTOM
TETMBOM W yTJIOBM Ca TapajenHuM kpamuma), na je ADPM ~ AMPA
u PA-PD = PM? = PC? onakne je APDC ~ APCA, na je <PCD =
<PAC = <ABC = <PBA («PAC = <ABC caenu u3 jeHAKOCTUA TAHTe-

HTHOT U TEeTHUBHOT yTuia), omakie ciemu CD || AB.
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Tpehu pazpen, B kareropuja

1. Kako je

1 1 a

A = |a -1 1|=-0a*+3a+2=—(a+1)*(a—2),
1 —a -1
1—a 1 a

Ay = -1 -1 1|1=0,

0 —a -1

1 1-a a

A, = |la -1 1|=-a+a+2=—(a+1)(a—2),
1 0 -1
1 1 1-a

A, = |a —1 ~1|=d*-d®*-2a=ala+1)(a—2),
1 —a 0

3a a ¢ {—1,2} Baskm A # 0, ma 3a OBaKBe @ CHUCTEM UMA jeIUHCTBEHO

pememe
A. A, A 1 a
(xayaz)<KaKaK><Oaa+1aa+1>'

Ako je a = —1, rana je —1 jemHocTpyka Hyna y A,, a gBocTpyka y A, ma
Yy OBOM CJIy4ajy CUCTEM HEMa PENIema.

Axo je a = 2 cucrteMm mocraje

z + y + 2z = -1,
2 — y + =z = -1,
x - 2y - z = 0.

Ony3rMameM IBOCTPYKE IPBE jeIHAYWHE O APYTe, ONHOCHO OJy3MMAaiheM
upBe on Tpehe, nobuja ce eKBUBAJIEHTAH CUCTEM

r + y + 2z = -1
- 3y - 3z = 1,
- 3y — 3z = 1,

onHOCHO (Kako cy apyra m tpeha jennaumHa eKBUBaJIeHTHE)

z + y + 2z = -1
- 3y - 3z = 1,
. 1
onakiye je (3a mpousBOBHO 2z € R) y = —2 — FUT= —1-y—2z=-1-
2
<z - §> —2z = fzfg , Ta Y OBOM CJIYYajy CUCTEM MMa OECKOHAYHO MHOTO

3
3amanu, 3a1aTaK 4).

2 1
pemema {<z —3 %73 ,z> |z € R} (Tanrenra 58, ctp. 28, [lucmenu



25

2. Heka je A Bpx, a B,C, A} TeMeHa 0OCHOBe nupaMuie u3 3a1aTka. Kako je
OHA TPAaBUJHA Ca NPABUM UBUYHUM yrJoBUMa npu Bpxy A, mocrtoje Tauke
D, By,C4, Dy, tako na je ABCDA; B1C1D; kouga. Onucana chepa Te KOIKe
ce mokgama ma omucanoMm cpepom mmpavune ABCA; (uetupu HexoMIuIa-
HApHE Tauke jemHos3HauHo onpebyjy cpepy). Hera je R momynpednur Te
coepe, a crpaHuna kKouke (oHa je jemHaka 0OYHO] uBuOM nupamune), a H
BuCcuHA mupamuge u3 remena A. OcHOBHe mBume mmpamumze cy ay/ 2 (mm-
jaroHasia KBazpara), a KakO je OMjaroHaJja KONKEe IPEeJYHUuK cdhepe, cienu
av'3

2R =aV/3, 1j. R="3".

P(ABCA,)-H
Sanpemuna mupamune ABCA; jennara je V(ABCA;) = (fl) —
(aV2)2V/3
4 H a*H\3
3 = 6 (rme P(AXYZ) osmauasa nospuwmny AXY Z;

ABCA; je jemmaxocrpanmyas, crpammme ay/ 2). Mebhyrmm, xaxo je AA;
BruCHHA mupaMune koja oxrosapa crpanu ABC, canemn u V(ABCA;) =
a-a

P(AABC) - AA, 5 @ . a?HV3 d -
= = —, maje ——— = — , onakye je H =
3 3 6 J 6 6 s J
av'3
3
H 3 9
Cnremn 7= a\2/§ =3 (Taurenra 58, crp. 28, [ucmenu 3ananu, 3amx. 1).
3. Ilo ycaoBy 3anarka je a,b,c,d # 0 u cosx # 0, na cauemnu u cos(x +
©), cos(z+2¢), cos(z+3¢) # 0. V3 ycaosa 3anartka je b=a- w c=
Cos T
2
. cos(z + 2¢p) d=a- cos(z + 3p) ma e
cos T cos T
cos(x + 2¢p)
atec  4T® COS T _cosx + cos(x + 2¢p)
b . cos(z +¢) cos(z + )
cos T
2
_ cos(z + ¢) cos @ ~cosp m
cos(x + )
cos(z + ) cos(x + 3p)
btd T e Y _ cos(z + ) + cos(z + 3p)
c " cos(z + 2¢) B cos(z + 2¢p)
cos T
2 cos(z + 2¢) cos @
= = 2cos ,
cos(z + ¢)

onakie ciaenu tBpheme 3anarka (Taurenra 57, crp. 32, [lucmenu 3ananu,
3amaTaK 2).

4. Ceako k € {1,2...,n}, mo ycioBuMa 3aJaTKa, IPUNALA jeTHOM (1 TAYHO
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jemuoMm, jep cy mucjyukrau) ox ckynosa X \Y, XNY, Y\ X u raj uz6op je
HE3aBUCAH 32 PA3JIAYUNTE ejeMeHTe cKyna {1,2...,n}, na pemema CKyIOBHE
jemHauyuHe M3 3aaTKa uMa 3".

5. Bumeru pememe npsor 3anaTka 3a Tpehu paspen A kareropuje.

YerspTu paspen, A kareropuja

3 3 3 3 3 3 3
1. Hera je g(x) = 1+§-m+§-x2—(1+m)2 uh(z) = (1+x)2—1—§-x—§-x2+f—6
(3a & > 0; g m h cy Beckonauno mudepennujabuane na [0,00)). Tana je

1 1
g (x) = g . <1+ g —(1 +x)2)’ g"(z) = z . <1 - ﬁ), crema g"”(z) >0
3a x > 0, ma ¢’ pacre, a karo je ¢'(0) =0, cmemu ¢'(x) > 0 3a x > 0; name,
g pacre, g(0) =0, na je u g(xz) > 0 3a > 0. OBuM je moraszana , mecua’
Ol IBE HEjeIHAKOCTU U3 3aIaTKa.

3 1 r  a? 3 1 x
(@) =2 (41— ) :mp———f1—)
Cnununo, b/ (x) 5 <( + ) 5+ 8) (x) 1\ t3
1
h"(z) = g |\ 1= ——=5]; caemn h"'(z) > 0 3a = > 0, ma h" pacre, a
(1+2)2

kako je h"(0) =0, cemu h”(x) > 0 3a & > 0; cmequ ma h' pacre, a Kako je
R'(0) =0, caenm h'(z) > 0 3a x > 0; koHauno, h pacre, a xako je h(0) =0,
caemu h(z) > 0 3a z > 0, 1j. npyra Tpaskena nejemnakoct (Tamrenra 57,
crp. 32, [ucmenu 3amanu, 3azarak 3).

2. Kako HeERm TOm Tyde APYror akO M CaMO AKO APYTU Tyde MPBOT, CJIEAN
Ia ce TOmoBu pacmopeleHu HA TpaKeHW HAYWH MOTY IMOIEJUTH Y HapOBE.
CBaky oI TWX HapoBa Ce HAJA3W y HEKOj BPCTU MM HEKOj KoJoHU. Hera
ce v mapoBa Hajla3u y Bpcrama, a k y xojmoHaMa. [lap koju ce Hamasu

y KOJIOHU ,,3ay3uMa’ IBE BPCTE, Tj.
y BpcTaMa y KOjuMa ce HaJia3e OBU
TOIIOBU HE CMe OWTU BUIIE TOIOBA.

Kako je Bpcra ykynuo 8, cinenu v + o0

2k < 8. Amajoruo je 2v + k < 8, na

16
ciequ 3(v+ k) <16 v+ k < 3
1j. v+ k < 5. Cunemu ma ce, mpu o0

yCJIOBUMa 3a0aTKa, Ha TabIy MOKe )
nmocraBuTu He Buine on 10 Tomosa. )
Ca gpyre crpame, 10 Tomosa ce
MOK€ TTOCTABUTU HA TAOJYy, TAKO Oa
Cy WCIOYyHCHM YCJIOBUA 3aJaTKa, Ha OIT104A 2
npumep, kao Ha caunu OI1104A 2.

3. Hera je H' rauka cumerpuuna ca H y omuocy ma AB (H' npunana
onucanoj kpysxanim AABC). Heka npasa F P omucany kpyskauny AABC
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vyUuV,anpasy H'B y P'. llomro je OF L UV, F je cpemmmre my:&u
UV, na je, mo smemu o nentupy, F cpemumre nysku PP’. Cnemu AH'F P’ =
AFHP (HF = H'F, <H'FP' = «PFH, PF = P'F), onakue je <FHP =
<FH'P' = «CH'B = <«CAB (Tamrenra 57, ctp. 15, Harpanau 3amamnu,
M820).

OIl104A 3-1 OIl104A 3-2

Jdema. (,aema o aenmupy”) Kpos cpeduwme P memuee SS’ xpyoacruye
xonempyucare cy memuee AB v C D, maxo da cy mavwke A v C' ca ucme
cmpane npase SS’. Hexa AD u BC cexy SS' y E u F, pedom. Tada je
EP = PF.

Joxas. Heka cy Fy u FEs nommoxja mopmasa u3 E wa AB u CD,

pemnom. Hera cy F} u F, momuoskja mopmatsa u3 F wa AB u CD,

EP
pexoMm. Kako je AEPE| ~ AFPF, u AEPE; ~ AFPF, cnequ — =

PF
EFE, EP EFEs .
_ = . K NAFEE, ~ ANCFF: BAD = «BCD
FE, n o fare aKo je 1 CFF; (« <BCD)

AFE EFE, DE
ADEFE, ~ ABFF; ADC = <ABC — = — =
u 2 1 (< < ) caenu CF ~ Fh n o

EE,

FF -

Kako je SP = SP’, xopucrehu norenmujy tauaka F u F, caemm
EP\®* EE, EE, EE, EE;, AE-DE _ SE-ES
(ﬁ) - FF, FF, FF, FF, BF-CF  SF-FS
SP? - EP?

w,Oﬂ&KHGjGEP:PF.

2010
4. Hexa je p pememe 3amatka. Tazma je 20107 +1=0 (mod p) u (ua
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ocuoBy Mmase Pepmaose teopeme, Tj. aP? = a (mod p))

2010 2009\ P
2010P"  +1 = (2010p ) +1=2010""" +1=...=2010" +1

= 2010+1=2011 (mod p),

na je 0 = 2011 (mod p), 7j. p | 2011. Kako je 2011 upoct, p = 2011 je
jeoUHO P KOje MOKe OUTHU pelleme 3aIaTKA.
Hexa je s = 2011%°1°, 13 Gumomue popmyine cremu

2010541 = (2011—1)%+1 = 1+Z< )20111 ( >2011f 15—,
1

=0
_ ()
Ba i > 2010 pamm 20112010 | 20117, ma s | (£)-2011%- (=1)*~%. 3a 1< i < 2010
Basu (i!,2011) =

1=

(s=1)-...-(s—i+1
Kako je Opojuman pa3ioMka (S) =2 (s ) - (s—i+1) IebUB ca
i

7!

20112019 (momro je s = 20112°19) cnemu ma (3a 1 < i < 2010) Bakw s | (S),
i

ma u s | < ) 2011° - (—1)*~*. Cmemu ma cy cBu cabupmu y (*) nemusu ca
i

s, Tj. p = 2011 je pememe 3anaTia.
Haxrne, jenuuo pememe 3anatka je p = 2011.

5. Bumeru pememe meror 3amartka 3a Tpehin paspen A kareropuje.

YerpTu pa3pen, b kareropuja

1. Rako je

1 1 -1

A =12 3 m|=-m>-m+6=—(m+3)(m-—2),
1 m 3
1 1 -1

A, = |3 3 mi=-m>-m+6=—(m+3)(m-2),
2 m 3
1 1 -1

Ay = |23 m|=-m+2=—(m-2),
1 2 3
1 1 1

A, = |2 3 3|=—-m+2=—-(m—-2),
1 m 2

3a m & {—3,2} Baxu A # 0, na 3a oBakBe m (U CaMO TAKBE) CUCTEM MMa
JEMVHCTBEHO pelIeHkhe

gy (B By Ay (11
'Y - A’A’A - 7m+37m+3
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(Tanrenra 58, crp. 28, I[TucMmenu 3anamu, 3anaTax b).

— — —
2. Kakocy ¢ = a+2-b ud=7d—-3-b KomuHeapHH, ca HBHUMA Cy

KOJIUHEapHU U % . (3?> + 27) =dmn % . (? — 7) = ? (TanrenTa 58, cTp.
28, Ilucmenu 3amanu, 3azarak 3).

3. Buneru pememe mpyror 3amaTtka 3a Tpehwm paspen B kareropuje.

4. Hejemmaunna je medumucanma 3a r > 0. Heka je x = y*, y > 0. He-

jemHaumHa mocTtaje 8 - 3v*+y +3%9+2 > 3% o8 +9- 3v—v’ > 3¥°~Y. Ako je
(z+1)(z-9)

z
je z € (0,9], Tj. 3v°~¥ < 32, omaxre je y € [0,2] u, komauno, x € [0,16].

2 . . 9
z=3Y 7Y > 0, mejennauuna nocraje 8+ — = z & < 0, omakie
z

5. 3a z € R mocmarpaHu HH3 je apUTMETUYKU aKO M CAMO aKO IIOCTOjU
d € R, Ttako na je

d=sin(2n + 1)z —sin(2n — 1)z = 2 -sinx - cos2nx  3a cBako n € N. (xx)

1° Axo je sinz = 0, u3 (x*) caenu d = 0, Tj. oBakBu OpOjeBU Cy pe-
mema. To cy OpojeBu obmuka xr = kmw, 3a k € Z u, y UHTEPBAJIY
[2009%7,2010%7] mx mma 20102 — 20092 + 1 = 2010 + 2009 + 1 = 4020.

2° Axo je sinx # 0, U3 (%*) cmemu nma je Hm3 (cos2nx), . KOHCTAHTAH.
Crennjamnmo, Baxu cos 2z = cosdx = 2 - cos? 2z — 1, omaxie je cos2z €

1

{1.-3}.

(a) Axo je cos2zx =1, cmemu 2sin 2 = 1 —cos2x = 0, Tj. sin = 0, mTo
je memoryhe (y oBom cayuajy je sinz # 0).

(6) Axo je cos2z = —% , caenu cosb6x = cos2x - (40052 2z — 3) =1, na
HU3 (COS 2nT),, oy HUj€ KOHCTAHTAH.

Cnenu nma y ciaydajy 2° HeMma pellema 3a1aTKA.
Harme, rpaskerux x uma 4020.

PEIMTEIHA 3AJATARKA ORKPYERHOI' TAKMUYEILEIHA M3
MATEMATHWRE YYEHMNKA CPEIILNX MIKOJIA, 20.02.2010.

ITpeu pa3pen, A kareropuja

1. Kako je 3zyz > 0, ciemqu x > y,z, omakie je 4z > 2(y + z) = 22, Tj.
r<4. Uz a2? =2(y+2) cnemu 2 | x, ma mopa 6utu o = 2. Tamza Mopa Gutn
y = z = 1, a oBa TPOjKa U 3aI0BOJHABA CUCTEM W3 3aJATKA U IPUTOM je
r+y+z=4.

2. Axo je tBpbeme 3amarka Tauno, 3a n = 11 ciaemu ma mOCTOjU IPUPO-
man Opoj x uumju je 30up mudapa (s(z)) jemmar 11, rKoju je memus ca
11 u koju mpm mememy ca 100 maje ocrarak 11. Heka cy n(z) n p(x)
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30upoBU nUdapa HA HENAPHUM, OLHOCHO MAPHUM IO3ULUjaMa JEKAIHOT 3a-
nuca 6poja x, pexom. Kaxko je x nemus ca 11 Bawku 11 | n(z) — p(z), a xako
je 11 = s(x) = n(z) +p(z), cnienu na je jenan n(z) u p(z) jennar 0, a gpyru
11. Oso umje moryhe, jep je z =11 (mod 100) (zj. n(x),p(x) = 1).
Ilakne, 3a n = 11 He mocToju x ca 3axTeBaHUM OcOOMHAMA, ma TBpDheme u3
3alaTKa HUje TadHO.

3. Heka je O uenrap rpy:xuune k. Kako je <BNA = <BMA =90° (yrao
Hax npevauroM), caenu <M AN = <CAN = 90°—<«BCA, na je <MON = 2.
<MAN = 180°—-2-<BCA (uenrpanuu u nepudepujcku yrao). Kaxo cy PM
u PN ranrente ua k, cienu <PMO = <ONP = 90°, yerBopoyrao NPMO
je rermsam, na je <NPM = 180°—(180°—2-<«BCA) = 2-<«BCA. Kpyxuuna
ca uentpoM y P u moxyupeunuka PN canpsxu M (jeqHakOCT TaHreHTHUX
ny:xu), a 1o nperxonsom u C' (nearpasau u nepudepujcku yrao). Kako je
u PC=MN, cnetu PM = MN = NP, tj. APMN je jenHakoCTpaHUYAH.
Nakne, <BCA = <NCM = i -<NPM = 30° (Tanrenra 57, crp. 15,
Harpanman 3anamu, M821).

OK101A3 OK101A4

4. Hera je x = OX saz e {a,b,c,h,t,d,p,q,r,u} (Tj. MaAIUM JATUHUIHIM
CJIOBOM je O3HaueH BEKTOP KOjU CIaja IEeHTap ONMUCAHE KPY/KHUIE U TAUKY
O3HAUEHY UCTUM BEJIVKUM JATUHUYHUM CJIOBOM). Tama je t = % Jh =
a + b+ ¢ (ocobuHe TerUmTA U OPTOLEHTPA), d = aT*'b (cpemumre nysxu),
p = 7%4] = —(a+ b+ ¢) (o cumerpujn), r = % “(a+b+q) =
(a+b—a—b—c)=—% (texumre AABQ).

Hera je V rewumre ADPT. Tama je v = oV = $-(d+p+t) =3-
(#—%—i—%) = “T'H’. Kako je v = %, ciequ O — V — D; kaxro je
2w—r)=2- (“T'H’ + %) = % =t—r, cnemu R—V —T; nakue, V npunana
npasama OD u RT, na je U =V (u3 BC # CA cnemn OD # RT).

Wl

Zpyzo pewewe. Ha ocmoBy ocobuma OjiepoBe mpase je % = 2, ma je
% = 2; Kako je u % = 2 (TeRUImTE ENU TERUMHY Oy y ommHocy 2 : 1),

cienn PR || OD u OD = % - PR. Kaxko je O cpemumre TP, OD je cpenma
muauja APRT, na je OU = % - PR = % -OD, Tj. % = 2. Cnenu na je U
rasgumre ADPT.
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5. Axko ce mBa cycemHa MecTa Ha KOjUMa Hap CeIu IMOCMATPa Kao OJIOK,
Kaga ce CBU cMecTe y peny he Outum 6 OnOKOBa 1 8 mMpa3HUX MECTA.
BiokoBu u nmpasuna mecta mMory ce y pen nopebaru ua (164) HAUMHA; TAPOBU
ce mpuApPY:Kyjy OsokoBmMa Ha 6! HaumHA; CBAKM HAp MOMKE CECTU y W3-
abpamu 670k Ha mBa HaumHa (mTo maje 28 moryhmocTm).

Jlakie, ykynaH 06poj pacmopena je (164) - 6!-26,
ITpeu pa3pen, B kareropuja
1. Kako je |a|=a3aa>0wu |a] = —a 3a a <0, cnenn:

1° Ako je v < —1, jennaumna nocraje —(2z+1) — (z— 1) = 2—z, onakie
je x = —1 (mTo je Mame omx —3).

2° Axo je f% < z < 1, jemmaumua nocraje (2z 4+ 1) — (z — 1) = 2 — x,
omakie je x =0 (wro mpumaga CKymy [f% , 1))

3° Ako je x > 1, jenquauuna nocraje (2z + 1) + (z — 1) = 2 — z, onaxrue je
1

T = % MebyTum, kako 5 ¢ [1,00), oBO Huje pemrese.

Iakne, pemene je x € {—1,0}, 1j. jemnaunna uma nsa pemema (Taxrenta
56, crp. 25, [lucmenu 3amanu, 3anartak 8).

2. Kako je <DEC = <EBC = <ABC (TeTUBHU U TAHI€HTHU yrao)

u xako je <AEC = 180° — <CEB =
90° (yrao HAX MPEUHUKOM), CJean
<AED = 90° — «DEC = 90° —
<ABC = <CAB = <DAE, Tj.
ADAE je jemmakokparu (Tamrenra
58, crp. 31, Ilucmenu 3amamum, 3a-
marak b). OK101B 2

3. Karo je 112 = 121 = 21 (mod 100), 11* = 212 = 441 = 41 (mod 100),
118 = 41% = 1681 = 81 (mod 100), 1110 = 112. 118 = 21 .81 = 1701 = 1
(mod 100), caem 2011%°° = 112919 = 1 (mod 100), na je mudpa mecermia
6poja 20112010 jenmaxa 0.

4. Kako mocroju nmocera usmehy Ame u BebGe, jenna on mux mse je lamy
mocermiia yjyTpo, a apyra yBede. Kako Ama muje mocerwmia Jlamy m npe
Becue u npe T'one, ciaenu na je Auuna nmocera ouna yseue. Ilakne, Bebuna
moceTa je bwmima yjyrpo, na cy Becua m oma Jlamy mocerumiie HAKOH He.
I[Tomro Becna uuje mocermuna Ilamy m3meby Bebe m Tome, cnemu ma je
Tlonuua mocera 6umna yjyrpo, a Bebuna yseue.

IHakme, penocaen nocera je Beba—I'ona—Auna—Becha.

5. Bugmetu pememe mpBOr 3alaTKa 3a IPBU pa3pen A kareropuje.
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Jlpyru pazpen, A kareropuja

1. Heka je AB = a (crpanuna neroyria ABCDE), a A1B; = z (cTpa-

auna neroyraa A;B1C1D1E;). YHyTpammy yrao IpaBUIHOT METOYTIA je
3-180°

= 108°. Cuemu <FAB = 108°, a karko je AFAB jennakokpaku,
caenu

JABE, = <F,EA = 1802108
36°. Cnuuno, AFAFE;, je jen-
HaKOKpaku, ma ciaemu {FAFE, = 36°,
OIHOCHO (CHOJBHU yTrao y TPOYIILY)
<BE1A = <FhWFA+ <FAE; = 72°.
Kako je u ANAAE, jemnaxkokpaku,
ciequ NABE; ~ E1AA; u AB =
BE1 = BAl + AlEl = AAl + AlEl =

AFE, + A1E,. U3 cauunoctu ciaenu
AB _ AE,

Af Ak OK102A1
Harne, AEy = a —w, % = %%, onmakiue je (%)2 ~-3-241 =
0, Tj. (jep je 2 > 1) ¢ = 3+2_\/g Kako ce mospmmune CandnHux

¢urypa omHOCEe KaoO KBaApaTW oOAroBapajynnx JIuHeapHUX eJIeMeHaTa,

P(ABCDE 2
caenu (ABCDE) = (3+2‘/3) = —7+i’é\/€ (

P(AlBlchlEl)
rpagau 3axanu, M781).

Taurenra 55, ctp. 28, Ha-

2. Urpauun A u B cy omurpanu k + § nmaprtuja, rae je d = 0 ako cy A n
B omurpasu naptujy, a 6 = 1 ako uucy. IIpeocranu urpauu cy omaurpaJiu
%2(”73) mapruja, na je %2(”73)+k+5 = 55, omHOCHO N2 —5n+2k+25 =
104. Kakxo je k> 1u 6 >0, cnenu n? — 5n + 2k + 28 > n? — 5n + 2, onaxie
jen?—5n <102, akako jen €N, cremu n < 12. Kaxo je k<n—-3u § < 1,
cremu n? — bn + 2k + 26 < n? —Bn+ 2n — 6 + 2, omakue je 108 < n? — 3n,
a kako je n € N, cnemu n > 12. Ilputom, ako je k <n—3 wm § < 1, y
mocnenmo]j HejenHakocTu ce mobuja 108 < n? — 3n, Tj. n > 12, ma y oBOj
CUTYaIlllju HEMA PEIeHa.

Iakne, n =12, k=n—-3=10u § =1, 1j. A u B vucy urpasu mehycobuo.
3. Heka je TP = a, TN = b. Karo je TN cumerpana <PTM, cnemu
M % = 2, 1j. TM = 2a. Kako je TP cumerpana <QTN, ciaemn

TP
T = T9 — 3 1j. TQ = 3b.

TN — N
[IprMeHOM KOCHHYCHE TeopeMe Ha
ATMN, ATNP, ATPQ cnenn A
2a A 3b
4a> + V* — 4dabcosa = 16, T 5
a®> + bV — 2abcosa = 4, Q
a> + 902 — 6abcosa = 36.

OK102A3
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PemapameM 0BOT cucTeMa (CHCTeM JTUHeAPHUX jeaHadnHa 1o a2, b%, abcos a)
nobuja ce a? = 38 p2 = £ abcosa = &, onarne (a,b > 0) crem a =
13 6 24 24 L 0
—_—= = — u = T]. — 4 .

b 5 M cosa j. « 5

Sab  5.24/2 /3’

4. 3a cBaka nBa pasauunrta nesia Opoja a u b u p € Z[z] Baxku a — b |
p(a) —p(b). Ako je n cimosxken 6poj KOju 3a00BObABA yCIOBE 3aJaTKA, HEKA
je d meros menunan takas na je 1 < d <n; ciema n—d | p(n)—p(d) =1-%,

OHOCHO 1;3 = 731 € Z. Kako je d > 1, cnenu ‘fﬂ <1, ma je fé ¢ 7.
Ako je n mpocr 6poj, mommHOoM p(x) = —x +n + 1 € Z[z] 3anoBomasa
p(1) =n u p(n) =1, tj. mpocTu 6pojeBu cy pemema 3anaTka. Kako je To
un =1 (moxke ce yzetu p(x) = 1), crean ma cy OpupomHu OGPOjeBU KOju
3a00BOJbABAjY HaBedeHe ycjaoBe 1 M ¢Bu mpocTu OpOjeBu.

5. Axo je a2 +b? =1, crenn

at+ vt = (a®+b%)? - 2% = 1 — 2471,
a®+05 = (a® +b%)3 - 3a*0*(a® +b%) =1 —3d%?, ma je
a' +0' -1 —2a%® 2
ab+b6 -1 —  —3a%? 3’
Ako je w — 2 cne
RO G e 1 T g
0 = 3(a*+b*) —2(a®+0°) —1
= 3(a®+b%)? — 6a%* — 2(a® + )3 + 6a%b?(a® + b?) —
= 2@+ )21 —a® —b?) + (a® +b*)* — 1 — 6a%b*(1 — a® — b?)

= (1-a*-b%) (2(a> +b°)° —1—a® - b* - 6a’b?),

na je moBosmHO mokazaTtu ma je S = 2(a®+b?)? — 1 —a? — b? — 6a%b # 0 3a
a’?+b?> =t#1. Tanaje S =2t2—t—1—6a%b> = (t—1)(2t+1)—6a%b. Axo je
t <1, crem S <0. Ako jet > 1, rama je a’b> >t—1 o d*(t—d®) >t—1&
0<a’t—t+1-a*=(1-a*)(~t+1+d* =(1-a*(l-b%, mro je tauno
(a,b € (0,1), ma je 1—a?,1—-b2 > 0). 360r a,b € (0,1) jent =a’+b* < 2, ma
Baskn S = (t—1)(2t+1)—6a%b? < (t—1)(2t+1)—6(t—1) = (t—1)(2t—5) < 0.

Ipyru paspen, B kareropuja
1. Karo je M cpe/:mmTe BC, cnemn B—M = 2. Kako je P cpemumre AS u
AS =SB, cnemm —P =2.
Baxu u <BCM = 90° = <BSP
(nujaroHase KBazpara ce CEKy IIOJ
npaBuMm yriom), na je ABCM ~
ABSP. Coneuujanno, <PBS =
<M BC (Tamrenmta 52, ctp. 47,
IMucmenu 3ananm, 3anaTak b).

OK102B1
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2. Axojet=a?>4+x+1= (ac—i— %)2 + % > 0, jemHaumHa je nepuUHUCAHA
3a cBako ¢ € R u oBoM cmemoM mocraje v/t = 2 —t. 3a t > 2 oma HeMa
pemema (cTpaHe Cy pa3iIMUYUTUX 3HAKA), a 3a ¢t < 2 je eKBUBAJEHTHA Ca
t=02—-t)?=4—4t+40=t>-5t+4=(t—1)(t—4). 360or t <2 caemn
P?+r+1l=t=1&22+2=0<%« € {-1,0} (Tanreara 55, ctp. 44,
IMucmenn 3ananm, 3anaTak 2).

3. Us ycaosa samatka je (v +y+ 1) = (2> +y?) + 1 +2(x + 2y +y) =
11+6vV2=(3+V2)7>.

1°Akojex+y+1=-3—-V2,1j. 2+y=—-4—V2uay=2+3V2—
(-4 —V/2) = 6+ 42, 2 u y cy KOpeHn KBaApaTHe jemHaumne 2 +
(44 \/§)t +(6+ 4\/5) = 0. MebyTuMm, OUCKPUMUHAHTA OBE jeIHAUWHE
je (4+V2)?2 —4-(6+4V2) = —6—8V/2 < 0, na ona Hema peasHUX

permema.

2° Ako je x+y+1=34+V2, 1j. 24y =2+V2uay =2+3vV2—(24+V2) =
2v/2, r u y cy Kopenu kBaapaTtHe jemmaumse t2 — (24 1/2)t +2v/2 =0

(tj. 2 1 V2).
Iakne, pememe je (z,y) € {(2,\/5), V2, 2)}

4. Urpauun A u B cy omurpasu 10 mapruja ako cy urpasuu mehycoGmoO,
omuHocHO 11 maprtuja ako Hucy urpaJju mehycobHO, a mMpeocTasu Urpadm

W%ﬁ napTuja.

Cy OAurpaJn

1° Ako A u B mucy omurpajiud IapTHjy, CJIeIn ("_2)2& + 11 = 55,

tj. n? —5n — 82 = 0. MebyTrum, oBa jemHaumna HeMma MeJ0GPOjHAX
pemema.

2° Ako cy A m B omurpaJsu maprujy, cienu ("_Q)QM + 10 = 55, Tj.
n? —5n—84 =0« n € {-7,12}, ommocuo n = 12 (jep je n € N).

Iakie, Ha TypHUPY je ydecTBOBaJsio 12 urpaua, a A u B cy urpasuu mebhy-
cobHO.

5. Heka je k 6poj Ilepunune ryhe.

1° Ako 3 | k, ma ocHoBy mupse m3jase je 50 < k < 59, Tj. Mopa Gutu
k € {51,54,57}. Kako mujeman ox tux 6pojeBa Huje nemus ca 4, Ha
ocuoBy apyre usjase je 60 < k < 69. Karo me moske outu k < 59 u
k > 60, cnenu na je oBa curyanuja Hemoryha.

2° Axo 3tk, rana 61k, na, na ocuoBy tpehe usjase, cnenu 70 < k < 79.
Taxrobe 4 | k, nnaue 6u, mo apyroj usjasu, caemuio 60 < k < 69, Tj.
k<69 u k>70, mro je wemoryhe.

Hakmne, 70 < k <79, 31k, 4| k. Jemuuu 6poj Koju 3a00BOHABA
nperxonue ocobune je 76 (usmeby 70 u 79 nmocroje nBa Gpoja messuBa
cad—Tocy 72 u 76, anu je 72 nemus ca 3).
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ITakne, 6poj Ilepunuue kyhe je 76.

Tpehu pa3pen, A kareropuja

n—3
1. Heka je m = Z(k - k!). Tana je
k=1
n—3 n—3 n—3
Dk =Y ((k+1-1)-k)=> ((k+1)! k)= (n—2)!—1.

k=1

=
Il
—
=
Il
—

Axo je n cnoxen 6poj, momTo 3a n > 4 Baxku 5 < n — 2, nocroju d > 1
rako na d [nmd<n—2 nad|(n—2) udfm, omrocao ntm. Ako je n
npoct 6poj, Ha ocHOBY Buiconose teopeme n | (n—1)!14+1=(n—1)m+n,
1j. n| (n—1)m. Kako je (n,n—1) =1, onasne u n | m (Taurenra 56, cTp.
8, Harpanmau 3anamu, M792).

2. Kaxo je z; (3ai € {1,2,...,2010}) myna momamoma x2°10 + 202 + 2, crenn
22010 = _20x; — 2, omarse je 220! = —2022 — 27, Ha ocmoBy BueroBux
2010
dbopmyna caenu Z z;=0mn Z z;x; =0, na je
i=1 1<i<5<2010
2010 2010 2010 2010

Z xlgou _ Z (—20.%12 — 2$i) =-20- Z x? -2 Z T;
i=1 = .

i=1

2010 2 2010
i=1 1<i<5<2010 i=1

—-20-(0>=2-0) —2-0=0.

3. Axo je n = 3, Baskm 21 + 20 = —z23, omakye je |z3)°> = |z1 + 22| =
|21 + [22]® + 2172 + Ziz0, 1) 2172 + Zize = —|z1®. Cuemn |21 — 20f* =
|21|2 + |22|? — (2172 + Z122) = |21)% + |22]? + |21]? = 3 - |21]®>. Amasormo je
|22 — 23| = 3 [21]* = |23 — 21]%, omarme je |21 — 20| = |20 — 23] = |23 — 21|, 7).
tauke onpebhene OpojeBuMa 21,29 U 23 UMHE jeTHAKOCTPAHUUYAH TPOYTao.
Axo je n > 3 mapam 6poj, n = 2k,k > 2, Heka cy 21,22,...,2k DPa3yu-
uutn OpojeBu MomyJa 1, HekKa mpumazajy yHyTPAIImOCTA MPBOT KBaApa-
ara (Rez;,Imz, > 0 3a i € {1,2,...,k}; TakaB m3bop mOCTOjU) U HEKaA
je zpri = —z 3a i € {1,2,...,k}. Baxum |z21| = |22| = ... = |22k u
21+ 22+ ...+ 29, = 0. Yrouuko je 2k-toyrao ompeben oBuMm Taukama mpas-
UJIaH, OH ce poramujama oko cBor mentpa (0) 3a -7 (3a i€ {1,2,...,2k})
cauka y cebe, Ia MOIITO MMa TAUuKy y YHYTPAIIEKOCTHA MPBOT KBaIpaHTA,
MOPa je MMaTh U y yHYTPaIllhOoCTH CBakKor KBampanTa (jep je k > 2, ma
je 7 omTap yrao). MebhyTuM, mo KOCTpYKIMju OH HEMa Tadyaka y yHyTpa-
IHOCTU JPYTOr KBAAPAHTA, A HE MOKe OUTU MpPABUJIAH.

Axo je n > 3 menapau 6poj, n = 2k+3,k > 1, Heka cy 29, 23, . .., 211 PA3IU-
uuTy 6pPojeBu MOMLya 1, HeKa mpUmanajy yHY TPAIIKOCTHA IPBOT KBAAPAHTA
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(Rezj,Imz; > 03ai€{2,3,...,k+1}) u mera je % > Rezp >Rezz > ... >

Re zk4+1 (TakaB uzbop nocroju). Heka je zpyoq; = —2;3a 4 € {2,3,...,k+1}
: 1, ;. /3 1. /3
u HeKa je 21 = —1, zpio = §+z-§, Zkt3 = §fz~§. Bau |z1]| = |22| =

coo = |2okys| m 21+ 22+ ...+ zakgs = 21+ Zkt2 + 2k+3 = 0 m 0BO je crynm
PA3IUYUTUX Tavaka (Zgxi3 je y YHYTPAMIHBOCTH YETBPTOT KPAIAPAHTA, a
Zpys & {22,23,..., 2641}, jep je Rezpio = 3). Yrommro je (2k + 3)-yrao
onpeben oBuM Taukama mpasBuiaH, OH ce poramujama oko cBor nesarpa (0)
3a 1 - 2213 (3a i € {1,2,...,2k + 2}) cauka y cebe, ma mOmTO MMa TAUKY
Yy YHYTPaIIlhOCTHA HPBOr KBAJApPaHTa, MOpa je MMATU M y yHYTPalIHhOCTH
cBakor kBagpanTa (jep je k > 1, ma je 22% omrap yrao). Mebyrum, mo
KOCTPYKIMjU OH HeMa Tadaka y yHYyTPaUllbOCTH APYTOr KBAJApaHTa, Ha He
MOK€ OUTH ITpaBUIaH.

Hakme, tBpheme je Tauno 3a n = 3, uHAYE HU]E.

4. Hera je b(n) (3a n € N) 6poj momckynosa ckyna {1,2,...,n} roju
He campske TpU y3acTomHa mpuposnHa 6poja. Heka je n > 4, P mouackym
ckyma {1,2,...,n} KOju He CaAp!KU TpU y3aCTONHA NPUPOAHA Opoja u
m=max {{1,2,...,n}\ P} (3a n > 4 uperxonau MmakcumyMm je 1o6po medu-
uucal). Mopa 6utu m € {n —2,n — 1,n} (unaue n —2,n —1,n € P).

1° Ako je m = n, P je momckyn ckymna {1,2,...,n—1} koju He canp:xu Tpu
y3acTomnHa npupoaHa 6poja. MehyTum u cBaku TakaB MOACKYIT CKYIIa
{1,2,...,n—1} jennosnauno onpebyje moackyn ckyna {1,2,...,n} xoju
HE CAIPKU TPU y3aCTOIHA IPUpOoAHA 6poja u 3a kora je m = n (3a-
npaso, uctu taj moackyn). Hakie, 6poj oBakBux ckymosa je b(n —1).

2° Axo jem =n—1, P canpsxu n, a P\{n} je nonckyn ckyna {1,2,...,n—
2} KOju He canpKU TPU Y3aCTONHA mpupomgHa Opoja. Mebyrum un
CBaKM TAKaB MOACKyN ckyma {1,2,...,n — 2} jemnosnauno oxpebyje
noackyn ckyma {1,2,...,n} Koju He caap:KU TPU Y3aCTOMHA IPUPOIHA
6poja u 3a kora je m = n—1 (MCTU Taj HOACKYI KOME Ce DOAA €JIEMEHT
n). Ilakre, 6poj oBakBux CkymoBa je b(n — 2).

3° Ako je m = n—2, P cagpsru n — 1 u n, a P\ {n —1,n} je no-
nckyn ckyna {1,2,...,n—3} KOju HE CAAPKA TPU Y3ACTOIHA IPUPOIHA
6poja. Mebyrum u cBaku Takas moackyn ckymna {1,2,...,n — 3} je-
nmuo3HauHO onpebyje monckym ckyna {1,2,...,n} Koju He canp:xEu TPU
y3aCTOMHA NpUpoaHa 6poja u 3a Kora je m = n—2 (uCTu Taj MOACKYI
KoMe ce nonajy emementu n— 1 u n). Jlakmae, Gpoj OBAKBUX CKYIOBa

je b(n — 3).
Hakne, b(n) = b(n — 1) +b(n —2) + b(n — 3) 3a cako n > 4. Karo je
b(1) = 2,b(2) = 4,b(3) = 7, ysacTomHOM OpUMEHOM (opMmyse ce nobuja
b(10) = 504.

5. Hera cy Taurke A', B, ¢/, D' u E' pacmnopebemne rao ma ciawumm
(pememe je aHAJOTHO M y IPyrUM cuUTyaiujama). Kako je uerBopoyrao
BP3C'C rterusan, ciemu <Py P3C’ = <BP3C' = <P,CC' = <«PyDC" =
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180° — <«C'DP;, na cy tauke Py, P3, C' m D ma ucrom Kpyry. 36o0r
cumeTrpuje ToMm kpyry npunana u E’'. Kopucrehu TtetmsrOCT WyeTBOpOyTIA
AA'B’'B n Kako cy yrJOBUM HaJ UCTOM TTUBOM jeIHAKU, CJIEIA

<A'B'C' = <A'B'B+<«BB'C' = <A’ AP, + <BP;C’
A'E'P, + 4P, PsC' = PLE'C' — <A'E'C’ + <P, P;C'.

Kako je werBopoyrao Py P3C'E’ terusan, Basku <Py E'C’' + <P P3C’ = 180°,
na je <A'B’'C’' = 180° — <A'E’'C’, omnocuo tauke A’, B’, C' u E' npunanajy
HMCTOM KpPYTy, a 300T cuMeTpuje ToM Kpyry npumaga u D’.

Hanomerna. Oo tBpheme je mosuaro u kao MukenoBa meHTarpaM TeopeMa.

OK103A5

Tpehu paspen, B kareropuja

l.3acBe Zu yje 2 Xx T =0u T Xy =—y X T,majeu X y +

— — — — — —

rX y+yxax=1aoxy. Cienn
(F+@)x(@+b) = @xT+Txb+axD,
(7+?)x(?+?) = Txb+TxXCTH+Db X7,
(V+e)x(e+@) = BxT+xT+7TxT,

onakie ce cabupameMm nobuja tBpheme 3amarka (Taurenra 54, crp. 45,
IMucvenn 3anamu, 3anaTax 3).

2. Ilpecek kyme m paBHE KOja CAIPKU OCYy KyIe U IPEUYHUK OCHOBE KyIIe
je jemHaKOKpaKy Tpoyrao ocHoBUIE 21, BucuHe H, Kpaka § U MOJYIPEUHU-
Ka ynucaHe KpyskHune p. V3 popmyrna 3a HOBPUIMHY TOI TPOYIJa CJIeIN
28— p(2r 4 2s).
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Cnemun r(H — p) = ps, a kKako je

s? = r? + H?, nobuja ce r*(H —

p)? = p2(H? +12) = p?H? + p*r? &

1

r? (H? —-2Hp) = H?*p* & 3 =

H?-2Hp 1 2

—_— == (Tamrenra 56,
H2p2 2 pH

ctp. 34, Ilucmenu 3amaru, 3amaTak

1). S

OK 10352

3. 3a z,y € (0,%) je siny,cosy # 0, ma je cuCTeM eKBUBAJICHTAH Ca
cosx i

sinx ) . .
=2cos?y, —— = 2sin’y. CabupameM oBe ABe jemHaYMHE 100Uja ce
siny

cosy
sin(z +

M =2, Tj. sm(x—i—y) = sin 2y < 2sin %5¥ cos m+3y =0. In0<z,y<
siny cosy

% ememn —§ < F5¥ < % ma ako je sin 5¥ = 0 cremn x = y; MehyTum, Tana

U3 TOJA3HUX JeILHaqMHa caemu sinz = 2sin®z < sinz = \/Lé Sr=7 (jep
. . . . _ z+3

je smx>30), taga jey =7 . U3 0 <w,y < F crequ 0 < Ty < 7, Ia aKo
je cos x+ W = (0 cnemm x + 3y = w; mebyTum, Tama u3 mosasHUX jemHAUMHA

ciaenu sin 3y = sin(m — Sy) =sinz = 2sin’y < 3siny — 4sin®y = 2siny &
siny = 2sin®y < siny = f <y =7 (jep je siny >0); rama je x = 7.
T

IIpoBepoMm, & = y = 1 je pememe, ma je OBO jeIWHO PENIemhe CUCTEMA U3
3a0aTKA.

4. Bunmeru pememe Tpeher 3zamartka 3a apyru paspen A kareropuje.

5. Bunetu pememe meror 3amarka 3a Apyru paspen b kareropuje.
YerBpTH pa3pen, A kareropuja
1. Buneru pememe npsor 3amaTtka 3a Tpehu paspen A kareropuje.

2
2. Hera jesinz =t u g(t) =t+ —— +b. g je mudpepenuujadbunua na (0, 1)

3+t
7+ 6t +
u Basku ¢'(t) = Z’;Jrit—i)_?’ na je g pacryha ma [—1,1] (45+T‘/E < =il =
3 3
~4 < -1, Caen f0) = wax{la(-D,a(0)) = max{pl, o+ 31 > 3.
3 3 3
Kaxko je f (_Z) = > cemn Ibréiﬂrgf(b) =71

a1« ... Qm

3. Hera je J(A,B) = T
1°..."0n

mHOCT J ce He Mema, Tj. IPUMEHOM OBUX oIepaiuja mMoryhe mobutu camo
napose (C,D) 3a xoje je J(C,D) = J(A,B). Ca apyre crpaHe, ako Cy
C=(c,...,cm)uD=(dy,...,d,) raxsu na je J(C,D) = J(A, B), y3acro-
IIHOM NPUMEHOM onepanuje 3° Ha ci,d; u 2 = Z—; (3a cako j € {1,...,n},

IIpumenom omepamuja 1°,2°,3° Bpe-



39

penoM), a HAKOH TOra y3aCTONHOM IPUMEHOM olepanuje 1° Ha ¢1,¢j 1 2
Cj . A / / /
o (3a cako j € {2,...,n}, pemom) ce mosasu no C' = (cf,...,c,) u D

{1,...,n}; mebyrum, 360r J(C', D) = J3(C, D) = J(A, B) mopa buru u ¢}
ai.

(dy,...,d)) TakBux na Baxku ¢, = a; 3a j € {2,...,n} u d, = b, 3a j €

Ilaxne, on (A, B) ce moxe noburu (A, B) ako u camo ako je ﬁ e R.
1 n

4. dynrnmje f(r) = 22 +kr+k—1 (3a k€ {2,3,...,n}), f(z) = 222+ 4z +2
u f(r) = 2% + 42 + 4 3amoBomaBajy ycaose 3amatka, ma je p(n) = n+1 > n.
p(4) =5 < 42, p(5) = 6 < 5%, p(6) = 10 < 6%, ma 3a n € {4,5,6} Baskw u
npyra mejennakoct. Axro f(z) = a(z + x1)(z + z2) uMa TpaskeHa CBOjCTBA,

6pojesu a, a(x1 +x2) u ax1ze cy w3 {1,2,...,n}, na je xo < —, onaxkie je
axry

1

1 <A1 1 2
ZZ% z_:lx—lala:”(”f"'W)

r1=1a=1 =

1 1

Haxmne, noBo/mHO je mokaszatu ma je 1+ 5 4+ ...+ — <+ n3an>"7, noka3
n

7

1 1 1 1 1 1 1
UHIYKIU]JOM; 3a N Je;Z <+2+3+6>+4+5+7 +
9 3 9 3
20 + — <24 2 + 20 = = 2,6 < /7. Heka je tBpheme Tauno 3a n; Bakn
1 1 1 1 . .
1+ B +. + + ? <vn —|— e na je OOBOJLHO IOKa3aTu na je

1 1 1
n+——<vn+l & —<<Vn+l-VvVn=————
v n+1 n+1 v vVn+1l+yn

1 1
<
n+1l " 2¢y/n+1

5. Bumeru pememe neror 3amartka 3a Tpehin paspen A kareropuje.

S2<vVn+1sn>b.

UYerBpTH pa3pen, b kareropuja

1. Hexka je x upBu, a y ,prI‘I/I 6pQ] Tana je r + y = ¢ u Tpeba oapenuTu
Hajsely BpemmocTt m3pasza x°y? mpu ycioBy x,y > 0,2 +y = ¢, OJHOCHO
Tpeba onpemutu HajBehy BpemnocT dGyHEIMje f( ) = ac?’(c — )%, x € (0,¢).
f je mupepenmujabunna dpyurmmja. Kako je f'(z) = 322 ( )2 +2%-2(c—x)-
(—1) = 2?(c—x)(3c—5z), cnemn na je f'(z) >03az € (0,2 -¢) u f/(z) <03a
z € (£-¢c), ma ce MakcuMyM oBe (YHKIMje HOCTUE 3a T = 2 - ¢ U U3HOCH

- 23 52
f (% ~c) = 35'52 -¢® (Tamrenra 58, crp. 28, [lucmernu 3amanu, 3a1aTak 3).

2. Bunetu pememe mpyror 3amaTtka 3a tpehu paszpen b rareropuje.
3. Heka je a = arctgﬁ,ﬂ = arcsin 23—8. Kako je \/%,1/ % > 0, «

u [ Cy OWTpU YyIVIOBU U BaKU tga = % ,sin 3 = 4/ %. Cnenu cosf =
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V1-sin®f=,/2= —\/52—8 (8 je omrap yrao), omakie je tg 3 = Zg;g =¥

na Bayku
1 V3
tg(a+ ) = tgatigh _ w3TT *L*tgﬁ
S l-tga-tgl 1 _L_.v3 76
ga-tgf - do. ¥ V'3
Kako je a+ 3 € (0,7), ctemu o + = ¢ (jemunm yrao us (0,7) umju je
TaHTeHC jelHAaK % je §), maje 5 =6¢€N.

4. (a) Hekra xommiiekcuom 6pojy z oarosapa tauka T, (3a z € {a,b, 21,22, 21
+22,0}). 3a a,b € C m3pas |a — b| jemnak je mysuum nysxu 1,7}, na us
[(z1 + 22) — 0] = |21 + 22| = |21 — 22| cnenmn |T%y 42,0 = |12 T2,|. Harie,
yerBopoyrao 115,71, +.,T,, je mapanenorpamM KoMe Cy AujaroHaje jeqHa-
KUX AYKAHA, OQHOCHO IpaBoyraoHuk, ma je AT, ToT,, npaBoyrin.

(8) Ako je z1 = 1,20 = 1+, rana je AT, TyT,, nupasoyrmu (<ToT.,T,, =
90°) u |21 + 22| = V5 # 1= |21 — 22, Tj. He Mopa 6uTh |21 + 29| = |21 — 2a].

Jpyeo pewene. (mena (a)) Kako je |21+ 20]? = |21|2 +|22|* £ (2122 + Z122), 13

— o — > 2 p— Z1 3 3 21
|21+ 22| = |21—22| M 2120 £ 0 cnenn 2123 = —Z122 & 2= —(5>, Tj. 6poj z
je ¥ucTo mMarvHapaH, OITO 3Ha4YM Ja BEKTOPU KOjU OAroBapajy 6pojeBuma

Z1 ¥ 2z 3aKjalajy mpaB yrao.

5. Ha ocHoBy Tabsuie ciaenu na CBaKUA CTYIEHT uMa Oap jenaH 3ajeTHUYKA
oaroeop T—L ca mekum apyrum cryneaToM. CrTora ako HEKU CTYIEHT MMA
CBUX 5 TAYHUX OArOBOPA, OHOA CBAKU CTYIEHT mMma 6ap 1 Tavan oarosop.
Kako crymentu umajy paszauyut 6pOj TAYHUX OATOBOPA, CIEIU 1A j€ YKY-
man 6poj Taynux omrosopa 5 +4+3+2+1=15. V3 tabaune caemu na je
MakcuMaJial 0poj taunux oarosopa 2+2+4+4+ 3= 15 (ua npso nurame
a nima b, na qpyro a unu b, na rpehe T, Ha werspTo T u Ha mero T). 360r
T—1 nurama ciaenu 6u cBe TayHe oarosBope mMao Ama, anu 6u tana Heba
u ['ona nmanau mo nBa TauyHa onrosopa, a Becua u Jloku mo Tpwu, mIto mpo-
TUBpEUYM YCJIOBY 3aJaTKa A CBU CTYIEHTU MMajy Pas3iuduT OPOj TAUHUX
oaroeopa. lakiie, He MOCTOjU CTYMEHT KOjU MMa CBE TAYHE OIArOBOPE.
Yrynan 6poj taunux omarosopa je 4+3+ 2+ 140 = 10. Yronuko 6u
TayHu ONroBopu Ha 3. U 4. nurame Owim | w |, omma Ou MarcuMaJsiaH
Opoj taunux omrosopa 6mo 2+ 2+ 1+ 143 =9 < 10, mro HEje moryhe.
Yromuko Om TayHu oarosBopu Ha 3. u 4. nurame Owiam T m T, oHma Oum
MUHUMAaJaH O0poj Taunux oarosopa 6mo 1+ 1444442 =12 > 10, mTo
Huje mMoryhe.

Hanomewna. Ilonm ycmoBuma 3amaTka, MOryhe je onpenuTu IiTa je TadaH
OArOBOp HA CBAKO O HMET HNUTAKA, Tj. Yy MOTIYHOCTA OAPEIUTU LITA CE
moroamio. 3awucra, U3 nperxonHor caeau na Ana, Becua u Iona (koju cy
Ha HA 3. 1 4. OUTAmE OArOBOPUIU Ca | U | ) HE MOU'Y OUTK CTYAEHT KOju
UMa CBe HETAYHe OATOBOpeE, ma je Taj cryneHT beba mmu Iloku.

Axo Beba mema TauyHor oaroBopa OHIA Cy TAYHU OArOBOPU Ha | —L mu-
rama: 3. L (jaBma ce 1 myT), na 4. T (jaBma ce 4 nyra) nu Ha 5. L (jaBma
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ce 2 myra). Tana Becna, I'ona u loku umajy 6ap 2 Tays€a oArosopa, ma
Ana uma tavan 1 ogrosop u to he outu 4. T. Kako cy u Anuna u Bebuna
IUTAaKka CA BUIIECTPYKUM OICOBOPOM HETAUHA, CIEOV Oa Cy OATOBODU HA
npBa nsa murama: 1. ¢ (jaBma ce 1 myT) un 2. ¢ (jaBma ce 1 myr). Meby-
TUM, TaJa je yKynaH Opoj tauynux oxrosopa 1+ 1+1+4+4+2 =9, a ne 10,
ma beba Huje cTymeHT KOju mMa CBe HETAYHe OATOoBOpe, Hero Jloku.

Kako Ilokum Hema TavyHOr OArOBOPA, TAYHM OACOBOPU HA | —L murama Cy:
3. T (jaBma ce 4 nyra), na 4. L (jaBma ce 1 myr) u ma 5. L (jaBma ce 2
nyta). Tama Beba, Becua u Toma umajy Gap 2 Tauna oarosopa, ma Ana
uMma Tavan 1 omroBop u 1o 3. T. Karo cy m Anuna u JlokujeBa nurama
ca BUIMIECTPYKUM OJrOBOPOM HETAaUHA, OATOBOPU HA MPBA IBA MUATAHA CY:
1. b (jaBma ce 2 myra) u 2. b (jaBma ce 2 nyra) unu ¢ (jaBma ce 1 myT).
Kako je ykynman 6poj tausux omrosopa 10 =2+ 1+4+ 1+ 2, cienu na je
TavyaH OATOBOP 2. C.

Ilakne, Taunu oarosopu cy: 1. b, 2. ¢, 3. T, 4. L u5. L (onu cy y Tabaunu
VOKBUPEHU—Y IOCJIEARK0j KOJOHU je YKyHaH OpPOj TaAYHUX OACOBOPA CBAKOT
Ol CTYIEHATA).

I (I | | IV | V
Ana a|a |[|T|| T | T|1
Beca |[o]] o [[T T |3
Becwa | a | b || T T L]]2
Tona | [b] T[] 7 [[L]]4
Hokm | ¢ | a | L | T | T 1|0

PEIMEILA 3AIATAKA NPKABHOI' TAKMMYEILEIHLA M3
MATEMATHWRE YYEHMNEKA CPEIILNX HMIKOJIA, 20.03.2010.

ITpeu pa3pen, A rareropuja
1. Heka je O npecek AC u EF.
W3 ycanosa 3anmatka je <BAD = 20°
(AABD je jemHaAKOKpaKU Ca yTIIOM
Ha ocHoBumu 80°) m <FOC = 20°
(«CEO = <DEF = 20° u <BCA =
40° u3 jemnaxokpakor AADC, kome
je yrao max ocuosunom 100°), na je
EC=0C.

Heka je M tarxBa ma je <DAM =
80°, AM = AF u Hasa3u ce y moJy-
pasuu onpebenoj npasom AB y KO-
joj muje C. Tama je ADAM =
ADBA (AM = DB,AD = AB,
<DAM = <ABD =80°) u AAFD &
AMFD (DF = DF,DM = DA u
FM =FA, jep je AF =AM u

IP101A1
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<FAM = <DAM — <DAB = 60°, ma je AFAM jemnakocTpaHudyaH),
onakie ciaemu <TADF = 10°.

Kako je <DEF = <DAF = 20° uwerBopoyrao AEDF je teruBan, na je
JAEO = <AEF = 10°. Rako je <OAE = <FEOC — <AFEO = 10°, caemn
<AOF = 160°, a rako je <ABC = 80°, O je menrtap onmcaHe KpYsKHUIE
AABE, na je AO = BO. Kaxko je <BAO = 60° (u3 AABC), AABO je
jemnaroctpanuvan, na je AB = AO.

Konauno, DE =CD + EC = AB+ OC = AO + 0OC = AC.

2. Kako je uerBopoyrao ABCD raurenran, Basku AB + CD = BC + AD.
Herka cy M u N cpemumra crpanuna AD u BC, pemom. IHyx MN je
cpenma JuHUja Tpamnesa, na je MN = % -(AB+CD) = % -(AD + BC).

Axo je pacrojame wmsmeby nenra-
pa IBa Kpyra jeaHako 30upy momy-
OpeYHMKA Ta [Ba Kpyra, OHU Ce
nomupyjy. Karko cy M u N mue-
HTPU KPY/KHUIA HAJ TPEYHUIIMA
AD u BC, pemom, ciemu TBpbheme
3aJaTKAa.

IIP101A2

3. Heka je S(x) 36up uudapa 6poja x € N.

1° Axo 2 | n, Basku n = 2k 3a mexo k € N. Bpoj x = ajaz ... axag ... aza7,
a1 > 0, je memwus ca 9 ako u camo aro 9 | S(z) = 2(a1+as+...+ax) =
2S5(y), rme je y = a1az...ax, tj. 9| S(z) & 9| S(y), na TpaskeHux
T mMa KOJMKO 1 oAroBapajyhmx y, Tj. Koamko mma k-Toum¢ppeHux
OpojeBa mesmuBux ca 9. Ilakie, y 0BOj cuTyauuju TpakeHUx OpojeBa

10% —1 10F-1 -1
9 ]_ [ 9
ca 0, a ceaku 9-tu 6poj je memus ca 9).

. [ ] =10*"1 =107 (6poj me cme mounmaTu

2° Ako 2 t n, Basku n = 2k + 1 3a mero k € N (n > 1). Heka cy
ai,az,...,ar € {0,1,...,9, a1 > 0. DBpoj x = Giaz...axcay...az01
je memwusB a 9 ako u camo ako 9 | 2S(y) + ¢, rme je y = Giaz...ak.
Ako 9 | S(y), Tanma je 9 | ¢ < ¢ € {0,9}, Tj. y 0BOj curyanuju
nocroju nee Moryhroctu 3a ¢ Axro 9 t S(y), rama 2S(y) +c¢c = 0
(mod 9), 1j. ¢ =25(y) # 0 (mod 9), ma je y oBoj curyanuju c jemu-
ucrBeno onpebeno. Axo cy ai, Ok, penom, 6poj k-tomupperux Gpo-
jeBa KOju Cy mespbUBUM, OOHOCHO HUCY OEJBUBU ca 9 ciaenm na y OBOj
curyanuju TpaskeHux Opojesa uma 2 - ag + 1 B = a + (o + Bk) =

1]{:71 1]@*171 n—
[ 0 }[ 0 }+9.10’“1 = 10" =10"7 (ak + B je ykynan

9 9
6poj k-Tomudpenux Gpojesa).

Ilaksae, TpaskeHu 6poj je 1ol"z].
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4. Baa,b€Z, a #bnu P(x) € Z[z] Baskn a — b | P(a) — P(b).

Axo je p > 2, p,q,r cy HenapHu, na cy OpojeBu p —q, ¢ — T, T — S TapHU
¥ CBakW Ol BUux meiau oarosapajyhu meby 6pojesmma 2010 — 3, 2010 — 20
u 20 — 3; mebyTuMm, oBM OpojeBM HHCY CBU IapHU, IIa je OBa CUTYaLUja
HeMoryha.

Iakne, p = 2. Kako 2 | r—q u r—q menu nexu oxn 6pojesa 2010—3, 2010 —20
n 20—3 (on kojux je camo 2010—20 napaw), caenu {P(q), P(r)} = {20,2010},
na je P(2) = 3. Ilowro r — ¢ | P(r) — P(q) € {20 — 2010,2010 — 20}, cnenun
r—qe S =1{210,398,1990}. Ako je P(r) =20, ciemqu r — 2 | 17, oguocHO
r € {3,19}. Kako je r > ¢ > p, cnenn r = 19, na kako je r — q € S, cnemn
q =17, omakne 17 — 2 | 2010 — 3, wToO je HeTAUHO.

Haxne, P(r) = 2010 u P(q) = 20. Kako r —2 | 2010 — 3, cuemu r — 2 €
{3,9,223,669,2007}, oguocuo r € {5,11} (225, 671 u 2009 cy caokeHnu).
Kako je r —q € S, He Moke Outu r = 11, ma je r = 5 u ¢ = 3 (jep je
p<qg<r).

Konauno, P(p+ q) = P(2+ 3) = P(5) = P(r) = 2010.

5. Heka je O mpecex A3Cs m B3Ds;. Tpoyrao majselie mospmuue (He
Mopa Outu jenHosHauyno oxpeben) koju ce Moyke ymucaTd y meToyrao
A1A2A30D3 (cnuka P 10 1A 5-2) nma temena Ha pyOy OBOr meroyria
(bap 2, uHAuYe ce HOBpUIMHA MO:Ke moBellaTW XOMOTETHUYHOM CIIUKOM;
a Tpehe momepameM Iy:k IpaBe HOpMaJHE Ha Opasal Koju oxpebyjy
OpPeTXOMHa 2 TEMEHa, IOIITO jé YHYTPAIIHOCT (GUIype OTBOPEH CKYII).
Kako numeapna ¢pyHEmuja (HOBpImMHA TPOYTIa QUKCHpPAHE CTPAHUIE y 3a-
BUCHOCTHU OJ] BUCUHE) UMa €KCTPEMHE BPEIHOCTU y KpPajeBUMa UHTEPBAJa,
IEroBa TeMeHa Cce MOTy m3abparu Tako ma Oymay Ttemena meroyria. Meby
TakBUM TpoyryioBuMa HajBehy mospmuny (jemmary 2) mma AA;A;0.

TP 10 1A 5-2 TP 10 1A 5-3

Kako ce purypa u3 3amaTtea MOKe PA3IOKUTU HA YETUPU OBAKBA METOYTJIA
(cimra TP 10 1A 5-3), 6ap y jeqHOM O BUX Ce HAJNA3M TPU O CMEIITEHNX
neset tavaka (lupuxieos npunmun), na oue o6pasyjy TPOYrao IOBPUIMHE
HajBUIIE 2, KOjU ce HaJa3u yHyTap ¢gurype.

Ilakie, oArOBOp Ha MUTAHE 330aTKA je HeraTUBAH.
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IIpBu pa3pen, b kareropuja

2. 2547 3a+47
1. K i ,2’73 — _ z+3 _ ’ _
owo o (on # % 2,-8) la) = ~—gr g = <L )
_9. 3147 4 7
x+2
T mit g = x, ciemqu fsry; = fi(x), 3a cee k € NI € {0,1,2},2 #
- r+2

3-2010+7 6037

2010 +2  2012°

2. Hexa je 2010 jemnak 30upy k > 1 y3acTomHMX OpUpPOTHUX OPOjeBa mOUeB
onn, tj. (n+1)+...+(n+k) =2010. Cremu kn+ 2 — 2010, onaxsne je

2010 k+1 2010 k+1
nz——;.Haﬁosak>643aﬁmT—%<Ouﬁaﬁojek>1,

cnenu 2 < k < 63. Kako je n € N, oba cabupka Ha OeCHO] CTPpAHU Cy WA
IPUPOTHU OPOjeBU WU CE 34 % pPa3nuKyjy oI MpUpOTHOr Opoja.

—2, -3. CJ’Ie,Z[I/I f2009(2010) = f2(2010) = —

1° Ako je 2(;% , % € N, k je menapan meaunarn 2010 = 2-3-5- 67, T1j.
k € {3,5,15,67,201,335,1005}, onuocuo k € {3,5,15} (jep je k < 63),
Tj. y 0BOj curyamuju nocroju 3 moryhuoctu 3a k (rana je (k,n) €
{(3,668), (5,399), (15,126)}).

2° Axko je %,% € NJr%, cnequ 4 | k, 1j. k=4l rme 1| 3-5-67,
na je | € {1,3,5,15,67,201,335,1005}, omrocuo k € {4,4-3,4-5,4-
15,4-67,4-201,4-335,4- 1005}, j. (xaxo je k < 63) k € {4,12, 20,60},
na y oBoj curyanuju nocroju 4 moryhuocru 3a k (rana je (k,n) €
{(4,500), (12, 161), (20, 90), (60,3)}).

Haxme, mocToju cenaM MOryhHOCTH 3a TpaskeHO IPEACTaBJbAME.

3. Kako je vV14+a+V1+b<3<44+2V14+a+b+ab=14+a+1+b+
2W1+avV1+b <9< V3+ab=Vi+ta+b+ab <2 & ab < 1, cremm

2
. Lo a+b
TpaskeHa HejemHaKocT, jep je ab < (T) = 1 (Tanrenra 55, cTp. 45,

IMucvenn 3anamu, 3anatax 1).

4. Hexka je BD (D € CA) cume-

rpana <ABC. Kaxo je BD L CM, <

ACMB je jemHakoKpak, Omakie je D

BC = BM. Kako je BD = BD, :

BC = BM u <DBM = <DBC(C,

cremn ACDB =~ AMBD. Kako A M =
IP1016 4

je AABD jemnarokpak (<DAB = <CAB = i - <ABC = <ABD), ciemu
DM 1 AB, ma je <BCA = <DMB = 90°. Karo je <CAB + <ABC = 90° u
<ABC =2-<CAB, cnemu <CAB = 30°, <ABC = 60°.
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5. Hera cy O; u O nenrpu ynuca-
uux kpyrosa ASAC) u ASAB;, pe-
oM, a K1 u Ko momHOXkja HOpMaJIa
u3 Oy u Oy va AS, pemom. Tana
je AAOlKl = AAOQKQ (OlKl =
O K5, <O1K1A = <02K2A = 90°,
<01AK| = 1 - <BAS = 1 - <CAS =
<102AK2), na je K1 = K.

CJIeI[I/I ASOlKl = ASOQKQ
(<101K15 = <02K55 =90°, O1 K, =
02K, SK, = SK>), AP 10165

na je <C1SA = § - <01SA = § - 90254 = <B1SA. Crnemn <ACC, =
qC1SA — <SAB; = <B1SA — <SAC, = <ABBq, na je <BCA = <ABC.
Amnamnoruo je u <BCA = <CAB, na je AABC jemnakocTpaHrdYaH.

Jlpyru pa3spen, A kareropuja

1. Hera je F momHO:xje HOpMaJe
u3 D ma AB. Kaxko je <BCD =
<DFB = <AFD = <DFEA = 90°,
uerBopoyriosu FBCD u AFDE cy
TeTuBHM (Ca LEHTPUMA OMUCAHUX
kpyrosa N u M, pemom), ma BasKu
<CFB =<CDB = <FEAD = <FEFD
(yrnoBu man terusom BC, teTuBOM
ED wu ycuoB 3azaTka), OIaKJe
je <CFE = <FFD + <«DFC =
<DFC + «CFB = <DFB = 90°,
omuocuo AEFC je mpasoyrau, a P
je meHTap HeroBe ONMUCAHE KDY KHU- OP102A1
e.

Kako je sajemmmuka TeTwBa nABa Kpyra HOpMaJiHA HA MpaBy Koja cuaja
neHTpe Tux Kpyrosa, caemu MP | EF (kpysuuna oko AFDE u AEFC
ca 3ajemauuroM tetuBoM EF) u NP | FC (kpysuuna oko FBCD u AEFC
ca 3ajegamuroMm tetusoMm FC), na je <M PN = <FEFC = 90° (yrnosu ca
HOPMAJIHUM KPAaluMa).

2. 3an € N uera je z, =20...01...1. Hera je Ay = {x; | k| x; Al <

n—1 n

j < 2010}. Kako 3| z,, ako u camo ako je 36up nudapa 6poja T, HEHUB
ca 3, Tj. ako u camMo ako 3 |n+ 2, ciemu z, € A3 & n =1 (mod 3). Kako
: _ _ 2n— 1 n _ 18.10%"71410m-1

je xn =20...01...1=2-10"""1+ 5. (10" —1) = LB HO =1 cremn

n—1 n

7|z, 71181021 410" -1, 1j. 2, € Ay & 0=18-10""1 4+ 10" -1 =
—3.3201 430 ] = (32737 41) = (327 —8-3"+15) = — (3" —3)- (3" —5)
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(mod 7), omrocHO T, € A7 < (3" =3 (mod 7) V3" =5 (mod 7)). Kako 3a
k € Ny sasgkm 3572 = 2 (mod 7), 3%%t3 = 6 (mod 7), 3%%T* = 4 (mod 7),
30545 =5 (mod 7), 3% =1 (mod 7), ciemu 3" =3 (mod 7) < n =1 (mod 6)
n3"=5 (mod 7)< n=5 (mod6). Kako n =1 (mod 6) = n =1 (mod 3)
U KAKO He mocToju n 3a kKoje je n = 5 (mod 6) mw n = 1 (mod 3), caemn
A7\ As ={z; | j =5 (mod 6)}.

Kako je 10 = 1 (mod 17) u 102 = 100 = —2 (mod 17), cuemu 9 - z15 =
18-1021271 4102 -1 = 102 +102 -1 = 107 +10"2 -1 = 10-(—2)> +(-2)°—1 =
—80+64—1=17=0 (mod 17), nma 17| 9z,, ogsocro 17 | zy,.

Kako 3 m 7 mucy y youenoMm uu3y, cBu 6pojeBu usz AsU A7 cy cioskeHu.
Kakom 12 ¢ A3 U A7 (12# 1 (mod 3) m 12 # 5 (mod 5)), crean na CIOKEHUX
OpojeBa y yOUueHOM HU3Y uUMa Dapem

|[AsU A7 U{z12}| = [As|+ |A7\ As| + [{z12}]
= Hz;j|j=1 (mod3)Al<yj<2010}
+ Hz;j|j=5 (mod6)Al<yj<2010} +1
2010 2010 2010
= T+T+1=670+335+1=1006>T,

Tj. Y YOUEHOM HU3y MMa BUIIE CIOKEHUX HErO MPOCTUX OpojeBa.

V2-vV2+V6+3V2
- .

2—v2 6+3v2 Voo v/
sina = \/ \/_+\/ i \/_ Kako je 2 ﬁz 6+3\/§>04i2

cremu o > 5. Kaxo je

3. Heka je a = arcsin Tana je a € [_g,%] u

— ain T
—Slng,

2 VZ+6+3V2+2/2 V)6 +3V2)

2

cos2a¢ = 1—-2-sin“a=1-2- 6
_ o, 8+2V2+42v6 _ V2+V6
B 8 B 4 7
24+6+2v12 3
caenun cos4a:2-00522a—1:2-%—1: - Kako je 4a €
(%’T 727r] U KAKO Ha OBOM MHTEDPBAJLY jeTHAYNHA COS T = ‘/TS UMa je IMHCTBEHO
pememe T = HT’T , caenu 4o = HT“ , ma je sin(24a) = sin 11w = 0.

4. KBanparHa jemHaunHa uma 0ap jeqHO PEAJHO PEUIEHE aKO U CAMO aKO
je meHa NUCKPUMUHAHTA HEHEraTUBHA, Tj. Y CUTYalldju U3 3aJaTKa aKo U
camo ako je D(n) = (b+2n)? —4(a+n)(b+n) = 4(b—a—c)n +b* — dac > 0.

2
1° Akojeb—a—c<O0unéeN, n> 4?1?251‘) (mocroju OBakKaB mPUPOAAH

6poj), cremu D(n) = 4(b—a —c)n+b> —4ac < 4(b—a —c) - h‘fﬁ;i) +

b? —4ac =0, ma D(n) > 0 me Moke ma Baku 3a cBako n € N.

2° Axo je b—a—c =0, azu D(n) = b?>—4dac = (a+c)?>—4ac = (a—c)? > 0.
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Arko jeb—a—c¢>0,Bakn b >a+c >0 (un >0), na je D(n) =
4b—a—cn+b*—4ac>0+ (a+c)? —4ac= (a—c)* > 0.

Ilakne, Tpaxene ypebeme Tpojre (a,b,c) € {1,2,...,2010} cy Tauno ome
3a koje Basku b > a+c. 3a2<b<20l0jel<a<b—1l,majel<c<<b—a,

Tj. 3a HeKo b (2 < b < 2010) 6Gpoj TpaKeHUX TPOJKA je Z(b—a) =

- b(b—1)
2 b

a=1

omakje je yKymaH OpOj TAKBUX TPOjKU

2010

b(b— 1
3 (2 ) _

b=2

N =

2010 2010
(503
b=1 b=1
2010 - 2011 - 4021 2010 - 2011 _ 2011
() = ()

N =

5. Jemnum nurameMm ce casHaje CKyn OpojeBa Koju ce Hajga3u y crymy A
kao u y merosoMm kommiaementy A. Tarkobe, ako cy mosmatu 6pojeBu kKoju
ce HaJsase y ckynosuma A u B, Tana cy mossHatu u 6pojeBU KOju ce Hajia3e

y ckyny AUB (kao u A\ B).

(a)

ITect mmrama je mososmuo. Herka cy K, Ko,...,Kg KomoHe, a
Vi, Va,..., Vg BpcTe maxoBcke Tabjie W HEKA Cy MOCTABJ/LEHA MUTAHA
Be3aHa 3a CKyIIOBe

Al = {K17K25K3;K4}7A2 = {K17K25K55K6}7A3 = {K17K37K5;K7}7

A4 = {‘/15 ‘/25 ‘/37‘/;1}7145 = {‘/17‘/2) ‘/55 ‘/6}7146 = {V17VE’)7‘/5) V7}

W3 npBa Tpm nurama ce MOTYy OTKPpUTU OpOjeBU KOju ce Hasasze y
npousBosbHOj kKoouu (K1 = AjNAsNAs, Ko =(A1NA)\ Ky, K3 =
(AlﬁA;g) \ Ky, K, =4 \ (K1UK2UK3), K5 = (AQQA3) \ Ki, K¢ =
Ay \ (KHUKUK3), Ky = A3\ (KGUK3UK5), Kg = A1 UAyU Ag),
a 13 Mocjenma TPU NUTAlma KOjUu ce OpOjeBU HaJla3e y MPOU3BOJLHO]
BpCTU (CUMETPUYHO), Tj. MOMKE Ce OTKPUTHU KOju ce 6poj Hajasm y
MPOU3BOJLHOM TIOJBY.

Iler nmurama Huje moBossHO. Heka ce mpBuUM muTameM ca3Haje CKYIl
6pojeBa y crkymy A; u mera je |A;| > [A;| (6e3 ymamema ommrocTn).
Tana je |Ai] > 32. Amnasorno, HEKa ce APYIUM OUTAHEM CA3HA-
jemo ckym GpojeBa y ckymy As u Heka je (6e3 yMamema ONIITOCTH)
|A1 N As| > 16. Hacrasmajyhu mocrynak, nobuja ce |A; N A2 N Azl >
8, |A1ﬂA2ﬁA3ﬁA4| >4 |A1ﬁA2ﬁA3ﬂA4ﬂA5| > 2. IlorpebGuo
je casmatu cBe 6pojeBe ckyma A; N AN AsNAyN As, mehyrum, oBum
OUTABUMa Ce HEe MOrY Ca3HATW €JEeMEHTH HUTU jeTHOr EeroBOr IIO-
ICKyIa, Ia [eT NUTAHa HUje TOBOJHHO.

Iakne, Tpaskenu 6poj je mecrt.
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JHpyru paspen, B kareropuja

1. Jennaumna nma cmucaa 3a « € (0,1)U(1,00) (medpurncanoct morapurma

U IeJbeHe HyJIOM y logl3 ). 3a TakBo T je logy 3+3log, x = logy 3+3logy: v =

3 3 1 2,1 logs 4
log, 3 + 3 log, © = log, (3 : :E2) u (gl080 16) 1005 = glogs2 4y = plogss =

A 3 3
2184 = 4 na je jenmauumma exBuBaseHTHA ca log, (3 . ac2) =43 12 =

2
16\ 3? 2\ 3?
16 & = = <§6) =4. <§) (Tanrenra 55, crp. 45, [Mucmenu 3anamnmy,

3azarak b).

2. 3az<0je 2" >3 (& (2)" >1=(2)°, mro je rauno, jep je 2 € (0,1),
na je pyHKmmja r — (%)z omanajyha), na je
47 412" =37 >4 41 —-27 - 2" = (27)2 = 2.2 + 1= (2" - 1) > 0,

omaxie je 4 +1 — 2% — 3% > 0, oxnnocHo 4% + 1 > 27 4 3%.

3. Heka cy a,b,c crpanume, a R NDOJIyOIpeYHUK OMKUCAHE KPYKHUIE
ANABC n s = %. 3a moBpmmMHY Tpoyriaa Baxku P = % u P =
Vs(s—a)(s—b)(s—c), ma je 64a?b*c* = 16 - (8RP)?> = (8R)% - 16 - s(s —
a)(s—b)(s—c)=5*-(a+b+c)(—a+b+ec)a—b+c)(a+b—c), omarme
5% | a?b%*c®. Kako je a,b,c < 2R = 6,25, cieqm ma cy Gap mBa ox a,b,c
nmemuBn ca 5 (1 camuMm TuM jemHaku 5). Be3 yMamema OmIITOCTH, HEKa je
a=0b=5. Tana je 64c¢*> = (10 + ¢)c*(10 + ¢), onaxue je ¢ = 6.

Iaxkae, Tpaskene tpojke cy (5,5,6),(5,6,5),(6,5,5).

4. Hera je S(n) 36up mudapa Gpoja n € N umju je nexanHu 3amuc
n = apar_1-..ao (k >0). Kako je n —S(n) = (aop + 10'a; + ...+ 10¥a;) —
(ap+a1+...+ar) =91 +99%2+...+9...9a, ctemu 9 | n—S(n), nanu
k

S(n) majy ucrtu ocrarak Ipu nesbemy ca 9.

Herka je x = 123...20092010. Kako 9 | (1—-S5(1)) +(2—-S(2)) +... +
(2010 — S(2010)) = (1+2+4...42010) — (S(1)+S(2) +...+ S(2010)) =
% — S(x), 6pojeBu = u % [ajy MCTe OCTATKe MPU Jehbemy ca 9
u Taj ocratax je 6 (2122011 — 10052011 =6-4=6 (mod 9)).

Kaxko je 72 = 8 -9, Tpasenu 6poj mopa 6utn memus ca 8 u 9. Kako 91z,
cienu 72 1 x, na je norpebuo nzbauutn 6ap jenny mudpy. Bpoj je memus ca
8 ako m caMo ako je TpouudpeH OpOj cACTABIbEH OJ MOCIENHe TPU HErose
nudpe nespuB ca 8, ma je moTpebHO m3bammTu MUPPY Kecetuna O6poja x
(meka je Tako mobujen 6poj y); 3amcra, ako Ou Ta mudpa ocrasaa, 6pPOJ
nobujeH bpucameM HEKUX HeroBux Iudapa He Ou Ouo messuB ca 4, ma HUI
ca 8 (umm 6u mocaenma muppa qobujenor 6poja ouaa 1 wim Gu mocaeame
nse ourne 10). Kako y uuje memus ca 9 (maje ocrarak 5 npu mememy ca 9),
morpebHo je obpucaTtu 6ap jom jenny nudpy. Karo rpeba mqodburu HajBehu
Mmoryhu Opoj m rako je 6poj Behwm mro Bume nudpapa mma, morpebHO je
n3bamurty nuppy H. V3bamuBamem Ma koje nuppe b u3 y nodbuhe ce Opoj
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Koju je mesuB u ca 9 u ca 8 (y =200=0 (mod 8)), na, raxo je (8,9) =1,
Tako nobujenu 6poj he dmuru mesmus ca 72. Kako tpeba moburu mro Behu
6poj, Tpeba u3bauutu UUPPY KOja CTOjU HA METO] MO3ULUjU (IOCMATPAHO
ca JeBa Ha HEeCHO) y Opojy y (Tako mobujenu Gpoj moumme ca 12346, mok
6u 6poj mobujeH m3bamuBameM Heke aApyre madppe 5 moummao ca 12345),
ma je TpaskeHu 6poj 123467...2009200.

5. AKO peuHUK CcaAp:KU HEKY IBOCJIOBHY pPEY, KaKO IIECTOCIOBHUX peUn
Koje moummy TOM peun mMma 2% (momTo 3a cBaky on mpeoctase 4 mo3u-
uje mocToju nBa m3Gopa CI0Ba), HEHO IMOCTOjale y PEYHNKY KUCKILYdyje
16 mecrocnoBuux peun. CauyHO, CBaka TPOCJIOBHA, YETBOPOCIOBHA U
IIETOCJIOBHA PeY UCKJbYyUyje, penoM, 8, 4 n 2 mecTocJI0oBHUX peun. Kaxo cy
OBAKO KCKJbYyUYEHE IIECTOCJOBHE pedr pazauyure, 300r ocoOMHA PEYHUKA
BUXOB yKynaH 6poj je 1-16+2-8+4x-44+4-2, rue je x 6p0j 4eTBOPOCIOBHUX
peun y peunnky. Kako je 6poj moryhux mecrociaoBuux peun jemmax 2°, a
PEYHUK UX CaAPXKU O, CIenn

1-1642-842-4+4-2+5< 64,

onakie je 4xr < 19, omnocuo x < 4.

IIpumep peunura: AA; ABA, ABB; BAAA, BAAL, EABA, BABL;
BBAAA, GGAADB, GBAGA, BBABDG; GEBAAA, GEGLAADL, BGGLABA,
BBBABBE, EEBBAA; nokasyje na je moryhe ma pednuk canp:ku TavHo 4
YETBOPOCJIOBHE PEYUN.

IHakme majpehin 6P0j YeTBOPOCIOBHUX PEYU y PEYHUKY je 4.

Tpehu paszpen, A kareropuja

1. Heka je D mpecek ommcane Kpy-
sxaune ANABC npasom AO (pasmu-
uur on A); Tama je MD 1 BC
(D je cpemumre nyka BC omucane
kpysxaune AABC rome He mpumaga
A). Heka cy M' n D' mommoxja
mopmauia u3 M wa AO u u3z D Ha
AB, pemom. Tama je <M'MD =
<DNM = }-<«CAB+<BCA (yrnoen
ca HOPMAJHUM KpaluMa WU CIOJba-
meu yrao y AMCA). Kaxo je
<DMB = <«DD'B = 90°, uerso-
poyrao MBD'D je tetusan, ma je IIP103A1

<DMD’ = <«<DBD’' =180°—<DBA = %-<ZCAB+<IBCA. Cnemu <DMM' =

<DMD', na cy M', M u D' konuneapre. Ha ocmoBy TamnecoBe Teopeme
AQ AN AN AP AP _ AO . AQ A0

R AN T AMCAM’ . ADAD' ~ AD’ "¢ AM T Ap O
je QO || MD, onnocuo QO L BC.
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2. Hexka je x, = apb,, 3a n € N. Kako je

99 100 99 100
Tagro0r —@n = Y (n+j+1000200 = N (n )P0
i=0 j=1 i=0 j=1

100
100- ) (n+4)*° =0 (mod 100),

=1
U Tpi1002,%n €{0,1,...,99}, cenut ©,41002 = @ (32 cBaro n € N). Cunenn
Gn11002 = Qn 4 bpii002 = by, ma je HU3 a1,bi,ag,bs,... mepuonnyaH, Tj.

youeHu OpoOj je pamuoHaJIaH.

Jpyeo pewemwe. Hera je Sp(n) = 1% + 28 + ... + nk (3a caro k € Ny,

k
k1
n € N). Ilo 6unoMHO] popmynu je Z(—l)k_’( —: )j’ = M —

i=0
k k n
k41 (k41 ,
1 k+1 _1\k—1t . _ _1\k—1 i
)l ma cmemm g (-1) ; Si(n) E (-1) i § :]
i=0 =0 j=1
n k n
kE+1\
§ § (1) ( + ) E P — (j = 1)) = n* onarne nnyrmm-
j=1 i=0 j=1

jom mo k ciemu na je Si(n) monmmuoM cremena k + 1 mo n ca panuoHaIHUM
roepunujentuma (So(k) = k).

Hera je ¢ mHajMamu 3ajeqHUYKM CaAp/KAIal MMEHUIANA KOe(UIjeHaTa
IOJIMHOMA KOju oarosapa uspasy Si(n). Kako 100c | ¢Si(n+100-¢) —cSk(n)
(cSk(z) € Z[x]), cnemm 100 | Si(n+100-¢) — Sk(n), na je uus ay, by, az,ba,. ..
nepuoandYaH, Tj. yodeHu Opoj je pammonasaHn (3a cBako k € N, ma u 3a
k = 2010).

3. (a) 3a n =1 nobuja ce f(1)+ f(1+ f(1)) =1, omarne cnemu f(1) < 1.
Uz f(1) =0 cennn f(1)+ f(1+ f(1)) =0+ f(1)=0#1,maje f(1)=1m
1=f1)+f1Q+ f(1)) =1+ f(2), ommocro f(2) =0. 3a n =2 nobuja ce
f2)+ f(24 f(2)) =0+ f(2) = 0 # 2. s nobujene KOHTpAIUKLIAje CJIEIA
& y OBOM Cilydajy (yHKIMOHAJHA jeNHAUMHA W3 380ATKA HEMA DEIIemha.
(6) Hera je f(a) =t. Tana 3a j € Ny Basku

f@a)=2t wm  f@(a+t)=2(a—1). (4)

Ioka3 unaykuujoM; 3a j = 0 upsa penamuja je f(a) =t, a 3amMmeHOM N = a
y jenmaumny u3 3amatka ce mobuja a = f(a)+ f(a+ f(a)) =t+ f(a+1), Tj.
npyra pesramaja (6aza unmykmmaje); ako Baxku (4), 3amenom n = 27 (a +t)
y jemmauuny u3 3anatka ce mobuja 2/(a+t) = f(29(a+1t)) + f(2(a+t) +
f(27(a+t))) = 2/ (a—t)+f(27 1 a), onakne je f(29F1a) = 2771, ma ce 3amenom
n = 29tlq y jenmaumny u3 3amarka nobuja 29tlg = f(QJJr1 )+ f(27a +
[ a)) = 27 (2 (a+ 1)),

Ha ocmoBy ¢yHEIUOHaANHE jenHadymHe W3 3aTATKA, BPETHOCT [ U HEKO]
TaukM a1 jenHosHauHo onpebyje BpemmocT y Taukama api1 = ap + f(ak),



51

3a k > 1, u aurgpe Bume, 1j. ypeben nap (a,t), rae je f(a) = ¢, onpebyje
Bpemnoctu [ Ha ckyny A.; = {29a,2(a +t) | j > 0} u murne Bume, ma
ce f jemmosmauno mMoyke mobuTu axo ce N mpukake Kao QUCjYHKTHA YHUja
ckymoBa A, (axo je ymuja N, ry he 6uru u nepunucana; axo je aucjy-
BEKTHa, [ he Outu noGpo medunucana).

Iaxie, noBOMBHO je m3abparu HU30BE (Gpn)n>1 U (tn)n>1, Tako ga ce Meby
BpojeBuMa an,an, +t, (n € N) cBaku Hemapan 6poj HAJNA3M TAUHO jEIHOM.
To ce mo:ke moctuhu n3bopom

dn—2, sa k=1

Tn a,(:):élkf?), 3an €N, tffn): 6—4n, sak=n
2, wuHaue
(3aucra, agn) = 1,a§1) + ti”’ = 4n — 1,a£1n) = 4n — 3,a£1n) 4tV =3 u ay =

4j 3,0 + 1" =45 — 1, 3a j ¢ {1,n}).

Csakn uzbop J,, onpebyje Heky ¢pyHKRUUjY f) | koja 3amoBosmasa (yHKIIO-
HAJTHY jefHauMHy U3 3a1aTka. Kako 3a m # n Basu [ (1) = 4n—2 # 4m—
2 = f(m)(l)7 Tako nodujeHe (QYHKIMje Cy pA3IUYUTE, Ia Yy OBOM CIydYajy
(yHKIMOHAJIHA jeHAYNHA U3 3a0aTKa NMa OECKOHAUHO MHOIO pelena.

4. Heka je fo=fo—fi=0mu f_, = (=1)"T'f, 3a n € N; 5u3 (f,)nez 3a00-
BOJbABA PEKYPEHTHY pejanujy u3 3amatka (uamykmuja, f_q = —1, f_o = 1;
aKoO je ffn = (*1)n+1fna ffnfl = (71)n+2fn+13 ciaenn f*n72 = ffn -
f,n,1 = (71)n+1fn - (71)n+2fn+1 = (71)n+3(fn + fn+1) - (71)n+3fn+2)'
Heka je g; = fifn—j, 3an € N,j € {1,2,...,n — 1}. Kako je g; = gn—j,
OOBOJBHO je mocMaTpaTu camo mauaexce 1 < j < [%} Kako je

fmfot1 — fms1frn = (1) fm—n 3acBemeNneNym>=n

(3a n =0 tBpheme je fr, = fm, a3an=1runacu fn, — fm+1 = —fm-1; aKO
je TBpbeme TauHo 3a n—2 un — 1, 3a CBAKO M = N CJIeOA

fmfner = fmi1fn = fo (fo + fae1) = i1 (fa—2 + fn-1)
= (fmfn_fm+1fn—1)+(fmfn—1_fm+1fn—2)
= (1" et + ()" 2 frnte
= (=1D"(fm—nt2 = fm-ns1) = (=1)" fm—n,

na je rBpbheme nokaszano ngyknujoM 110 n), ciaeau (3a 2k < [%} —1, omarie
n—4k—2>0)

forfn—ok — forrofn—2k—2 = —(forsr1fu—2k—1 — forSn—2k)
—  (fort2fn—2k—2 — fort+1fn—2k—1)
= (—D*(—fo-ar-1+ frak—3) = —faar—2 <O0.

ABANOTHO je fopi1fr2k—1— fok—1fn2k+1 = —fn-ak <O (32 2k—1 < [2] -1,
omakiue n — 4k > 0).
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Iakne, ako je n =4m +p, rae je m € Ng, p€ {0,1,2,3} u § = [%}, BaKU

Jafn—2 < fafn-a < ... < fomfomip
< fom—1426 fomtpti-2s < ... < f3fn—3 < fifn—1,

rae ce jemHakocT (Ha MeCTy I'Ze Ce MOjaBUIO <) JOCTU/KE aKO U CaMO aKO
n =1 (mod 4).

5. (a) Heka cy 3Besmuie momes/beHe y IapoBe, TAKO UCTU Iap 3BE3IULA
y IpBe [Be jeJHauYUHe YUMHE OHE KOje Cy y3 KUCTY IPOMEH/UBY (map dumHe
¥ 3Be3AUlE KOje IPEeICTaBibajy CI00OIHE UIAHOBE IPBE IBE jeIHAUNHE),
a CBe IpPeocTaJie ce MPOM3BOJLHO mogese (Kako je YKymaH Opoj 3Be3muna
napas, oo je moryhe ypamutu). Axo ce Bpanko mpuapskasa cTpareruje:

1° kama Amna ymwume Opoj yMecTO HEKe 3Be3nuIle KOja ce He HAJA3U y
HEKO] Ol IpBE IBE jeHAYUHE, OH YMECTO 3BE3IUIlE KOja je ca HBUM Yy
napy ymouine mpou3BOJbaH OpPOj;

2° rama Ana ynuime 6Gpoj yMecTo HeKe 3Be3auile KOja Ce HAJa3Uu y HEKO]
Ol TpBe IBe jeqHAUYUHE, OH yMECTO 3Be3aulle KOja je ca BUM y mapy
ynume uctu 6pPoj ako ce 3Be3AUIla HAJA3U y3 MPOMEHJBUBY, OTHOCHO
paznauuuT 6pOj ako je y muTamy 3BE3IUIla Y3 CJI0DO0IAH UJIaH;

HAKOH 3aBPIIETKa Urpe, IpBe IBE jeqHadyrHe he mMaTy jemgHake ,,JjeBe’, a
pasznuuunte ,, necHe” crpane, ma he cucreM OUTW TPOTUBpPEUYAH, Tj. Y OBOj
curyanuju Bpanko moske nmobenutu 6e3 o63upa Kako urpa Ana.

(6) Heka cy 3Besmune u3 OpBe KOJNOHE (Tj. 3Be3qulle y3 NPOMEHJBUBY I1)
[oIeJbeHe Y MapoBe Ha IMPOU3BOJLAH HAUWH; ¥ OKBUPY MCTE jeAHAUWHE HEKA
2i-ta u 2i + 1-Ba (3a 1 < i < 1005) 3Be3auua yune map (riemaHo ,,ciaeBa—
Hazecuo”). Ha oBaj Hauun cBe 3Be3quue Cy IOae/beHe y mapoBe (UMa UX
napHo, Ia ce To Moke ypaautu). Axo ce Bpanko mpungpskasa crpareruje:

1° rama Ana ynume Opoj yMeCTO HEKe 3Be3IUIle KOja ce HaJIa3u y IPBOj
KOJIOHUW, OH YMECTO 3BE3JUIle KOja je Ca BmUM y mapy yIUIle TPOU3BO-
JbaH Opoj;

2° rama Ana ynuime Opoj @ YMECTO HEKe 3Be3Iulle Koja ce He HajJa3’ y
IPBOj KOJIOHM, OH YMECTO 3Be3AuIle KOja je ca BUM y Iapy yIuie —a;

nobuja ce CUCTEM jemHAauYMHA, KOME MPOCTOP pelemha Caap:Ku

(0,b,6,0,...,0,—1) |beR H,
——

2006

Tj. cucreM mMa OECKOHAYHO MHOTO pemema, Tj. U y OBOj CUTyAIUju
Bpanko Mmoxke mobenuru 6e3 063upa Kako urpa Ana.
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Tpehu paspen, B kareropuja

1. Heka ce tauka A Hasa3u y mpeceky mpaBux p; : 3¢ + 5y — 14 =0 un
p2:x+3y—5 =0, u merka cy B u C mpeocrana nsa TeMeHa TPOyLJa U3
3a0aTKa, Koja IpUmanajy p1 u pe, peaoMm. Tana B mpunana mpaBoj Koja je
HOPMAaJIHA Ha P U canpskn H, 1j. (Kako jemHaumHa ps TIacu y = —% -z + g
u kKako MehycoOHO HOpMaJIHE mpaBe MMAajy KOe(UIMjeHTEe MPABIA KOJU Y
npoussony majy —1) y =3z +n, rue je 1 =3+ n (H npunana toj nupasoj),
omaocHO y = 3z — 2. Ilakie, koopauHaTe Tadyke B 3aM0BOJBABAjY CHUCTEM
3x+ 5y = 14,y = 3x — 2, omakue je B (é ) Amnasoruo, C npumnama npasoj
KOJa je HOpMaHHa HA p1 u canpxu H, Tj. (kako jemHauuwna p; raacu y =

5 :U—i— U Kako MebhycoOHO HOpMaJHe IpaBe UMajy KOe(puIjeHTe IPaBIa

KOju y npon3Bo;Ly majy —1) y = g -x+mn, roe je 1 = % +n (H npunana toj
npaBoj), OJHOCHO y = 2 :cfé Iakne, koopauuaare tauke C 3a0BOJBABAjY
cucreM T + 3y =5,y = % “T — %, OaKye je C(%,%).

Komauno, jemmaumba mpaBe K0jo] mpumazna Tpeha cTpaHuia Tpoyria je
23

9 _ 23
jemnauna npase BC, Tj. y:2+(x—%)- 7! 1? :2+%-(Jc—§), OTHOCHO
376

3
39z — 9y — 34 = 0 (Taumrentra 55, crp. 45, [Tucmenu 3ananu, 3anaTak 2).
2. Jemmaumma YL3=L 4 Y3+l — 4\/9 pva cvmena sa x € D = R\ {&x |

sinx cosx

k € Z}. MuoxemeMm ca % nobuja ce (exkBuBasientHa Ha D) jemHa-

4uHa ‘{\3/%1 - cosT + ‘{\3/%1 -sinz = 2sinzcosz. Kako je ‘g_f/%l € [0,1],

IOCTOjuU je,I[I/IHCTBeHO o€ [O, g] TaKoO Ja je sina = ‘/_\/5 . Tana je cosa =
\/4+2 \F'H Hc052a:2c052a71:§.

Kako je 20 € 0, 7] ¥ KaKO jeHaYUHA COST = L Ha OBOM MHTEPBAJY HUMa

JeIMHCTBEHO pemewe T = & , caenu 2 =

COS £+COoS = 1

IIa Je JeﬂHa‘II/IHa €KBHUBAJICHTHA
3x+75 3475
3 .

E7

sinx = sin2x < 0 = 2-sin 212 -COS

T2k 71
3

Hakne, pemema jemnaunne cy r = 5 +2km ux = Z (3a IPOU3BOJLHO
Ur ~ T y kako je

k € Z). Kako cy pemema y IPBOM KBaADAaHTY {5 1 50 5
75 = 15°, cienm na mocroju pememe jennaunae obmmka n° (3a mero n € N),
Kao U Ja je HajMame TaKBO pelneme 3a n = 15.

ca sin (:ch%) =sin & 12 5

3. Kaxo je [22+1| = [22—i%| = |2 —i|-
|z+i|, cnemun z € S < (|z —i| — 1)-|]2+
il=0&(z—il=1Vz=—i), ma S
YWHE OHU KOMIIJIEKCHU OpOjeBU Uuje
omroBapajyhe Tauke Jseske Ha KPY-
KHUIY  jeQUHUYHOT IOJIYIIPEYHUKA
ca IEHTPOM y TadKM KOja OArOBApPA
Opojy %, Ka0 U Tayka —i.

ITowro |21 — 22| npencraBma pacTo- i
jame m3meDhy Tauara ompebenmx P10 3B 3
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KOMILUIEKCHUM OpojeBUMa z1 W 29, cienu na je HajBehe moryhe pacroja-
wme Tavaka u3 S jemHako 3 (ako 21 U 2o OPUNANA]Y KDYKHULK, HUXOBO
pacrojame HEje Behe on MpevHWKa KPY:KHUIE, Tj. 2; HAjydaJbeHUja TAUKa
KPY’KHUIIE O] —i je Tauka 27, a PacTojame OBE IBE TAUuKe je 3) U MOCTUKE
ce ako u camo ako je {z1,22} = {—1i,2i}.

n(n+1)

4. Hera je S, =1+2+...+n= 5

. Kaxko je

g S_m(m—i—l) nin+1) m*—n’+m-n _ (m—n)(m+n+1)
methT Ty 2 2 - 2 ’

yromuko je m = n + 200, caemu S,i200 — S, = 100 - (2n + 201), ma 100 |
Sn+200 - Sn CJIe,ZLI/I Gp4200 = An 1 bn+200 = bna ma je HU3 al;blaa2;b27 cee
IIepuoauyaH, Tj. yodeHrn OpOj je pamuoHaIaH.

5. Ako je S koHauaH, OCTOje IBe Tauke u3 S KOje Cy Ha HajMameM PacTO-
jamy; Hera cy To A u B. Aro je C € S Taura Ha KPY/KHALNU Ca IPEYHIKOM
AB rana je AABC npasoyrau ca npasum yriaom kon C, na je CA < AB,
IITO je KOHTpaIuKIKja ca HauymHoMm u3bopa tauyaka A u B.

YerBpTH; pa3pen, A kareropuja

1. Heka cy O; u Oy uenrpu
k1 n ks, pemom. W3 jemmaxoctu
nepuepujckux yriosa y ki ciaenu
<AMN = <AOyN, a u3 omHoca 1e-
HTPAJHOT U NepudepujcKor yria y
ko cnemu <PMN = %-<{P02N, na
je AOs cumerpana <PO;N. Kaxko je
APNQO; jemnakokpak, caienu AOs |
PN. Amnanoruo je OsB 1 PM, na
je P opronenrap AAQO;B. Ounucana
KpPYsKHUIIA OBOT Tpoyria je ki.

P 104A1

Heka je X rtaura cumerpumuna ca P y ommocy ma S. Tama je X € ki
(Tauka CUMETPUYHA OPTOLEHTPY Yy OJHOCY Ha CPEIUNITE CTPAHUIE), KAo
nuX —01—03 (015 || O2P u 0,5 = % - O2P) (,,Benukn 3amatak’), ma
je <XCO2 = 90°, 1j. C je ma cpemunu tetuBe PD rpyra ko. Ilakie,
PC =CD.

2. Bal<k<p—1lBaxmpthkup|k®+(p—k)?3 H&W €Nuwu
¥ (=K K (p—k)a} {k_3} {(p—k)3}

= ¢N.Cnem/10<{p}+{ - <2um Lt - € 7Z, na

je {%} + {@} =1, omHOCHO [%} + {(p_pk)g} = k3+(g_k)3 —1.
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Cuenn
2l - 2 [ - B ()

k=1
p—1

= (24 o) =

(p—2)(p—1)(p+1)
1 .

3. Bpoj je paumonasan (y cucreMy ca NPOU3BOJLHOM 0A30M) AKO U CAMO
AKO je HeroB 3aluC, NOUYeB Ol HeKe IO3UlMje, NepUoAnYaH (AKO je 3amuc
KOHAYAH, MO:Ke Ce MOAPA3yMEeBATH la je mepuoma nyxkuse 1 (cacraBibeHa
on mu¢pe 0); TO HUje HEOMXOMHO y OBOM 3aNATKY, IIOUITO je M3 KOHCTPY-
Kimje 6poja & jaCHO WEroB 3alKC HUje KOHauaH). AKO je T panuoOHAJAaH,
HEKa je ng MO3WIUja O KOje HEroB 3allC IOCTaje MEePUOAUYAH U HEKa je
nyxmaa nepuone T = 2" -y (t € No,2 ty). Hus (2'(4k+2— y))keN HUje
orpaHmyen omo3ro, na noctoju kg € N Taxso ma je a = 2'(4ko+2 —y) > no.
Kako je a, jemmax mHajBehem cremeny 6poja 2 xoju menu n, ciemu a, = t.
MebyTtum, kako je a + T = 2041 (2kg + 1), cnenut g1 =t + 1, ma, Kako cy
t u t+ 1 pazauuure mapHoCTH, caenu b, # byi7, MTO je Y KOHTPAIUKIUU
ca T-nepuomumuromhy #u3a (by)n>n,-

W3 mobujene KOHTpAIUKIUjE CIACON N8 je & UPAIMOHAJIAH.

4. Csaru npoct 6poj p > 3 je obaura 6k + 1, 3a mero k € Ny, na Baku
2(:05%7r = 2cos (2k7r:|: %) = 1. Kako je cos3z = 4cos®x — 3cosz, ciaemu
3 pm

9

3
1 =2cos & = 8cos —6cos B = (2cos %) -3 (2cos %), oJaKie clelu

TBpheme 3amaTka.

Lpyeo pewewe. Kopenu mommaoMma 29+1 Cy COS (% + 2’”) +1- s1n(9 + %T“),
3a. —4 < i < 4 (oBu OpojeBU Cy pa3iaU4UTH, Tj. OBAj IOIUHOM HEMA
BUIMECTPYKUX HYyJa), a HoJuHOMA 2° + 1 ¢y cos (% + %T’T) + 4 -sin (% + %T”),
3a —1 <k <1. Karo je 27 +1= (22 +1)(2% — 22 + 1), xopern nonumoma cy
cos] +1- smj ,3aj€{-7,-5-1,1,57}. Caemn

5 7
6 _241= (22—220053—1—1) (22—220055—1—1) (22—220055—1—1),

omaxkse je (n3jemHavaBameM Koepunujenara y3 z, z2, z° y nmpeaxomnoj jemama-
KOCTH)

-2 (cos—Jrcos? + cos %T) = 0,
3+4- (cosgcos79 + cos 5; cos & 9 +cos 79” cos%) = 0,
—8cos 5 9 COs 55~ COS g T (cos o + cos 3T + cos 79 ) = -1,
oaaﬁne Je COS g + cos 59” + cos 79” = 0,
cos g cos 3T + cos 5; cos & 9 —|— cos 79” cosg = —% ,

Cos g oS 59 cos 79” = 3
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Ha ocmoBy BmeroBmx mpaBmia ciemu ma cy cos X, cos 3T cos%7r KOpEHU

) Y
MOJIIHOMA 8y — 6y — 1, ma cy 2cos 5 ,2cos %’T ,2035 %r K(g)peHI/I TOJIMHOMA,
23— 3z — 1.

Kaxko je csaku npocrt 6poj Behu ox 3 o6nuka 9k + r, 3a mero k € Ny, 2 | k
u mexo r € {1,5,7} (6poj Behn ox 2, nemus ca 2, je cuoken; 6poj sehu
on 3, memus ca 3, je cioxken), cienn (momto 2 | k, mera je k = 2ky, ki €
Np) 2c0s 2 = 2cos (2k17ri E) = 2cos (iﬂ> = QCOSE, Tj. TBpheme
3aJaTKa. 9 9 9 9

5. Heka cy 6Gojama npuapy:kxenu 6pojesu u3 {1,2,...,2010}. Ykomauro
MenUMAaJHU 3aluc Opoja ¢ uMa Iepuol k, HeKa Cy CBe Tauke IpaBe y = C
oBojene 6ojom j, Tako ma je j — 1 =k (mod 2010), & yKOIUKO REIMMAJIHU
3allic HUje MepUuoaudYaH, HeKa je mpasa Yy = ¢ obojeHa Npou3BOJLHO. IIpo-
jeKIuja NPOU3BOJbHE KPY/KHULE HA T-OCYy je MHTePBaJ (38 YOUEHY KDYIKHU-
ny, Heka je To [a,b]). Karo 3a mpoussomno 0 < k < 2009, upoussosban
MHTEPBAJ CaAp:kU OPOj ¢ KOME je MeNUMAJIHU 3aluC MMePUOIUYaH Ca Ie-
puonom k (y [a,b] mocroju 6poj obaura n + 0,a1 ... Gy, Tako na je n € Z,
am <9un+0,a1...(am+1) €[a,b]; aro je by,...,b, Hemepuouuan Hu3,
opoj c =n+0,a1.. . an + ﬁ . ll’(l)kfﬁ UMa, IEePUOL ACHUMAJIHOT 3ammca k
(moues ox nmo3unuje m+ 1) u npunazna [a,b]) u Kako y = ¢ ceye KPY>KHULLY,
caenu TBpheme 3amaTKa.

YerpTu pa3pen, b kareropuja

1. Jemmaumna wmma cmwuciaa 3a a > 0. Kako je sin3x + cos3x =

1 1 T T
\/5- (—-sin3x+—-cos3x) = \/5 (cos—-sin?)x—i—sin—-cos?)x) =
Vg V2 i 1

V2 - sin (33@ + %), jenmHaumHa je eKBUBAJIEHTHA ca sin (33@ + %) = logi a,

na (kako je ciuka dynkmmje sin (3z + 5) jeamaka [—1,1]), nma pemema
1

ako u camo ako je —1 <logia<1&a€ |[— ,7T:| (% < 1, na je ¢pyHKIUja
w T

x — logi x onanmajyha) (Taurenra 56, crp. 31, [lucmenu 3anauu, 3amarak
2).
2. Jemnaumna mma cmwuciaa 3a x € R. Heka je t = (\/5— 1):8. Kako je
3
52 -7 = (\/5 — 1) , HejemHaumHa noctaje t3 — 5t +2 < 0 u 3a00BOJLEHA
je sa t € (—oo,—(1+v2)]JU[vV2—1,2]. Karo jet > 0, crenum v/2 —1 <
(ﬁ—l)z < 2. Kako je 0 < V2 -1 < 1, ¢yusnuja  — (\/5—1)z je
omanmajyha, ma cienu ma je pemerme HejeIHAUUHE T € [log\ﬁf1 2, 1}.
3. Heka cy R u Vj,penom, nmonynpeunuk u 3anpemuna jgonrte. Heka cy r, Vy
u h,penoM, TOJYIPEYHUK OCHOBE, 3allPEMUHA U BUCUHA KyIle OMUCAHE OKO
Te jonre. IIpecek paBHU KOja Canp:KU MPEYHUK OCHOBE W BUCUHY KyIIE Ca
KyIOM je jemHAKOKpaky Tpoyrao (ocHoBume 2r u BuCHHE h), a Ca JIOITOM
kpyr (ynmcad y mperxomHu Tpoyrao, moaynpeunuka R). Heka je yrao ma
OCHOBUIIM TOT' TPOYTJa 2¢.
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H R Vi 4R ARP Aty
Kako je tg2¢0 = — u tgp = — — =3 = = =
aKo je tg2p = — M tgp = —, caeamn Vi i.r?Hn  12H tg 20

4t (1 — tg? @)

2tg o

=2-(tg?p —tg'p).

Axo je f: Rf — R nmedumucana ca
f(x) = 222 — 22, xaxo je f(0) = 0,
lim f(x) = —oo, f'(x) = 42 — 823 =
4z(1 — 22?) (jemuua mMO3UTUBHA HyJa
je @), f(@) = %, clenu ma je
Vi 1

7}1 = 2tg%p — 2tg*p < 5 X oBa

BPEIHOCT Ce NOCTIkE 3a tgp = @ ,
1j. majsehn moryhu Konuunuk je = .

2 JIP 10 4B 3

4. Heka cy mapabose mu3 tekcra 3amaTtka P; u Po. Heka je koopauuaTHU
CUCTEM IMOCTABJHEH TAKO Ja Cy T U Y 0Ca TOI CUCTEMA MUPEKTPUCE, PEIOM,
napabona P; u Pa. Hera cy koopmunare swwxa Fi(p1,q1) u Fa(p2,q2) (y
TOM CHCTEMY) U HEKa Cy KOODIuHATe mpecedHux radara A;(r;,y;), 3a i €
{1,2,3,4}. Kako je napaboiya reoMeTPUjCKO MECTO TadaKa KOje Cy jeIHAKO
yIajbeHe OJ JKWKe U AUPEKTPUce, 3a cBako i € {1,2,3,4} Baxu

A ePr= (2 —p1)? + (i —q1)? =yl A € Po= (2 —p2)® + (i — q2)* = 27,

ommroCHO 7 — 2p1%; — 2q1yi + Pi + ¢F = 0, i — 2paw; — 2q2yi + 15 + @5 = 0.
Cnenn na 3a npousBomHy Tauky O(a,3) paBHU, Baku

A0 = (z;—a)’+ (yi— B)* =27 + 9y} — 2zi0 — 2y +a® + (3°
= (2piwi +2q1yi — pF — q}) + (2p2w; + 2q2y; — P — 43)
2z, — 2y, 08 + o+ ﬁQ
= 2xi(p1 +p2 — @)+ 2yi(q1 + @2 — B) +a* + 3% —pt — ¢} —pi— g3

Axko je a = p1 + p2 u B = q1 + ¢2, BPEAHOCT TMOCHEIHET U3Pa3a He 3aBUCU
on Gpojesa x;,y; (i € {1,2,3,4}), na ce taura O(p1 + p2, 1 + ¢2) HaIa3U HA
jemmakoMm pacrtojamy on tavaka Ay, As, Az m Ay, Tj. Taurke A1, As, A3 u Ay
npunanajy jeaHoj Kpy-KHUIN.

5. Hera je H momuoskje mopmasie uz3 A wa BE, a P u Q upecettu AH

ca CE u BD, pemom. Hera je K nomuoxje mopmase u3z C ma BE.

Tana je <KCB = <HBA (yrioBu ca HOpDMAaJHUM KpalUMa), a KaKO je
K

u <BHA = «CKB = 90°, cniequ ACKB ~ ABHA. Caemu g—H =

BK

BC .
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<EHP = <FEKC =90°), caequ

 EH-CK EH-BH tg<BAC  EH-BH -tg<BAC
~ EK EB — BK  EB - AH -tg<BAC"’

PH

FEH-BH -tg<DAE
j BAC = <DAFE
EBfAH~tg<IDAE’Ha kakro je <BAC = <« ,

cniemu PH = QH, onakne je AP = AQ, tj. P=Q. Cneqtu P=Q =0 un
AO = AH 1 BE, tj. tBpbeme 3anarka.

Amnamnoruo je QH =

TP 10455
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