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OINIMITVHCRKO TAKMMNYEILE N3 MATEMATUWEKE, 03.02.2007.

ITpBu pa3pen — A kareropuja

1. Ayromobun kpehe 3 mecra A koHCTAaHTHOM Op3MHOM 1O mpaBoM myTy. CBa-
kux 15 MunayTa ayTo ckpene mox yraom on 90 cremenu seBo uiau necuo. Ilorasa-
TH Ja Ce ayTO MOKe BPpATUTU Y MecTo A caMo TocJe mesor 0poja caTu.

2. (M504) Penmmtu cucrem jemnauuna ([z] je meo meo peamnor 6poja )

x —y = 2005
[] + [y] = 2007.

3. (M539) Ha cumerpamu <BAC tpoyraa ABC youene cy tauke By u Ci Takse
na je BBy 1AB, CCy1AC. Heka je M cpemumre ny:xxu B1Cy. Hokazaru na je
MB = MC.

4. 3a npupomnsae OpojeBe a,b u ¢ Baxku a + H% = %. IlokasaTu na je
1 ~ 2007
c+ L 4016’

b+i

5. OppenuTy Ha KOJWKO HAUYMHA MOKeMO ¢akropucaru 6poj 441000 ma nsa
paxropa m u n, Tako ma je m > 1, n > 1, mw H3(m,n) = 1, npu uemy pe-
mocaen paxkropa Huje 6urad (Tj. TPOU3BOAM M - N U M+ M TIPENCTABILAJY HCTO
parropucame).

JIpyru paspem — A kareropuja

1. (M501) OapennTn CKyn CBUX Tauyaka KOMILUIEKCHE DABHU KOje 3a0BOJLABAJY

1
1= - < L.
z

2. Y pasuu cy 3amartu npasa [ u tauke A u B ca ucre crpane [. Hera je M
Tauka Ha [ 3a kojy je AM + M B majuame, a N Taura Ha [ 3a KOjJy BaKu na je
AN = BN. Ilokaszatu na A, B, M, N nesxe HA UCTOM KPYTY.

3. Koju je sehu on cneneha msa caoskena paziomra? OOpasioxkuTy 0Aarosop!

1 1
- B=1+

1 2+

3 3
+4+ +4+

A=1+

1
1

2+

2006 + 2007 2005 + 3006



4. Ogpenurtu cBe Moryhe BpeQHOCTU PEAJHOT HapaMeTpa a, 3a KOje jeIHadYnHA

(a—1a*+ar+a—-1

0
r+3

UMa, jeIMHCTBEHO PEIIeH€¢ Y CKYIy PeaHuX OpojeBa.

5. (Mb567) Heka cy upsa uverupu unasa Husa Opojesu 1,9,9,3, nok ce cBakm
cnenehu unan nqobuja Kao ocrarak nIpu nesbeny ca 10 30upa nperxonHa yeTupu
wiana (1,9,9,3,2,3,7,...). Horaszaru ma hie ce y TOM HU3Y HNOHOBO, IpE WU
kKacHuje, mojaBuTty uerBopka 1,9,9,3. Jla nm he ce y ToM HHM3Y mojaBUTH U
yeTBOpKa 7,3,6,77

Tpehu pazpem — A xkareropuja

1. Jemmakorkpaku Tpame3 uuja je BucuHa 12, kpak 13, a cpemma auaumja 15,
porupa oko cBoje kpahe ocuoBuie. M3pauynatu 3anpemMuny no0OujeHOr OOPTHOT
Tena. Taurenrta 41/1, crp. 27

2. Jloka3aTu ma HU 3a jeqaH OpuponaH 6poj n, 6poj 3% + 1 Huje memus ca 41.

3. Y paBuu cy 3amaru npasa | u tauke A u B ca ucre crpane [. Heka je M
tauka Ha [ 3a kKojy je AM + M B unajumame, a N Tauka Ha [ 3a KOjy Ba:KU na je
AN = BN. Ilokasaru na A, B, M, N nexe HAa UCTOM KPYTY.

4. Jemmaumna z% + 23 + 222 + 22 + 4 = 0 uMa jenaH KOMILIEKCHU KOPEH Ymju je
peasHu meo jemHak nMmaruHapHOM meny. Hahw taj xkopes.
Tanrenra 41/1, cTp. 29

5. Ha caenehoj caunwm je npencrasimeno 8 rpanosa (A, B,C,D,E,F,G, H) koju
Mory butu nosesanu ca 12 nyresa; AC,AD,AE,... , AH,BC,BD,BE,...,BH).
A

B

a) Koju je majuamu 6poj acpantaux myresa (on tux 12) morpebHO M3rpamuTn

TaKO [a Ce M3 CBaKOl I'paja MOKe CTuhn y OuiIo Koju APyru achaaTHUM IIyTe-
?

BuMa



6) Oapeautu 6poOj PA3IUYUTUX HAUMHA A& CE€ OHU [OBEKY MUHUMAJIHUM Opojem
achanTarx myTtesa (ox Tmx 12), Tako ma ce M3 CBAKOr Trpama Moyke ctuhu y
OnI0 Koju OPYru ac(ayiTHUM IIyTEBUMA.

UYerspTHu paspen — A kareropuja

1. Jemmaunmma z* + 2% 4+ 222 + 22 + 4 = 0 uMa jemaH KOMIUIEKCHU KODEH YUju je
peayiHu meo jemHaK mMarmHapHoMm meisry. Hahwu Taj Kopew.
Tanrenra 41/1, cTp. 29

2. OmgpemuTu MAKCUMAJJIHY BPEAHOCT (yHKIU]je
f@) = |z(e = 1)z = 2)(z = 3)(z — 4)(z = 5)(z — 6)(z = 7)|
3a x € [3,4]. Tanrenra, M417

3. Koju mpaBoyrau Tpoyrao obuma 2 + /2 nma majsehn momynpeunnk ynucame
KPYJKHUAIE.

4. Hera cy A, B, C u D yerupu npou3BOJbHE TAUKe Y IPOCTOPY.
—_— — —_ —_— — —_— — —_
a) Horaszatu na je: 2AC - BD = BC' - BC + AD-AD — AB-AB - DC - DC.

b) Uspauynatu yrao usmeby mujaronama AC u BD (npocTOpHOr) 4eTBOD-
oyraia ABCD axko je AB=11, BC =13, CD =8 u DA =4.

Hamomena: Jlujaronasa mpOCTOPHOD MOJUIOHA j€ CBaKa Oy KOja CIaja
HEKa [Ba HECYCEIHA TEMEHA.

5. Oxpemutu cse monuuoMme P € Rlz] 3a koje Bawku

P(z%) = 2*(2* + 1)P(z), 3a caxo z € R

IlpBu pa3pen — b kareropuja

1. Crpanuna npasoyraoauka BC' npa myra je Beha on crpanune AB. Heka je
Ha crpanunu BC 3anarta tauka M tako na cy yraosu <AM B u <AMD jennaku.
Wzpauynaru Te yriose.

2. Koamko nva merormpperux 6pojeBa KOju MMajy TadvHO jenHy mudpy 67

3. (M504) Pemnru cucrem jemmauuna ([z] je meo meo peanror 6poja x)

r—1y = 2005
[2] + [y] = 2007.



4. 306up nudapa 6poja x jemmak je y, a 36up mubapa Opoja y jemHak je z.
Oppenutu x ako je x +y+ z = 60. Tanrenra, M404

5. Onpenuru nBe mocienme nudpe 6poja 999. Tanrenra, M505

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

1. OppemuTu cBe KOMILIEKCHE OpojeBe z = x + iy, 3a KOje BaKu
z2l=1 m |z—1—i|=|z+1+1|
Tanrenrta 45/1, crp. 39

2. Pemwntu vHejennaumny
T+ 2 T +2

<0.
\3—x|+x—6_

Tanrentra 44/4, ctp. 39

3. Ha cumerpanu <BAC tpoyrna ABC youene cy tauke B; m C] Takse na
je BB11AB, CC11LAC. Hexra je M cpemumre nysku B1Cy. Ilokaszatu na je
MB = MC. Tamrenra, M539

4. Tlopebaru no Benmuuunu pasiaomre. OOpasaoxUTU OArOBOP!
1 1 1

A=2+ -
3+

5. Ogpenur; cBe Moryhe BpeIHOCTH PEAJHOD IapaMeTpa a 3a KOje jeIHAUNHA

(a—Da?+ax+a—-1

0
r+3

UMa jJeIMHCTBEHO Pelllelkhe Y CKYIy PeajHuX OpojeBa.

Tpehu paspen — B kareropuja

1 1 . T
1. Ako je b=3T"Tsse p ¢ =37 e3?  pnokrazaru na je a = 3T-zse,
Tanrenta 39/3, ctp. 40

2. Pemutyu cucrem jennaumua



2c + Yy + z 4+ u =1
r + 2y + 2z + uwu =1
r + vy + 22 + uwu =1
r + y + 2z 4+ 2u = 1L
Tanrenra 38/2, cTp. 40
3. llokazaru ma je
T om T 1
COS — COS — COS — = —.
9 9 8

4. Ogpemuru (y3 obpasnosxkeme) nopenak Opojesa (mopebaru ux y pacryhem
HOPETKY )

—2

T S S TS R o L b

_22
a=—272

5. Heka cy mpBa uermpwm unana mHusa 6pojesu 1,9,9,3, mok ce cBakm ciaenehn
ujgaH nobuja Kao ocTaTak Ipu aememy ca 10 36upa mpeTxomgHa YeTUPU dIaHa
(1,9,9,3,2,3,7,...). Jlokasarn na he ce y TOM HH3Y NOHOBO, NIpPE WU KACHU]E,
mojaButu yerBopka 1,9,9,3. Ila nmu he ce y ToM HU3Y NMOjaBUTU U YETBOPKA

7,3,6,77 Tanrenra, M567

UYerBpTHu paszpen — b kareropuja

1. Ioraszatu na ce moauaom P(x) = 2% + 25 + 2% + 22 + 1 moke mammcaTu Kao
IIPOU3BO/J] [Ba HEKOHCTAHTHA IIOJUHOMA UMUjU KOC(PUIUJEHTHU CY LEH.

2. Pemutu cucrem jemnauumma

2t + y + z + uwu =1
r + 2y + 2z + u =1
r + vy + 22 4+ uwu = 1
r + vy + z 4+ 2u = 1.

Tanrenra 38/2, crp. 40

3. Jemmaumma z* + 23 4+ 222 + 22+ 4 = 0 uMa jenaH KOMIUIEKCHU KODEH Yuju je
peaJyiHu [eo jemHak mMaruHapuHoMm neny. Hahiu taj xopes.
Tanrenra 41/1, crp. 29

4. OppenuTu MaKCUMAJHY BPEIHOCT (DYHKIUje
fla) =|z(z = 1)(z = 2)(z - 3)(z — 4)(z = 5)(z = 6)(z — 7)|

3a x € [3,4]. Tanrenra, M417



5. Heka je (an)nen apUTMeTHYKM HU3 peasHux Gpojesa.

(a) Aro 3a mere mpupomHe GPOjeBe M U N BAKK ‘Z’im = —1, nokasatu na
OBaj ApUTMETUYKN HU3 CAAP:KU Oap jeman meo O6poj.
(b) Ako 3a mexe mpupoaHe Gpojese m u n Bazxku “* = —1, na U ce y OBOM

APUTMETUUKOM HM3y 0OaBe3HO Mopa Halhm Oap jeman panuonajas Opoj?

OKPYHO TAKMUWYEIBE U3 MATEMATWUKE, 24.02. 2007.

IIpBu pa3pen — A kareropuja

1. Hahu ocrarak npu mememy 6poja 31000 4 41000 c5 13,
Tanrenra 38/2, crp. 41

2. Jlara cy jmaBa Kpyra KOju ce moaupyjy usHyTpa y tauku A. Ako ce u3
apyre Kpajime Tauke B mpeununka AB cHojpamrmer Kpyra KOHCTDYWIIE IpaBa
KOja Joaupyje yHyTpammu Kpyr v Tadkn C' U ceve CIObaIlbU KPYT Y Taduku D,
nokasatu na je npasa AC Gucekrpuca yraa BAD.

3. 3a ejeMeHT mepMyTalje KajkKeMO Aa je MeCHO MUHUMAJAH aKO jé MamU O
CBUX eJIEMEeHATa KOJU Ce Hajas3e NeCHO Of mera. Ha mpumep y nepmytammju (2,
1,4, 6, 3,7, 8, 5) 0eCHO MUHUMAJHA €JIEMEHTU Cy Ha APYTO] U METOj MO3UNUjU
(eementu 1 u 3). Konuko uma pasnuuurux nepMmyramuja esemenata ckyna {1,
2,..., 8} koje UMajy NECHO MUHUMAJHE eJEMEHTe Ha APYTOj U MeTOj IO3ULUjU
(1 MO A JOUT HA HEKMM APYTUM MO3UNUjaMa)?

4. Y3 npernocraBky 0 < b < a mokazartu HejeTHAKOCT

1(a—0b)? _a+b 1 (a— b)?
S — < -
8 a 2 M\s b

Ilom Kojum ycmoBuMa HEKA O HEjeTHAKOCTU MPEJa3n y jeTHAKOCT.

5. Y 3aBucHOCTU On mpupoxaHor Opoja n Hahu HajBehwu 3ajenHuurm meamialn
6pojesa n? +1u (n+1)% + 1.

Ipyru pa3spen — A rareropuja

1. Hera je AC TeruBa Kpy:kHUIE TOJyNpedvHMKa R KOjoj omroBapa IEHTPAJ-
HU yrao ¢. Ha KpysKHOM JIyKy KOju oAroBapa OBOj TeTuBu (yHyTap yria ¢)
onpemuTu Tauyky B Tako ma 36up ayskuna tetuBa AB u BC Oyme MakcuMaJiaH.
Konuxku je taj 36up?



2. 3a roje a € R cy cBa pemema jeqHaduse
3ax? + (3a® — 12a® — 1)z —a(a —4) =0
peasHa U 3a0BObABajy ycios |x| < 17
3. Hera je f: N — N ¢ynrnuja nepunucana ua cienehm nHaunu
n
fln) = ZH3I[(i,n), 3a cBako n € N.
i=1
Hahu f(22907).

4. Ila nr mMa Bume pejalyja eKBUBAJECHONUjE WM pPejalrja IMOPEeTKA Ha CKYILY
{1,2,...,n}, rme je n € N?

5. Ompenuru; cBe peasHe OpojeBe T U Y 3a KOje BAKU J€OHAKOCT
2% — 22 cos(xy) + 1 = 0.

Tanrenra 40/4, M474

Tpehu pazpen — A kareropuja

1. 3amak nMa GopMy HEKOHBEKCHOr 12-Toyrsa (kKao Ha ciaunu) ca ykKymnHo 45
KBaapaTHUX omaja. VameDy cBake mBe omaje Koje MMa]jy 3aje IHUYKA 3U1 TOCTOje
Bpara. Typucra kpehe u3 Heke omaje u ;xkeau ma obmbhe MITO BUIIEe Omaja W Ia
ce BpaT! y IOJIA3HY ONajy, aJii TAKO Ia y CBaKy OHajy yDe HajBuIle jeTaHIIyT.
Konuro majBume omaja OH MOMkKe OBAKO na MOCETHU!

2. Hahwu cBe mommmome obumka 2z + 2" '+ 2" 2 4+ ... + 2 + 1 xoju mmajy cBe
KOPEHe peaJiHe.

3. Ha crpanu BC tpoyraa ABC youumo tauxky D u youuMmMo ymoucaHe KpyroBe
y tpoyraose ABD u ACD. 3ajemauuka CHO/balliba TAHIEHTA OBA JBA KPYyTa,
pasauumura onx npase BC, ceue ny:x AD y tauku K. Jloka3atu ma my:KuHA oy:KA
AK wme 3aBucu on mojoskaja tauke D.
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4. Hahwu cBe mpupomue OpojeBe n mame on 100 rojuma je 36up nmdpapa y
IeKaTHOM 3alUCy jenHak 30mpy nudapa y OMHAPHOM 3amucy.

5. Hahu cBa peasnna pemema jenHadymHe (2 + \/3)1 +1= (2 -2+ \/§>
Tanrenra 34, M340

YerspTu paspen — A kareropuja

1. Ha crpauu BC tpoyriaa ABC youumo Tauky D v youumMO yIucaHe KPyroBe
y tpoyriose ABD u ACD. 3ajemHuuka CIOJballlkha TAHTEHTA OBA IBa KPyTra,
paznuuura on npase BC, ceue ny:x AD y tauku K. Jlokazatu na my:KuHA Iy:KA
AK me 3aBucu on mojioxkaja rauke D.

2. 3a maTtu npupomaH Opoj M, y CKyIy HO3UTHUBHUX PEAJHUX OPOjeBa PEemuTu
CUCTEM jeTHAYNHA

n(n—+1)

Ty + 229 + ... + nx,, = 5

1 2
xr1 + X2 ++xn”

|
S

3. Hexra cy m,n u k npuponnu 6pojesu. Ilozuaro je ma ce mpaBoyraona tabauia
AUMEH3Uja m X n Moxke nomnovaru (6e3 mpekjanama) IpaBoyraoHunuMa 1 x k.
HoxrazaTu na je 6ap jeman om 6pojeBa m u n mebUB ca k.

4. Y cryny peasHUX OpOjeBa PEMUTU CUCTEM jeTHAUNHA
r+y=1
(z* + v (2 + y*) = 85.

5. Hahu cBa peasna pemema jenHadymHe (2 + \/g)m +1= (2 V24 \/3)
Tanrenra 34, M340

IIpBu pa3pen — B kareropuja

1. Hahu ocrarak npu mememy 6poja 31000 4 41000 ca 13,
Taunrenra 38, cTp. 41

2. Bucerrpuca yuyrpammer yraa <ACB tpoyrana ABC yjenno je u dbucekrpuca
yria koju obpasyje npeunuk C'D onmmcaHOr Kpyra ¥ BUCHUHA KOHCTPYUCAHA U3
temena C. [lorazaru!
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3. 3a ejeMeHT mepMyTalnuje KaxkeMo Ja je JeCHO MUHUMAJIAH AKO je MAamU O
CBUX eJIeMeHaTa KOjU ce HaJaze HeCHO ol mera. Ha mpumep y nepmyranuju (2,
1,4, 6,3, 7,8, 5) IeCHO MUHUMAJHU €JEMEHTHU CYy Ha APYTOj U METOj MO3UIMjU
(enementu 1 u 3). Kosnnko nma pasnmuuTux nepMmyTanuja eisemeHara ckyma {1,
2,..., 8} Koje uMajy HECHO MUHUMAJIHE €JEeMEHTe Ha NPYTOj U HeToj mo3unuju (u
MOJKA jOII HA HEKUM APYTUM HO3unujama)?

4. Y3 npernocraBry 0 < b < a mokKaszaTu HejeTHAKOCT

1(a—b)? a+b 1(a—b)?
2L — < -7
8§ a 2 M\S b

Mo Kojum ycaoBUMa HEKa O HEjeTHAKOCTU Ipejia3u y jeIHAKOCT.
5. Ilosmaro je ma je moBpmwmHa Tpoyria P = 14—5 Ka0 W M4 BaKE jeIHAKOCTU
a+c=8u =30°. Hahu crpanure a, b, c oBor Tpoyria.

Tanrenra 38, cTp. 43

Ipyru paspen — B kareropuja

1. OapemuTu OCTaTKE NPU NEILEHY
(1) 6poja 31000 4 41000 cq 13
(2) 6poja 9222 4 4333 ca 5. Tanrenta 38, cTtp. 41

2. IlenTap ynucaHor Kpyra U IeHTap OmucaHor kpyra tpoyraa ABC cumerpuy-
Hu cy y omuocy Ha crpanuny AB. W3pauymatu ymyTpamme yriose TpPOyTia
ABC.

3. Y 3aBUCHOCTU O PEAJHOT MapaMeTpa ¢, OAPEeIUTH OPOj PA3IUUUTUX peasi-
HUX pellemha jeTHaunHe
|22+ +a| = 2.

4. Pemwnrn mejemnaunuy Vaz — 22 — 3 > Va2 — Tz + 12 — Va2 — bz + 6.
5. (M474) Onpenuru cBe peasne OpojeBe T U ¥ 3a KOje BAKU jeTHAKOCT

2% — 2z cos(xy) + 1 = 0.

Tpehu paspen — B kareropuja

1. Heka je AC teruBa Kpy:KHUIE MOJYIpeuyHMKa R KOjoj oaroBapa IEHTPAJ-
H1 yrao ¢. Ha KpysKHOM JYKy KOju OAroBapa OBOj TeTUBHU (yHyTap yriaa ¢)
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onpemuTu Tauky B Tako ma 30up nyskuna tetuBa AB m BC Oyme MakCUMAJAH.
Kounuxku je taj 36up?

2. 3a KOje BPEAHOCTU PEAJHOT mapamMerpa p jeIHaunHa

logpzr 9
log(z +1)
UMa, je IMHCTBEHO peIene?

3. Heka je AB = 6v/2 uBuna Baznparae ocHOBe npasuiae mupamuse ABCDV u
TV = 3 wena Bucuna, rue je T npecek mujaronana ksangpara ABCD. Wspauy-
matu yrao maMmeby npase ¢ onpebene ca mysku TH u paBuu o tpoyria ABV,
rxe je H opromenrap tpoyraa ABV.

4. Pemurtu cucrem jemmaunna
a1+ =23 a1 +d+big=21 a1 +2d+bg> =22 a1 +3d+big>=29

roe cy ai,b,d n ¢ HemoO3HATU peayiHu OPOjeBU.
Taunrenra 38, cTp. 42

5. Pemutu mejenmaunny

sin 2x — cos 2x + 1

> 0.
sin2x + cos2x — 1

Taurenra 38, cTp. 43

Yerspru paspen — b rareropuja

1. Ymnucamu kpyr y tpoyrao ABC momupyje crpane BC, AC, AB Tpoyraa
y taukama A’, B’, C'. Ha ommcanmom kpyry tpoyria ABC oszmauumo ca A”
cpenumre xyka BC koju me canpskm Taury A, ca B” cpemumre nyka AC xoju e
canpsu tauky B, ca C” cpemumre ayka AB koju He canp:xku taury C. IlokazaTu
na ce npase A’A”, B'B", C'C" cery y jemnoj Tauku.

2. a) Akocy f:R—Ru g: R — R ¢pyunrmuje nepunucane ca f(z) = arcsin %
n g(x) = arctg z, Taga aKO 3a CBAKU PeasHu OPOj T BasKU o arcsin %—i—ﬁ arctgx =
0, ouna je o = B = 0. [okasaru.

6) la au Baxku uperxonHo tBpheme aro cy f :[-1,1] = Rwug:[-1,1] - R
¢yuruuje mepunucane ca f(x) = arcsin % u g(x) = arctga?

3. PemuTu vHejenHaummy

10g21+4x—x2 (7—x)
log,  3(21 4 4z — 22)

<1
1
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4. Jlorka3aTy Oa y CBAKOM TE€TPAE€APY IIOCTOjU TEeME TAKBO Oa Ce OJ MBUIA KOje
U3 Iera mojga3e MOKe KOHCTPYUCATU TPOYTAao. Tamrenra, M335

5. OmpemuTu 4iaHoBe a1,ds,ds,dy APUTMETUYKOT U by, bo, bg, by TeoMeTpujcror
HU3a aKo je

a1+b1:23 a2+b2:21 a3+b3:22 a4+b4:29.

Taurenra 38, cTp. 42
NP RABHO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE, 24.03. 2007.

IlpBu pa3penm — A kareropuja

1. Hujaronane AC' u C'E npasuanor mecroyria ABCDEF nonemene ¢y Tavka-
Ma M u N rtako ga je AM : AC = CN : CE = A. Ongpeautu A ako Cy Tadke
B, M u N ronuHeapHe.

2. Ilare cy tpu meroauneapue tauke A, B u C. Kouctpyucaru tauky D Takro
na dyersopoyrao ABCD Gyne TeTuBaH M TAHTEHTAH.

3. 3a cBaku mpupoman 6poj obeneKUMO ca T, OPOoj Koju ce mobuja y3aCTOMHUM
3aIUCUBAHEM NPUPOMHUX OpojeBa ox 1 mo n (anp. x15 = 123456789101112131415).
Oppemutu cBe mpUpomHEe GpojeBe n 3a Koje 27 memu r2 + x, — 2.

4. OgpeanTn MUHUMAJHY BPEIHOCT M3Pa3a T + ¥ + 2z IpU OrpaHryueHuMa
xy(10x + 10y + 7z) > 27,
yz(10y + 10z + Tx) > 27,
za(10z + 10z + Ty) > 27,
z,y,z 2 0.

5. Y pasuu tpoyraa ABC youmMmo n IpaBuX, O KOJUX je CBaka IapaJiesHa
HEKO] CTpPaHUIM TPpOoyria. 3a Koje HajMame n je Moryhe ma OBUX 1 MPaBUX Hejie
pasad Ha Gap 207 obuacTu (OrpaHUYEHUX U HEOTPAHUUEHUX )

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Kpyr ymucau y tpoyrao ABC nomupyje crpanune BC,CA, AB pemom y
raukama D, E, F. Ilpasa AD ceue ymucanu kpyr tpoyriaa ABC jom y tauku Q.
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Horazatu ma npasa F(Q) nponasu kpo3 cpenumre ay:xu AF ako m camo ako je
AC = BC.

2. Hera je S ckyn koMIuiekcHUX OpojeBa, DePUHUCAH ca:
1
S={z€eC||z+-|=1}.
z

(a) Hahu majsehy moryhy Bpemsoct monyna |z, ako je z € S;
(b) Halhim majmamy moryhy Bpennoct momyia |z|, ako je z € S.

3. Pemmru jemmaunny 2° = y° + 3y* + 8y% + 5y + 1 y Z2.

4. Herka je P(x) momuuoM ca 1menobpojHuM KoepuuueHTrMa. AKO 3a HEKe pa-
smaumre mese 6pojese a u b Baskm P(a) - P(b) = —(a — b)?, nokasatu ma je
P(a)+ P(b) = 0.

5. Mory nu ce mossa kKBagpaTa 5 X 5 IPEKPUTU IPABOYTAOHUIIMA 2 X 3 TAKO Ia
CBaKO II0Jbe KBaJgpaTa Oyme MPEeKPUBEHO UcTu Opoj myTa?

Tpehu paspen — A kareropuja

1. Y tpoyray ABC y kome je AB # AC, ynucauu Kpyr ca IHeHTpoM S moaupyje
crparune BC,CA u AB pemom y taukama D, E u F. IlpaBa EF ceue mpaBy
BC y P. Horazaru na je PS mopmamauo wa AD.

2. Y Tpoyray ABC je AB = AC < BC. Heka je D tauka na nosynpasoj AB,
tako na je AD = BC. Axo je <BCA =4 -<DCB oxpemutu Mmoryhe BpeanocTu
3a <ABC.

3. Heka cy a u n npupomauu 6pojeBu, a > 1, takBu na n neau a” — 1. Ilokazaru
na rana (a — 1)n meau a™ — 1.

4. Y rpynu Jbyad CBAKA YOBEK MMa TAadHO Tpu mo3HaHumka. Jlokaszatm ma je
moryhe cmecTuTu CBe by e U3 TE IPyIe y IBe MPOCTOPUje, TAKO A4 CBAKU YOBEK
UMa HAjBUIIE jeTHOT MO3HAHUKA Yy MPOCTOPUjU Y KOjOj Ce HAJA3U.

i

5. OmgpenuTy MUHUMAJHY BPEIHOCT M3pa3a P

IpU OTPaHMYEHUIMA

min{x(y2 + 22),y(22 + x2),z($2 + y2)} >14ayz, >0, y=0, z>0.

YerspTu paspen — A kareropuja

1. Kon jemmakokpakor tpoyria ABC je AB = BC u ZABC = 30°. Tauka D
npunaga crpamunu BC Tpoyria tako ma je AC : BD = /2. Wspauysaru yrao
/DAC.
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2. Ako cy X, Y u Z tauke na crpanunama BC, CA u AB tpoyraa ABC, Takse
na je AXYZ ~ AABC (14X = <A, «Y = «B), mokasatu na ce OPTOIEHTAD
Tpoyraa XY Z u nerrap onucanor kpyra tpoyria ABC nmokmamajy.

3. JlokazaTu ma MOCTOjU HOIMHOM 00smKa £ +20072" 1+ - - Koju mesu moMHOM
™ — 1 3a mexko m € N.

4. Herka je n € N, n > 1, nat Henapan npupoznas 0poj. lokazatu na ce cBaxu
npuponan 6poj [ € N, 1 <[ < n moxke nmpeacTtaBuTu Kao 30Up WUAM PA3JIUKA IBA
npupogHa Opoja Koju Cy MamU OL N U y3ajaMHO MPOCTU Ca N.

5. Konuko majBumie smoBama MOke 1a ce CTaBU Ha TaDIy m X N TAKO Aa HU jenaH
ol BUX HEe Tyde BuUINe OJ mBa apyra Jsosna. (Jlosam Tyde ¢purypy Koja je Ha
WCTO] AWjarOHAJU W KOJy HE 3arjIama Apyra ¢urypa.)

IlpBu pa3pen — b xkareropuja

1. Hahwu cBe mpupomue Gpojese x Takse ma cy cse mappe Gpoja x2? pazmuunre.

2. Ha mpurazanoj mamm cBaku Kpy:kuh je kyha y kK0joj cramyje mo jeman bhak
memak oK cy aumuHuje uaMeby kpyskuha myteBu m3meby kyha. ['me Tpeba ms-
IPAIUTHU MIKOJY y CeJy TaKO Ja YKyIaH IyT Koju mpeiase hamu nemarny Oyne
HajMamU aKko ce 3Ha ma je ny:knHa Iyrta m3MeDy nBe cycenne kyhe jemmaka 1
rmsiomerap. OB6pasznosxkuru 0aAroBop!

Hamomerna: Damm ce kpehy MCKBYydYMBO 1O myTeBUMA a TO3BOJHEHO MECTO 3a
U3TPaalmy MIKOJIE je Ha HEKOj JWHUJU WM Y HEKOM OJI YBOPOBa HaBeIEHE Marlle.

3. Hahu ocrarak memema 6poja B 6pojem A axo je x = 22007 »
A=+ a5+ 2 +23+ 22 +2+1 B=aP+25 +28 4+ 2427 +1
4. Jlorazaru ma kouBekcan uerBopoyrao ABCD kon kora je AB = 2, BC =

1, DA=3, ZBAD =60° u ZBCD = 120°, mopa Outu Tpares.

5. OxpemuTu Henosuate Gpojese (6poj mmpapa) y jemaarocTn

VII-1-22.--2=33-.-3

aKo ce 3Ha ma 6poj 33---3 mma 2007 nudapa. Taunrenra 46, ctp. 40
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Ilpyru pa3spen — B kareropuja

1. PaBan je pa3nokeHa Ha jeIMHUYHE KBaApPATe TAKO na (GpopMumpa OeCKOHAUHY
MAaxXOBCKYy Tabiay. Ymucatu y CBaKM KBaApaT mO jeman on Opojesa 1,2,3,4,5
TAKO M1a y CBAKUX [T XOPU30HTAJIHO, BEPTUKAJHO WJIU IUjarOHAJHO CYCEIHUX
KBaapaTa OyIy yIUCaHU CBU OBU OpojeBu?

2. Hera je C'D sucuna npasoyriaor tpoyraa ABC (yrao xox temena C' je 90°).
Axo je K rmaurka paBuu Tor Tpoyria taksa na je AK = AC, nokasatu ma je
[IPEYHUE KPYsKHUIE omucane oko Tpoyriaa ABK koju canpsku Tauyky A HOpMaJjan

na DK.

3. Hexa je f(x) = 22 — (a + B)x + aff ¥BanapaTHa GyHENUja, TAe Cy o 1 3 HEKM
(He 0BGaBE3HO PA3NUYUNUTH) OPUPOIHU OpojeBu. KOIUKO PEANHUX U PA3IUYNTUX
HyJIa UMa jeTHauYnHa

f(f(f(2))) =07

4. 3a cBaku npuposaH 6poj obeneruMo ca I, Opoj Koju ce mobuja y3aCTOMHUM
3anMcuBam-eM IPUPOTHUX OpojeBa ox 1 mo n (Hup. 15 = 123456789101112131415).
Ompemutu cBe mpupojHe Gpojese n 3a Koje 27 menu x2 + x, — 2.

5. Ompenuru cBe peasine OpojeBe x > 1 3a Koje je TauHa HejeTHAKOCT
log,(log, z) + log,(logy ) < 2.

Tanrenra 37, ctp. 45

Tpehu paspen — B kareropuja

1. Bounana naprunuja ckyna P = {1,2,...,n} je map {A, B} menpasuux nou-
ckynoBa on P taksux ma je P=AUBu AN B = (maptunuje {A, B} u {B, A}
ce cmarpajy jemnakum). Jlokazaru ga je 6poj mBowinaHux naprunuja ckyna P
jemmagk 271 — 1.

2. Ilpasa p koja je mapajesnna crpanunu AB mnartor tpoyriaa ABC u monosu
crpanuy BC ceue cumerpaay s yraa ABC y rmauku T. Axo je O mentap
VIUCAHOD KPYyTa IaTor TPOYTJia, JOKA3ATU 14 je

<0CT = %<IBAC’.

3. Ilorazarm nma jemHaumHa T + cosz = 1 MMa TaYHO jeTHO PeEIIeHe y CKyIy
peasHuX Opojena.

4. Hahu Gap jenny mekoncrauntny Gpyarmujy f : R — R koja 3amoBospaBa ycJios:
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flx+2)+ f(x) = f(x +1) 3a cBarko = € R.

5. «, B, v cy omTpu yriosu koje mujaronasa ksanpa ABCDA;B,Ci1 D, rpamu
penom ca uBunama AAy, AB u AD. Iloka3aTu HejeTHAKOCT

a+B+y<m.
Tanrenra, M337

YerBpTHu paspen — b kareropuja

1. ITounama maprtummja ckyna P = {1,2,...,n} je map {A, B} menpasaux mon-
ckynosa on P raksux ma je P=AUB u AN B = (naprunuje {4, B} u {B, A}
ce cmarpajy jemsakum). Jlokazaty ma je 6poj ABOUIAHMX NapTUOMja CKyma P
jemmag 271 — 1.

2. Y tpoyray ABC Bawxe penamuje AB = AC < BC. Heka je D Ttauka Ha
noxynpasoj AB raksa nma je AD = BC. Oppemutu Bpenuoct yraa <{ABC ako
ce 3ua na je <BCA =4 -<DCB.

3. Heka cy a u b npuponau 6pojesu Taksu 1a je a-b = 1020 u 3ma ce ma a mean
b2, b2 memu a®, a® memm b, b* menm a® wrm., a® 1| b2 u b2" | a®"t! 3a cBe n € N.
Iokasaru na je a = b.

4. Ilat je momurom P(z) = az® + bx? + cx + d ca memobpojanM KoedunujerTumMa.
Axo je a-d memapan a b-c mapan 6poj, nokasaTu 1a je bap jeaHa HyJa IIOJUHOMA
P(z) npanmnonanua. ITokazaTu npruMepoM na aHaJIOTHO TBpDHeme He Basku ako je
a-d nmapan a b-c menapan 6poj?

5. OmpeanTty MAKCUMAJIHY BPETHOCT KOjy MOKE MMATHU MOBPIIMHA HOPMAJHE
MIPOjeKIje TPABUIHOT TeTpaenpa MBUIE a HA IPOW3BOJLHY DaBaH.
Tanrenra, M358

PEIMTEIHA 3AJATARA OINIIITVMHCRKROI' TAKMNYEIHA N3
MATEMATHWERE

IlpBu pa3pen — A rareropuja

1. IlocraBumo IlekapToB IPaBOYIJIM KOOPIAWHATHUA CUCTEM TAKO Oa je KOOPIU-
HATHU modeTak y Tauku A, a ma ce kperame OnBUja Oy:K OCa & U Y, U HEKA 3a
15 muuyTa ayro npebe my:xuny 1. Tana ce mocie cBakor CKpeTama Wi T WA
Yy KoopaMHATa ayromMoOuia moseha mianm cMmamy 3a 1, IpU 4eMy Ce T U Y KOOp-
AUHATE Memajy Hanm3MeHndHo. Jla 6u ayToMOOMII MOHOBO HOMAO y Tauky A, u &
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1 Y KOOpAMHATE MOpAjy Oa ce MpoMeHe mapan O0poj myra. Kako ce ome memajy
HAM3MEHUYHO 3aK/DbYyUyjeMo ma cy OpojeBu z-TmpoMeHa u y-Tpomena mehycobHo
jemnaxu. Ilpyrum peumMa yKymHE OY:KAHE XOPU30HTAJIHOT U BEPTUKAJIHOL Ieja
nyra cy jemnarke. OmaBme ce 3ar/pydyje na je yKyIHa mTyskuHa npebheHor myta
nenuBa ca 4, Jakje mo MOHOBHOL HoJiacka y Tauky A mporekao je meo 6poj caTu.

Hamomena: 360r mpersieqHOCTH MOTY Ce YBECTU O3HaKe Ty U T_, 3a O0poj 15-
MUHYTHUX IIyTOBaha MapaJIeTHO Ca -OCOM y MO3UTUBHOM U HETATUBHOM CMEDY,
U CIAWYHO Y4 W Yy_, 3a Opoj 15-MUHYyTHUX IyTOBaka MAPAJIEIHO Ca Y-OCOM Y
IO3UTUBHOM U HETATWUBHOM CMeDy. ¥ CJIOB [a C€ ayTOMOOWJ BPAaTHO y IMOJIA3HY
TA4YKy Oaje JeOHaAKOCTU T4 = Z_ U Y4 = Y_, yYCJIOB HAU3MEHUUHOI KpeTama
jemHaxocT r4 +r_ = y4 + y_ onakie ce nobuja na je Ay:KMHA YKYIHOD IIyTa

D=z +a_+ys+y- =2(2 +2-)=4day
nejpuBa ca 4.

2. IlpBy jeanavuHy AATOT CHCTEMa MOKEMO 3AIUCATUA U Y ODJIUKY
[z] + {2} — [yl — {y} = 2005,
omarse cremu {z} —{y} € Z, tj. {z} ={y}, 36or 0< {z},{y} <1, maje

[z] — [y] = 2005
[z] + [y] = 2007,

Tj. [2] =2006 u [y] =1. Harmne, naru cucreM uMa GECKOHAYHO MHOIO PElICHa
n R={(20064+w,14+w)|0<w<1}.

Younmo ua mpaBoj AB Tauke Co u N Takse
na sasu C1CeLAB, MN || B1B (cnuka 1).
Ha ocuoBy nomymapuoctu Tpoyraosa AC1C u
AC1Cy cnemu na je C1C = C1Cy. Kaxro je M
cpemumre nysxu B1Chy u C1Cy L AB cinenu na je
3. N cpenumre nysku BCs. Crora je Bucuna M N
Tpoyria BMCs yjemHo m TeRUIIHA NYHK, IIa
je Taj Tpoyrao jemHakokpak, Tj. BM = MCs.
C mpyre crpaHe, U3 MOLYIAPHOCTA TPOYIJIIOBA
MCCy n MC1C cnemun ma je MC = MCs.
I[Mpema Tome, BM = MCy = MC. Cruka 1.

4. Kaxko cy a,b,c nmpuponau 6pojeBu, u Kakxo je b —&—% > 1, a caMuM TUM U

bi% < 1, umamo ma je a majsehm mpupoman Opoj Mamu 01 28%, Tj. a =2. Tana

je b +% = %07, na je b majsehu nmpupoman 6poj mamu o %07, Tj. b= 1003, a
c = 2. Tana nobujamo u na je ﬁ = %, ITO je M Tpebayio MOoKa3aTH.

a
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5. Kaxo je 441000 = 23 - 32 - 53 . 72, TpaskeHUX mpeacTaB/bama Kao MTPOU3BOJ IBA
dakTopa mMamo KOJMMKO 1 pasbujama ckyma X = {2332 5% 72} ma mpa mempasua
IO ICKYTIa:

X = {23} U {3255, 7%}, X = {32} U {23, 5% 7%},

X ={5%}u{3% 2% 7%}, X = {7} U {2° 3% 5%},
X ={2°,323U{5’, 7}, X ={2°,5°} U {3*, 7}, X ={2°, 7"} U {3%5°}.

Ilakme omgrosop je 7.

Ipyru pa3spenx — A rareropuja

1. Pewewe 1: 3a z = x + iy uMamo

1 1 T — iy T — iy x iy —y
P — . f— f— /L.
2 x4iy x—iy ax2+y? a2+ 22 +y?’
OHOCHO
L e T2 y o2+ yP 4241
R = 1 = .
‘z i (m2—|—y2) * +x2+y2) x2 +y?

Keampupamem u cpebuBamem mobuja ce

2+ +2y+1

21 <l1le2y+1<0&y < —

1 9 1
-—i*<ls —.
|z d 2

Onarme ce mobuja ma cy pelrema CBU KOMILJIEKCHU OPOjEBU 2z KOjU 3aI0BOJbABA]Y
yeaos Im(z) < —3

Pewewe 2:

1—zi |1 — zi
|<1le
z ||

1
|- —i| <1< | <le|l-zi<|z| &
z

1= (2 +yi)i| < |z +yil & [(1+y) —zi] < |o+yi| &

VA+y)2+22< Vel + 2 o1+ 2+ +22 <2+ e 1+29<0.

2. Hexka je B’ Tauka cumerpuuna tauku B y omnocy Ha [. Tana je M mpeceuna
Tauka npase | 1 IpaBe Koja npoJasu kpo3 A u B', jep 3a npousso/sHy Tauky P Ha
I, pazmuunty on M, Baswku AP+PB = AP+PB’' > AB' = AM+MB. Yrao AMB
je cmomammy yrao jemnakokpakor tpoyraa M BB’ na je <AMB = 2<M BB’ =
2<9AB'B. Ca gpyre ctpame, Kako je AN = NB = NB’, tauka N je menrtap
ommcane KpyskHUIE OKO Tpoyraa ABB’, ma je <ANB = 2<ABB’ (uenTpannu
yrao je mea myrta Belim on mepudepujckor) omakie je <ANB = <AMB, na
rauke A, B, M, N nesxe Ha jeqHO] KPYKHUIN.
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» B

>
B’

Cnura 2.

1
3. Pazmomak R = X + —, rme cy X u Y nosuruBau peasnu 6pojesu, nmoseha ce

(cmamu) axo ce X moseha (cmamu) omaocuo cmamu (nmoseha) ako ce Y moselhia
(cmamm). IIpumeHoM OBOr mpaBuiIa ABA IMyTa 3aKDYIyjEMO Ia Ce PA3IOMAaK

1
X+

1
Y+ —

Z
noseha (cmamu) ako ce Z cmamu (noseha). CauunuMm pacybhuBamem 3akbydy-
jemMo ma ce pa3jJoMak

1

+7
Yt or

X

cvamu (mopacte) ako D nopacte (cmamu ce). HacrasmameM oBor pacybusama,
Tj. craBmameM D + % ymecrto D y mocimemmeM Pa3iIOMKY UTHA. JOJIA3UMO IO
OIIITEr MPABUIIA:

e Bpoj "ua menapuom mecty” (1j. HA MecTy e croje 6pojesu 1,3,5,. .., 2005
y passnomry B) cBojum pacrom nosehasa, a 6poj "ua mapuoMm mecty” (Tj.
HA MecTy rue croje 6pojesu 2,4,6,...,2006 y pasnomky B) cBojuMm pactom
cMamyje MOJa3HU CIOKEHU PA3JIOMaK.

3akspyuak: A< B.

4. Y canyuajy Kana je a = 1 numamo jeauHCcTBEHO pemehe x = 0. Y caydajy xana
je a # 1 jemmaumna he mMaTy jeAMHCTBEHO peIleme Kaua je IUCKPUMUHAHTA
kBagpatHe jemaaunne (a—1)z?+ar+a—1 =0 jemnaka mymu (y3 yciaos na je x #
3), omakie mobujaMo ma ¢ 3a40BOHABA KBAAPATHY jeIHAYUHY —3a®>+8a—4= 0,

yuja pemema Cy ¢ = 2 U a = % Y mpBoM cayuajy je pememe r = —1, a y
apyrom cayuajy x = 1. [lonasua jemnauvnna he mMaTy je IMHCTBEHO pEIIEH€ U ¥
crydajy kKaja je ¥ = —3 KopeH KBaapaTtHor TpuroMma (a — 1)z? 4+ ar +a — 1 (jep

x = —3 Huje pememe nojasne jeaHauyune). Tama mobujamo ma je a = 1—70. Y Tom
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CIyYajy JeOWHCTBEHO pelleme je T = —%. Ilakne mona3Ha jenHadmHa e mMaTH
JEOVHCTBEHO peIleme y CIyvajy Kala a € {% 1, 1—70, 2}.

5. HaHI/IH.II/IMO HEKOJIMKO y3aCTOHHI/IX LIeTBOpKI/I 3 Hallerr Hu3a
(%) 1,9,9,3 9,9,3,2 9,3,2,3 3,2,3,7 2,3,7,5

Kakxo mocroju 10* moryhux uerBoprm jemsormmudpenux Opojesa, meby 10001-
HOM UETBODKOM M3 HU3a (%) CUI'YPHO MMaMmo noHassbame! [Ipyrum peunma Hu3
YETBODKU (%) Ce TOCJe HEKOT TPeHyTKa mepuoanvno nonasma!l Onasne ne coemu
IUPEKTHO na e ce o6aBe3HO MOHOBO mojaBuTu deTBOpKa 1,99, 3!

Kmyuno momarHo omaskame je ma ce, y3 HOIMITOBAE yCJIOBA jemXHOIU)-
peHOCTH, MOJa3HN HU3 MOYKE jeQHO3HAUHO PEKOHCTpyucaTu u yHasan. Hop. ako
IOTPAKUMO jemHonuppeH OPOj & TAKAB 1a BAKU

r4+14+94+9 npwm nemewmy ca 10 maje ocrarax 3

JIaKO ce HaJa3u na je x = 4. Y ommreM ciydajy, ako ¢y a,b, c,d jemroumppeHu
OpojeBU, OHIA NMOCTOjU jeIWHCTBEH jeqHOIM(PEH OPOj x TakaB na

r+a+b+c upm mememy ca 10 maje ocrarax  d.

W3 maBeneHor ce 3akmpydyje na je Hu3 (*) mepuonudvaH Ha obe cTpaHe, Hakie
gyeTBOpkKa 1,9,9,3 ce obaBe3Ho mojaBmbyje y TOM MEPUOLTY.

I[Ipernocrasmajyhu ma ce uerBopra 7,3,6,7 mojaBibyje y Hamem HU3Y,
oIopeanMoO HeKOJIuKo ciaenehmx wmamosa uusa. Jlobujamo

7.3,6,7,3,9,5,4,1,9,.9,3,2,3,7,...

ITojaBa uerBopre 1,9,9,3 rapanryje ma ce oBae paau O UCTOM HuU3Y (%) ma 3a-
Kkbyuyjemo (mepuomuunoct) ga he ce u yerBopka 7,3,6,7 y HmeMy IOHOBO IO-
jaBUTH.

Tpehu pazpen — A kareropuja

1. Ilo mpernocrasim “T'H’ = 15,h = 12, ¢ = 13, rme cy a u b ocuoBuue, h

BUCUHA a ¢ Oy:kKuHa Kpaka Ttpamesa. V3 [luraropume teopeme ciaenu ma je “T_b =

V132 — 122 = 5 omakse ce smako Hawazu ga je a = 20 m b = 10. Tpaxena

zanpemusa je V = Vi — 2V, rme je V) 3ampemuna Bajbka Cca MOJIYIPEYHUKOM

ocHoBe h = 12 m BucuuoM a = 20 a V5 3ampeMmHa Kyme ca HOIYIPEYHUKOM
a—=b

ocunose h =12 u Bucunom “5> = 5. Ilakie TpasKkeHa 3alpEMUHA je

V =V1 — 2V, = 122720 — 312275 = 24007.

2. Jupertno ce yrepbhyje ma je 3' =41 3, 32 =419, 33 =4, 27, 3* =41 40, 3° =44
38, 36 =41 32, 37 =45 14, 3% =4 1. IHakne 33" =4 —1 je exBUBANEHTHO ca
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3" =g 4. Mebyrtum, mocnenma KOHIPYEHIIMja j€ OUUTIeaHO HeMoryha, jep je 37
Hemapas 6poj.

3. Bumeru pememe 2. 3amarka 3a 2. paspen A rareropujy.

4. V3 ycioBa ma Cy peajiHd U UMATWHAPHU [0 PEIlemha jeTHAKUA 3aKIbYydyjeMo
na oHo uma obuuk z = t(1 4+ i) rae je t peasan 6poj Koju Tpeba OAPEIUTH.
IIpumerumo na je

(1432 =2 (1+i)3=-2+2i (14+4)*=—4
MTO CE€ MOKE YCTAHOBUTU WU IUPEKTHUM CTEINEHOBAHEM WM HAJAKEHEM
TPpUroHOMEeTpUjCcKOr 0bOsmka Opoja 14 i. 3aMeHOM y MOJA3HO] jeIHAYUMHU I0-
oujamo

(%) —4t* (=24 2083 + 4it? +2(1 + i)t +4=0.

Ilomro je t peasam 6poj, OBa jeqHAUMHA je eKBUBAJETHA APy jeIHAUUHA KOje Cce
nobujy aKo ce peasHu U UMATMHADHU I€O0 JIEBe CTPAHE jenHadnHe (*) usjenHade
ca mynoM. VMarunapuu neo jemHavduue (k) je jenHadymna

23 + 42 +2t=0T1j. t(t+1)>=0
na nomTo z = () HUje pelneme MoJia3He jeTHAUNHe 3aKbydyjeMo na je t = —1 Tj.
z=—1—1.

5. a) Usrpammom mpBOr acaJTHOr IyTa CMO moBesasu 2 rpana. Hamame,
MONAaBAHEM CBAKOT HOBOT acdaiTupanor myrta (U3 HEKOr rpazna koju je seh
noBesaH acaITUpaAHUM IIyTeM), IoBe3yjeMo jom (Hajsume) 1 rpam ca oHuma
KOju Cy mperxomHo Owam nmoBes3anu. CTOra MOHABIBAKEM OBOTI IMOCTYIKA JATUX
8 rpamoBa MOKEMO IOBe3aTu ca bap 7 achaaTupaHuX IyTeBa.

ITorpebro je jowr mokazaru na je To m Moryhe ypamury ca 7 myresa (zna
OrcMoO mokazanau na je Taj MUHUMAaJaH OPOj achailTupaHMX IyTeBa Oamr jeqHak
7). To MOkeMO ypamuTy Ha Bulle HaunHa (KOIMKO oxpebyjemo y memy mox 0).
Herkn on mux cy npencrasipenn Ha ciaenehoj cowmum:

6) I'panosu A u B mMory OuTu CHOjeHEM IIyTeM Iy>KAHE 2 MPEKO OUIIO0 KOT 01
rpanosa C, D, E. F,G,H u taj rpag W moxkemo m3zabpartu Ha (?) = 6 HauuHA.
3a cBaku of npeocranux 5 rpanosa (u3 ckyna {C,D,E, F,G,H}\ {W}) nmamo
2 moryhuocTu: nnu je cnojen ca rpagom A unu ca B. To mam naje (?) 25 =192
PA3NIMYNTUX HAYMHA Ja acPaJITUPAHUM IIyTEBUMA MOBEKEMO CBE I'DaIoBe.

Hanomena: Y Teopuju rpadosa ce cTpyKTypa y Hesy TOI a) Ha3uBa CTabiIo
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rpada 1 OHO 3a rpad ca n YBOPOBa yBeK uMa N — 1 rpany (IO3HATA YUHEHUIA
KOja Cce MOKe KOPUCTUTHU), IOK je y meiy mon 6) oxpebusan 6poj pasanumyhnx
crabaa 3a KOju MOCTOju mocebHa Teopuja.

YerBpTHu pa3spen — A kareropuja

1. Buneru pememe 4. 3agarka 3a tpehu paspen, A kareropujy.

2. Peweme 1: Jacmo, 360r z € [3,4],
flx)=2(z—-1)(z—-2)(x-3)(4—2)(b—2)(6 —2)(7T—x).
Ha ocuoBy nejemnaxoctu usmely apuTMeTUUKe U FeOMeTpPUjCKe CpeluHe, UMaMo
na je
x4+ (7T—2x)
2

Canuuno mobujamo na je

> ValT=a), . x(7—x)<(g)2.

<x—1><6—x)<(§)27 <x—2><5—a:><(§)2 a @-9a-a) <

| =

2

)2
. . . 7
JemmakocT y cBUM ciyuajeBuMa BasKM CAMO y CJaydajy Kaua je x = 3 € [3,4]

(jemmaumue x =7—2, t—1=6—2,x—2=5—x, x —3 = 4— 2 Cy eKBUBAJICHTHE).
Haxire,
11025

max {f(z) |z € [3,4]} = f <g) — 32527298 _ =

Pewewe 2: Odyurnuja f(x) je nosurusana Ha uarepBady (3,4) (u Bawu f(3) =
f(4) = 0) ma ce MeCTO HBEHOI MAKCHMyMa I[OKJAla Ca MECTOM MAaKCUMyMa
¢yurnmje g(x) = log f(x) (oBme ce KOpUCTM CTPOra MOHOTOHOCT JIOTAPUTAMCKE
dyurmuje). Younmo ma je

dynrmmja ¢'(z) je crporo omamajyha y mmrepsamy (3,4) jep cy cBu cabup-
m1 crporo omazajyhm y masememom mHTepBamxy. OBO ce MOxKe TPOBEPUTH U
HAJAKEemeM u3Boga te gpyuruuje g’ (x) =

1 1 1 1 1 1 1 1
22 (2—-1)2 (@-22 (xz-32 @“d—-2?2 (G-22 (6-22 (T—2)%

Jlaxo ce nposepu ma je ¢'(1) = 0 ma saxmyuyjemo na dpymrumja g(r) ma Tume u

dyuEmMja f(z) DOCTHAE CBOj MAKCUMYM Y TAUKM T = & WTI.
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3. Heka cy a m b rarere, ¢ XUIOTeHy3a U I IOJYyNPEUYHUK YIUCAHE KPY/KHUIE
npaBoyrior tpoyriaa. Kopucrehu mosnary ¢popMmyny 3a MOJIYIPEUYHUK YIHCAHE

KPY/KHUIE IPABOYTJION TPOYILJa, I = %H, nobujamo
a+b—c a+b+c—2c V2
r= = =1+—-c
2 2 2

Ogpemumo cazna HajMamy Moryhy BpemnocT 3a c. VI3 HejenHakocTu KBagpaTHe
U apuTMEeTHYKe cpeauHe, y3 kopumheme [luraropuuae reopeme, HAIA3UMO 12 je

2+\/§—c_a+b< [a? +0* ¢
2 2 = 29

ozla}mejecZ\/ﬁ. 3aTOjeT:1+§*CS1+§*\/§:1*§. OBuMm
V2

CMO JOKa3aJu Ja HOJYNpPeUYHUK ynucane kpy:nune muje Behn om 1 — 5=, Ta
BPEIHOCT Ce NOCTILKE aKKO y HaBENEeHO] HejeTHAKOCTU BaKU 3HAK jeTHAKOCTH,
OJHOCHO aKKO je a = b. OmaBne nako HamaszuMmo na Hajsehum moryhu momynpednuk
yIucane kpy:&emne, Mely mpaBoyramM TpoyraoBmMa ca obmmom 2 + /2, mma
IPABOYTIM TPOYrao dmje cy Karere a = b = 1, a xumorenysa c = /2.

4. a)
—_— — —

—_— — —
BC-BC +AD-AD — AB - AB — DC - DC
— — — —_—  —
— (BD + DC) - (BA+ AC) + (AC + CD) - (AB + BD)
—AB-AB—DC’-DC’
=9BD-AC + AB - (AC + CD + DB)
_— — — = —_,— — =
+CD-(CA+AB+ BD) - AB-AB — DC- DC
_— =
—9AC - BD

1

"61

AnrepuaruBro, Moryhie je MAEHTUTET IPOBEPUTH TAKO IITO CE€ CBU BEKTOPU
— — —

un3pase npeko Bekropa AB =u, AC =v u AD = w.

b) Kopucrehn unenrurer nokasas mon a) MMamMo

9AC -BD =132 +42 — 112 - 82 =

ma 3akpbydyjeMo ma je yrao mMmeby aujaromasa mpas.

Hamomena: I[Ipumerumo na mMa MHOTO TpocTopHUX yerBopoyriaosa ABCD koju
3a0BOJbABA]Y YCJIOB IO b) aau na CBU OHU MMAajy OPTOrOHAJIHE AUjaroHaJe!

5. IIpermocrasumo na nonunoMm P(x) muje mmentuuru jemuar myau (P(x) = 0
TPUBMjaTHO 3a70BOBABA 3aMaHy jemHaumny). Kako je P(z?) mapma ¢ymkmuja,
MoOpa OUTU U IOJMHOM Ca JecHe CTpaHe napHa (QyHKIuja, gakjae nojuHoMm P(z)
caapsu camo mapue crememe on z. Heka je P(z) = a9,2%" + agn 222" 72 + ... +
asx? 4 ap y3 IPETIOCTABKY Ja je ag, # 0. 3aMeHOM y MOJA3HY jeIHAUMHY H00u-

jamo ma je Bomehw umam y mosmHOMY ca JeBe CTpaHe as,'", a ca mecme cTpame
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aonx?™ . M3jemnavaBamenM THX m3pas3a qobujamo ma je n = 2. Jlakie IOIMHOM
je obmura P(z) = ax? +bx? + c. 3aMeHOM TOT MOJMHOMA y TIOTA3HY jeHAUUHY U
n3jenHavaBameM Koe(uujeHara y3 ucre cremnene nobujamo ga je ¢ =0, b= —a.

Ilakne pememe cy nomuHomu obimka P(r) = a(z* — 22), rae je a € R.

IIpBu pa3pen — b xkareropuja

1. Yrao <BMA = <MAD kao yrnosu ca mapajenuuMm kparuma. Ownuga je
tpoyrao M AD jemmarokpak. Cnemu ma je MD = AD. 36or yciosa 3amaTka
cnenu na je MD = 2CD. Y mpasoyraom tpoyriay MCD xunorenysa je nsa
nyta Beha onx rarere na je yrao <DMC = 30°. OpnaBne ciemu na je TpaskeHU
yrao 75 cremenu.

2. Heka je mpsa nudppa 6. Tama umamo p=1-9-9-9-9 =6 561 6pojera. Heka
cana npsa mudppa uHuje 6. Owna me Moxke OGutu mHu 0, ma je mMoskemo m3abparu
Ha 8 mayumna. [ludpa 6 ce HaIa3m Ha jeAHOM OX mpeocTasia 4 MecTa - TO MEeCTO
MoxkeMo m3abparu Ha 4 maumna. Ha ocrama 3 mecra Moxke Outu OMIO KOja
mudpa paszanuura og 6 - To MecTo MoskeMo m3abparu Ha 999 naunna. Crora
y oBOM ciuyduajy mmamo ¢ =8-4-9-9-9 = 23 328 6pojesa. Ilo mpasumry 306upa,
OpojeBa KOju 3a0BOJbABAY YCJIOBE 3amaTka uMma p + g = 29 889.

3. IIpBy jemHaumHy DATOT CHCTEMA MOKEMO 3AlUCATU Uy OOIHKY
[2] +{a} = [y] = {y} = 2005,
omakne cnemu {x} —{y} € Z, Tj. {x} ={y}, 36or 0< {z},{y} <1, ma je

[x] — [y] = 2005
[z] + [y] = 2007,

Tj. [r] =2006 u [y] =1. akne, natu cucTeM MMa GECKOHAYHO MHOIO DENICHa

n R={(20064+w,14+w)|0<w<1}.

4. Ouurnenso je x nBouudpern 6poj, tj. x = 10a + b, npu yemy cy a u b uudpe
nekamuor cucreMa u a # 0. Iawse, y = a + b.

Ako je a+b <9, rana je u z = a+ b, na je 60 = 10a + b + 2(a + b),
Tj. 12a 4+ 3b = 60, ommocuo 4a + b = 20. Ilakae, y OBOM CAyYajy MMaMoO Ia
(a,b) € {(4,4),(5,0)}.

Axko je a+b > 10, Trana je z = a+b— 9, ma je 60 = 12a + 3b — 9, Tj.
4a + b = 23. PemasameM nocienme jennadnne nobujamo xa je (a,b) = (4,7).

Haxne, x € {44,47,50}.

5. Hamummmo nocienme nse nugppe cBUX OpojeBa U3 HU3A

(%) 9,9%,93,9% 95 95 97 98 99 910 gll gl2



26

Y3acTOmHIUM MHOMKEHmEeM ca 9, JaKo ce HaJasu na cy TO OpojeBu
(%) 9,81,29,61,49,41,69,21,89,01,09,81, ...

3akmpydyjeMo na ce mocielme aBe nudpe noHasmbajy ca mepuogom 10 1j. na 9% u
9° umajy jemmake mBe mOCIemEme MEPPE aKO a U b ajy UCTU OCTATAK IPU AC/bCHY
ca 10, mnmum gpyrum peumma ako a u b mMajy uCTy nociaensmy nupy.

[Topebemem Huz0Ba (%) m (#*) HamaszuMo ma je mociaenma uudpa Gpoja
9% 6poj 9 ma 3akmyuyjemo ma 9" u 9° nMajy jemHake IOCHeIme IBe Iudpe.
OpnaBpne, nonoBHUM yropebuBamem HU30Ba (%) U (%) HaJa3UMO Ha Cy TpaskeHe
nuppe 8 u 9.

Ipyru paspen — B kareropuja

e +iy =1 o 22+y2=1
(=D +ily—Dl =+ D) +iy+1)| e (@-1)°+@y—-1)=(@+1)>+ @y +1)°

Sr+y=0.
OmaBne ce JTaKO HAJA3W 14 je T = —g,y = g i x = g,y = —¥2 1j. jemunn

KOMILJIEKCHU OpOjeBU ca TPaKEHUM CBOjCTBUMA CY

V3 V2 Vi V2

e A e S

2. Tlomro cy {—2,3,6} mymne (Tj. MecTa mpoMeHe 3HAKA) MOJIMHOMA & + 2,3 —
x,x — 6, IpupoAHO je auckyrosaTtu cienehe ciyuajese:

1. cayuaj: (z < —2)
Hejennaunna je y oBOM ciydajy €KBUBaJIETHA Ca

x+27x+2<
3—x 6-—x

@+2)6-17)— (c+2)3-2)<0 &  z+2<0.

0 /-B-2)6-2)

Pememwe: v < —2.

2. cayuaj: (—2<x < 3)
Hejennaunna je y oBoM ciyuajy Kao u mona 1. eKBUBAJIETHA Ca

x+27x+2<
3—x 6-—x

0 /- (B—x)(6—1)

(z+2)6—2)—(z+2)3—2)<0 & z+2<0 & x<-2

IITO 3HAYU Oa IO OBUM YyCJOBMMa HEMa pelicia.
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3. cayuaj: (3 <z <6)
Hejenmaumna je y oBoM ciyuajy eKBUBaJIETHA Ca

:c+27x+2<
r—3 6—x

(x4+2)6—2)—(z+2)(x—3) <0 < (z+2)(9—22)<0.
<

0/ (@-3)6-u2)

4. cryuaj: (6 < )
Hejenmaumna je y oBoM ciryuajy €KBUBaJIETHA Ca

r+2 x+2
+ <
r—3 x—6 "

(@+2)(z—6)+(x+2)(x—-3)<0 & (2+2)2x-9)<0

0 /(@—3)a—06)

IIa HX y OBOM CJIydYajy HEMa pelleHa.

Konauno pememe: z € (—o0, —2] U [3,6).
3. Bupmeru pememe 3. 3amaTka 3a UpBU pazpeln, A KaTeropujy.

1
4. Paznmomark R = X + —, roe cy X u Y nosuruBau peannu 6pojesu, noseha ce

(emamu) akxo ce X moseha (cmamun) omaocHo cMmamu (moseha) ako ce Y noseha
(cmamu). [TpuMeHOM OBOT HpaBUJIA ABA MyTa 3aK/LYUyjEMO I8 PA3JIOMAK

nopacte (omanue) ako Z nopacte (onamue). Camunum pacybhusameMm 3akibydy-

jeMO a pa3JIOMaK
1

+—
Y47z

X

omana (pacre) ako D pacre (omama). Komayno, npumMeHOM MCTOT apryMeHTa,
3armyuyjemo na ce pasaomak (X,Y,Z, D, T > 0)

(%) X + !

Y +

1
Z +

1
D+ —
T
nmoBeha ako ce moBeha jemam om 6pojeBa X,Z uau T a cmamu ako ce moBeha

jeman onm 6pojesa Y uau D.

3akipydak:
B<A<C.
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5. Y cayuajy rana je a = 1 mmamo jenuHcTBeHO pentere x = (. Y ciuyuajy Kana
je a # 1 jemmaumna he mMaTy jeIMHCTBEHO peIleme Kaua je IUCKPUMUHAHTA
kBanpartHe jemnaunae (a — 1)2? +axr +a—1 = 0 jemnaka Hyau, omakie 106mjamMo
Ia a 3aJ0BOJLABA KBAJIPATHY jemHaumHy —3a’ + 8a — 4 = 0, umja pemema cy
a=2una= % Y mpBoM ciay4dajy je pemewme ¥ = —1, a y apyrom caydajy r = 1.
Ilonasna jemnaumaa he umarTy je IMHCTBEHO pellleme M y CIydajy Kaaa je £ = —3
KopeH kBaapatHOr TpuaOoMa (a — 1)2? + ax +a — 1 (jep v = —3 Huje pememe
nosasue jemHauune). Tana mobujamo ma je a = 1—70. Y ToM caydajy jeauHCTBEHO
pememe je x = —%. Ilakne mona3Ha jemHauymHa he MMaTU jeIMHCTBEHO PEIIeHe
y caydajy xama a € {3,1,12 2},

Tpehu paspen — B kareropuja

1. HaBe,ueHe Tpu je,HHaKOCTI/I Cy EKBUBAJICHTHE je,HHa,ROCTI/IMa

1

logs b = -
©8s 1—logsc

logs c = logs a

1—logsa ~ 1—logsb
Tpeha jemmaroct ce mobuje aro ce log; b 13 npBe 3aMeHM Yy OPYTY jeIHAKOCT.

Hanowmena: ITpumerumo na je tBpheme 3amaTka 6auCKO moBe3aHo ca TBphemeMm

ma je f(f(f(x))) =z rne je

2. Cabupamem jemaaunnaa nodujamo na je x+y—+z+u = % 7 Jajhbe Omoy3UMaHeM

om omropapajyhux jemHaumHa HaJa3Ud Ce 14 je pereme CUCTEMa

1
r=y=z=u=—.
Y 5
3.
s om mo 1 s 4 2m
COS — COS — €0s — = — €08 —(cos — + cos —) =
9 9 9 2 9 3 9
1 7r+1 0 2r 1 7T+1 1(1+ 71')_1
1008 g tpeosgeos - =—gcos g+ 5 5(5+cosg) =g

4. Kopucrtuhemo cBojeTBO ma je ekcmoHeHmujadma ¢ymknuja f : R — RT,
nepunucana ca f(r) = 2% 3a cBako x € R, crporo monorono pacrtyha. (x)

Ouurnenso cy 6pojeBu a,b u ¢ HeraTuBHU, OOK Cy OpojeBu d,e u f MO3UTUBHU.
Heka je a1 = 7222, b = 22" c = 22 Kaxko je 272 > 0 > —22, To HA OCHOBY
(*), ciemu ¢; > by. Kako je jom m a; meratusan 6poj, a by u ¢; HO3UTHUBHU, TO
je a1 < by < ¢1, Te 360r (%) Baxkm |a| < |b| < |c|. OmaBne, nvajyhin na ymy na
cy OpojeBu a,b m ¢ HeraTuBHU, mobujamMo ma Bajku mopemak a > b > c. Heka
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je cama di = —272, e = —22 " u f; = 272" Bpojesu d; u e; Cy HeraTWBHHU,

NOE je 6poj fi mosurtmsan. W3 272 > 0 > —2% mo (x) je |ei| > |di|, onrocHO

e1 < di. Bakmyuyjemo ma je e; < dy < f1, Te kopuctehn (%) jom jeanom, nmamo

e < d < f. Ha oBaj HaumH cMO ce yBepWjIM na je pacuopen naTtux OpojeBa
c<b<a<e<d<f.

5. Bumeru pememe 4. 3amarka 3a 2. paspen A kareropujy.

YerBpTH; paspen — b kareropuja

1. Kopumhemem mo3HaTor naeHTUTETA
" —l=(z-1)E" 142" .tz +1)
nobujamo

1071 571 5 1
P(x):l;ﬂ_l :1;_1 gic—tl =@+ 3+ 2242+ )@t -+ -2+ 1).

[IprmeTnMo na ce TOPHUM apryMeHTOM NOKa3yje jeIHAKOCT MOIMHOMA
(%) Pl)=@'"+23+2°+2+ 1)@ —2® +22 -2+ 1)

y3 yeaos = ¢ {—1,41}. Ilpyrum peumma jemmaxoct (*) he ©uTm moTmyHO
MOKA3aHa TEK aKO Ce jOII W HEMOCPEeTHo mposepu 3a ¢ = —1 u x = 1.

2. Cabupamem jemaaunna mobujamo ma je x+y—+z+u = % 1 aJbe OIy3UMaHeM

onx onroBapajynmx jenqHauymHa HAJIA3WM CE Ia je pelleme CUCTeMa
1

a’j:y:z:u:E.

3. U3 ycaoBa ma Ccy peajlHM M MMATMHADHU I€0 PEIeHma jeTHAKU 3aKJbyYdy]eMO
na ono mma obuuk z = t(1 4 i) rme je t peasan 6poj kKoju Tpeba onpeaUTH.
IIpumerumo ma je

(1+i)? =2 (1+i)°=-2+2 (140" =—4

IMTO Ceé MOKE€ YCTAHOBUTU WM AUPEKTHUM CTEIMEHOBAHEM WM HAJIAKEHEeM
TpuroHoMeTpujckor obiaura 6poja 1+ i.
3aMeHOM y MOJIA3HO] jeTHAYNHN TOO!jamMo

(%) —4t* (=24 20)t3 + 4it? +2(1 + i)t +4 = 0.

ITomTo je t peanan 6poj, OBa jeTHAUYNHA je eKBUBAJIETHA APy jeIHAUNHA KOje ce
MoOuUjy aKo Ce peasHu U UMATMHADHU Je0 JIeBe CTPaHe jequaunue (x) m3jenHave
ca mysoM. VImarmnapuu neo jemHauune (k) je jeqnaumna

20 +4t* + 2t =0 1j. t{t+1)2=0
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na nomTo 2 = () Huje pememe NoJIa3He jeIHAUYWHE 3aKbydyjeMo na je t = —1 1j.
z=—1—1.
4. Pewemwe 1: Jacuo, 360r z € [3,4],
f@)=z(z - 1)(z - 2)(z - 3)(4 — 2)(5 — ) (6 — )(7 — x).

Ha ocroBy HejennarocTu m3Mely apuTMeTuyke 1 reOMETPUjCKE CPEINHE, TMAaMO
na je
z+ (7T—2)

— > Va(—2), . x(?x)<<z)2.

Cnuuno nobumjamo ma je

<x—1><6—x><(§)2, <m—2>(5—x><(§)2 n @-3a-0<

DN | =

>2
. . . 7
JemHakocT y CBUM ciydajeBUMa BajKM CAMO y CIYYajy Kaaa je T = 3 € [3,4]

(jemmauumnme x =7—x, v —1=6—2, —2=5—x, t—3 = 4— 2 Cy CKBUBAJECHTHE).
Haxuie,
11025

wax {f(0) [0 € .41} = £ (3 ) =#or2® = 12

Pewewe 2: Pyurnuja f(z) je nosurusana na maTepBatdy (3,4) (u Baskn f(3) =
f(4) = 0) ma ce MeCTO HEHOI MAKCHMyMa I[OKJANa Ca MECTOM MaKCAMYyMa
¢yurmmje g(x) = log f(x) (oBmE ce KOpPUCTU CTPOra MOHOTOHOCT JIOTAPUTAMCKE
¢yurnmje). Younmo na je

dyurmuja ¢'(x) je crporo omanajyha y ummarepsany (3,4) jep cy cBu cabup-
uu crporo omanajyhim y maBemesnom mHTepBasy. OBO ce MOKe IPOBEPUTH U
HaJakemeM u3Bona te pymknmje g’ () =

1 1 1 1 1 1 1 1

22 (z—12 (@-22 (2-32 (“—-22 (G-x?2 (6-2)2 (T—x)?2

Jlako ce mposepu na je g’(%) = 0 ma 3akmyuyjemo ga ¢pyHruuja ¢g(r) na Tume u
¢yurmmja f(r) mocTumke CBOj MAKCUMYM Y TAUYKU T = g
5. (a) [IpernocraBumo 6e3 yMamema ONMTOCTH 1a je m < n. VI3 yciaosa 3amaTka
nobujaMo na je asy, + az, = 0. Hera je d paznuka apurmernykor Humsa. Tana
“MaMO 4 j€ Umin = Q2m + (M — n)d u tarkobe apmin = a2, + (n — m)d, na
cabupameM Te IBe jeTHAKOCTU AOOMjaMO 20,4+, = Gom + G2, = 0, ma je unan
aPUTMETUYKOD HU3A Gty = 0, Dakie 1eo 6poj.
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(b) He mopa! Ha mpumep Heka je a; = —v/2,a2 = v/2,a3 = 3v/2, urn. (raunuje
Heka je ap = (2k — 3)v/2, k € N) Hus a je ounraeqso apuTMETHUKM U CBU
YNAHOBM Cy MpamuoHamnu, a & = —1.

PEIIIEILA 3AIJATAKA ORPYRHOI' TAKMNYEIHA N3
MATEMATUWVERE

IlpBu pa3pen — A kareropuja

1. Habwumo ocratke memema Opojea obauka 3" mpu mememy ca 13. Aro je
r ocrarak mobujeH mpu nesbemy cremeHa 3" ca 13 oHma je ocraTak mesbema
6poja 3""! ca 13 mcTm Kao m ocraTak memema Opoja 3r ca 13. 3amcra, mo
npernocrasmy 3" — r je messus ca 13 ma je mpema Tome 37! — 3r rakobe memus
ca 13. OBum mocrymkoMm mobujamo ciaenehy Tabaumy ocraraka:

3 32 3% 3% 35 36 37
39 1 3 9 1 3

YouaBaMO TIEPUOANYHOCT OCTATAKA U 3aKbydyjeMo [a je ocTarak gesbema 3000

ca 13 jemmak 3. CunuaH NOCTYIAK HAJAKEHA MEPUOIUYHOCTU OCTATKA MOJKE
ce mpuMeHnTH n Ha caydaj cremena 41990 AjrepmarmBHO ce Tpasenm ocTarak
MOKe OIPEeIUTH U Ha cienehu HaAUMH. YOoUunMo na je 4® =64 =5-13—1. Onmasne

3aKBYyUyjeEMO 1a je
4999 = (438 = (5.13-1)(5-13—1)-...-(5-13-1) =13 -k — 1

3a Heku mpupomaH 6poj k. Ilpema Tome ocTarak memema opoja 41990 ca 13 je 9.

3akmpyudak: Tpaskenu ocrarak je 12.

2.  Pewewe 1: Komcrpyummwmmo 3ajenuuury tamrenry y tauku A. IIpecek
rauredre u upase BD je tauka E. Karxo je FA = EC (tanrenTtHe my:&u)
T0 je <KAC = <FECA. W3 te jemmakoctu ka0 u u3 jemnakoctu J<FAC =
<EAD + <DAF cnemu <FAC = <F'CB = <FAB + <FFBA = <FAB + <F/AD
(jep je <EAD = <EBA). Onasne caemnu na je <DAF = <FAB, mro 3Ha4u 1a
je AC Gucerrpuca yraa BAD.
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Pewewe 2: Cnojumo S menrap ymyrpammer kpyra u C. Tama je <SCB = 90°
(monynpeunvk u tanrenra), u <ADB = 90° (yrao manx upeunukom). Omnasue
ciemn na je <DAB = <CSB (yrnosu ca mapajnennuMm kpamnmma), u <CSB =
2<CAB (uentpanuu u mepudepujcku yrao). Omarae cirenn na je mpasa AF
6ucekrpuca yriaa DAB.

3. Ha npBoj mosumuju mepMmyranuje Mosxke OUTH OUIO KOju OPOj, Te€ ra MOKEMO
n3zabparu Ha 8 HauwmHa. Hakon Tora, Opoj Ha IOPYroj MO3UIMjX MOpa OUTH
HajMamku Ol IPeocTaanx OpojeBa ma Om OMO MeCHO MUHMMAJAH, na je ompeben
jemHo3HAUYHO. DBpojeBe Ha mo3umnumjaMa TPU U YETUPU OMET MOKEMO m3abparTu
IPOM3BOJFHO O IpeocTannx OpojeBa, Ha 6 -5 HaumHa. DBpoj koju ciemn mopa
OuTM HAajMaBmU O MPEOCTAJUX, a4 je cTora OpOj Ha MO3UIUjU MET jeTUHCTBEHO
onpeben. Ilpeocranu 6pojeBu mory ce nopebaru npousBosmHO, Ha 3-2-1 HAUMHA.
Ilakne, ykyman Opoj mepMmyTamnuja KOje MMajy MeCHO MUHMMAaJHEe OpojeBe Ha
Opyroj u nmetoj no3unuju je 8-6-5-3-2 -1 = 1440.

4.

a+b _(Va-vb? (a0
2 ~ Vab= 2 2(Va+ V)2

La=b)? (a=b> _ (a=b> _(a=b> 1(a—b)?
8 a 2(2va)* " 2(va+ V)2 2(2vb)2 8 b

JemHakocT Baku aKO M caMo ako je a = b.

5. Hera je d = H3O(n? +1,(n +1)2+1). Taza d | (n +1)2 + 1 — (n? + 1),
omiocuo d | 2n+ 1. Otyma d | n?> +1 — (2n + 1), ommocuo d | n(n — 2). Onasxze,
kako je d ysajammo mpoct ca n (jep ako je k = NZD(n? + 1,n) mobujamo mxa
k| n?+1—n? ommocmo k = 1), saxmyuyjemo na d | n — 2. Hamokon kako cmo
mobumu na d |[2n+1ud|n—2,10d|(2n+1)—2(n—2), ommocuo d | 5. Onasne
Cy jenuHe TOTEHIMjajiHe BpenaHocTu 3a d 6pojesu 1 u 5.
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OxpenuMo cama ocTaTak opu gebemy 6poja n? + 1 ca 5. Jlako Hamazmmo
Ia YKOIMKO n mMa penoM ocrarke 0,1,2,3,4 npu mememny ca 5, onga 6poj n? + 1
uma penom ocrarke 1,2,0,0,2 npu mememy ca 5. 3aTo je d = 5 aKKO n Ipu
Iejbelmy ca b maje ocrarak 2, IOK je y CBUM OCTaJMM ciaydajeBuma d = 1.

Jlpyru paspen — A kareropuja

1. Pewemwe I: Hera je <BAC = a, <ACB = v u <ABC = (. Ilo cunycuoj
reopemu AB + BC = 2R(sina + siny) = 4Rsin(§ — g) cos “5*. Makcumym oBOT
u3pasza ce MOCTWAE 3a Cos “5+ = 1, 1j. a =7 = § — g Iakne, AB = BC =
2Rsin g = 2R cos g, a MakcumaJian 30up m3nocu 4R cos g

Pewewe 2: Tlponysxumo nysx AB mo tauke E tako na Baxku BE = BC, omHOCHO
AFE = AB+BC'. Tpoyrao BCFE je jennakokpak, a kako je <ABC = ( cnomamumu
3a oBaj Tpoyrao cienu na je <BEC = <ECB = g Roucrpynmumo tauky D Ha
3a1aTo] Kpyskaunm tako na je AD = DC u <ADC = . IlonoBumo mocTtymnak 3a
raury D kao u 3a tauky B. Komcrpyummmo raury F' tako na Basku DC = DF
omaocao AF = AD + DC. Ha uctu mauwn Basku ga je <DFC = <FCD = g
Taure F u I npunagajy reoMeTprjCKOM MECTy Tadaka 13 Kojux ce ny:xk AC Bumu
OJ YTJIOM g (amnu ca ucre crpane npase AC ca koje ¢y B u D). T'eomerpujcko
MECTO Tavaka je JyK ca neHrpoM y tauku [. [lomTo je mpeynuk Hajoyka TeTUBA,
OHJA CJeOU Ja je MakCUMaJiaH 30up TeTuBa y ciydajy Tauke D OJHOCHO Kaza

je AB = BC.

2. JluckpuMuHaHTa JaTe jeqHadunHe je

D = [3a® — 12a® — 1]* + 12a*(a — 4) = [3a*(a — 4) — 1]* + 12a*(a — 4) =



34

9a*(a — 4)* — 6a%*(a — 4) + 1 + 12a*(a — 4) = 9a*(a — 4)? + 6a*(a — 4) +1 =
= [3a® — 12a* + 1)?
na cy Hyse oBe jemHaumue (3a a # 0)

—3a® +12a% + 14 (3a® — 1242 + 1)
6a

Ti/2 =

Tj. T1 = 3—1a u xy = —ala —4). 3a a = 0 jenmHCcTBeHO pememe r = 0 mpumana
narepsaay (—1,1). 3a a # 0, Hysie jenHauuvHe 3aI0BOJbABAJY YCIOB AKO U CaMO

aKoO

<1 A —-1<-d’+4a<1

Ilpyra mejennaunHa je eKBUBAJETHA CA
3<(@—2°<5eV3<la-2/<Vioac(2-V52-V3)U(2+V3,2+V5).

EneMeRTH 13 IPBOT MHTEPBAJIa HE 3a00BOJbABAjy YCIOB & < |a| olakIe KOHAYHO
nobujaMo ma a 3am0BOJbaBA YCIOBE 3aLaTKa ako u caMo ako je a € {0} U (2 +

V3,2 ++/5).

3. Hera je p mpoct 6poj a « memeratmsan neo 6poj. Omxpemmhemo f(p®).
Ounrnenno ma 3a csako z, 0 < z < p* Bakm na je NZD(z,p®) = p®, 3a Heko
0 <a < a. Ompemumo KoIuKO uma OpojeBa  taksux na je NZD(x,p*) = p® 3a
3a1aTo a. IlpeTxomHu yciaoB je ekBuBasenTan ycaosy p® |z u p®*t!{x. Opaksux
6pojeBa uma yrymHO p@~ % —p® %71 ako je a < a, omsocHO 1 ako je a = a. IIpema
TOME MMaMO 1a je:

p

a—1
) =19+ (0 —p* ) pt =t <1 +a <1 - 1>> '
a=0

Axo crasumo p =2 n a = 2007 mobujamo ma je f(22007) = 2009 - 22006,

4. Opn cBake peJjalnuje €KBUBAJIEHIUje MOYKEMO HAIPABUTU JEIHY PeJIalu]y
IOpPETKa, TAKO IITO NeMO OCTAaBUTU CaMO OHEe eJeMeHTe a p b m3 peranuje ek-
BUBAJICHIIM]E 3a KOje Baskn a < b. Jlako ce mpoBepu ma je oBakoO 3amaTa peiianu-
ja pe¢uiekcuBHa, AHTHUCUMETPUYHA U TPAH3WTHUBHA IIa je TO 3auUcTa peJalyja
noperka. Kako ox myHe pesanuje ekBuBaseHuuje (y K0joj je CBAKM €JIEMEHT y
peJslamujn ca CBaKUM) MOKEMO NOOUTHU joum jenHy peJsanujy mopetka (3a n > 1),
aKO y3MeMO eyieMeHTe @ > b. 3a OBy penamujy ce aHAJOTHO IHOKa3yje Oa je
peslanuja mOpeTKa, a paszauduTa je ox nperxomno oxpebenmx. Crora pesnamnuja
HOpeTKa MMa BUIIE Ol pejalija eKBUBaJieHnuje Ha ckymy {1,2,...,n} 3a n > 1.
3an =1 wumamo camo 1 penarujy eKBUBAJEHIM]E KOja je MCTOBPEMEHO U pesalu-
ja moperra: p = {(1,1)}. Iakme y oBOoM ciyyajy MMaMO jeIHAKO Dejamnuja
IOpeTKa U peJlaluja eKBUBAJICHI]E.
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5. HaBenena jemnaumna je €eKBUBAJIEHTHA Ca
x? — 2z cos(xy) + cos® (zy) + sin? (zy) = (z — cos(zy))? + sin? (zy) = 0
IITO je €KBUBAJICHTHO CUCTEMY jeTHAUNHA

x —cos(zy) =0 sin (zy) = 0.

Axo je sin (zy) = 0 onna je cos (zy) = +£1 1j. wnn je £ =1 wm & = —1. Y npBom
cayuajy (x = +1) us ycnosa cosy = 1 nobujamo y = 2kw 3a Heru neo 6poj k. Y
npyrom cayuajy (x = —1) u3z ycaosa cos (—y) = —1 mobujamo y = (2m + 1)7 3a

HEeKU 1eo O6poj m. 3armyuyjeMo na je (x,y) pememe Hoaa3He jeJHauyuHe aKko U
caMoO akKo je

(,y) € {(+1,2km) | k € ZYy U{(—=1,(2m + 1)) | m € Z}.

Tpehu pa3zpen — A kareropuja

1. Ha caumu ce Buou Typa TypucTe KOjoM ce obmnasmu 42 onaje. Jlokasxkumo na
TypHUCTa HE MOKe MOCETUTH BUIle onaja mox matuM yciosuma. Obojumo omaje
npHO-Gesno (maxoBcku) Tako xa uma 24 upue m 21 Gexy omajy. Kakxo Typucra
IpoJia3u CyCemHUM OJajaMa Koje Cy pas3iauduTo obojeHe, HA HETOBOj TYPHU WUMA
uctu 6poj Oenux U MPHUX Olaja. 3aTo HA CBAKOj Typu HeMa Buire ox 21+21 = 42
omaje.

o bl ' -
i d LK e 1
‘-= ™ = e

2. Hexra cy x1, ..., £, KOpeHU moauHOMA " 40y _ 12" ' +...4+a1+ao rae je a; = +1.
Y caydajy n = 1 mako ce Haja3e ABa pememna r £ 1 ma 3aTO0 IPETHOCTABUMO Ia
je n > 1. Kopucrehn Buerose dpopmyne mvamo

a4l = (4 xn)? = 2@ e F T xy) = a2 — 20,0 = 142,

Kako cy mo ycmoBy 3amaTka CBM KOPEHHU peaiHu, 30up KBaapara Mopa Ourtwu
NO3UTUBAH, Ta UMaMo Aa je z3 + ..+ x2 = 3, Tj. ap—2 = —1. Cuununo je
u 232222 = a3 = 1. Kopucrehu mejemmaroct msmeby apurmerwmuke m Te-
OMETpUjCKe cpeauHe mobujamMo:

3 1

_ 2 2 n/, .2 —
E—E(:cl—i—...—i—xn)) xfx2 =1
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omakme je n < 3, IpW UeMy jeTHAKOCT N = 3 BaKU aKKO T = T3 = x% = 1.
Opatie mobujamo 3a cayuaj n = 3 msa pemema (22 —1)(x£1). Y caygajy n = 2
JaKo ce nobujajy jom nBa pemema x2+x—1, Mok y cayuajy n = 1 umamo Taxobe

nBa periewma x + 1.

3. Osmaummo ca A;, By, D; Tauke y KojuMa ymmcanu Kpyr y tpoyrao ABD
nonupyje crpanure BD, AD, AB; u o3uaunmo ca A, Cy, Dy Tauke y kojuma
youcanu kpyr y tpoyrao ACD momupyje crpamune CD, AD, AC. Hera je
AC =b, AB=¢, BD =u, DC =vu AD = d. Heka cy G u H tauke y KojuMa
3ajeIHMYKA CIOJbAllba TAHTeHTa pa3nnuuta on BC momupyje Kpyrose ymucaHe
y Tpoyrinose ABD u ACD. Tana je

2AK = (AB;—GK)+ (ACy — HK)
= AB;+ ACy — GH
= ADl + ADQ - A1A2
= ADi+ ADy — DA, — DA,.
Mebytum, AD, = C‘*'dT_“, ADy = %7 DA, = %, DAy = d+121—b.

A

Do

Cy
D, B

3ameHoM nobujamo

QAK:c+d_u+b+d_v;d_u+c_d_v+b:b+c—u—v:AC+AB—BC,

omaocuo AK = (AB + AC — B(C)/2, mto 3aBucu camMO OJ Ay:KMHA CTPAHUIA
tpoyrna ABC.

4. Osraummo penom ca Sig(n) u S2(n) 36up nupapa npupoaHor 6poja n y meKan-
HOM, OJIHOCHO GuHapHOM cucreMy. Kako je n < 100 < 27, To 6poj n y 6GuapHOM
cucreMmy uma Hajsume 7 nudapa, na je Sy(n) < 7. Heka je Ggasasazazaiap 3ammc
Opoja n y buHapHOM CHUCTEMY, TAKO Ia OH MOKE Ha mounme 1 onpehennm 6pojem
mynaa. Kako je tama n = ag-204+a5-2°+a4-2*+a3-22+as-22+a; -2 +ap-2°, To je
n =3 (ap+as + as + ag) — (a1 + a3 + a5). Omasne, kaxo je n =3 Sig(n) =3 Sa2(n) =
(ap + az + a4 + ag) + (a1 + as + a;), HATA3UMO na je 2(ay + az + as) =3 0, ogHOCHO
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a1 + asz +as € {0,3} (jep je 0 < ay + a3z + a5 < 3). Ilarme, 3a mpuponan 6poj n
BaKM na cy OuHapHe mudpe ai, a3 1 as jemnake mebhy cobom. Cana pasnukyjemo
IBa cIydaja:

1° ay = a3 = a5 = 0. Cama je S2(n) < 4. 3aro je ag = 0, jep 6u y
cynporaoMm 6uio n>64 onakiue je Sig(n)=>7, wro je nemoryhe. Hakue, So(n)<3,
n<2t 422420 =21 un=4a0 € {0,1}, Te je n € {21,20,12,2,1}. IIposepom
nobmjamo nma cy pemewma n =1, n =20 u n = 21.

2° ay = az = as = 1. 3aTo je n > 25+ 23 + 21 = 42 ma je Sio(n) = 5.
[Ipumernmo ma je ag = 0, jep 6u y cymporrOM 6mito n > 2% + 25 + 23 4+ 21 = 106.
3ato je u Sip(n) <6. VI3 osora 3akmyuyjemo xa je n € {60,51,42 50}. IIposepom
nobujamMo ma HU jeqaH OpOj U3 OBOT CKyIla HUje DeIleHe.

Jenuue Bpenuoctu npuponuor 6poja n, n < 100 koju 3a10BOBABAjY YCIOB
3amatea cy n =1, n =20 un = 21.

5. ¥YBemumo o3HAKY a = V2 + \/§ omakie ciemu a® = 2 + \/§ OBOM CMeEHOM

Halla jenqHadvnHa no0uja obIuK
a®* +1 = (2a)”.

Bpojesu 2+ v/3 u 2—+/3 cy pemema jenaunne 22 — 4z + 1 = 0 ogaxne gobujamo
jemHAKOCT
at +1=4a>

YnopebuBameMm 3akbydyjeMo 1a je ¥ = 2 jeqHO pememe Haie jeqHavuse. 1o je
U jemuHO pememe. 3aucra, nembemeM ca (2a)” mobujaMo ma je Hama jenHauMHA

E€KBUBaAJIECHTHaA Ca
a\?® 1\° 1
(3) *(z‘) -

Ha neBoj crpanu je ¢pyHENMja om T Koja MOHOTOHO OHIana; OBO CIEAW W3 YUMH-
jemune ma je § < 1mnm i < 1. 3armyuyjeMo nma MOKe MOCTOjaTH HAJBUIIE jeIHa
BPENHOCT Z 3a KOjy Ta (yHKIUja y3uMa BpeTHOCT 1.

3ak/mbydak: JeauHO pemieme Halle jeJHaduHe je & = 2.

YerBpTHu pa3zpen — A kareropuja

1. Bunmetu pememe 3. 3amatka 3a 3. pa3pen A kareropujy.
2. Heka je (x1,x2, ...,x,) pememe garor cucrema. Ooy3uMameM [pBe jeIHAUNHE
Ol Ipyre U rpynucameM cabupaka mobujamo

n

D (@ —1—i(x; — 1)) =0. (%)

=2

Ilokasumo na je cBaku cabUpAak JeBe CTPaHe jeqHadunHe (*) HeHeraTUBAaH.
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I[IpBu mauwmm: Hera je 2 < ¢ < n. Kopumhemem mejennakoctu mamebhy
apUTMETUYKE U T€OMETPUjCKe CPEeanHE MMaMO

si4i—1 zi+1+..+1
i B i

>

\

3HaK jeHAKOCTH BaEU akko je xi = 1, ommocHo x; = 1.

Hpyru mauwma: Ilocmarpajmo 3a ¢urcupaso k € N, k > 1, momumaOM
Py(z) = 2% —1—k(z—1). Kako je P(z) = ka*~!—k = k(2*~1 —1) zarmyuyjemo na
ce Ha [0,00) muruMyM (pyuRIAje Py () noctmwke 3a x = 1, npu yemy je Pr(1) = 0.

OBuM cMO mOKa3aiau na Cy 3aucTa CBU cabUpPIU JeBe CTPaHe Y jeAHAYNHU
(*) HeHEraTUBHU, ITa KaKO je HUXOB 30Up jeqHak Hyau, TO NOOHjaMO na U OHU
Mopajy Ontn jemuakum mynu. OBO je jemumHo mMoryhe y ciydvajy To = &3 = ... =
x, = 1. Cama n1ako HaJIa3uMO Ia je U r1 = 1, yuMe CMO JOKA3aJU Ja AaTU CUCTEM
rMa jemuHCTBEHO pememe (1,1,..,1).

3. O6Gojumo jenunnuna nosma tabae nomohy k Goja u o ”pemom” (HAM3MEHUU-
HO). Ha tako 060jenoj rabau cBaku IPaBOYTrAOHUK IPEKPUBA TAYHO JeJHO HO0Jbe
cBake 60je. 3aTo je HeomxonaH (He M JOBOJbAH) YCIIOB 3a HOIIOYaBame Tabie
na je jemHak 6poj moma 060jeH cBakoM Oojom. IIpermoctaBumo canma ma OpojeBu
M U N HUCY OEJBUBU ca k U HEeKa Cy HBUXOBU OCTAIM IPU HeJbemy ca k, PemoMm
jemnaku a u b, mpu uwemy je 0 < a,b < k. YounMmo ropmu HECHU OO MOYETHE
tabne muMmensuje a X b. Y ocraTky TabJse mMamMo jemHak Opoj mosba 0bojeHmx
cBakoM on k ©oja. /lokasz Ou 3aBpIIMIM aKO JOKAKEMO Ha y YOUYEHOM NNy He-
MaMo jemHak Opoj moJsba cBake 0oje. Pasmorpumo cayuaj a > b. Youumo 60jy
o3HauyeHy Opojem a. Tamga y cBakoj BPCTU YOUEHOT AeJia TabJIUIe MMaMO IO jeIHO
nosme 060jeno Gojom a. Ako 6u ce mecusio na cy cBe 6oje jeTHAKO 3aCTyIheHe,
oHma O6u O6poj obojeHMX MOJba y yodeHOM mesry o6mo kb, mrro mHmje moryhe jep
ux je tauno ab. Ciamuyno oBoM pasmarpa ce ciaydaj a < b (Tama cBaka KOJIOHA
YOUEHOT [esa Canp:ku jemHo mosbe 6oje b). OBuM cMo moGMIM KOHTDAUKINA]Y,
T€ 3aKbYUYjEMO I TPETIOCTABKA HUje Omia TadvHa.

4. Hera je xy = a. Tana ropucrehnu = + y = 1 mobujamo
85 = (IL‘4 +y2)(5132 +y4) _ :EG +y6 +$4y4 +x2y2 _
_ (372 +y2)($4 o $2y2 _|_y4) +$4y4 +.132y2 _
_ (l‘Z + y2)(($2 + y2)2 _ 31‘2y2) + 334y4 + $2y2 _
= (1-2a)((1 —2a)* = 3d®) + a* + a® =
=a* —2a® 4 10a® — 6a + 1,

omaocHO a* — 2a® + 10a® — 6a — 84 = 0. JenHo pememe oBe jenHaumHE je a = —2,
onakme ce mako mobuja a* — 2a® + 10a% — 6a — 84 = (a + 2)P(a), rme je P(a) =
a® — 4a® + 18a — 42. Kaxo je P'(a) = 3a®> —8a+ 18 > 0 3a cBaxo a € R, T0 je P(a)
pacryha ¢ymrnmja, na jenmaumna P(a) = 0 uma majBume jenno pememe. Kako
je P(a) monmHOM HemapHOT CTEIeHa, TO OH MMa bap jeaHy peasny Hyuy. Jlakie,
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jemnaunna P(a) = 0 mMa TadHO jenHO peanHo pemewme. Kako je P(1)P(4) < 0,
360T HEMPEKUAHOCTH, 3aKbYUyjeMo Ia je TO pememne u3 uarepsaia (1,4). 3a oBy
BpemHoCT a Bazkmao 6u 2 +y? = (r+y)? — 22y = 1 —2a < —1, mro muje moryhe.
OBum cMO morasanu ga je jemmaa moryhuoct a = —2. Tana je JaxKo yCcTaHOBUTH
Ia Ccy pemiema mojasHor cucrema ypebenu maposu (2, —1) u (—1,2).

5. Bunmeru pememe 5. 3amarka 3a 3. paspen A kareropujy.

IlpBu pa3pen — b kareropuja

1. Bugetu pememe 1. 3amatka 3a 1. pazpen A kareropujy.

2. Heka je mar tpoyrao ABC. Omnumemo OKO Hera Kpyr U KOHCTPYUIIUMO
obucexkrpucy yriaa C. Ona ceue kpyxuy aunujy y tauku (. Taura G je cpenuua
ayka AGB (jemnaku nepudepujcku yruosu). Koucrpyumummo npeunur CD u
pucuny C'E uuju mpomysKeTak cede KPYy:KHY JUHU]Y y Tauyku F.

IIpeu mora3: Axko moraskemo ma je <ACD = <BCF, ouma he Baxutu u
<DCG = «FCG. <ADC = <ABC (manm ucrom terusom). Tpoyrao DAC je
npasoyrau (CD je npeunuk). Tpoyrao BEC je npasoyrau (E je nomuoxje Bu-
cune). V3 oBux uumenuna ciaenu jempaxkoct yriosa <ACD = <BCF. Osuu je
JIOKAa3 3aBPIIEH.

Cc

D
G
Hpyru moka3: Axo mokaxkemo ma cy Jaykosu AD wm BF jemnaku onma he u
nepudpepujcku yraosu outu jequaru. <AEC = 90° (noxuoxje sucune) <DFC =
90° (man npeunurom CD). Omasme caemu na cy teruse AB u DF napasenne
mTo 3Haum na cy Jgykosu AD u FB jemnaru.

3. Bugmeru pememe 3. 3amatka 3a npBu pazpen A kateropujy.
4. Buneru pememe 4. 3anatka 3a 1. paspen A rkareropujy.

5. Heka je + = BD u y = CD rae je D nomgaoxkje Bucuue n3 A Ha crpany
(6]

BC (cmmka). Ilomto je f = 30° sakmyuyjemo na je h = §. Opnasne ciaemm



_ 15 _ ah _ ac .
P =7 =% =% na 3a onpebuBame nyxuHa ¢ U ¢ UMaMO jeJHAUNHE
a+c=38 a-c=15.

Pemema a = 3,0 =5 u a =5,b =3 Mory ce y 0oBOM CiIy4ajy JIAKO U IIOIOAUTH.
AJnTepHATUBHO Ce KBaAPUpAmEM IpBe jefHaunHe U KopumhemeM apyre mobuja
a’? +b? = 34. Omasne cnemu a? — 2ac +b*> = (a —c¢)? =4 1j. a — ¢ = £2 urn.

IIpBu cayuaj: a = BC =5, c = AB = 3 onarne ciemu h = 5 = %

. ; _ 33
Y oBoM ciydvajy u3 mpaBoyraor tpoyria AABD mamasumo ma je v = “¥° <
BC =a (cmura (a)) my =5 — %5 W3 npasoyraor tpoyraa AADC nanazumo

2
b=AC = /h? +y2 = %+<5—%> =1/34 — 15V/3.

2

c

Hpyrn cnyyaj: a = BC =3, c= AB =5 onakyne cnemm h = § = %
A A

=

=]
-
=]
<
@}
=]
@)
=]

(a) (b)
Y oBoMm cayuajy u3 npaoyrior tpoyria AABD wmanasumo na je x = BD =
%5 > BC =a (ciura (6)) u y = —a = %g — 3. W3 mpasoyrsior tpoyria
AADC mamazumo

2
2
b=AC = /h2+¢% = I5+ <%—3) = /34— 15V3.

2

Ipyru paspen — B kareropuja

1. Pememe npBor mesa 3amaTKa je UACHTUYHO pemeny 1. 3amatka 3a 1. A xar-
eropujy. pyru meo 3amarka ce pemaBa aHaJOrHUM pacybuBamem. CaumyHnM
apryMeHTHMa Kao U Mpe HAJa3UMO 1 je OCTaTak Jesbema opoja 9222 = (10—1)222
ca 5 jemmak 1 Kao u ma je ocTaTak memema Opoja 4333 = 44332 = 4. (15 + 1)166
ca b jemmak 4. Opmasnme HamazuMmo na je 6poj 9222 +4333 nemus ca 5, Tj. TpaskeHu
ocrartak je 0.

2. Heka je O nenwrap ynucanor kpyra, a S omucamor kpyra. IIpasa OS je
cumverpada qys#su AB na je OA = OB, onakne cuaequ na je /2 = (3/2, onnocuo
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a = (. Crenn na je AABC jemnarokpak, na teme C' nmpunana npasoj SC. Kako

LN
"

je SA = SC (nmonyupeunux onucanor kpyra) u SB = SC 10 je <OAC = <OBC.
Omnasne cnemn ma je 3a/2 = ~/2, omnocuo o = 3 = v/3, omakme ce JTako HaJIa3M
na je v =108°, o = 3 = 36°.

3. Iara jenmaumna exsusasientHa je mucjyuruuju (I) V (II), rme cy (I) u (II)
caenehn cucremn jennaunua u HejenHAYMHA:

23>0 z>0
(I)'{x2+x+a—x (H){x—i—x—i—a— —x

W3 mpyre jemmaunne cucrema (I) mobujamo ma je 22 = —a. 360r Tora (I) 3a a > 0
HeMa pelrena, NoK 3a ¢ < 0 uMa je IMHCTBEHO pelleHe.

Pemmvo cana cuctem (I1). Ako je ax? + bx + ¢ = 0 kKBagpaTHA jemHaumHA
(a,b,c € R), kopucrehu Buerose dopmyie, 1ako 3akmydyjeMo na je y ciydajy
£ <0 TayHO je[IHO HEHO pelere MO3UTUBHO, IOK Cy y ciydajy o > 0 oba pem-
e’ma MCTOr 3HAaKa WM Cy Mak KOHBYTOBAHO KOMIUIEKCHU OpojeBu. llpumemyjyhn
oBaj 3armydak Ha Apyry jemmaummy cuctema (II), 2 + 2z + a = 0, 3akmyuyjemo
na oH 3a a < 0 mMa TAYHO jeqHO MO3UTUBHO pellewme, MoK 3a a > (0 HeMa mo3u-
TUBHUX peliema (ako Cy pellemha PeajHa, OHoa Cy UCTOI 3HAKa, aJld UM je 30up
jemmakx —2, Te cy oba merarmsHa). 3a a = 0, pememe cucrema (II) je x = 0.

N3 npyre jemnaumue cucrema (I) u mpyre jemmaumne cuctema (II) 3a-
RKDYUYjeMO ma je jenuHu peasian 6poj kKoju 6m Morao na Oyne 3ajeIHUYKO Pel-
eme HaBeneHux cucrema x = 0. OH 3amMcTa ¥ jecre 3ajeJHUUKO DEIEeHe CaMo Y
cay4gajy a = 0.

Konauno, oBuM cMO mOKa3zaau na JaTa jenHAYNHA WMa OBA PEIemnha 3a
a < 0, jenso pememe 3a a = 0, MoK y ciyuyajy a > 0 HeMa pemema.

4. O6nact medurncanoctu uspasa je [1,2]U{3}. Hejennarocr ce Moske HaIMCATH
y obmury /(z—1)3—2) + /2-2)3—2) > /(B3—2)(4—2). DBpoj 3 je,
OUMIJIeIHO, pelleme. 3a r < 3 HeJeIHAKOCT ce MOKe ~ckparuTtu’ ca /3 — T
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u nobuja ce

& 522 — 182+ 17 <0.

Y oBoMm cayuajy HeMa pemema. lakne, jenuHo pememe je © = 3.

5. Bugmeru pememe 5. 3amarka 3a 2. paspen A rareropujy.

Tpehu pazpen — b kareropuja

1. Bugeru pememe 1. 3amatka 3a 2. pazpen A kareropujy.
2. JemHaunHa je eKBUBAJICHTHA Ca
pr >0, >—-1, o+1#1, pr=(x+1)2

Tj. ca
pr>0, z>-1, 2>+ (2-p)z+1=0. ()

Nmamo nBa cayuaja:
Ilpeu cayuaj: KpampaTHa jemmaumma mMa jeUHCTBeHHW KopeH Tj. (2 —p)? = 4,
omakye je p = 0 uau p = 4. Pememe p = 0 He 3am0BOmABA TMPBU YCJIOB, a 34
p =4 nmMaMoO jeAMHCTBEHO pememe T = 1.
Lpyeu caywaj: KBanparsa jemqHaumHa wmMa IBa KOPEHA T1,T2, O KOJUX CAMO
jeman 3anosomasa yciaose (*). U3 ycmoBa ma je OUCKPUMUHAHTa KBAADPATHE
jemmaumme D = (2—p)%2—4 Beha ox myse, nobujamo p > 4 unu p < 0. Pemasamenm
KBaJpaTHe jeIHaunHe nobujamo pemema z12 = 5(p—2++/(p —2)2 —4). Kaza je
p > 4, nmamo ma cy oba pemema HNO3UTUBHA, Ha 06a 3a10BObaBajy yciaose (*)
7 Taza HeEMaMO jeIMHCTBEHO pelrewme. Rama je p < 0 mmamo ma cy oba pemema
HeraTusHa, MehyTuM Kako je f(—1) = p < 0, rme je f(z) = 22+ (2—p)x+1, nmanmo
na je —1 m3amebhy KopeHa jemHadwmHe, Tj. CAMO jeIHO PelIemhe 3aI0B0OJbaBa APYTU
yeaos (*), ma y ToM ciyuajy monasHa jeqHAUNHA UMA j€THUCTBEHO DEeIleme.
Haxne pememe je p € (—o0,0) U {4}.

3. Pewemwe 1: Axo je S cpemuna crpanune AB, ramga pexoMm mmamo na je AS =
3\/5, AV = 3\/5, VS = 3v3 u uz cauunocru Tpoyriosa HSA u ASV cunemn
Z—g = % 1j. HS = 23 u HV = SV — HS = /3. Kaxo je yrao ITVS
3ajemuuurn 3a Tpoyraose STV u THV u rako je /3 = % = % = /3 caemu

na cy tpoyraosu STV u THV cauunu, na je tpaskenu yrao SITHV =4STV = 5

Pewewe 2: 1locraBuMoO nmaty nupaMuny y KOODIAWMHATHU CUCTEM TaKO Oa je Ha
upumep A(6,0,0), B(0,6,0),V(0,0,3) u 7(0,0,0). Kako je AHLBV u ACLBV 10
je paBan 3 = 3(A,C,H)LBV. Ananoruo je u v =~(B,D,H)LAV. IIpema tome
oprorenTap H Mopa mpumanartu cBakoj on pasuu «, 3 u vy tj. H € anBNy. Kako
jea:x+y+22=6,03:-2y+2=0wu~v:—2z+ z=0, To pemieme OBOI' CUCTEMA
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). Canma nmamo

jenHaurHa npencTaBiba KoopauHaTe oronentpa H, na je H(1,1,2
,1,2)(—3,-3,3) =0,

— — — =
na crasjapuu npousson sekropa TH u SV je TH - SV = (1,1,
s

. = = . .
mTo 3Haum Aa je TH LSV 1j. {1la, ma je Tpaskenn yrao 3.

Pewewe 3: 3a cBaky mpaBy NPABUIHY UYETBOPOCTPAHY HUPAMULY BAKU Oa je
Tpaskenu yrao 5. Rako je ACLBV To nocroju pasam 3 koja canpxu AC u
mopMauiaa je Ha BV u 10j oueBuano npunana sucuna tpoyriaa ABV koja momazu
u3 remena A. Kako je AC LBV 1o nocroju pasan 3 koja canpsku BD u HopMaJiHa
je na AV u B,0j oueBuaHO Tpunana BucuHa Tpoyriaa ABV koja momasu n3 remeHa
B. Ilpema tome oprouenrap H tpoyriaa ABV mpumanga npecexky paBHU o U (.
Kako cy obe paBuu a u § HopMmastae Ha paBan Tpoyriaa ABV Tj. Ha paBan «, TO
je ¥ BUXOBa MIPECEYHUIA HOPMAaJIHA Ha (v, & 0] OYEBUIHO MPUIAIa OPTOIEHTAD
s

H ma je Tpaskenu yrao 7.

4. OnpysumameM npBe o1 apyre, npyre on tpelie u rpelie ox uerBpre jenHauuue,
nO0MjaMO €KBUBAJETHU CUCTEM

ap +b1 =23 d+b(g—1)=-2 d+bglg—1)=1 d+bg*(g—1)=T.

Onysumamem apyre on tpehe u Tpehe on werBpre jennauune, nodUjaMo €KBU-
BAJIETHU CUCTEM

a1 +b1 =23 d+b(g—1)=-2 bi(¢g—1)*=3 bigg—1)>*=6.

I[Mowro cy Bpemuoctu by = 0 u g = 1 uckmyuene, nesmemeM derBpre ca TpehoMm
jeMHAYMHOM KOHAYHO HOOMjaMO €KBUBAJEHTAH CUCTEM

a1 +b1 =23 d4+b(g—1)=-2 b(¢g—12=3 ¢g=2.
Pememe mocaemmer a TuMe u HAIIEr cucTeMa je

g=2 b=3 d=-5 a3 =20.

5. V3 amunuone teopeme 3a CHHYC HAJA3UMO 13 j€

sin2z7cos2x:\/§sin(2xf%) u sin2x+cos2z:\/§sin(2x+%).

PasnoMak je mo3mTrBaH ako M caMO akKO Cy My ¥ Opojuiall ¥ MMEHHJAIl UCTOT
3HaKA.

IIpBu cayuaj:

2
sin (2z — E) > V2 n  sin(2z+ z) >

V2
4 2 4 2

[IpBa jennaymua je eKBMBAJIETHA Ca

3
kw<x<zﬂ+kw(keZ)
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a apyra ca
T
m7r<x<Z+m7r(m€Z).

O6a ycnoBa cy 3aI0BOJbeHA aKO 1 caMo ako je x € (km, % + km) 3a Hexu k € Z.

Ipyru cayuaj:

[

2
sin(2x72)<f u sin(2x+§)<§.

IIpBa jemmauvmHa je eKBUBAJIETHA Ca

%Tﬂ+k7r<x<7r+k7r(k€Z)

a npyra ca

T
Z+m7r<ac<7r+m7r(m€Z).
Oba ycaoBa cy 3aI0BOJbEHA AKO U CAMO aKO je T € (‘% + km, 7 + k7) 3a HEEM
k € Z nmma mTo je eKBMBAJETHO ako M caMo ako je x € (=75 + km, k) 3a Heku

ke Z.

Pememe:

x € (kn, % +km)U (—g +km kr) (k€ 2).

Yerspru paspen — B rareropuja

1. Ozmaunmo ca O 1 S neHTpe ONUCAHOT U YIUCAHOT Kpyra u ca R u r moxynped-
HUKe oBUX Kpyrosa. Axro je tpoyrao ABC jemmakoctpanmuan, npase A’A”,
B'B”, C'C" uponasze kpo3 mearap O Tpoyriaa, ma je TBpheme mcuymeno. Y
cynporHoM, Tauke O u S ce me nokmanajy. Osmaunmmo M = A’A" N OS.
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Kako cy nysxu SA’ u OA” nopmamnme ma crpanuy BC, onme cy mebhycobro
mapaJsenue. [Ipema TamecoBoj Teopemu je

MS  SA r

@ MO OA" R

Takobe, tauke A’ m A” cy ca mcrte crpame npase OS, ma ce tauka M mHasmaszm
Ban my:ku OS. Amasormo ce nokasyje ma npase B'B” u C'C” cexy npasy OS
y Tauku 3a Kojy Basku (1) u koja ce manasu Ban my:xu OS. Kako je raura M
ca oBa JIBa ycJoBa jemHo3HauyHO onpebena, zakmyuyjemo ma npase A’A”, B'B”,
C'C" cBe canpske Tauxy M.

2. a) Kako aarcsin % + farctgr = 0 Mopa ma BasKu 3a CBAKU PeajiHu Opoj
x 1o 3a x = 1 mobujamo 2a + = 0, 1m0k 3a = = /3 nobujamo a+ 3 = 0, a Taj
CUCTEM jeqHAUMHA €KBUBAJIeHTaH je ca o = [ = 0.

6) He Basku.

Karko «arcsin liﬁ,g + farctgx =0 Mopa Ha BasKM 3a CBaKu peaJiaH Opoj &
u3 unTepsana [—1,1], To 3a v =1 crem af + 5 =0 < 2o+ = 0. Hokasxkumo
na 3a ceako x € [—1,1]\ {0} cremn 2+ = 0 1j. morazahemo ma (Vz € [—1,1])
arcsin 13_“;2 = 2arctgx.

Iokasz: Ilpe cBera m JsieBa m mecHa CTpaHA jeIHAKOCTH KOjy OOKAa3yjeMo Cy
nepurHucaHe 3a cBako r € R, jep momen ¢yuruuje arctg je R, mox m3 exBuBa-

JIEHIIj e

(—1g 1ixx2 g1)<:>((;::+1)220/\(x—1)220)

2z
1422

ciaenu na je u arcsin

—1,1]).

Cana IpuMEeHUMO TeopeMy

nepuaucan 3a cBaku x € R (momen ¢yurnuje arcsin je

T T . .
(aE [75,5} Abe [75,5] A smafsmb)ﬁafb

TAKO IITO y3MEMO ¢ = arcsin 1_%22 u b = 2arctgz. IIpBo Tpeba morazaru ma 3a
cBako x € [—1, 1] Baskn
. 2x | T 7r} b= 2arctes € [ s 7r]
a = arcsin ——— € [-=, =] u b= 2arctgx € [-=, =].
1+a22 -1 272 & 22
IIpBa TBpAmAa ciremm u3 came mneduanmmuje dysrmuje arcsin : [—1,1] — [=F, 7],

[OK Opyra CIenu 13

r e [-1,1] = arctgr € [-F, ) = 2arctgr € [-F, 5.

Capnma je mpeocTaJtio jom caMo Oa ce JOKaske na je sina = sinb 1j. ma je

. . 2x _ . . . .
sin(arcsin 1+x2) = sin(2arctgx). JleBa crpaHa oOBe jemHAKACTU je OYUTO jenHAKA
2z : : : 2z
Ti.7, A NOKA/KMMO 1A je U NeCHa CTpaHa Te jeNHAKOCTH jelHAKa 1i.». 3Haun
T 1 2z

rmamo na je sin(2arctga) = 2sin(arctg x) cos(arctg z) = 2 = e = T

3amaTak ce MHOTO jemHOCTaBHO pemasa momohy umssoma! Tpeba camo
nokazatu na (Vo € [—1,1]) f'(z) = (2¢9(x)) = H-% u na je f(x) = 2g(x) 3a HEKO
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x, mampumep 3a x = 1 je f(1) = 2¢(1) = §, omakme caemn ma je (Va € [—1,1])
arcsin % = 2arctg .

3. OgpemuMvo Hajupe 3a KOje BPEIHOCTU T JaTa HejeIHAUYMHA WMa CMUCIA
(momen). Iotpe6rn u noBosman yeaosu 3a to cy: (1) 7—z > 0, (1) 21+4z—22 > 0,
(IM) 21 44z —a2 # 1, (IV) 243 >0, (V) 2+3 # 11 (VI) log, (21 +42—22) £ 0
(ycaos (IIT) myvniunupa ycaos (VI)). Hbuxosum pemasamem nooujamo (I) 7 > «,
(I 7>z > -3, (III) x #2+2V6, (IV) 2> -3, (V) 2 # —2. Omasze nobujamo
na je moMeH

D= (-3,2—2V6)U(2—2V6,—2) U (=2,2+2V6) U (24 2V6,7).

3a cBarko x € D\{6} Bamm logy 4, ,2(7 — x) = m, Te je

noJsiasHa HejenHaunHa Ha ckymy D\{6} exBuBaseHTHa penoM ca HejenHAUMHAMA

1
log; (21 + 4z — 22) - log,  3(21 + 42 — 2?)

<1<:>
4

1
(logg_ (7 = z)(x + 3)) - (log,45(z + 3)(7 — )
1
(1+1ogr_,(z +3)) - (1 +log, (7 — x))
1
(1 + logl,Jr;(?—m)) ’ (1 + 10gz+3(7 - x))

log,pa(T—2) 1

(1+log,y3(7—x))? 4
(1 —log, 5(7—x))*
4(1 +log, 3(7—x))?

Crenujanno, Jako nmpoBepaBaMo na © = 6 jecTe pelleme MOoJa3He Hejel-
maunne. OBuM je mokazano na je ckyn pemema Gam D\{5}.

<~

> 1#log, 3(T—2) < z#5.

4. Hera je ABC'D upousBoman Terpaenap. Y OUnMO HAjAYKY UBUILY, HEKA je TO
uwa npumep AB. Ilokazahiemo ma ce 6ap ox jenue oxn Tpojku usuna (AB, AC, AD)
vinu (BA, BC, BD) moxe koucrpyucatu tpoyrao. Kako je AB majnyska usuna,
BaKU

AB > AC, AB > AD, BA > BC, BA > BD,

ma je mMOBOJLHO MOKA3aTH Ha BasKU Dap jemHa oI HejeTHAKOCTHU
AC + AD > AB, BC + BD > BA.

W3 tpoyrna ABC umamo na Basxku AC + BC > AB, a u3z tpoyraa ABD umamo
na Basku AD 4+ BD > AB. CabupameM OBe IBE HEjeqHAKOCTU NOOUjaMo

(AC + AD) + (BC + BD) > 2AB,
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omakse 3akmyuyjemo ma je AC + AD > AB wimn BC + BD > BA, mro je u
TpebaJio moKaszaTu.

5. Buneru pememe 4. 3amarka 3a 3. padpen b xkareropujy.

PEITIEILA 3AIATAKA IPKABHOI' TAKMMYEILA N3
MATEMATHWERE

IlpBu pa3penm — A kareropuja

1. Tpoyrao EDN nonymapan je tpoyray BMC (ED = CB,EN = CM n
/ZDEC = /BCA = 30°). Heka je ZMBC = ZNDE =a u L/BMC = /ZEND =
B. Ipumerumo ma je o+ G = 150°. Hame, /DNC = 180° — 0 u /BNC =
90° — a ma je ZDNB = 180° — 3+ 90° — a = 120° = ZBOD, rge je O uenrap
wectoyrina ABCDEF. Ilomro je CO = CB = CD, 3akmpyuyjeMo na Tadke
B,0,N, D npunanajy kpyry ca nearpom y C. IHakae CN : CE =r :ry/3, na je
A=

A

A B

2. O6enexumo yraose {BAD = «a, <ABC = (3, <BCD =~y u <CDA = 6. Ia
6u uerBopoyrao ABCD Guo TetuBan Mopa ma Baxku na je o+ = f+4§. Onasne
caemu na je 6 = 180°— (. Ila 6u yerBOpOoyrao 6uo TanreHTa Mmopa Baskutu AB-+
CD = BC + AD. Onasne cnemn na je CD — AD = BC — AB (pasnury Gupamo
y 3aBUCHOCTHU Koja je my:k Beha). Ako je rauka F ma crpamunu DC taksa na je
AD = DFE onga nmamo na je CE=CD—-ED =CD - AD = BC — AB. Tpoyrao
ADE je jemmakokpak ma ce Jako mapauynasa yrao AEC = 90° + %. 3anarak
ce cBogu Ha KOHCTpykuujy tpoyraa ACE kome cy mare crpanune AC,CE u
yrao AEC. Y cayuajy ma ce tauke F u C mokiamajy ommga je tpoyrao ADC
jennakokpak u tauka D ce Hasmasu y mpeceky cumerpasue myxku AC m onucane
KpyskHUIE OKO Tpoyria ABC.
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3. Hera je n Hexu npupogan 6poj 3a KOju Basky yCJIOB 3axaTka. Jlako je BumeTn
majex? +a,-2=22~1+2, 1= (2, —1)(z, +2). Karo 27| (z,, — 1)(z,, +2)
3akmyuyjemo na 9| (z, — 1) nau 9| (z, + 2). Ca gpyre crpase, ako je jeqas ox
opojeBa x, + 2, OAHOCHO T,, — 1 mesmuB ca 9, OHIA je OH AELUB U Ca 3, T€ KAKO je
pa3nuka HaBeNeHUX OpojeBa jemHaka 3, 3aKLyUyjeMo Ia je m Apyru Opoj nenruB
ca 3. OBuM CMO IOKA3aJIM 1a BaKU

27 |22+ — 2= (9| 2p +2)V(9 | 2 — 1)) <= (20 =0 T)V(z, =0 1)). (1)

Kopumhemem ummenuie na HeKM IpUpPOIaH OPOj Hpu memermy ca 9 maje mcrtu
oCTaTak Kao 1 HeroB 30up mudpapa, HAJIA3UMO Oa je

n(n—i—l).

Tph=9l1l+24+..4+n=y 7

(2)

Kana npupoman 6poj n y3mma pemom ocrtatke 0,1,2,....8 npu mememy ca 9,

n(n2+1) opu Jgefbeny ca 9, peIoM gaje ocTaTke

HUje TEIKO YTBPIUTU Ha Opoj
0,1,3,6,1,6,3,1,0.

Omnasue, kopucrehin (1) u (2) nobujamo ma cy pemema 6pojeBu n KOju IpuU
nememy ca 9 majy jeman omx ocraraka 1,4 miam 7. OBO ¢y 3ampaBo OHU IPUPOIHA

OpojeBu n KOju mpuU mebemy ca 3 majy ocraTak 1.

4. ITomuO%MMO pemom ycioBe ca z,x,y u cabepemo. Crpahusamem ca 27(x +
y+z) nobujamo xyz > 1, na kopumhemewm HejennakocTu n3mehy apurMeTudke u
reoMeTpujcke cpeaunHe umMamo r+y+z 2 3yryz > 3. Ilakie MUHUMYM TPaskeHOT
u3pasa je 3 m JOCTIWKe ce 3a T+ =Yy = 2 = 1.

5. Heka je youeno a mpasBux mapajennux xay:xku BC, b npaBux mapaJieqHux
nysxu AC, ¢ npaBux mapasennux may:xu AB, npu uemy je a + b+ ¢ = n. Ilpase
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napanense ca BC u AC nene pasan Ha ykynHo (a + 1)(b+ 1) o6imactu. Ceaka
npasa mapaJjesna ca AB ceue mpeocraisie npase y HajBuine a+b ragyaka, ma je oHa
monesmeHa Ha HajBume a + b+ 1 memoBa. CamMuM TWM, OHA NOIPUHOCH IIOAETN
paBuu ca HajBume a + b+ 1 HOBuX obGisactu. 3aTo je yryman Opoj obiacTu
majsume N = (a+ 1)(b+1)+cla+b+1) =ab+ac+bc+a+b+ c+ 1, onarue
je N > % +n+ 1. Jlako ce m3pauyHaBa na je %2 +n+1 > 207 uconymeHno 3a
n > 24. 3aucra, 3a n =24 u a=>b=c=8 paBan ce MOKe IOIEJUTHU Ha 4Jak 217
obmactu.

JIlpyru pa3spenm — A kareropuja

1. Heka je M = AF N EQ. V3 norernuje Tauke M y OQHOCY HA YIUCAHU KPYT,
MF? = MQ-ME. 3ato je MA = MF exusanentno ca MA? = MQ-ME, mTo je
exkBuBasenTHo ca AMAQ ~ AMEA (jep je yBek ucnymeno ZAMQ = ZEMA),
a Tume ekBuBaJieHTHO u ca LMAE = /ZMQA. Mebyrtum, /MAE = ZBAC, nox
je ZMQA = ZDQFE = 1/DSE = 90° — ZACB/2 (S je nenrap ymmcasor Kpyra).
Cana je ZBAC = 90° — LZACB/2 ekBuBanentuo ca ZBAC = ZABC, unme je
TBpheme 3amarka ToKa3aHO.

A
ME
F
B D C
2. (a) Hera je z € S. Iomro je 2 € S & |2+ 1| =14 [22+1] = 2|, u3

HejeHaKOCTH TpoyTia (3a Gpojese 22 + 1 u —1) umawmo:
lz| = |22+ 1] > |22 —1= 2] - 1.

PemasamenM kBaapaTthe nejemaaunae 0 > 2|2 —|z| -1, umajyhu ma ymy ma je |z| >

0, mobujamo |z| < 1*—2‘/5 Kako ce y mperxomHoj HEjeqHAKOCTU 3HAK j€THAKOCTU

MOCTIRE 38 2 = i1+2\/5i, to je majseha moryha spemmocr 3a |z|, z € S, 6am

1+v5
3.

(b) 3z medumummje ckyma S caemu na yKOIMKO je z € S, ouma je m 2/ = % € s.
3aT0 HAa OCHOBY meia mof (a) uMamo

EEE i

S
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Kako je z = :I:@i € S, To je majuama moryha Bpemuoct 3a |z|, z € S, jennaka
V51
R

3. Kako je 8y? +5y+1> 0 (jep je muckpummmanTa 52 —4-8-1 < 0), caenn na je
2=y  + 3y + 87 +5y+1>9°, 1j. e >y, majeun x> y+1. Onasue mobujamo

(y+1° <y’ + 3 +8 2 +5y+1e

2%y +5y+1) <0 &
ye{—4,-3,-2,—1,0}.
IIposepoMm oBux Bpeauoctu y mnobuja ce ma je jenuno pememe (z,y) = (1,0).

4. Kopucrtuhemo uumeHUIly na 3a CBaka OBa pas3induTa Iesaa Opoja a u b u
P € Zlx] Basku a—b | P(a)— P(b). Harue, nocroju k € Z, tako na je P(a)— P(b) =
k(a —b). 3ato je P(a)- (P(a) — k(a — b)) = —(a — b)?. Iocaemma jennaunmna je
kBanparHa (mo P(a)) m 71aKko 3akmbydyjeMo na je HeomxomaH ycioB ma ou P(a)
6mo meo 6poj, ma meo 6poj oyme u VD = |a — b|VE2 — 4. Hakme, Vk2 —4 € Q,
omakie je Vk2—4 € 7Z. Huje Temko 3akdbyunmTé ma je mspas k? — 4 mormyn
kBazpar camo 3a k = £2. V3 nmomenyre kBajgparHe jennauune je tana P(a) =
+(a—"b), e u3 P(a)—P(b) = k(a—b) ranazumo P(b) = F(a—b). OBuM je norazaxo
na je P(a)+ P(b) =0.

5. OmaroBop Ha MOCTAB/HEHO NUTAKE j€é HETATUBAH. 3a [OOKA3 MIOCMaTPajMoO
caenehe "6ojeme” rBagpara 5 X 5 60jama (6pojeBuma) 1 u —4:

47111 11|-4
1 (11111
1 (14111
1 (11111
41111 11|-4

Ha cBakoMm 2 X 3 mnau 3 X 2 mpaBOyraoHUKY O TOJba KBagpaTa 30up OpojeBa
KOjU Cy Ha HEeMy je MO3UTUBaH, a 30up cBux OpojeBa Ha kBaapaty je 0. Ako
ou 6mio moryhe mokpuBame MPaBOYTaOHUIIMMA TAKO I8 CBAKO MOJLE KBaIpaTa
Oy me TOKPUBEHO HEKUX K-TyTa, 30up OpojeBa Ha CBUM IpPAaBOyTraOHUIIMMA Ou 61O
0 (jep je ma cBakoMm on wux 0) a ncrospemeno u k-1 =k > 0 (pauynaro mo
HOJBUMA) .

Tpehu paspen — A kareropuja

1. Tlosumaro je tBpbeme ma cy mmujaromase uerBopoyriaa K LM N mHOpMaHEe aKO
u camo ako je KL?+MN? = LM?+NK?. 3aucra, ako ce KM u LN cexky y O u
ako je mmp. yrao KOL omrap, mmamo KL?+MN? < OK?+OL?*+0M?+0ON? <
LM? + NK?; onaBne je u IpyTu cCMep jacam.
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Bpatumo ce 3anarky. Kako cy mujarounase uerBopoyriaa AESP nopmanne, Baku
AP? + SD? = AP? + SE? = AE® + SP? = AE® + 1% + DP? = AS*> + DP?,

re je r MoJIyIpeyYHuE ymucaHor kpyra. lakme, AS?+PD? = AP?4+SD?, onaxie
caenu TBpheme.

2. Heka je <DCB = x. Tana je <ABC = <BCA = 4z, a u3 oarosapajyhux

AB  sindx AC  sin3zx
CHHYCHUX TeOPeMa Clel &~ = — o (u3 AABC) n 1D =~ snca (w3 ADCA).

1
Kako je AB = AC u AD = BC, caemu (ropuctehiu u 0 < z < 3 180°, mTo je

rauno, jep je y AABC 36up yriuosa sehu ox 8x)

A

B Y

sin 4x sin br = sin 3x sin 8x <

sindx sin bx = 2sin4x cosda sin3z < (jep je © # k- 45°,k € Z)
sinbx = 2cos4xsin 3z < sinbxr = sin 7 — sinx &

sinxz = sin 7z — sin 5z = 2sinx cos 6z < (jep je x # k- 180°, k € Z)

1
6 = —
cos 6 5

1j. 62 = 60°, omrocuo x = 10°, omarie je <ABC = 40°. Ilpyrum peumma jeauHu
rapaunaT 3a mMoryhy Bpemuoct yraa ZABC je yrao om 40°.
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Ca mpyre crpane, ako y AABC Baxku <ABC = <BCA = 40° u ako je D
Tauka 3a kojy je A — B — D u <BCD = 10°, ciequ na je

AD B AD AC ~sin 50° - sin 40° ~ 2-sin 40° - cos 40° B
BC  AC BC  sin30°-sin80° sin 80° ’

Tj. ma je oBa cuUTyallja CTBAPHO M MOryha.

Oaroeop: Jemmua moryha Bpemuoct 3a yrao ZABC je 40°.

3. Tepbemwe mokasyjemo moTmyHOM WMHAYKIUjoM 1o n. 3a n = 1, tBpheme
je oumrsenuo. IlpermocraBumo na tBheme Baku 3a cBe OpojeBe Mame O N.
Ykoauko je (n,a—1) =1, rana

nla"—1 A a—-1]a"-1 = nla—1)|a" —1.

YKOMUKO n u a— 1 HUCY y3ajaMHO MPOCTH, TaAa MOCTOjU MPOCT OPOj p KOju mesu
oba 6poja u Basku n=pm u a =1 (mod p). Hera je b = a?. Cana Baxn

m|a®—1= (@) -1=0"—1.

OmaBae, kako je m < n, 00 UHAYKUU]CKO] npernocTaBuu umamo (b—1)m | b™ —1,
OIHOCHO
(a® —1)ym|a™ —1.

Iokaz hie GuTm OKOHYAH YKOJNMKO nOKazkeMo na je aP — 1 memuso ca p(a — 1).
OBo je 3a10BOJBEHO jep je

a? —1=(a—1)(a" ' H+aP 2+ - +a+1)
u Ha ocHOBY a = 1 (mod p) Baskn

APt paP 24 a+1=1+14+--+1=0 (mod p).
| ——

P

4. Hajuope cMecTuMO Jby e y ABE IPOCTOPHUje IPOM3BOJLHO. Y CIyUajy na CBaKU
YOBEK MMa HAJBUIIE jeIHOI NMO3HAHUKA y IPOCTOPHUJU Y KOjOj je, ypaauiam CMO
OHO IITO C€ Y 3aJaTKy TPaKUJIO.

Y CcympOTHOM, IOCTOjU YOBEK KOjU y CBOjOj IPOCTOPUjU UMa OBA WU TPU
nmo3HaHuka. lIpemecTuMo Tor woBeka y Apyry mpocropujy. Ilpumernmo na je
pe mpememTamha yKynan 6poj maposa pmyma (y 06e mpocTopurje) KOju ce MO3HAjy
U y MCTOj Cy MPOCTOPHUju Behn HEro mocie mpeMenTama.

IIpememrame Ha OBaj HAUMH MOHABJLAMO JOKJIE T'OJ UMa Jby AU KOJU ¥ CBO-
joj mpocropuju mmajy aBa wiau Tpu nozHanmka. C 003upoMm ma yKynan Opoj
naposa mbyau (y obe mpocropuje) Koju ce MO3HAjy U y MUCTOj Cy HPOCTOPU-
ju omana MPUIMKOM CBaKOI IPEMENITama, IOCJe KOHAYHO MHOI'O NpEMeITama
noctuhu heMo TpaskeHu pacrope.
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5. Orpanuuema ce MOTY 3alUCaT Y OOJIUKY
vy —yz+22) > Ly(Z* —za+2h) > 1,220 —ay +y? > 1
ITocne muOMX%EHmA pemom ca y+ 2,2+, x+y u cabupama Mo cTpanama, qTo0ujamMo
w(y’ +2°) +y(2° +2°) + 2(2° + %) > 202 +y + 2)
Kako je, carmacao MjypxemnoBoj HejeTHAKOCTH,
2 +yt +2Y) 2Py +2) (e o) + 2P (@ +y)

nobujamo z* +y* + 2* > x +y + 2. Tpamenu MurnMyM je 1 U goCTmEe ce ako je
r=y=z=1.

UYerspTHu paspen — A kareropuja

1. Jemmakoct AC : BD = /2 3maun na je kBampaT KOHCTpyucad Han BD kao
crpanunoMm (Ban tpoyraa ABC) momynapan kBaapary KoHCTpymucanoMm Hax AC
Kao HaJ aujaronatoMm (Bumetu ciauky). Kako je ZABE = ZABD + /DBE =
75° = /BAC, 1o cy tauke A u B, ommocuo C' m FE, cumerpuune y OmHOCY
Ha upasy | (cumerpany nyxu AB). Ilpema Tome KBaapaTu Cy CUMETPUYHU Yy
omuocy Ha [ na je ZDAC = /ZMBE = 15° + 45° = 60°

F

=

Z

2. Ilpeo pewewe. KoucTpyummMmo mpaBe x, y W 2z Kpo3 Tauke X, Y um 2,
mapasenne ca YZ, ZX, nu XY. Heka cy P, (Q u R mpecedne Tauyke mpaB-
UX y u z; z u xr; T u y, pecunekruBHo. Tama je APQR ~ AXYZ un X,
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Y u Z cy cpemumra crpanuna RQ, QP u PR. Heka je M oprouentap
tpoyraa XY Z. Quuraenso, M je menrap ommcaHor kpyra tpoyriaa PQR u
LMY =180° — <X = 180° — <P = 180° — <A. To suauu ma taurke P, A, Z, M
u Y npunanajy jensoMm kpyry. CacBuM CIMUYHO ce noka3dyje ma tauke 4, B, R,
X u M npunanajy jemnom kpyry. Tana je <PMA=<PZA=<BZR=<BMR,
u kako je MR = MP u <PAM = <BRM = 90°, 3akmyuyjemo na je M A= MB.
CacBum cauuHO 3akmyuyjemo u ga je MA = MC, na je M mnenrap onucasor
kpyra tpoyraa ABC.

Apyzo pewemwe. Kpyrosu onucanu oko AY Z, BZX u ZXY ce cery y jenHoj rauku
M (MukesnoBa Tauka), UMajy UCTU MOJYIPEUHUK KAO KPyr omucad oko XY Z, u
nomro ¢y ZMYA u MYC cynnementru, mobujamo na je MA = MC. Cacsum
cmuuno je u MA = MB, na je M uenrap omnucanor kpyra 3a ABC. Ilame
mwamo LMZX = /MYX = o, IMXZ = Z/MYZ =, ZMXY = /MZY =
0 nma uz AXYZ mobujamo 2(p + ¢ + 6) = 180°. Cama je ZM 1L XY jep je
LXIZM 4+ ZXY = o+ ¢+ 60 = 90°. CacBum camuno MY 1 ZX u tume je
nokasano ma je M opromenTap Tpoyriaa XY Z.

3. Axo je p mpoct memmian 6poja m, orma mogmaEoM xP !t 4 2P~ 4 ... + 1 menu
2P — 1 mro meau ™ — 1. Heka je cama m = pips - - P2oo7, TAE CY P; PATAUATA
npoctu 6pojesu. Cpaku o mosmuOoMa Pi(x) = oPi 1 4xPi~2 4. . .41 nemw moawHOM
2™ — 1. Taxrobe, cBaka asa momunoma P; u P (i # j) cy ysajamsO mpocra jep
HEMAajy 3ajeHMYKe Hyse (HyJle MPBOr Cy NPUMUTHUBHU P;-TU KOPEHU jeIMHHUIE,
a HyJle OPYILOr p;j-TU KOPEHW, a OBa ABA CKyla Cy HAPAaBHO NUCjyHKTHH). To
3HAaun ga je ™ — 1 messuB m npousBonoM Py (x)Pa(z) -+ Pegor(z) uujn je npeu
roedurmjeHT n3a oneher ympaso jemuar 2007.

4. Hexra je n = p{'py?---pp*, rme ¢y pi,...,Dr PA3JIUYUTH IPOCTH OPOjeBH.

Nmamo nma je p; # 2 3a cBako i = 1,..., k. Hanumwmmo | y oBuuky [ = s+ (I — s).
Ila 6u oBO pasziarame 3a0BOJbABAJIO YCIOBE 33JaTKA, MOPA [a BAKMU Oa CY S U
l — s yzajamuo mpoctu ca n. IIpema Tome, Hujenan mpoct 6poj p;, ¢ = 1,...,k me
cMe ma menu HU S HU [ —s. OBaj ycoB MOe na ce 3alMIle Uy OOIUKYy S =, ti,
Tako na je t; paszmumuur oxm 0 m | mo momymy p;. Ha oBaj maumu je moryhe
n3abparu 6pojeBe t; TAKO Oa je MPETXOMHU yCJIOB UCIYH-EH 3aTO IITO je CBAKU
npoct 6poj p; Behu on 2. Canma je HOBOJLHO TMOKA3aTU la 3a OBAKO m3abpamHe
6pojese t; mocToju 6POj § Tako Ha je s =p, 1; 3a cBako ¢ = 1,..., k. Ersucrennuja
OBaKBOT Opoja s ciaenn n3 KuHecke Teopeme 0 ocTanuMa, U OH je jeIMHCTBEH IO
MOIYJy P1 - - - pr. Omabepumo 6poj s tako na je 0 < s < pp---pg. VI3 ycaoBa koje
CMO HAMETHYJIM 32 § JIAKO 3aKby4yjeMo Aa pasiarame | = s+ (I —s) 3amoBosmasa
cBe ycaoBe 3anatka. OBUM je HOKa3 3aBPIIEH.

5. Hajsehu 6poj moBana je 2m + 2n —4. Kopekran pacrnopen ca TOJIUKO JOBAIA
je oHAj rme je Ha CBAKOM WBUYHOM TOJbY Tabie mo jeman joBam. Jlokaxkumo ma
je oBo majBehm 6poj JoBama moka3yjyhm ma 3a CBakmM KOPEKTaH PacHopesm Jo-
Bala KOju HUCY CBU HA UBUYHUM IIOJLUMa IIOCTOjU KOPEKTAH PACIOpPeN Ca UCTO
TOJUKO JioBana u BehuMm OpojeM MBUYHUX joBana. PasMOTpUMO KOPEKTHY KOH-
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¢uryparmjy ca HexkmM HemBumuHuM JoBneM JI1. Kako taj moBan Tydue HajBume
[Ba JIOBIA OH Tyde M ABA Npa3Ha MBUYHA moJsba. lIpeMecTtmMo ra Ha jemHo on
BUX. YKOJINKO NOOHMjeHa KOH(QUIypanuja 3a0BOJbaBa YCJIOB 3aJaTKa NOOMIN
CMO KODEKTHY KOH¢purypamujy ca Behum OpojeM mBuuHUX JsoBama. Y CyHIpOT-
HOM TIOCTOju Apyru JjoBar JI2 Koju je Tyrao mBa Apyra JOBIA a Cal Tydye U
npememrrenor jgoBua JI1. Taj moBam HEUje Ha MBUYHOM TMOJLY TE TyYe U jEITHO
Ipa3Ho MBUYHO mojne. [Ipemectumo moBua JI2 ma To mBuYHO mosme. AKO ce mo-
Ouje xopexkTHa KoHuUrypamnuja tspbheme je mokaszano. Y cynporaoMm moryhe je
na ce nmojaBmo HOoBU JI3 moBam koju tyde JI1 m jom nBa npyra. IIpemectumo
JI3 axo mocrToju Ha mpa3HO yraoHO moJse Koje Tyde. lIpomenypy moHaB/baMo cBe
IOK MOCTOjeé HEKOPEKTHW JOBIM Koju Tyky JI1 m jom mBa apyra. Hakom Tora
OTRJamaMO penoM mopeMehaj Koju MOske HACTATHU TpeMmenrameM jgoBara JI2 ma
JI3 nrn. Ilpomenypa je koHauHa jep NOHAB/bAKA KOHOUIypaIXja HEMa IOIITO
ce cBakMM KOopakoM nosehasa Opoj MBHUYHUX JIOBAIA.

IIpBu pa3pen — B xkareropuja

1. x =1 je TpUBUjAIHO peEHIEHE 3aAaATKA ITa MOKEMO IPETIOCTABUTH 14 je * = 2.
IlomTo je

329 > 81-3% =81-(3%)° > 81-100° = 81-10'°
3aK/bydyjeMo ma cy 3a x > 3 cBu Gpojenu x2Y Gap mBaHaecTOMMOPEHM, HaKIe Y
IBUXOBOM NEKATHOM 3aIlKCy MOCTOju mudpa Koja ce mojaBmia Gap masa myra. C
ApyTe cTpaHe

229 = 910910 .99 — 1024 - 1024 - 512 = 536870912

omakJe ClIenu ma Cy permema 3amaTka opojesu 1 m 2.

2. Younmo ma mIKOJIYy HUKAKO He Tpeba M3rpaanTu HAa MECTy HEKOD O IDAHWY-
Hux (KM30sI0BaHUX) Kpyskuiia. 3amcra, ako OW JIOKAnMjy MKOJIE NPEMECTUIIN U3
IPAHUYHOT y IPBU CYCENHU KPYRUN, BUAMMO Ja OM CaMO YYEHUK KOjU CTaHYje
y TPaHMYHOM Kpy:RmNy O6Mo Ha ryOWTKy DOK OM CBUM OCTaJM YUYEHUIW, BUX 13,
nmasu kpahn myT (cBu 3a 1 xkunomerap). OBo pacybusame ce MOke HACTABU-
Tu. YnopebuBamem HerOr Kpy:krha ca jeIHUM OJ HEMOBUX NPBUX CyCena JIAKO
BUIVMMO Ia je HOBa JOoKanuja 60Jba ako je Opoj yueHmKa KojuMa ce myT ckpahyje
Behu on Opoja yueHMKA KOjuMa ce MyT mpoay:kaBa. Ha Taj HaAUYMH HOTA3UMO Ia
cy obojenu Kpy:Runu Ha caunu HajOObU 300D alu 1 aa je CBaKO MecTo u3dMebhy
BUX Takobhe pememe mpobiema.

Omrosop: Ikony tpeba musrpamuru 6uino rae usmehy 2 obojene kyhe (moske u
y BuMa).
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3. Ilokazahemo ma je TpaskeH! OCTATaK jeqHAK 7. Y NOKa3y KOPUCTUMO (GOPMYIIY
a* = =(a—b)(a" T+ a2+ a2 40, ke N,

13 KOje CIIenujasHo To6MjaMo BaskHy UMI-EHUIY aa 6poj a —b menm 6poj a¥ — bk,
ako cy a u b nenu 6pojesu. Ilpumerumo Hajupe na je

B-7=(=")"=1°)+ (")’ = 1) + (@) = 1) + (@)’ = 1)) + (@")* = 1*) + (&" — D).

Bpoj y cBakoj onx mect 3arpamna je mpeMa HaBEIEHO] UWHEEHUIM NeJbUB OpojeM

27 — 1. Kako je jom m 27 — 1 = (x — 1)A, To je cBaku ox GpojeBa y HaBeIeHUM
3arpagamMa neisuB u Opojem A. OBuMm cMo mokaszainu na je 6poj B — 7 mewus ca
A. Onasne, kako je A > 7, umaMoO na je TpaskeHu OCTaTak Ipu Jesbewmny O0poja B
6pojem A Gam jenHak 7.

4. Heka je F tauka Ha nysxu AD, takBa na je AE = 2. Tana je AB = AE =
2 u /BAE = 60°, na je tpoyrao BFEA jemHakokpak ca YIJOM IPU BPXY OI
60°. OmaBme 3akbydyjeMo ma je OH jemHakocTpaHundaH. [lokakmMo cama ma Ccy
tpoyrsosu BED v DCB nonynapuu. 3aucra, kako je ZBED = 180°— /BFEA =
180° — 60° = 120° = LDCB, ED =1 = CB u BD = DB, 3armpbydyjeMo na Cy
rpoyraosu BED n DCB nonynapuu (CCY: mo nBe crpaHe jemHake M jeIHAKA
wuma onpebenu yriosu). Kopucrehu oBy ummenunmy, 1ako Hajzaszumo ga je
/ADC+/DCB = /ADB+ /BDC+ /DCB = /CBD+ /BDC+ Z/DCB = 180°,
omakiyie 3akmyuyjemo na cy crpauutne AD u BC napanenne. OBuM je MOKa3aHO
na je uerBopoyrao ABCD rtpames.

D

Figure 1:

5. IlpernocraBumo ma 6poj 11---1 mma n, a 6poj 22---2, k uudapa. Ilomro je
10m—1=99---9 (m pesersn), 3akmydyjemo na je 11...1=5(10"—1),22...2 =

2(10"—1)m 33...3 = 3(10°°°7—1). Onasze ce nobuja \/%(10” —1) = 2(10F —1) =

3 (102007
5(10 — 1), ongnocuo nocie cpebuBama 1 KBagpupama

10" — 2 10F = 1001 — 2. 102007,
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OsBa jemmakocT je exkBuBaJsierHa ca 10" + 2 - 102007 — 104014 4 o . 10’“, olaKJIe
ce (jemMHCTBEHOCT MEKAICKOT 3ammca) 3akmyuyje na je n = 4014 u k = 2007.
ANTepHATUBHO Ce IO OBOT 3aK/bydka Mosxke nohu m oaro. M3 10%(10"% —2) =
10%007(102997 — 2) zakmyuyjemo ma je meBa crpama mesbuBa ca b*, a muje ca 5L,
IOK je NecHa NesbuBa Ca 52007, a HUje mepuBa ca 52008

Ilpyru paspen — B kareropuja

1. Jemno pememe ce nobuja ako ce caeneha rabiauia mepuoaudHO TPOLYKA HA,
ey paBaH.

W U DO | =
| =] o] ot o
YD | | W
=W O N
DO| | = | Ot

2. Kako je AK? = AC? = AD-AB T1j. ﬁ—g = 2—113, caenu na cy tpoyriosu ADK u
ABK cauunn, na je ZADK = ZAK B. Heka je AM npeyHur onucane Kpy:KHUIE
oko tpoyraa ABK wu L npeceuna tauka mpasux AM u DK. YerBopoyrao
AKMB je reruBau na je ZMAB = 90°—/AMB == 90°—- /ZAKB = 90° - ZADK

onmakse ciaemu na je LZMAB + ZADK = 90° na je ZALD = 90°.

Figure 2:

3. Umamo nma je f(z) = (z — a)(x — (), rme ¢y o u  HEKM TPUPOTHU OPOjEBU.
3ato je jemmauuna f(f(f(x))) = 0 ekBuBanentna ca (f(f(z))—a)(f(f(z))—08) = 0.
IMocmarpajmo cana jemnauuny f(f(x)) = «. Jlako je ycranosuru ma jenHauyuna
f(z) = a uma mBa peasna u pazauuuTa pememna (jep je meHa MUCKPUMUHAHTA
jemnaka (a—(3)2+4a > 0). Hera cy 1o 21 u x5. Oryna je jemmauuna f(f(z)) = «
exkBuBasenTHa ca f(x) = x1 V f(z) = x2. O3maummo ca Dy u Dy nuCcKpuMuHAHTE
nocremme ase jemnaumne. Baxwu D; = (o — )% + 4x;, i = 1,2. Kopucrehnu
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Buerose ¢opwmyie, 3mamo na je x1 + x2 = a+ [, kao u z1z2 = «o(f — 1). Ha
OCHOBY MOCJIEAIBUX BE3a JAKO MPOBEPABAMO Ia j€

Dy + Dy =2(a — B)? + 4(z1 + 29) = 2(a — B)? + 4(a + 3) > 0, (1)

Kao u
Dy -Dy = (a — ﬁ)4 + ({,131 + :L‘Q)(Oé — ﬁ)2 + 162129 =
=(a=B)" + (a+0)(a—B)*+16a(3 —1) > 0. (2)

Suak jemmaroctu y (2) Baku akro je o = § = 1. Oryma, ma ocmosy (1), 3a-
RILYUYjEMO Ha je vy TOM ciy4ajy jeman om OpojeBa Dy m D jemmak Hyu, OOK
je mpyru mosutuBaH. 3aro Taxa jemuauuHa f(f(x)) = o uma 3 peasna u pa-
3nnunTa pemema. AKO y (2) He BaxEM 3HAK jemHarocTH, Ha ocHOBY (1) m (2)
JIAKO 3aKbyUyjeMo ma cy auckpummHante i m Do TO3UTUBHE, TE jemHaUYMHA
f(f(z)) = @ nma 4 peanHa u pazauuuTa peulena.

W3 cBera masenenor sakmyuyjemo na jemmaumna f(f(f(x))) = 0 uma 8
peasHuX U Pa3IuYUTUX Pellema y caydajy « # (3, y cayuajy a = [ # 1 muxosn
6poj je 4, nok 3a o = =1 nma 3.

4. Hera je n Hexku npupogan Opoj 3a KOju Ba:KU yCJIOB 3amaTra. Jlako je Bumetu
majex? +a,—2=22-1+2, 1= (2, —1)(z, +2). Karo 27| (z,, — 1)(z,, +2)
sakmyuyjemo na 9 | (¢, — 1) minm 9 | (z, + 2). Ca apyre cTpane, ako je jeman on
opojeBa x, + 2, OAHOCHO T, — 1 mesmuB ca 9, OHIA je OH AEJLUB U ca 3, T€ KAKO je
pasirKa HaBeIeHUX OpojeBa jemHaka 3, 3aK/bydyjeMo ma je U Apyru Opoj mesbuB
ca 3. OBuUM CMO HOKa3a/u A BaKU

27 | 22 4+ 2y — 2 <= (9| 2p +2)V(9 | 7, — 1)) = ((xp =0 T)V(2n =9 1)). (1)

Kopumhemem ynmennne na HEKM OIpupomaH Opoj npu gemewmy ca 9 maje mcrtum
OCTaTakK Kao 1 HeroB 30up nudpapa, HAJIA3UMO Oa je
n(n+1)

;vn591—|—2+...+n59T. (2)

Kana npupoman Gpoj n y3suma pemom ocrtatke 0,1,2,....8 npu mememy ca 9,
HUj€ TEMKO YTBPAUTU aa Opoj w
0,1,3,6,1,6,3,1,0.

Omasne, kopucrehiu (1) u (2) nobujamo ma cy pemema 6pPojeBU n KOjuU TpU
nespewmy ca 9 majy jeman omx ocraraka 1,4 wau 7. OBO cy 3ampaBO OHU IPUPOIHU
OpojeBU N KOju IPU AebeBHy ca 3 majy ocraTak 1.

opm nejbewmy ca 9, penom maje ocrtaTke

5. Pewewe 1: CpebuBameMm neBe cTpaHe HEjeIHAKOCTH IOOUjaMo
1
log;(log, ) + log,[(log, 55)1/2] = log,(log, @ - (log, 35)1/2) = 10g2(§(10g2 x)g/z)
OmaBnme ciemu na je Hama HEjeTHAKOCT 330BOJLEHA AKO U CAMO AKO BayKU

(logy z)%/? < 8 Tj. ako je logoz < 4. Ilpema TOMe T je pelleme akO U CaMO
ako je 1 < x < 16.
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Pewemwe 2: 3uajyhu na cy norapurmu (3a ocaoBy > 1) pacryhe ¢pynruuje, kao u
na je 30mp nBe pactyhe ¢pyHKnuje oner pacryha ¢yHKIHja, 3aKbyUIyjeMo na je u
¢yHKNMja ca JeBe cTpaHe mocMaTpaHe HejeqHAKOCTU cTporo pactyha ¢yHRIuUja.
ITomrro ce 3a © = 16 mobuja jeqHAKOCT, 3aKbYUyjEMO [ je T PEelIeHme aKo U CaMO
ako je x € (1,16].

Tpehu paspen — B kareropuja

1. Pewewe I: 3a n = 2k ykymam 0poj TpameHWX maprummja je SaF = (21k) +

G+ () + 203 =221 —1=2""1 -1, a 3an=2k+1 Gpoj nauuna je
SE = AP 4 () b R =2 1=

Pewewe 2: Enement 1 ckyna P Mopa ce HAJA3UTU y TAYHO jeJHOM OX CKymoBa A
u B. Hegra je A raj ckyn. CBuxX TakBUX IOACKYIOBa mMa 2"~ !, ma caMuM TUM 1
naprunuja {A, B} koje ce tpaske jep je B =P\ A. Mebhyrum y cayuajy A =P
ckyn B je mpaszam mTo Huje no3zsosbeno. Orynm u omrosop 271 — 1.

2. JToraskumo npso ciaenehe momohuo tepheme. Cumerpana yraa <CAB ceue
cpenwy nuaujy M N tpoyrna ABC y tauku S 3a kojy Basku na je <ASC = 90°.

c

A B

Saucra, nocmarpajmo tpoyrao ASC. Tauka N je cpemuna crpanune AC, 3Haumn
AN = NC. <NSA = <SAB (yrnosu ca napasennum kpamuma) <NAS = <SAB
(cumerpana yraa) Onasne caemu na je <NSA = <SAN, na je tpoyrao NAS je
jemnakokpaku, ma ciaemu na je NS = NA. 3uauum tauka N je meHTap ONUCAHOD
kpyra oko tpoyriaa ACS, nma je tpoyrao ASC npasoyrau. 3uauu <ASC = 90°
ITO 3aBpuIaBa Moka3 nomohuor TBpbhema.

Ha ocuoBy neme caemn ma je <ATC = 90° u <ASC = 90°. 3Bmaum OSCT je
retuBHU YyerBopoyrao. <OCT = <T'SO (nepudepujcku yraosu) <I'SO = <SAB
(yraosu ca mapasnennuMm kpamuma). Komaunm sakmyuak je na sakn <OCT =
$<BAC.

3. Karo je —1 < cosz < 1, To Basku 0 < 1—cosz < 2. OnaBne, kako je v = l—cosz,
3aKbYUyjeMO Ia Cy CBa pelema nare jenHaunue n3 cermenta [0,2]. Ako je x €
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(0,%), onma cy Gpojesu sinz u cosz u3 unrepsaga (0,1), ma je sinz > sin?z u
cosz > cos?z. Tarkobe, Kazna je £ U3 HOMEHYTOT MHTEPBAJA, BAKK HEjeIHAKOCT
r > sinx. 3aTto O 3a TaKBE BPETHOCTU X BaKMUJIO

x4+ cosz > sinz 4 cosz > sin?z + cos® x = 1.

Opapne 3akmpydyjeMo na mosas3Ha jeanaunaa y uarepsaty (0, ) Hema pemema.

Pasmorpumo canma cirydaj kazna je x € [§,2]. 3a Te BpemHOCTH 2 BaKu
beosz> T eosz> T dcos2> Eteos =11y
T+ cosx > — +cosT > — + CoSs —+cos— =
-2 -2 2 3 2 ’
na jeqHaYyrHa U Ha CEerMEHTY [%, 2] mema pemema. Kako je x = 0 pememe jenna-
YMHE, TO M3 CBEra HaABEACHOT CJIEAW I j€ TO U JeAWHO PEIICHC.

4. Pewemwe 1: TMorpasknmo ¢yukmmjy f(x) y obamry f(r) = sinax.
f(z) + f(zx +2) =sinaz +sina(z + 2) =

2a(x + 1)

2sin ~cosa = 2sina(x + 1) - cosa = sina(z + 1).

OgnaBne BUOUMO na je TpaskeHa jeTHAKOCT WCIYE-€HA aKO je CoSa = % HIIP. aKO

s

je a=%. Iakne jenna dyHEnuja Koja mma TpaieHa cBojcTsa je f(x) = sin(Fx).

Pewemwe 2: VI3 ycaosa f(x+2) = f(x+1)— f(z) 3akmyuyjemMo ma ako cy mosHare
Bpennoctu ¢yurmmje f(z) y matepsasy [0,2) ma cy mosHaTe HeHE BPETHOCTU U
y uaTepsany [2,3). Canuno, u3 ycnosa f(x) = f(x + 1) — f(z + 2) 3armyayjemo
Ia ako je ¢yHKOMja mosHara Ha uHTepBasy [0,2) oHZA je OHA MO3HATA U Ha
nurepsaay [—1,0). Oso pacybusame ce mMoke nmpeneru Ha OGUIO KOju MHTEDPBAJ
[m,m+2) 3a m € Z. Hepunummumo ¢pysrumjy f(x) Ha ciaenehin mauvn. Ha
naTepsaay [0,2) (cayuaj m = 0) m3abepumo Omio Kojy OyHKIUMjy KOja HUje
KOHCTaHTHa. llpomysknMo Ty ¢yHEKnujy Ha maTepsate [1,3) u [—1,+1) carmacuo
ropmeM npasuiy. HacraBumo nmocrynak (ysumamem m = 1 m m = —1, HakoH
Tora m = 2 u m = —2 ura.). Ha oBaj Hauun monasumo mo (QyHKOUje Koja je
ne¢unHncaHa 3a cBe € R.
[Tokasknmo ma oHa mMa TPaKEHO CBOjCTBO Tj. 1a BaiKWU

fly+2)+ fly) = fly+1) (1)

3a ceakn y € R. Hekra je m = [y] — 2 y cayuajy y > 0, y CyIPOTHOM y3MMaMo
m = [y]+1. Y upBom cayuajy spenuoct f(y) je onpebena (carmacuo ycaosy (1))
y3 nomoh mosnarux (mperxonuo medunucanux) speanoctu f(y—1) u f(y—2) us
nHTEpBasa [m, m+2) a'y apyrom y3 nomoh Beh neduaucanux spemmoctu f(y+1)
u f(y + 2) rakobe u3 unrepsana [m,m + 2). Onasne 3armydyjemMmo (MHIYyKIMja)
na oBa (YHKIUja 3aMCTa UMa TPaKEHa CBOjCTBA.

5. Pewemwe 1: Hera je O umenrap rsaagpa ABCDA1B1C1D; u S npecek nujar-
onana AC u BD crpane ABCD (Caura B3-1). Tanma je mpasa OS mapmamnna
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wa paBan ABCD. Tpoyrao AOC je jemmarokpaku, jep je OC = OA. Kako je
OS || AA;, caenn na je <AOS = <0OAA; = a u <AOC = 2a. Amasorso nonas-
MO 10 3akbyuka ga je <AOD; = 2<O0AB = 20 n <COD; = 2<0AD = 2.
ITpema Tome yramosu npu Bpxy O merpaemnpa OACD; jemnaru cy 2«a, 20 u 27.
Kako je 2a + 20 + 2y < 2w, nobujamo o+ [+ v < 7.

D

P
D

S
A B

1

A,

C

Pewewe 2: Hejenumaroct a+ 3 < m—y je, y CBETIYy UUH-EHUIE & Cy CBU YyTJIOBU
«, 3,7 omrpu, exBuBaserHa ca cos(a + ) > cos(m — ) = —cosy. Ilocaenma
HEjeTHAKOCT j€ €KBUBAJIETHA Ca

(2) cosacos 3+ cosy < sinasin 3.

Hexa cy a, b, ¢ ny:xume uBuna kaapa. C 0631poM 1a ce YIIOBH o, (3,7 HE Memajy
IpU XOMOTETHUjU Ca HEHTPOM v A, 6e3 IybUTEA OIIITOCTH MOAKEMO IPETIOCTABM-
™ na je a? +b? + c? = 1. Hejemnaroct (2) je exBuBaseTHA Ca

(3) ab+vV1—a2—b2>+1—a2 \/1- b2

Mocaenma HejenHakoct je (KBaapupameM 00e CTpaHe) eKBUBAJIETHA OYEBUIHO]
HejeTHAKOCTU

1—a? —b* +a®b? +2ab\/1 — a2 — b2 > (1 — a®)(1 — b?).

UYerBpTu paspen — b kareropuja

1. Buneru pememe npsor 3amaTtka 3a Tpehu paspen b rareropujy.

2. Heka je <DCB = x. Tana je <ABC = <BCA = 4z, a u3 oarosapajyhux

CHHYCHUX T€OPeMa CJIenn 4B = S?n dr (u3 AABC) n AC_ sindw (w3 ADCA).
BC'  sin8z

AD  sinbz
Kako je AB = AC u AD = BC, caemm

sin 4z sin 5x = sin 3z sin 8z < sin4x sin 5z = 2 sin 4x cos 4x sin 3z &

(jep je v £ k-45° k € Z)

sinbxr = 2cos4rsindx < sinbr = sin7r — sinz &
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B Y

sinz = sin 7z — sin bz = 2sinz cos 6z < (jep je x # k- 180°,k € Z)

1
‘6 = —
cosbz = o,
1j. 62 = 60°, omrocuo x = 10°, omakie je <ABC = 40°.

Hanomena: 3a pasnuky ox 3amatka 0p. 2 (3. paspen, A rareropuja), oBue ce
He TPaKM NOJATHMU JOKa3 [a TPOyrao KOjU 3a0BOJbABA yCJIOBE 3aIATKA U KO
kora je <ABC = 40° 3amcra um TOCTOjU.

3. U3 ycnosa a-b = 10?° 3akmydyjeMo na 3a HeKe HeHeraTHUBHE Ieje GpojeBe
p,q,7, s Bakn a = 2P5% w b = 275°. U3 ycaosa a | b? ciene mejemmakoctu p < 2r
u q < 2s. Cauuno, u3 ycmosa b? | a® caene mejemmaroctu 2r < 3p u 2s < 3q.
Y ommrem caydajy uz ycaosa a?" ! | 2" um b*" | a®"T! zakmyuyjemo ma Bake
HEjeTHAKOCTU

2n < 2n <2n+1 <2n+1

< < < . 1
P m—1> " TS TS (1)

Ilokasxkumo nma omaBme ciene HEJeTHAKOCTU P K 7,¢ < §,7 < p U § < ¢ OIAKIE U
claemy TPasKEHU 3aK/byYaK la je p=1T U ¢ = S.

Ha nmpumep npsa mHejemaakocT caemu u3 p < lim, .o be—’_Llr =7 a cJIuM4YaH apry-
MEHT Jaje u ocraje HejeaHakocTu. HiemenrapHo (6e3 ymorpebe sumeca) ce 10
UCTOT 3aKbydra Moke nmohu u Ha cinenehwn mauwmu. IIpumerumo na 6pojeBu p u
r uucy sehu ox 20 u na uHu jeman on wux Huje 0 (mro cmemm u3 (1)). M3 (1)
claenu HejeITHAKOCT % < % omarise (y cBeruiy uumenune p < 20) caemu p < 1.

Ocrajie HEjeTHAKOCTU CE€ MOTY HOKA3aTHW Ha CJIMYAH HAUMH.

4. TlpernocTaBuMo CympOTHO, Tj. Aa Cy CBe HyJje mojauaoMa P(z) pamuonaanu
6pojesu. Hera cy To %, i=1,2,3. Tana (ma OCHOBY TeopeMe O PAlUOHAJHUM
HyJlaMa HOJIWHOMA €& HeJoOpOojHUM Koedpuimjentuma) p; | d, n ¢; | a, i = 1,2,3,
ma cy cBu OpojeBu p;,q;, ¢ = 1,2,3 menapuu. Ropumhemem Buerosux dpopmyira
nMaMO

_b_p P2 Ps_ P1@2Gs FPadiGs P30
a ¢ 492 g3 419243 7

¢ _ PPz P3Pz P1P3_ P1P2g3 + P2p3q1 + P1p3qe

a q1 q2 q3 42 q1 g3 4149243
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Bpojesu o = p1g2qs + p29193 + P3q1q2, 3 = p1p2qs + papsqi + p1p3gz 1 Y = q1G23
cy menapuu. OrTyna, Kako je U a Hemapad Opoj, u3s —% = % JIAKO 3aKJbYUdyjeMo
_ B

na je 6poj b memapan. AHAJOTHO, U3 ¢ = 5 ce nobduja ma je m ¢ HemapaH Opoj.
OBO je y CyOpOTHOCTH Ca YCJIOBOM na je bc mapHO.

Amnamnoruo tepheme y cayuajy ma je a-d mapHO u b ¢ HEIAPHO HE BasKU.
Jemam mpumep mosmHOMA KOju CcBemoum O 0BOj ummenuty je P(r) = 22° + 12 — 3w
(HyJe OBOI HOJIMHOMA CY DAIMOHAJHU OpOjeBU —%,O ul).

5. Hopwmanama mpojekmnuja oBOr TeTpaenpa Ha TPOU3BOJLHY paBaH MO:Ke OUTH
Tpoyrao miam yeTBopoyrao. AKo je mpojeriuja Tpoyrao, onga ce Hajseha Bpen-
HOCT TIOBPIIUHE MPOjEKIUje NOCTIKE Y CIydajy Kala je jedHa CTpaHa TeTpaenpa
nmapaJieJlHa paBHU Ha KOJy ce TeTpaelap HOPMAJIHO MPOjeKTYje U M3HOCU “241/5.
Axo je mpojernuja yerBopoyrao ca aujaronajama di; u do, OHIA je MOBPIIUHA
Te TMpOjeKIrje jeaHara %dldg sina, rtae je a yrao mameby mujaronana. Kako cy
nujaronaJsie di u do HOpMaJiHe TMPOjeKIrje IBejy UBUIA TeTpaenpa, To je di < a
u ds < a. MakcumasHa BpeIHOCT y OBOM cny;{ajy ce moCTw:Re ako je dy = ds = a

U aKo Cy JujaroHajie HOPMaJiHe, W u3HOCH % . OBa BPEIHOCT ce MOCTUkE Kala

Ccy IOBe MUMOWJIA3HE WBUIE TeTpaeapa HapaJielHe paBHU Ha KOjy ce TeTpaenap
. . . 2 2 . . 2

HOPMaJIHO TpojekTyje. Kako je % > “T\/g, 3aKByUyjeMO na je % TpaskeHa

2 2
MaKCUMaJIHa BPEIOHOCT.



