
Ministarstvo prosvete Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

4. mart 2023.

Prvi razred - B kategorija

1. Grupa uqenika uqestvovala je na krosu. Procenat broja uqenika koji su ispunili
normu je ne maǌi od 96, 8%, a nije ni ve�i od 97, 2%. Koji je najmaǌi mogu�i broj
uqenika koji su uqestvovali na tom krosu?

2. Taqka E je sredixte stranice AB qetvorougla ABCD. Taqke F i G su takve da
va�i

−−→
EF =

−−→
BC i

−−→
EG =

−−→
AD. Ako je taqka H sredixte CD, dokazati da su taqke F , G

i H kolinearne.

3. Dat je prirodan broj n koji ima 6 razliqitih prirodnih delilaca qiji je zbir
jednak 22. Dokazati da je n deǉiv sa 420.

4. Neka je N13 = {1, 2, 3 . . . , 13}. Koliko ima bijekcija f : N13 → N13 takvih da je f(3) = 13,
pri qemu, za sve x ∈ N13 \ {3}, va�i da su x i f(x) razliqite parnosti?

5. Jedna prostorija je na poqetku prazna. Svakog minuta ili jedna osoba u�e u ǌu ili
dve osobe iz ǌe iza�u. Mo�e li posle taqno 100 sati u prostoriji biti taqno 2023
osobe?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

4. mart 2023.

Drugi razred - B kategorija

1. Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi i neka je a+ b < c. Dokazati da vrednost
izraza √

a+ b+ c+ 2
√
ac+ bc+

√
a+ b+ c− 2

√
ac+ bc

ne zavisi od a i b.

2. Ukoliko postoji, ispitati da li je trougao qije su visine:
(a) 5 cm, 12 cm, 13 cm; (b) 6 cm, 9 cm, 12 cm;

oxtrougli, pravougli ili tupougli.

3. Ako su svi koeficijenti kvadratne jednaqine ax2 + bx+ c = 0 neparni celi brojevi,
dokazati da tada rexeǌa te jednaqine ne mogu biti racionalni brojevi.

4. Dokazati da se u tri mereǌa na vagi sa terazijama, od ukupno 23 kuglice, koje su
jednake po svim atributima, osim xto je taqno jedna te�a od ostalih, mo�e prona�i
ta te�a kuglica.

5. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu
√
48 +

√
1− x√

1− x− 1
>

√
1− x√

1− x+ 1
.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

4. mart 2023.

Tre�i razred - B kategorija

1. Rexiti sistem nejednaqina

x · log0,5(x2 + 3x) + log3 9
x > 0

x+ 4 >
2 log2 3− 3 log8 45

log4 75 + log0,25 3
.

2. Trougao rotira, redom, oko svojih stranica qije su du�ine a i b. U funkciji od a
i b izraziti odnos zapremina tako dobijenih tela.

3. Na�i sve prirodne brojeve n > 1 za koje va�i n! | nn − 2023.

4. Na koliko naqina se mogu staviti bela dama i crni skakaq na praznu xahovsku tablu
8× 8 tako da nijedna od te dve figure ne napada drugu?

5. Povrxina trougla ABC je 289 cm2. Neka su M , N i P taqke na pravama BC, CA
i AB, razliqite od taqaka B, C i A, redom, tog trougla takve da va�i CB = CM ,
AC = AN i BA = BP . Odrediti povrxinu trougla MNP .

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

4. mart 2023.

Qetvrti razred - B kategorija

1. U zavisnosti od realnog parametra m diskutovati koliko realnih rexeǌa ima
jednaqina

|x2 + x− 2| = x+m.

2. Dokazati da je povrxina pravilnog osmougla jednaka proizvodu du�ina ǌegove na-
jmaǌe i ǌegove najve�e dijagonale.

3. U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu x3 + 24 = 2x.

4. Avio-kompanija Er-DMS �eli da 150 putnika rasporedi na isto toliko sedixta u
avionu, koja su raspore�ena u 25 redova sa po 6 sedixta, 3 sa svake strane prolaza.
Pri tome, neki putnici putuju u grupama i Er-DMS �eli da ih rasporedi xto bli�e
jedne drugima: dve grupe od qetiri putnika, tako da dvoje sede taqno ispred drugo
dvoje iz grupe; pet grupa od troje i osam grupa od dvoje tako da sede na tri, odnosno
dva, uzastopna sedixta u redu, neprekinuta prolazom. Na koliko razliqitih naqina
Er-DMS mo�e rasporediti putnike u ovaj avion?

5. Neka je n prirodan broj. Dokazati da za x > 1 va�i nejednakost

nx
1
n 6 x+ n− 1.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Prvi razred - B kategorija

1. Kako je
1

31
> 0, 03 > 0, 004 = 0, 972− 0, 968, tj.

1

31
+0, 968 > 0, 972, to za sve racionalne

brojeve oblika
k

l
, 2 6 l 6 31 i 1 6 k 6 l − 1, a koji su maǌi od 1 su, tako�e, maǌi i od

0, 968. Odavde nalazimo da tra�eni broj mora biti ve�i od 31. Kako je
31

32
= 0, 96875 u

ovom zatvorenom intervalu, dobijamo da je tra�eni broj 32.

2. (PRVO REXEǋE) Iz uslova zadatka imamo da je
−−→
EF =

−−→
BC i

−−→
EG =

−−→
AD. Kako

je E sredixte AB i H sredixte CD imamo da je
−→
EA +

−−→
EB = 0⃗ i

−−→
CH +

−−→
DH = 0⃗, pa je−−→

EH =
−→
EA+

−−→
AD+

−−→
DH i

−−→
EH =

−−→
EB+

−−→
BC +

−−→
CH. Sabiraǌem ove 2 jednakosti dobijamo da

je 2
−−→
EH =

−−→
AD+

−−→
BC =

−−→
EG+

−−→
EF , tj.

−−→
EH = 1

2

−−→
EG+ 1

2

−−→
EF , pa je taqka H sredixte du�i FG.

A B

C

D

F

G

E

H

(DRUGO REXEǋE) Iz uslova zadatka imamo da je
−−→
EF =

−−→
BC ⇒ qetvorougao EFCB je

paralelogram, pa je i
−−→
FC =

−−→
EB = 1

2

−−→
AB. Sliqno, imamo da je

−−→
EG =

−−→
AD ⇒ qetvorougao

EGDA je paralelogram, pa je i
−−→
DG =

−→
EA = 1

2

−−→
AB. Stoga je i

−−→
FC =

−−→
DG, pa je i qetvor-

ougao FCGD je paralelogram. Kako se dijagonale paralelograma polove, dobijamo da
je taqka H i sredixte dijagonale CD i dijagonale FG, qime smo pokazali da su taqke
F , G i H kolinearne.

3. Primetimo da je 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21 i 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 7 = 22, a svaka suma 6
razliqitih brojeva je ve�a od 22, mo�emo zakǉuqiti da su 1, 2, 3, 4, 5, 7 svi delioci od
n. Onda je n deǉiv i sa NZS{1, 2, 3, 4, 5, 7} = 420.

4. Kako je vrednost f(3) = 13 ve� data, ostaje da odredimo jox vrednosti za
f(1), f(5), f(7), f(9), f(11) i f(13) (to su sve razliqiti parni brojevi iz N12), kao i vred-
nosti za f(2), f(4), f(6), f(8), f(10) i f(12) (to su sve razliqiti neparni brojevi iz N11).
I jedno i drugo mo�emo odrediti na 6! = 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 720 naqina, pa tra�enih
funkcija ima (6!)2 = 7202 = 518 400.

5. U svakom minutu ukupan broj osoba se promeni za broj koji daje ostatak 1 pri
deǉeǌu sa 3. Oznaqimo sa Si broj osoba u prostoriji nakon i-tog minuta. Na poqetku
je S0 = 0, a zbog opisanog pravila je Si+1 ≡ Si + 1 (mod 3). Zato je za svako k ∈ N
ispuǌeno S3k ≡ S3(k−1) + 3 ≡ S3(k−1) ≡ · · · ≡ S0 ≡ 0 (mod 3). Dakle, nakon 100 sati, tj.
nakon 6000 minuta, broj osoba u prostoriji mora biti deǉiv sa 3. Me�utim, kako 3 ne
deli 2023, odgovor na pitaǌe iz zadatka je odreqan.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Drugi razred - B kategorija

1. Prema uslovima zadatka, dati izraz, oznaqimo ga sa I, mo�emo transformisati na
slede�i naqin:

I =

√
a+ b+ c+ 2

√
c
√
a+ b+

√
a+ b+ c− 2

√
c
√
a+ b

=

√
(
√
c+

√
a+ b)2 +

√
(
√
c−

√
a+ b)2

=
√
c+

√
a+ b+

√
c−

√
a+ b

= 2
√
c.

,

jer je
√
a+ b <

√
c. Odavde je jasno da dati izraz ne zavisi od a i b.

2. (a) Iz P = a·5
2 = b·12

2 = c·13
2 ⇒ a = 2P

5 , b = 2P
12 , c =

2P
13 . Kako za ove stranice ne va�i

nejednakost trougla a = 2P
5 = 2P ·25

125 > b+ c = 2P
12 + 2P

13 = 2P ·25
156 , takav trougao ne postoji.

(b) Iz P = a·6
2 = b·9

2 = c·12
2 ⇒ a = 2P

6 , b = 2P
9 , c = 2P

12 . Kako za ove stranice va�i
nejednakost trougla, jer a = 2P

6 = 2P ·6
36 < b + c = 2P

9 + 2P
12 = 2P ·7

36 , takav trougao postoji
(dovoǉno je proveriti samo ovu nejednakost, jer je a najdu�a stranica). Kako va�i
b2 + c2 = 4P 2

81 + 4P 2

144 = 4P 2·25
1296 < 4P 2·36

1296 = 4P 2

36 = a2 ⇒ △ je tupougli.

3. Oznaqimo sa D diskriminantu polazne kvadratne jednaqine. Tada va�i D > 0 i
s obzirom da su rexeǌa iste racionalni brojevi, to je 0 6

√
D =

p

q
∈ Q, za neke

uzajamno proste prirodne brojeve p i q, tj. za neke prirodne brojeve p i q za koje

je NZD (p, q) = 1. Stoga, mora biti D =
p2

q2
, tj. q2D = p2, odakle va�i da q | p2, tj.

q | p, jer je NZD (p, q) = 1, xto je mogu�e samo u sluqaju q = 1. Dakle, D = p2, pa je
diskriminanta D kvadrat prirodnog broja.

Poka�imo, u daǉem, da pri datim uslovima, diskriminanta polazne jednaqine mora
dati ostatak 5 po modulu 8. U tom ciǉu, neka je a = 2n− 1, b = 2m− 1 i c = 2k − 1, za
neke cele brojeve m,n i k. Tada va�i

D = (2m− 1)2 − 4(2n− 1)(2k − 1),

te kako je (2m−1)2 = 4m2−4m+1 = 4m(m−1)+1 ≡ 1 (mod 8), jer je broj m(m−1) paran,
i 4(2n − 1)(2k − 1) ≡ 4 (mod 8), to je D ≡ 5 (mod 8). Lako se pokazuje da kvadrati celih
brojeva pri deǉeǌu sa 8 ne mogu davati ostatak 5. Mogu dati samo ostatke 0, 1 ili
4, odakle zakǉuqujemo da diskiminanta date kvadratne jednaqine ne mo�e biti potpun
kvadrat, odakle sledi da su rexeǌa kvadratne jednaqine iracionalni brojevi.

4. Ako bismo od 3 objekta jednaka po svim atributima, osim xto je jedan te�i od
ostalih, tra�ili najte�i objekat, dovoǉno je samo jedno mereǌe. To mo�emo izvesti
tako xto mo�emo staviti po jedan objekat na svaki od tasova. U slucaju neravnote�e,
tra�eni objekat je onaj na tasu koji prete�e, svakako. U suprotnom, tra�eni objekat
je onaj koji nije ni na jednom od tasova.

Ako bismo imali 9 kuglica od kojih je jedna te�a od ostalih, potrebna su nam
dva mereǌa da pronademo upravo tu te�u. Zaista, 9 kuglica mo�emo podeliti u tri
grupe od po tri kuglice i primeniti dva puta prethodno razmatranu strategiju. U



sluqaju sa 23 kuglice, mo�emo napraviti tri grupe tako da u ǌima imamo redom 9, 9
i 5 kuglica i onda na vagu staviti, recimo, prve dve grupe. Ako nastupi neravnote�a,
zadatak se svodi na razmatrani sluqaj sa 9 kuglica. U suprotnom, dodavaǌem 4 merene
kuglice u tre�u grupu, zadatak se opet svodi na sluqaj sa ukupno 9 kuglica. Kako nam
je za sluqaj sa 9 kuglica potrebno taqno 2 mereǌa, dovoǉan broj mereǌa da prona�emo
najte�u je 3.

5. Nejednaqina je definisana za x ∈ (−∞, 0)∪ (0, 1], jer mora biti 1−x>0 i
√
1− x ̸= 1.

Prebacivaǌem izraza sa desne strane na levu, nakon sre�ivaǌa, dobijamo
√
1− x− 2

√
3x

(
√
1− x− 1)(

√
1− x+ 1)

> 0.

Oqigledno je da znak izraza u imeniocu zavisi samo od znaka izraza
√
1− x− 1, jer je

za savako x6 1 ispuǌeno
√
1− x+ 1> 1. Stoga, razmotrimo dva sluqaja.

1◦:
√
1− x− 1 > 0, tj. 1 <

√
1− x, tj. 1 < 1− x, tj. x < 0

U ovom sluqaju nejednaqina postaje
√
1− x − 2

√
3x > 0, odnosno 2

√
3x 6

√
1− x, xto je

taqno za sve x < 0.
2◦:

√
1− x − 1 < 0, tj.

√
1− x < 1, tj. 1 − x < 1, tj. x ∈ (0, 1], zbog oblasti

definisanosti nejednaqine

U ovom sluqaju nejednaqina postaje
√
1− x−2

√
3x60, odnosno

√
1− x62

√
3x, tj. 12x2+

x − 1 > 0. Analizom dobijene kvadratne funkcije trivijalno nalazimo da mora biti

x ∈ (−∞,−1

3
] ∪ [

1

4
,+∞), te kako je u ovom sluqaju x ∈ (0, 1], to je x ∈ [

1

4
, 1].

Konaqno, uzimaju�i u obzir dobijeno u oba sluqaja, dolazimo do zakǉuqka da je

skup rexeǌa polazne nejednaqine skup (−∞, 0) ∪ [
1

4
, 1].



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Tre�i razred - B kategorija

1. Uslov da je prvi logaritam definisan je x2+3x > 0, odnosno, x ∈ (−∞,−3)∪(0,+∞).
Prvu nejednaqinu mo�emo napisati u obliku x ·

(
log0.5(x

2 + 3x) + 2
)
> 0. Proizvod

dva broja je pozitivan ukoliko su oba broja pozitivni ili oba broja negativni, odakle
dobijamo dva sistema sa po dve nejednaqine:

(x > 0, log0.5(x
2 + 3x) + 2 > 0) i (x < 0, log0.5(x

2 + 3x) + 2 < 0).

Jednaqina log0.5(x
2+3x)+2 > 0 ⇔ log0.5(x

2+3x) > −2 = log0.5 4, pa kad se oslobodimo
logaritma (zbog 0.5 < 1 meǌa se znak!), dobijamo kvadratnu nejednaqinu x2+3x− 4 < 0,
koja ima rexeǌe x ∈ (−4, 1). Rexeǌe prvog sistema, tj. sistema nejednaqina (x > 0,
log0.5(x

2 + 3x) + 2 > 0), je x ∈ (0, 1).
Sliqno, log0.5(x

2 + 3x) + 2 < 0 ⇔ log0.5(x
2 + 3x) < −2 = log0.5 4, pa kad se oslobodimo

logaritma (zbog 0.5 < 1 meǌa se znak!), dobijamo kvadratnu nejednaqinu x2 + 3x −
4 > 0, koja ima rexeǌe x ∈ (−∞,−4) ∪ (1,+∞). Rexeǌe drugog sistema, tj. sistema
nejednaqina (x < 0, log0.5(x

2 + 3x) + 2 < 0), je x ∈ (−∞,−4).
Konaqno, spajaǌem rexeǌa ova dva sistema dobijamo da je rexeǌe prve logarita-

mske nejednaqine jednako x ∈ (−∞,−4) ∪ (0, 1).
Sre�ivaǌem izraza u drugoj nejednaqini polaznog sistema dobijamo da je

2 log2 3− 3 log8 45

log4 75 + log0.25 3
= −1,

te se ova nejednaqina svodi na x+ 4 > −1 i ona ima rexeǌe x > −5.
Ukupno rexeǌe dobijamo kao presek ova dva rexeǌa: x ∈ (−5,−4) ∪ (0, 1).

2. Neka je ABC dati trougao. Oznaqimo sa a i b, redom, du�ine stranica BC i CA, a
sa β i γ unutraxǌe uglove u temenima B i C tog trougla, redom. Pretpostavimo, prvo,
da trougao rotira oko svoje a stranice, tj. oko stranice BC. U sluqaju da je taqno
jedan od uglova β ili γ jednak 90◦, u tom procesu �emo dobiti obrtno telo (obiqnu
pravu kupu), koje ima polupreqnik osnove jednak ha = 2P

a i visinu jednaku a. Ukoliko
su β i γ oxtri uglovi, nezavisno od veliqine ugla u temenu A, dobi�emo dve kupe,
istih polupreqnika osnova jednakih ha (osnove su nasloǌene jedna na drugu), qiji je
zbir visina jednak, upravo, a. U sluqaju da je neki od (taqno jedan) uglova β ili γ
tup, prilikom rotacije �e se formirati telo identiqno telu koje nastaje kada iz jedne
kupe ,,izvadimo” maǌu kupu, istog polupreqnika osnove, s tim xto je razlika visina
tih kupa jednaka a. U svakom od ova tri sluqaja dobijamo istu zapreminu obrtnog

tela: Va = 1
3

(
2P
a

)2 · a =
4P 2π

3a
. Analogno se dobija i da je zapremina obrtnog tela koje

dobijamo kada trougao rotira oko svoje stranice b jednaka Vb =
4P 2π

3b
. Odalte imamo

da je tra�eni odnos Va : Vb =
4P 2π

3a
:
4P 2π

3b
=

1

a
:
1

b
, tj. Va : Vb = b : a.

3. Iz poqetnog uslova imamo da je nn ≡ 2023 (mod n), odakle sledi n | 2023 = 7 · 172.
Tako�e, ukoliko je n > 14, tada bi va�ilo 0 ≡ nn ≡ 2023 (mod 49), xto nije mogu�e.
Iz prethodnih zapa�aǌa preostaje jox ispitati sluqaj n = 7, xto i jeste rexeǌe
polaznog problema. Zaista, da bi va�ilo 24 · 32 · 5 · 7 = 7! | 77 − 2023, treba pokazati da



16 | 77 − 2023, 9 | 77 − 2023, kao i da 5 | 77 − 2023, jer, svakako, 7 | 77 − 2023. Stoga, treba
uporediti ostatke pri deǉeǌu brojeva 77 i 2023 sa 16, 9 i 5.

Imamo da broj 48 daje ostatak 0 pri deǉeǌu sa 16, odakle sledi da 72 daje ostatak
1 pri deǉeǌu sa 16. Dakle, 77 mora dati ostatak 7 pri deǉeǌu sa 16, a to je ujedno i
ostatak pri deǉeǌu broja 2023 sa 16, jer 16 | 2016. Sliqno, ostatak pri deǉeǌu broja
77 sa 9 je 7, jer 9 | (73 − 1) = 342, xto je ujedno i ostatak pri deǉeǌu broja 2023 sa
9 (znamo da 9 | 2016). Konaqno, 74 pri deǉeǌu sa 5 daje ostatak 1, odakle sledi da 77

daje ostatak 3 pri deǉeǌu sa 5. Kako je ostatak pri deǉeǌu broja 2023 sa 5 jednak 3,
to 5 | 77 − 2023.

4. Na slede�im slikama je u svako poǉe xahovske table upisan broj koliko poǉa
napada dama sa tog poǉa (slika levo) i koliko poǉa napada skakaq sa tog poǉa (slika
2. sleva) – to je isto i sa koliko poǉa bi skakaq napadao damu ukoliko se nalazi na
tom poǉu.

a b c d e f g h

1

2

3

4

5

6

7

8

21

21

21

21

21

21

21

21

21

23

23

23

23

23

23

21

21

23

25

25

25

25

23

21

21

23

25

27

27

25

23

21

21

23

25

27

27

25

23

21

21

23

25

25

25

25

23

21

21

23

23

23

23

23

23

21

21

21

21

21

21

21

21

21

a b c d e f g h
1
2
3
4
5
6
7
8

2
3
4
4
4
4
3
2

3
4
6
6
6
6
4
3

4
6
8
8
8
8
6
4

4
6
8
8
8
8
6
4

4
6
8
8
8
8
6
4

4
6
8
8
8
8
6
4

3
4
6
6
6
6
4
3

2
3
4
4
4
4
3
2

a b c d e f g h
1
2
3
4
5
6
7
8

23

24

25

25

25

25

24

23

24

27

29

29

29

29

27

24

25

29

33

33

33

33

29

25

25

29

33

35

35

33

29

25

25

29

33

35

35

33

29

25

25

29

33

33

33

33

29

25

24

27

29

29

29

29

27

24

23

24

25

25

25

25

24

23

a b c d e f g h
1
2
3
4
5
6
7
8

40

39

38

38

38

38

39

40

39

36

34

34

34

34

36

39

38

34

30

30

30

30

34

38

38

34

30

28

28

30

34

38

38

34

30

28

28

30

34

38

38

34

30

30

30

30

34

38

39

36

34

34

34

34

36

39

40

39

38

38

38

38

39

40

Kada saberemo ove brojeve dobijamo sliku 3. sleva, a tu je u svako poǉe upisan
broj poǉa koje napada dama sa tog poǉa ili bi dama bila napadnuta ako bi tu bio
skakaq (primetimo da su ova poǉa disjunktna, zato ih samo sabiramo). Na posledǌoj
slici (skroz desno) je broj poǉa na kojima mo�e biti skakaq tako da nit ǌega napada
dama nit on damu (to ukupno 64 poǉa oduzmemo 1 poǉe gde se nalazi dama i d poǉa
koja napada dama sa tog poǉa i s poǉa sa kojih skakaq napada damu na tom poǉu, tj.
63− (d+ s), tj. od 63 oduzmemo broj sa 3. slike levo).

Ukupan broj naqina da se stave bela dama i crni skakaq na xahovsku tablu 8 × 8
tako da nijedna od te 2 figure nije napadnuta je jednak zbiru svih brojeva sa slike
skroz desno, a to je jednako:

4 · 40 + 8 · 39 + 16 · 38 + 4 · 36 + 16 · 34 + 12 · 30 + 4 · 28 = 2 240.

5. Ukoliko je XY Z trougao u ravni, sa PXY Z �emo oznaqiti ǌegovu povrxinu.
Doka�imo da je PMNP jednako 2023 cm2. Zaista, neka su A′, B′ i C ′ podno�ja visina
iz temena A, B i C trougla ABC, koja odgovaraju stranicama BC, CA i AB, redom, i
neka je M ′, tako�e, podno�je visine iz temena M trougla CMN , koje odgovara strani-
ci NC. Oznaqimo sa a, b i c du�ini stranica BC, CA i AB, tim redom, trougla ABC.
Kako je NC = 2b, to je PCMN = b · MM ′. Sa druge strane, ako posmatramo trouglove
BCB′ i MCM ′, zakǉuqi�emo, odmah, da su podudarni (USU), jer je BB′||MM ′. Sledi,
BB′ = MM ′, pa je PCMN = b ·BB′ = 2PABC .



Analogno se pokazuje da je PANP = c · CC ′ = 2PABC , kao i PBPM = a · AA′ = 2PABC .
Dakle, PMNP = PABC + PCMN + PANP + PBPM = 7PABC = 2023 cm2.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Qetvrti razred - B kategorija

1. Kvadratna funkcija f(x) = x2 + x− 2 ima nule x1 = 1 i x2 = −2, a teme parabole je
taqka T (−1

2 ,−
9
4 ).

Funcija g(x) = −f(x) = −x2 − x+ 2 ima iste nule, a teme parabole joj je T ′(−1
2 ,

9
4 ).

Stoga je |x2 + x− 2| =

{
x2 + x− 2, x ∈ (−∞,−2] ∪ [1,+∞)

−x2 − x+ 2, x ∈ (−2, 1).

Odredimo za koje vrednosti parametra m prava y = x+m prolazi kroz neku od taqaka
N1(−2, 0) i N2(1, 0) ili je tangenta na parabolu y = −x2 − x+ 2.
Kada ubacimo koordinate taqke N1(−2, 0) u jednaqinu prave y = x+m dobijamo m = 2.
Kada ubacimo koordinate taqke N2(1, 0) u jednaqinu prave y = x+m dobijamo m = −1.
Odredimo m tako da prava y = x+m i parabola y = −x2 − x + 2 imaju 1 zajedniqku
taqku (tad je ta prava tangenta parabole): x+m = −x2 − x+2, tj. dobijamo kvadratnu
jednaqinu x2 +2x+m− 2 = 0 koja ima diskirminantu D = 4− 4(m− 2) = 12− 4m. Da bi
imali jedinstveno rexeǌe mora biti D = 0, pa dobijamo m = 3.
Ove 3 prave, y = x+ 2, y = x− 1 i y = x+ 3 su graniqni sluqajevi za to koliko preseq-
nih taqaka imaju prava y = x+m i grafik funkcije y = |x2 + x − 2|. To je sve pred-
stavǉeno na narednoj slici.

0 1 2 3 4 5−1−2−3

1

2

3

4

5

6

−1

−2

x

f(x)

N1 N2

y = x−1

y = x+2

y = x+3

Za m < −1 nema rexeǌa; za m = −1 ima 1 rexeǌe, za −1 < m < 2 i m > 3 ima 2
rexeǌa; za m = 2 i m = 3 ima 3 rexeǌa; za 2 < m < 3 ima 4 rexeǌa.

Napomena. Mo�e se gledati i koliko preseqnih taqaka ima grafik

|x2 + x − 2| − x =

{
x2 − 2, x ∈ (−∞,−2] ∪ [1,+∞)

−x2 − 2x+ 2, x ∈ (−2, 1).
sa pravom y = m, gde je

m ∈ R.

2. (PRVO REXEǋE) Iz kvadrata A2A4A6A8, stranice d i dijagonale D, dobijamo
vezu D = d

√
2.

Povrxina deltoida OA2A1A8 je
d · D

2

2
=

d ·D
4

, dok je povrxina celog osmougla 4· d ·D
4

=

d ·D, qime smo pokazali da je povrxina pravilnog osmougla jednaka proizvodu du�ina
ǌegove najmaǌe i najve�e dijagonale.



dD

2

A1
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A3
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A5

A6

A7

A8

O

a

a

a

a

a

d

D

A1

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

M

N

(DRUGO REXEǋE) Povrxina P osmougla je zbir povrxina 2 podudarna trapeza
A1A8A7A6 i A2A3A4A5 i pravougaonika A1A2A5A6. Neka je a stranica pravilnog os-
mougla. Tada je dijagonala A1A6 jednaka A1A6 = A1M + MN + NA6. Visina trapeza

h = A8M =
a√
2
=

a
√
2

2
, a osnovice trapeza su A1A6 =

a
√
2

2
+a+

a
√
2

2
= a+a

√
2 = a(1+

√
2)

i A8A7 = a, pa je povrxina trapeza PA1A8A7A6 =
A1A6 +A8A7

2
· A8M =

(
a+ a

√
2

2

)
· a

√
2

2 .

Povrxina pravougaonika A1A2A5A6 je PA1A2A5A6 = A1A2 · A1A6 = a ·
(
a+ a

√
2
)
, pa je

povrxina celog osmougla P = 2PA1A8A7A6 + PA1A2A5A6 = 2a2(1 +
√
2).

Iz pravogulog trougla △A1A6A5 nalazimo dijagonalu A1A5
2 = A1A6

2 + A5A6
2 =

a2 + a2(1 +
√
2)2 = a2(4 + 2

√
2), tj. najve�a dijagonala je D = A1A5 = a

√
4 + 2

√
2. Iz

pravogulog trougla △A1NA7 nalazimo dijagonalu

A1A7
2 = A1N

2 +NA7
2 =

(
a+

a
√
2

2

)2

+

(
a
√
2

2

)2

= a2(2 +
√
2),

tj. najmaǌa dijagonala je d = A1A7 = a
√

2 +
√
2. Dakle, proizvod najve�e i najmaǌe

dijagonale polaznog osmougla je

D · d = a

√
4 + 2

√
2 · a

√
2 +

√
2 = a2

√
2

(√
2 +

√
2

)2

= 2a2(1 +
√
2) = P,

xto je i trebalo dokazati.

3. Trivijalno se proverava da x = 10 jeste rexeǌe polazne jednaqine. Oqigledno,
ako je x ∈ Z rexeǌe date jednaqine, da mora va�iti x > 0, jer za x < 0 leva strana
jednaqine je ceo broj, dok je desna racionalan, koji nije ceo.

Tako�e, lako proveravamo (jednostavnim ubacivaǌem vrednosti) da celi brojevi
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 i 9 nisu rexeǌa polazne jednaqine (leva strana je u svim tim sluqa-
jevima strogo ve�a od desne).

Neka je sada x = n> 11. Kako je n ∈ Z i n> 11, to je n prirodan broj ne maǌi od 11.
Trivijalnom primenom principa matematiqke indukcije dokazujemo da za svako n> 11
va�i 6(n+1) < 2n. Zaista, za n = 11 tvr�eǌe se svodi na 72 < 211 = 2048, xto je taqno.
Ako bismo pretpostavili da isto va�i za neko n ∈ N, n > 11 (induktivna hipoteza),
tada �e va�iti 6(n + 2) = 6n + 12 = 6(n + 1) + 6 < 2n + 6 < 2n + 2n = 2 · 2n = 2n+1, jer je
za n> 11 ispuǌeno 6 < 20486 2n. Dakle, za svako n> 11 va�i 6(n+ 1) < 2n.

Korix�eǌem prethodno pokazanog, tj. nejednakosti 6(n + 1) < 2n, n > 11, sliqno se
pokazuje da za svako n>11 va�i i 3n2+3n+1 < 2n. Zaista, za n = 11 nejednakost postaje
397 < 211 = 2048, koja je taqna. Ako bi nejednakost va�ila za neko prirodno n > 11,



tj. ako bi bilo 3n2 + 3n+ 1 < 2n, tada bi, na osnovu prethodno dokazane nejednakosti,
va�ilo i 3(n+1)2 +3(n+1)+ 1 = 3n2 +3n+1+6n+6 = 3n2 +3n+1+6(n+1) < 2n +2n =
2 · 2n = 2n+1, odakle, na osnovu principa matematiqke indukcije, sledi da je za svako
prirodno n> 11 ispuǌeno 3n2 + 3n+ 1 < 2n.

Konaqno, koristi�i, ponovo, primncip matematiqke indukcije, doka�imo na kraju
da �e za svako n> 11 va�iti n3 + 24 < 2n. Za n = 11 je tvr�eǌe trivijalno taqno, jer
je 1355 < 211 = 2048. Ako bi za neko n > 11, n ∈ N, va�ilo n3 + 24 < 2n (induktivna
hipoteza), tada �e, na osnovu induktivne hipoteze i druge pokazane najednakosti, za
sledi�i prirodan broj, tj. za n+ 1, biti ispuǌeno (n+ 1)3 + 24 = n3 + 3n2 + 3n+ 25 =
n3 + 24 + (3n2 + 3n+ 1) < 2n + 2n = 2 · 2n = 2n+1. Dakle, n3 + 24 < 2n, za svako prirodno
n>11, odakle sledi da polazna jednaqina nema rexeǌa u skupu prirodnih brojeva koji
nisu maǌi od 11.

Iz svega pokazanog, jedino rexeǌe jednaqine je x = 10.

4. U avionu postoji 25 ∗ 2 = 50 grupa od po tri sedixta koja �emo zvati trojkama.
Primetimo da ako jedan putnik iz neke grupe sedi na sedixtu u nekoj trojci, onda
bar jox jedan putnik iz te grupe mora sedeti u toj trojci. Prema tome, u proizvoǉnoj
trojci mogu sedeti putnici iz najvixe jedne grupe.

Posmatrajmo jednu grupu od qetvoro. ǋeni putnici sede u dve trojke jednoj iza
druge. Broj naqina da izaberemo predǌu od te dve trojke je 48 (jer ne mo�emo birati
one u posledǌem redu). Ako je ta trojka bax u prvom ili pretposledǌem redu, onda
predǌu trojku druge grupe mo�emo odabrati na 46 naqina, dok inaqe tu trojku mo�emo
odabrati na 45 naqina. Ostale trojke biramo kako �elimo me�u slobodnima. Pritom
u dvema trojkama grupe od qetvoro mo�emo na dva naqina izabrati qetiri sedixta
koja zauzima ta grupa i sliqno za trojke grupa od dvoje. Ukupno, dakle, imamo

(
(4 ·

45+44 · 46) · 22 · (4!)2
)
·
((

46
5

)
· (3!)5

)
·
((

41
8

)
· 28 · (2!)8

)
· 111! = 2204 · 210 · 2!8 · 3!5 · 4!2 · 111! ·

(
46
5

)(
41
8

)
naqina da rasporedimo putnike u avion (jer nakon raspore�ivaǌa grupa ostaje 111
neraspore�enih putnika).

5. (PRVO REXEǋE) Primenom nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske
sredine dobijamo

x+ n− 1

n
=

x+

n−1︷ ︸︸ ︷
1 + 1 + . . .+ 1

n
> n

√
x.

Mno�eǌem posledǌe nejednakosti sa n dobijamo tra�enu nejednakost.
(DRUGO REXEǋE) Posmatrajmo funkciju f(x) = nx

1
n − x + 1, x > 1. Tada je f ′(x) =

x
1
n−1 − 1, za svako x > 1. Kako je za x > 1 oqigledno f ′(x)6 0, za bilo koje n ∈ N, to je

f opadaju�a na (1,+∞), pa va�i f(x)6 f(1) = n, za svako x > 1.
(TRE�E REXEǋE) Neka je n = 1. Tada je nejednakost trivijalno ispuǌena, jer se
svodi na jednakost, tj. na x6x, xto je taqno, za svako x > 1. Neka je, daǉe, n>2. Data
nejednakost je ekvivalentna sa n(x

1
n − 1) 6 x − 1, za svako n > 2 i x > 1. Poznato je da

va�i
yn − 1 = (y − 1)(yn−1 + . . .+ y + 1),

za svako n ∈ N i y ∈ R, odakle, za y = x
1
n , dobijamo

x− 1 = (x
1
n − 1)(x

n−1
n + . . .+ x

1
n + 1).

Kako je x > 1, to je x
i
n > 1, za svako i ∈ {1, 2, · · · , n− 1}, pa je

x
n−1
n + . . .+ x

1
n + 1 > n,

odakle sledi da je

x− 1 = (x
1
n − 1)(x

n−1
n + . . .+ x

1
n + 1) > n(x

1
n − 1),



tj. nx
1
n < x+ n− 1, za svako n> 2 i x > 1.



ПКРУЖНП ТАКМИЧЕОЕ ИЗ МАТЕМАТИКЕ  - 4. МАРТ 2023. 

ПРВИ РАЗРЕД 

 УЧЕНИК ШКПЛА 1.  2. 3. 4. 5. Σ ПЛАСМАН 

1. Милица Чучкпвић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

20 20 20 0 20 80 I награда 

2. Предраг Златанпвић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

0 0 20 10 20 50 III награда 

3. Тијана Зимпоа Гимназија „Бприслав 
Петрпв Браца“ Вршац 

0 20 20 0 10 50 III награда 

4. Ленка Гаврилпвић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

0 0 20 5 20 45 ппхвала 

5. Јана Кесић Гимназија „Бприслав 
Петрпв Браца“ Вршац 

0 5 20 0 20 45 ппхвала 

6. Петра Нишевић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

0 0 20 0 20 40  

7. Вук Станпјевић Гимназија „Бприслав 
Петрпв Браца“ Вршац 

0 0 20 0 20 40  

8. Тепдпра Ђпрпвић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

0 10 0 5 20 35  

9. Стефан Милтенпвић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

0 0 0 0 20 20  

 

 

 

 

 

 

 



ПКРУЖНП ТАКМИЧЕОЕ ИЗ МАТЕМАТИКЕ  - 4. МАРТ 2023. 

ДРУГИ РАЗРЕД 

 УЧЕНИК ШКПЛА 1.  2. 3. 4. 5. Σ ПЛАСМАН 

1. Симпна 
Милпшевић 

 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

20 17 20 20 5 82 I награда 

2. Александра 
Станпјкпвић 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

20 17 0 20 18 75 II награда 

3. Јпвана Павлпв 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

20 5 20 20 5 70 II награда 

4. Милица Прпле 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

20 10 10 0 10 50 III награда 

5. Давид Кплпски 
 

ЕТШ 
„Никпла Тесла“ 

20 3 0 20 5 48 III награда 

6. Филип Глишић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

20 0 2 20 5 47 III награда 

7. Давид Јпванпвић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

0 0 0 20 15 35 ппхвала 

8. Марија Миленпвић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

20 7 0 0 5 32 ппхвала 

9. Мартина Тутић Гимназија 
„Урпш Предић“ 

0 0 0 20 5 25  

10. Угљеша Средић Гимназија „Бприслав 
Петрпв Браца“ Вршац 

20 0 0 0 5 25  

11. Ана Кпршпн Гимназија „Бприслав 
Петрпв Браца“ Вршац 

20 4 0 0 0 24  

12. Урпш Кпвачевић Белпцркванска 
гимназија 

0 0 2 20 0 22  

13. Лазар Забркић Белпцркванска 
гимназија 

0 0 0 20 0 20  

14. Вукашин Вујичин Шкплски центар 
„Никпла Тесла“ Вршац 

 

0 0 0 20 0 20  

15. Ангелина 
Станпјлпвић 

Белпцркванска 
гимназија 

0 0 2 10 0 12  



16. Хелена Бучалина 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

0 0 0 10 0 10  

17. Тамара Радлпвачки Гимназија „Бприслав 
Петрпв Браца“ Вршац 

0 0 0 5 5 10  

18. Вукашин Жаркпв Шкплски центар 
„Никпла Тесла“ Вршац 

2 0 0 0 5 7  

19. Милпш Митић 
 

ЕТШ 
„Никпла Тесла“ 

0 2 0 0 0 2  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

ПКРУЖНП ТАКМИЧЕОЕ ИЗ МАТЕМАТИКЕ  - 4. МАРТ 2023. 

ТРЕЋИ РАЗРЕД 

 УЧЕНИК ШКПЛА 1.  2. 3. 4. 5. Σ ПЛАСМАН 

1. Вељкп Васић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

20 20 20 15 0 75 I награда 

2. Милица Гагић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

20 20 10 20 0 70 II награда 

3. Љубпдраг 
Радмилпвић 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

20 10 20 5 0 55 III награда 

4. Лука Стпшић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

10 20 15 0 0 45 ппхвала 

5. Немаоа Милтенпвић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

0 0 10 15 20 45 ппхвала 

6. Немаоа Вуксић 
 

ЕТШ 
„Никпла Тесла“ 

15 20 5 0 0 40 ппхвала 

7. Милпш Црнпгпрац Белпцркванска 
гимназија 

0 0 0 5 0 5  

8. Лука Тпмашевић Гимназија „Бприслав 
Петрпв Браца“ Вршац 

/ / / / / /  

 

 

 

 

 

 



 

 

ПКРУЖНП ТАКМИЧЕОЕ ИЗ МАТЕМАТИКЕ  - 4. МАРТ 2023. 

ЧЕТВРТИ РАЗРЕД 

 УЧЕНИК ШКПЛА 1.  2. 3. 4. 5. Σ ПЛАСМАН 

1. Илија Серафимпвић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

20 20 20 10 20 90 I награда 

2. Александар Катић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

15 20 5 20 20 80 II награда 

3. Огоен Стпјшић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

20 0 10 20 20 70 III награда 

4. Лана Ђерић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

20 20 0 5 20 65 III награда 

5. Дамјан Мучибабић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

15 10 2 15 20 62 III награда 

6. Дамјан Минић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

0 20 20 0 20 60 III награда 

7. Јпвана Стефанпвић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

0 20 0 15 20 55 ппхвала 

8. Игпр Цвијић 
 

Шкплски центар 
„Никпла Тесла“ 

Вршац 

10 0 5 10 20 45 ппхвала 

9. Стефан Илић 
 

Гимназија 
„Урпш Предић“ 

0 20 0 3 10 33  

10. Бпгдан Јпванпвић 
 

ЕТШ 
„Никпла Тесла“ 

0 0 5 0 20 25  

11 
. 

Димитрије Пуја Шкплски центар 
„Никпла Тесла“ 

Вршац 

0 0 0 15 10 25  

 


