Skolsko takmicenje iz matematike, 24.11.2018.

| razred

1. Date su bijekcije f(x) =ax+ 2 ig(x) =3x+b, a,b € R. Ako je f(g(x)) =12x + 6,nadiaib iizraCunati
g ().
2. Datisuskupovid ={1,2,3,...,n}, B={2,4,6,...,n},C ={1,3,5,...,n — 1}, gde je n € N paran broj. Ako je

zbir svih elemenata skupa B za 200 vedi od zbira svih elemenata iz skupa C, nadi zbir svih elemenata skupa A, zbir
svih elemenata skupa B i zbir svih elemenata skupa C.

3. Dat je pravilan Sestougao stranice 6. On je prekriven sa 6 podudarnih krugova ¢iji centri leze u temenima
Sestougla tako da se svaka dva susedna kruga medusobno dodiruju. Naéi povrsinu dela Sestougla koji nije prekriven.

4. Stranice pravouglog trougla su prirodni brojevi. Ako je duZina jedne katete 15, naci duZinu druge katete i
hipotenuze. Naci sva resenja!

5. Koliko najmanje uzastopnih decimala broja % treba sabrati da bi se dobio broj vedi ili jednak sa 2018? (npr. zbir

decimala broja 0,237 je 12)

Il razred

1. Na stranici AB, pravougaonika ABCD, odabrana je tacka E, a na stranici CD tacka F, tako da je ¢etvorougao EBFD
romb. Odrediti duzinu EF, ako su duzine AB=a i BC=b, a > b.
1_1,1,1

2. Akoje a—b =3 iab =1, izracunati St

3. Odrediti sve prirodne brojeve m i n tako da vazi m® + n? = 1700.

) _ _ Ly . . +Vx2-1
4.Akoje x =2"Y(a+a™1), a < —1,izratunati vrednost izraza i_ ;_1 .

5. Dokazati da jednacina G + % + %) x? —6x +a+ b+ c =0 nema realna redenja, gde su a, b i c medusobno

razliciti pozitivni brojevi.

Il razred

1. Dat je romb ABCD , AB=6, sa ostrim uglom kod temena A od 60°. Kroz teme B je postavljena prava paralelna
dijagonali AC. Naci zapreminu tela koje se dobija rotacijom romba oko date prave.

2. Zbir dvocifrenog broja i broja koji ima iste cifre, ali u obrnutom redosledu, je potpun kvadrat. Nadi sve takve
brojeve.

3. 1z tacke D stranice AB (AD>BD), jednakostrani¢nog trougla ABC povucena je normala na stranicu BC, s podnozjem
E. Zatim se iz E povuce normala na AC, s podnozZjem F, a iz F normala na AB, s podnoZjem u G. Povrsina ¢etvorougla

DEFG je 21v/3, a duZina stranice trougla ABC je 14. Na¢i duinu x = BD.

4. IzraCunati zbir: log,tg1° + log,tg2° + log,tg3° + -+ + log,tg89°.
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5. Izradunati: ( >



IV razred

1. Ako je f (Zxx+3) = (x + 3)%izralunati f (%)
2. Resiti jednacinu: 25X = giny.
4

3. Od pravougaone ploce duZine stranica 12 i 7, odsecen je jedan ugao u 3 P
obliku pravouglog trougla s katetama duzina 4 i 3, kao na slici. Iz preostalog .
dela treba iseci novu pravougaonu plocu. Kolika je najve¢a moguda povrsina
te ploce i koje su njene dimenzije?

. _ _ 6ay > C o _ 321 >
4.Akojea; =1, aps1 = e ,n = 1dokazatidajea, = P = 1. 12

5. Jednakokraki trougao ABC s osnovicom BC=20, i kracima duZine 18, podeljen je duZinom DE na dva dela jednakih
obima i povrsina. Tacka D je na osnovici, a tacka E na kraku AC i te tacke se ne poklapaju s temenima trougla.
Odrediti duzinu x =DC.

Resenja

1. f(g(x)) =fBx+b)=aBx+b)+2=3ax+ab+2=12x+6,paje 3a=12 i ab+2 = 6, iz ¢egase

lako dobijaa =4 i b=1.Tadaje: f(x) =4x+2,a f‘l(ac)=x4%2 iglx)=3x+1,a g‘l(x)=xT_1.Na

x=2
x—z) 1 x-6
3 12’

i, (1) = 71 (5

I-2. Redom gledano, svaki element skupa B je za jedan vedéi od svakog elementa skupa C, tako da je n = 400 . Zbir

elemenataskupaAjel+2+3+-+n= n+1) tj. 80200, a zbir elemenata skupaBje2+ 4+ 6 + -+ 400 =
200-201

2 ’
2014243+ +200) = 252

a to je 40000. (Mogu se koristitii formule 2+ 4+ 6+ --+2m=m(m+1) i 1+3+5+--+2m—1=m?,
gde je m=200.)

= 40200, a iz toga dobijamo zbir elemenata skupa C, kao razliku ta dva zbira,

I-3. Posto je stranica $estougla 6, polupreénici krugova su 3. Unutrasnji ugao Sestougla je 120° pa se treéina
povrsine svakog kruga nalazi unutar Sestougla. TraZzena povrsina je razlika povrsine Sestougla i 6 ,tre¢ina” krugova.

2 2
T8 67T =18(3V3 - ).

P=6

I-4. Neka je a = 15. Tada je c? — b? = 225,ili (c —b)(c +b) = 225.Apostojec —b < c + b, postoje Eetiri
mogucénosti: 1) c —b =1,c+ b = 225,5todajec =113 ,b =112;2)c—b = 3,c + b = 75, $to daje
c=39,b=36;3)c—b=5,c+b=45,5todajec =25,b=20;4)c—b =9,c+ b =25, stodaje
c=17,b=8

I-5. Dati razlomak je: % = 0,523809523809 ... Period ponavljanja cifara je 6, a zbir tih cifara je 27. Posto je

2018:27=74,... treba sigurno uzeti barem 74 ,paketa” po 6 cifara, tj. 444 cifre Ciji je zbir 1998, tako da moZzemo
dodati jos cifre 5, 2, 3, 8 ¢ime dobijamo zbir 2016, pa zato jos moramo dodati i 09, da bismo imali zbir vedi (ili
jednak) od 2018. Znadi, treba uzeti 450 decimala.

D F -
II-1. Neka je x = BE = DE, stranica romba. Iz pravouglog trougla AED je \ -
2 2
x2=(a—x)2+b?pajex == ZJ;b . Dalje je iz trougla ABD: d = BD = )
va? + b2. Ako posmatramo povrsinu romba, tadajeP = x+b = dzﬂ b T B
(proizvod osnovice i visine ili proizvod dijagonala sa 2), pa je EF = % =
bVva?+b?
a ’ [ 1
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[1I-2. Kvadriranjem jednacdine a — b = 3 dobijase a? — 2ab + b?> = 9, pajea? + b?> = 11. Dalje je % — b—13 =
p3-a® _ (b-a)(b*+ba+a?) _ . _
e & =-3-(11+1)=-36

1 1
EJ,EZ(__—) + 220 = (=36)% + 2 = 1298

II-3. Posto je m5 < 1700, a 5% = 3125, imamo Cetiri slucaja: 1) m = 1 = n? = 1699, $to nema resenja; 2)
m = 2= n? = 1668, §to nema redenja; 3)m = 3 = n? = 1457, $to nema redenja; 4) m = 4= n? = 676, pa

jen = 26. Jedino resenje je (m,n) = (4,26) .

. .. a4+2a2+1 4a? a?-1)2
I-4. Posle sredivanja je x = x2—-1= —-1= = \/( 4a2) =
a%-1 1—a2 2+1 1211 o
_ a a_ — 2a _—
?| = ,jerjea < —1.Tada je poCetni izraz 241 1o — 247 = ;-
2a 2a 2a

1

II-5. Dovoljno je izraunati vrednost diskriminante D = 36 — 4 (— +-+ %) (a+b+c) iispitatidalijeD < 0.

a+b+c

Posle sredivanja se dobija (i + % + ) (a+b+c)>09 il > % , Sto je poznata nejednakost izmedu

a b c

aritmeticke i harmonijske sredine, a znak jednakosti ne vazi jer su u pitanju razli¢iti brojevi.

IlI-1. Telo se sastoji od dve zarubljene kupe iz kojih su ise¢ene dve kupe paje V = 2(V,, —Vy) . Dalje je

Vi :%(R2 +Rr+71?),gdejeH=——"=3V3,R=a=6ir =-=3,pajeV,, = 63mV/3,azapremina kupe
2

je Vi === =9mv3 . Tadaje V = 2(63m/§ —9m/3) = 108m/§.

l1-2. Oznatimo trazeni brojsa Xy = 10x + y . Tada je Xy + yx = n? ili 10x + y + 10y + x = n?. Posle sredivanja

imamo 11(x + y) = n?, pa zbir cifara traZenog broja mora biti 11 (ili barem 4-11, $to je nemoguce), $to nam daje
osam resenja: 29, 38, 47, 56, 65, 74, 83 i 92. C

I11-3. Svaki od trouglova DBE, ECF i FAG je polovina jednakostrani¢nog
trougla. Tada je BE = g, a CE = 14—5,a iztogaje CF = lCE =7 —f

F
FA=14-CF =14—(7-%)=7+% Dalieje Pogrg = Pasc — Pops —
p p _ AB*Y3 1 DB*/3 1_CE2\/__1_FA2\/__142\/__x2\/§_
ECF — TFAG = "4 2 4 2 4 2 4 4 8 E
2
14-2) vz (745) V3
( 2) — ( 4) = 21+/3, pa se iz poslednje jednakosti dobija (posle . B
8 8 A G D

sredivanja) jednacina x2 — 8x + 16 = 0, &ije je jedino resenje x = 4.

I-4. log,tg1° + log,tg2° + log,tg3° + -+ + log,tg89° = log, (tg1°- tg2°- ...- tg89°) = log,((tg1°®- tg89°) -
(tg2° - tg88°) - ...- (tg44° - tg46°) - tg45°) = log,1 = 0, jer je tga - tg(90° — a) = tga - ctga = 1, (a poznato
je dajetg45° = 1).

s (28" 2B = ()Y (59)) = e = 2 orese

koristiti i ¢injenica da su to redenja kvadratne jednacine x2 — x + 1 = 0, pa mnoZenjem sa x + 1 dobijamo
x34+1=0ilix3=-1)

_ 2
IV-1. Ako uvedemo smenu 2xx—+3 =t, dobijase x = i paje f(t) = (— + 3) = (E) ili f(x)= (3x 3) ,

-2’ t-2
s (2)-

IV-2. Posto je 251X 5 0 mora biti 0 < sinx < 1 (desna strana jednakosti). OCigledno je da sinx = 1 ne

zadovoljava jednacinu, aiz 0 < sinx < 1 sledi 0 < sin?x < 1,tj.2° < 25in*x < 91 , pa zadatak nema resenja,
jer je leva strana jednacine veca, a desna manja od 1.



IV-3. Oznacdimo x i y kao na levoj slici. Tada je

povrsina traZzenog pravougaonika P = ommmeee- i

(12 — x)(7 — y). Iz sli¢nosti trouglova na desnoj 3 =

slicije3:4=y:(4 —x) izCegajey =3 —in
_ _ 3.y _3.2

P=(12 x)(4+4x) = —2x2 4+ 5x + 48.

Najveca vrednost kvadratne funkcije se postize za

5

)

10 . 1
X =— =?,atadajey=—

5"

. . ve . 169 . .. v 26 .
Najveca vrednost povrsine je P = —~ -2 dimenzije nove ploce su: 12 — x = 5 | 7—y=—

IV-4. Dokaz indukcijom:

320
2042

l)zan=1jea; = 1.

2) Dokazimo indukcijski korak, da ako formula vaZi za n, da vaziizan+l: a,,1 =

92m  32n
32046 2742

, Sto je trebalo dokazati.

IV-5. Neka je x = DC iy ugao kod temena C. Posto je obim trougla

ABC podeljen na dva jednaka dela, vazida je DC + CE = 28, pa je
CE = 28 — x. Daljeje Ppcg = %x (28 —x)siny i Pypc = %
20 - 18 - siny, a posto je Pygc = 2Pcpg , dobijase x - (28 — x) =
180 ili x? — 28x + 180 = 0, pa su redenja x = 10, $to je
nemoguce (jer se tada poklapaju tacke AiE)ix = 18, Sto je jedino

resenje.

12 — x

4
Y
4—x
3 Yy
T—y
13
-
32n—1 1
6on-1,, _ 18271 _ 182"2

3.oM—1 +3 - 6:2N—146 - 6'2""1+6 -
2n-142 2
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IKOJICKO TAKMHUYEILE U3 MATEMATHUKE, I'mmua3suja ,,¥Ypom Illpeaunh*, 24.11.2018.

IPBU PA3PE/]]

Mecto IIpe3ume u ume Ope/beme 1.3. | 2.3. | 3.3. | 4.3. | 5.3. | YKkynHoO
1. PankoBuh ®unun 1-8 20 | 20 | 20 | 20 | 20 100
2. Hemkosuh Harama 1-8 20 | 20 | 20 | 18 | 20 98
3. TomanoBuh Ama 1-6 20 | 20 | 20 | 15 | 20 95
4, Tpmek Muna 1-8 20 | 20 | 20 | 10 | 20 90
4. I"ajuh Pespa 1-8 20 | 20 | 20 | 10 | 20 90
6. ‘Bopaan Muxaniio 1-8 20 0 | 20 | 10 | 20 70
7. 3eueBnh Mapko I-7 0 |20] 3 |10 | 20 53
8. Cumuh bojan I-6 0 0 10| 0 | 20 30
9. babun Ama I-5 0| 0] 0| 0|20 20

10. Jenayuuh Ormen 1-6 10| O 2 5 0 17

11. Mujajnesuh Tamapa I-7 10| 2 | 0 | 0O | O 12

12. Crojocka Haranuja I-6 10 | O 0 0 0 10

13. ‘byxanosuh Credan 1-6 0 0 0 0 5 5

14, burosuh Muom I-5 0 0 0 0 2 2
JAPYTI'U PA3PE/]

Mecto IIpe3ume u ume Opebeme 1.3. | 2.3. | 3.3. | 4.3. | 5.3. | YKkynHo
1. YakoBan Haranuja Il -6 20| 20 | 20 | 10 | 20 90
2. MunrenoBuh Ouumn Il-6 201 20 | 20 | 10 | 5 75
2. Anexcuh AHapea I1-8 201 20| 20 | 10 | 5 75
4. Kocanosuh Maria Il -6 0 10|20 | 15| 5 50
4. Jankosuh Jlanuma In-7 5 11020 15| 0 50
6. ‘Byperanosuh [asua I1-5 0 181 20| O 5 43
7. CrankoBuh ®Oumun Il-6 0 20| 0 | 10| 5 35
7. MinanenoBcku Mapko I1-8 0 [20]| O 10 | 5 35
9. I{Bejuh Tamapa Il -6 0 |15]10| 8 | O 33

10. Byjuh Hemama Il -6 0 [15] 0 | 8 | 2 25
11. Ypomesuh Mapko Il-5 020 0| 0| O 20
12. IlerpoBuh Ama Il -6 0 [10] O 0 0 10




TPERU PA3PE]]

Mecto IIpe3ume u ume Ope/beme 1.3. | 2.3. | 3.3. | 4.3. | 5.3. | YKkynHoO
1. Etuncku Enpapn I'aGpujen I -5 20 | 20 | 20 | 20 | 20 100
2. I'pyjuuanh Teonopa I -7 201 20 | 10 | O | 20 70
3. Crankosuh OrmeH Il -5 20120 0 |20 ] O 60
4, ITerpoB Anhena I -8 8 |20 0 | 20| 5 53
S. I'ojcoBuh MBana Il -6 20115 2 |10] O 47
6. Kosau Jlanuen i -7 20 | O 5120 0 45
6. Byxkacosuh Ceprej I -7 0 |20 5 20| O 45
8. Jykuh Mapko 11 -8 20 | 2 0 20| O 42
8. Cekynouh Musom I -5 0 120 2 |20]| O 42
8. ApOyTtrna OrmeH I -6 20 | 20 | 2 0 0 42
11. bakypcku Apanhen I -6 201 20 | O 0 0 40
12. Puctuh Jlaypa I -7 200 51 5] 0] 0 30
13. ‘DByphesuh Mapko I -6 20 | 2 2 0 0 24
14. Kpcruh Bragumup 11 -5 20| 0 | 2 0|0 22
15. Mapkosuh Briagumup I -8 5 (10| O 0 0 15
16. Byxuh Tujana I -6 8 1] 0] 5]01]0 13
17. Yraumun Kocra I -6 21 0] 00O 2

YETBPTHU PA3PE]]

Mecto IIpe3ume u ume Onebeme 1.3. | 2.3. | 3.3. | 4.3. | 5.3. | YKynHO
1. MunoBanosuh Hrop v -7 201 20| 0 |10 ] 20 70
2. [Termmh MBan \ 20120 | 10 | O 5 55
3. UepHuina Anexkcanaap IV -8 15120| O 5 3 43
4. Tpmek Jlazap IV -6 20120 0 | 0 | O 40
5. 3eueuh [lanuio IV -5 5 20| O 0 0 25
6. Jlykuh Tujana IV -6 20| O 2 0 2 24
7. Bpxosan Karapuna IV -6 20| O 0 0 2 22
8. JakmmhTujana IV -5 0 0 0 0 0 0
9. I{Bujetnh [yman IV -6 O] 0] 0| 0| O 0
10. Bapu JoBan v -7 0 0 0 0 0 0
11. Crankosuh Hukomnmja IV -6 O] 0] 0| 0| O 0
12. 3apes [loporeja IV -8 0 0 0 0 0 0
13. Mapjanosuh Muxanio IV -8 O] 0] 0| 0O 0




