MuaucrapcTrBo Ipocsere, HayKe U TEXHOJIOIMIKOr pa3Boja
9
JlpymTBo marematuuapa Cpouje

NP RABHO TAKMUWYEILE 13 MATEMATUKRKE
YUEHNKA CPEIIHLUX HIKOJIA

16. mapT 2019.

IlpBu pa3spem — A kareropuja

IlaT je momuHOM
P(z)=ana" + - +a1x + ap

ca menobpojuuM koepunujenTuMa. Aro moauHOM P mMma aBe pasnuunTe neaobpojHe
HyJIe KOj€ HUCY MO3UTHBHE (M MOKIA jOII HyJa OCUM OBe ABe) u mputoM Bazxku P(1) = 2,
JOKa3aTH:

a) ag = 0;

b) > o) @i = 2oy ai-

Y AABC rtauke O u I mpencrasibajy UeHTAp ONUCAHE U YIUCAHE KPYKHUIE, PEIOM.
Hexka je O; nenrpannocumerpuysa civka tavke O y omHOCy Ha Taudry [, u Heka je [j
HEHTPAJHOCUMETPUYHA cIuKa Tadke I y oxnocy Ha Tauky O. Ako O Je:Ky HA BUCUHU U3
temena A a [; mexu Ha BucuHu n3 teMeHa B, nokasatu na je AABC jenHakocTpaHUYaH.

IlokaszaTtu na mocToju OECKOHAYHO MHOI'O [apOBa PAa3JIWUYUTUX NPUPOAHUX OpojeBa
(m,n) TakBUX ma je 30Mp CBUX TMO3WTUBHUX Aefuiana O6poja m? jemsak 36upy cBux

HO3UTUBHUX meauuana opoja n2.

Caaxka Tauka mpocTopa je obojena jexnom on Tpu 60je. Jlokaszaru na ce moske omabparu
jemHa om Te Tpu 0Oje TakBa Aa, 3a CBAKM HO3UTUBAH peajaH OpOj 7, MOCTOjU TPOYTrao
MOBPIIMHE T YMja Cy CBa TPU TeMeHa 00ojeHa u3abpanHoMm OOjoM.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pa3I0KATH.
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JlpymTBo marematuuapa Cpouje

NP RABHO TAKMUWYEILE 13 MATEMATUKRKE
YUEHNKA CPEIIHLUX HIKOJIA

16. mapT 2019.

Ilpyru pa3spem — A kareropuja

IlaT je monuHOM
P(z) = 2°" 4 20182%°'7 + 20162 + 2015

Hahwu cBe mesme 6pojeBe n Takse na

P(n) | P(P(n)+1).

Hat je n-enementan ckyn X. Heka cy Y1,Ys,..., Y, paznuuutu nmoackymoBu ckyma X
TaKBU & 3a CBe i, ], i # j, Baxku |Y;NY;| < 2. Ogpenntn MakcuManry moryhy BpenHoct
opoja k.

Hart je tetusuu yerBopoyrao ABCD takas na AABC u AADC uucy jemHaxocTpaHu-
unu. Heka je E cpemumre mujaronane AC. Heka ce nopmasna u3 D wa OjnepoBy npasy
3a ANABC un wopmana uz B va OjnepoBy npaBy 3a AADC ceky y tauku F'. Heka je G
Tauka Ha Oy:ku FF takBa na Baxku GF = 2GE. lorazatu: GB = GD.

Heka je p npoct 6poj obauka 4t + 1. Heka cy (a1, b1), (a2, b2),. .., (ak, br) cBu ypebenun

mapoBu mpupoaHUX 6pojesa (a,b) 3a Koje Baku a < b < Py p | a? + b2, IlokazaTu:

bi +bg + -+ bp =2(a1 +az + -+ + ay).

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pa3I0KATH.
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JlpymTBo marematuuapa Cpouje

NP RABHO TAKMUWYEILE 13 MATEMATUKRKE
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16. mapT 2019.

Tpehu paspen — A kareropuja

Hus (z)nen medunucan je ca x1 = 16, 9 = 3, 3 = 2019 u, 3a n € N,

1
Tp — 5 38 Tnt1,Tnt2 7£ O;
Tpt3 = LTn41Tn+2

0, uHaJe.

IlokazaTu na mOCTOju HPUPOJAH Opoj n 3a Koju Baxku T, = 0, u ogpenuTu HajMame
TaKBO M.

Hahwu cBe 6ap uerBopouudpene npupoane 6pojese m 3a koje nocroju b € {1,2,...,9} ca
crnenehom ocoburoM: yroauko b ynumemo usmeby O6mio koje mBe muppe 6poja m, nim
IOTMIIEMO Ha MOYeTaK MM Kpaj Opoja m, Tako modbujeH O6poj je yBeK MOTIYH KBaAPAT.

Ha crpanunama AB, BC, CD u DA napaxenorpama ABCD mnare cy, pemoM, Tauke

P Q,R,S, pasnuuure on TemeHna, TtakBe na je PQRS mpasoyraomuk m PQ > PS.
PR AB

IHoxrazaTu: 7S > 1D

Ilar je xkBagpar ABCD. Paspexemo kBagpar ABCD Ha yeTupu momygapHa KBaIpaTa
(o myskuMa Koje HACTajy CHajameM CpemuInTa HACIPaMHUX UBUIA). [loToM onabepumo
jelaH o TAKO HACTAJIMX KBAJApaTa U Pa3pekeMo r'a Ha YeTUPU MOAYAapHa KBaIpaTa.
ITorom omabepumo jeman ox (YKyIHO CeIaM) TAKO HACTAJIUX KBAIPATA U PA3PEKEMO Ia
Ha YeTUpPHU oLy dapHa KBaapara. Ha30BUMO kead-nodesom KOIEKIN]y KBaaparTa Koja ce
nobuja MOHABILAKEM OBOT IMOCTYIIKA KOHAUaH 6poj myTa. /I[Ba KBagpara y KBaI-II0 AN
Cy cyceona aKO CTPAHUIA JeIHOT Ol HBUX CAIp:kU cTpanumy apyror (moryhe je m ma
ce cTpamune mokjamnajy). KamkeMmMo ma je KBam-momesa 6aaancupana aKO je KOJIUYIHUK

. 1 .
CTpaHMI[A CBaKa NBA CyCenHA KBaJpaTa jemHak 1, 2 uau 3 O npeauTu HajMamU TPUPO-

naH Opoj k TakaB ma KBaapaTe CBake OaJilaHCUpPaHE KBAI-TIOIE]Ie MOKEeMO 0bojutu ca k
0oja a ma mpuUTOM ABa CycemHa KBaapaTa yBek Oyay obojeHu pasauuutuM Oojama.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 00pa3I0KATH.
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YerBpTH paszpen — A kareropuja

Har je omrpoyrim AABC. Heka cy AAy, BBy u CCy merose Bucune, Ay, By u C
cpenumra crpanuna BC, AC u AB, pecnektuBuo, a O IeHTap ONUCAHE KPYKHUIE.
Hokazaru na je obum AAgByCy mamu on 2(0OA; + OBy + OCh).

Har je npuponman 6poj n. OapeauTy KOJIUKO HOCTOjU KOHAYHUX HU30Ba (a1,as,...,a0:)
(rme t € N nuje ynanpen ¢purcupano) koju ucnymasajy ciaeneha Tpu yciosa:

® aj,ag,...,a; €{1,2,...,n};

e 3acBe j, 1 <j<t—1, Bawu a; < aj41 +1;

e He mocToje j m k, 1 < j <k <t—1, 3a xoje Bawn ap < 0 = Qp41.

3a mpupoman Opoj n 03HAYMMO ca T, OpOj Koju ce modbuje y3aCTONHUM 3AINCUBAHEM
CBUX IpUpoOIHUX OpojeBa on 1 mo n jenan usa apyror (Hmp. x14 = 1234567891011121314).
Osmaunmmo ca f(n) ocratak mpu memewy Opoja x, ca 11. Ila nu mocroje mpupomHn
6pojesu t u ng TakBu na 3a cBe n € N, n > ng, Baxu f(n+1t) = f(n)?

Hahu cse ¢ynrmuje f : R™ — RT Takse na 3a cBe IO3UTUBHE peatiHe GpojeBe T U ¥
BasKU

F@)+ fy) = (F(f (@) + F(f())) f(zy),

¥ & IPUTOM CaMO KOHAYHO MHOTO CJIMKA U3 KOJOMEeHa nMa Buite (Tj. 6ap 2) opuruHaia.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pa3I0KATH.
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IIpBu pa3pen — b kareropuja

Ilara cy cimemeha Tpu mckasza 0 IpUpPOTHOM OPOjy n:

® aKO je m HebUB ca 3, OHIA je MapaH,
e 1 je mebWB ca O W HelapaH je;

e 1 HUje NeJLUB ca 3 UKW N HUje NEeJbUB ca .

Oapenutu Koje cBe OCTATKe IpU Aesbeny ca 30 MOry mMMaTu OHM IPUPOIHU OpOjeBU N
3a KOje Cy TauyHa IBa OJ HaBeIeHa TPU UCKa3a, a jeJaH HeTadaH.

Har je AABC. Ha crpaununama AC u BC cy omabpane tauke M u N, penom, Takse
na Baxku AM = BN. Kpyskuune onucane oko AANC u ABMC ceky ce jom y tauku P
(mopen rauke C). Hokazatu na je npaBa C'P cumerpana yria kon temena C.

3a mpuponan 6poj n KAKEMO na je 3200aH ako NU(pPE KOje YUECTBY]Y Y EBErOBOM 3aIUCY
MOKEMO pa3bUTy Ha ABE IPyIie TakBe 4a cy 30upoBu nudapa y TuM rpynama Mehycobuno
jemmaru (HOp. 6poj 121 jecTe 3ronau jep y jemHy IPYIly MOKEMO CTABUTH IBE j€IMHUIE
a y apyry mu¢py 2, m tana Baxu 1+ 1 = 2; 6poj 2019 Huje 3roman jep he, npu ma
KakBOM pasbujamy, rpyna y kojoj je mudppa 9 umaru sehiu 36up Hero mpyra rpyma).

a) OnpemuTy HajMaBU IPUPOAAH OpPOj 1 TakaB ma cy oba Gpoja n u n + 1 3romaum.

b) IHa am mocroje Tpu y3acTonHa HpUpOJHA OPOja KOjU Cy CBU 3romHu?

Hara je ¢yuruuja
axr + 2
)= —-.
)=
Onpenutu cse moryhe BpenHocTu peajiHOr apaMeTpa a TaKBe [a 3a CBe peaJtiHe Bpe-
mHOCTH T 3a Koje je f(z) medpurucano Baxku na je n f(f(x)) nepunucano u f(f(z)) = .

Iara je kBanpaTHa pemeTka 4 X4 caunmena o 16 rauaka (Bumetu cauky ). Konmko mva
mpaBOyraoHUMKa ca TeMeHuMa y oBuM Taukama? (KBampare tarkobe cmarpamo cmenu-
jaTHUM CiyJajeBuMa IPaBOYTAOHUKA. )

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 00pa3I0KATH.



MuaucrapcTrBo Ipocsere, HayKe U TEXHOJIOIMIKOr pa3Boja
9
JlpymTBo marematuuapa Cpouje

NP RABHO TAKMUWYEILE 13 MATEMATUKRKE
YUEHNKA CPEIIHLUX HIKOJIA

16. mapT 2019.

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

Koju 6poj je Behn,

log; 2019 wmmm 4+ +/log; 18171 7

AHa Ha mHjany Tpomaje MUTe.

e IIpBor cara je mponana 4eTBPTUHY OpoOja CBUX W3HETUX IIUTA U jOII jeNHY YETBP-
TUHY IUTE.

e JIpyror cara je mpojaja IeTHWHY Opoja NPEOCTAJUX IUTa U jOII jeNAHY IEeTUHY
TIATE.

e Tpeher cara je mpomasa 4eTBpTUHY OpOja MPEOCTAJUX MUTA U jOII jeIHY UETBP-
TUHY IUTE.

e UeTepTOr carta je mpomaaja YeTBPTUHY Opoja MpeocTaJuX MUTA W jJOII jemHy dJe-
TBPTUHY NUTE.

e [leTor cara je mpogana meTuHy Opoja IPEOCTANUX IMUTA U JOII jeqHY METUHY IUTE.

Axo ce 3ma ma je Aua ca coboM moHesa 1e0 6POj MUTA, KA0 U Ja je Y TOKY CBAKOT CaTa
Ana npogasia meo 6poj nuTa, OAPEOUTH KOJjU je HajMamy Moryh Opoj nura koju je Ana
MOTJIa TOHETU Ha IUjaIry.

Pemutnu Hejennauuny:

2% + dav/x + 6 < 5(x + 6).

Y yayrpammoctu ANABC y koM Basku L BAC = 60° u L ABC = 20° youena je Taura
Q@ 3a xojy je ucnymeno £QAB = 20° u £QCB = 30°. Ilokaszatu na Tauka () mpumana
cumerpasu £ABC.

Y wmecty Cpemme 3yne cBaku TesnedOHCKH Opoj mMa meT nmdpapa koje cy mopebane
y Hepactyhem wmiu Heomanmajyhem moperky, m mpuroMm npsa uudpa zHuje 0. Kosmmko
MaKCHUMAaJIHO TeJe(@OHCKUX OpojeBa MOyKe MOCTOJaTh Y TOM MECTY !

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaTaka merasHO 00pa3I0KATH.
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Tpehu pa3pen — b kareropuja

Hahwu 36up cBux tpormmpperux 6pojeBa KOjU Yy CBOM NEKATHOM 3AMNCY CaAPKE CaMO
HemapHe mugpe.

Pemmuru jennaunny
(7’L4 _ 9712 4 19)n3+14n2+33n -1
y CKyILy meaux Opojesa.

Y 3aBUCHOCTH OJf peajHOr mapamerpa k, OIPeINTH KOJUKO pemema (I,Y,z) y CKyILy
peanHux OpojeBa MMa jeTHAYNHA

\/x2—69:z—|—6x+922—182—|—9—|—\2x—|—ky—z+2|+(x—|—2y+kz—1)20190316:O.

Y IlerkapTOBOM KOOpAMHATHOM crcreMy cy mate tauke O(0,0), A(0,1), B(2,0) u C(4,0).
Hahu cBe moryhe koopmunare tauke M TakBe na Baku

LOMA=ACMB un AMAO =4AMBC.

IlorkazaTu na je 3a cBaky npuponaH 0poj n, n = 3, nudpa meceruna O6poja 3" mapHa.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pa3IOKATH.
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UerBpTH; pa3pen — b kareropuja

Koanko nma koMIIeKCHUX OpojeBa z 3a KOje BaKu

22019 — (Z + 1)2019 -1 ?

Ha nu 6poj obanka
200...0019,

rme HyJia uMa IPOU3BOJLHO MHOIO aju Oap maBe, Moxke Outu mesmus ca 20197

Y jemHoM rpamy sKMBe MCTUHOLYNIM (KOjU YBEK TOBODE WCTUHY ), JaKOBU (KOjU yBEK
Jaxky) u HOpMasnu (KOju HeKala JaKy & HeKana TOBOPe WMCTHUHY). Y CyIHUAIU Cy Ce
3aTEKJIN TYRKUJIAl, OpaHuIall U ONTY:KEHU, IIPU YeMy je MO3HaTo naa je MmeDy muMma jenax
“CTUHOBY DAL, jeJaH JAaKOB U jelaH HopMaJal (aju HUje HO3HATO KO je Ko). Ilpurom
Cyn “Ma OO0Ka3€ Na je 3JI0YMH MOYMHUO WJIKM ONTY:KEHU, WU TY:KUAJIAI, WU OPaHNIAIL,
u Takobhe je mo3HaTo ma ocoba Koja je moUmHUIA 3JI0YUH Huje JakoB. Hbux tpojurna cy
usjapusu caenehe:

e Omnry:kenu: , Ja cam HeBUH.
e DGpanwmnam: ,,OnryskeHu je HeBUH.

o Tywxunamn: ,,OnryskeHn je Kpus. “

Kako cyn Huje ycmeo ma moHece Mpecyny, MO3BaH je WMHCIEKTOp u3 apyror rpazga. OH
je omnyunmo ma he paspemuTu He caMO KO je KpuB, Hero u ko je (0n Tpu akrepa)
MCTUHOJLY DA, KO JaskoB, a kKO HopMaJsal. Hajupe je murao caenehe: ,, Tysknoue, jecte
g KpuBU 3a oBaj 3ioumH?“ Tyuiaan je oaroBopro, HAKOH dera WHCIEKTOP U OaJbe
HUje MMao CBe ;KeJjbeHe MH(popMaluje, Ia je MOCTaBMO OPYro murame: , BbpanHnode, na
U je Ty:KUIall KpUB 3a 0Baj 3youmH? “ BpaHunal je oAroBOpuo, U TO je MHCIEKTOPY
OMI0 MOBOJFHO Oa Ca3Ha CBe ITO ra je 3anmMmaio. OapeauTu KO je KPUB 3a MOUUHEHU
3JI0YMH, KA0 U KO j€ MCTUHOJYODAIl, KO JIAKOB a KO HOPMAJIAIL.

Har je #u3 (a,)52, mepuHUCAH Ca

a, = sin®> mv/n? + n.

O apenuru

lim a,.
n—oo

Ila nu mocTOju YeTBOPOYyrao Koju nMma cienehy oCoOOMHY: YKOJIMKO OOpUIIEMO Ma KoOje
H,ErOBO TeMe, YMECTO OOPUCAHOI TEMEHA YBEK MOXKEMO OnadpaTy HEKy APYTy TauKy y
PABHU M Ha Taj HAYWH TOOWUTU YETBOPOYTao IMOILyAapaH MOJIA3HOM?!

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 00pa3I0KATH.



