MumancrapcTBo IpocBeTe, HAYKE M TEXHOJIOMKOT pa3Boja
I pymrBo maremaruuapa Cpbuje

OKPYHHO TAKMMNUYEHE 3 MATEMATHWKE
YUYEHUKA CPEIILUX IIIKOJIA

23. pebpyap 2019.

IIpeu pazpen — B kareropuja

1.  Ogmpemntu ckynose A u B 3a koje paxu caenehux mer ocobuna:

e AUB ={1,2,3,4,5,6};

e 2c A\ B,
e 3e B\ A;
e AN{4,5,6} =@;
e BN{l}=2.
.4 Bermen xohe na nposanu mu¢py Easapaa Hurme. Hoemy je nozmaro ma mudpa npen-

CcTaB/ba HEKY OepMmyranu)y ciaosa y uapady TRICKORTREAT, u pma cy mnpuToMm OpBO M
nocnaese cnoso mudpe jeaparn. Komuko yrynro nocroju moryhrocru 3a Taksy mmdpy?

3. Y rerusnom uwersopoyriny ABCD saxu £ADB = 50° u £CDB = 60°. Ha npasoj AC
je onabpana rauka M 3a kojy Baku LAMB = 70°. Ila au ce tauka M wanasu usmeby
ravaka A u C, nnu je uzsag ayxu AC?

4.  Iokazaru ma je 6poj 102" — 9991 nemms ca 81.

5. U3 jemsor Temena OITPOYTIOr TPOYTJA HOBYUYEHA jeé BUCHHA, U3 APYTOT TEXKUIIHA YK,
a u3 tpeher cumerpana ysyrpamser yraa. Te Tpu npapBe MMajy Tpu OpecedyHe Tauke.
HokazaTu ga Tpoyrao KoMe Cy Te TAUKe TeMEeHa He MOe DUTH jeHAKOCTDaHWYAH.

Bpewme 3a pan 180 MunyTa.
Pemen.a zanaraka gera/mHO 00pa3I0HKATH.



MunucrapcTBO IpOCBeTE, HAYKE M TEXHOJIOUIKOT pa3Boja
HpymrBo maremaruuapa Cpouje

ORKPYFHHO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
YUEHMKA CPEILNX IITKOJIA

23. pedpyap 2019.

Ipyru pazpen — B kareropuja

Y cryny peajHHX OpojeBa PENIUTH je HAUMHY:

S5z i
—— + — - =1
z243c+6 2+ 7r+6

Y komBekcHoM uerBopoyriay ABCD saxu AB = BC = CD, a merose mujarosaie ce
cery y Taukn O. Axo Baxu 2L AOD = {BAD + £CDA, nokaszaru na je ABCD powmb.

Tpu nomahwune 3oka, Joka u [loka cy ma nujanu nobune 9 3arBopeEnx HOIA ¢ MICKOM,
1 y muMa je, pemom: 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23 u 26 menmnurapa miaexa. Ha roauko
HAUMHA OHe MOTy moienuTu ope Gome mameby ceGe (6ez orBapama Goma), a ma npu
TOME cBaka noduje uctu 6poj Homa M MCTY KOMMYMHY MJuera’

Y ckymy peansux OpojeBa pemuTH jeIHAUUHY:

Ve+2+vV3z+1=+vr -3

Hexa je a mpupozars 6poj koju uma 2019 mudapa u memus je ca 9. Heka je b 3bup
mudapa Opoja a, Heka je ¢ 36up nudapa Bpoja b, u Hera je d 36up undapa Gpoja c.
Onpemutu 6poj d.

Bpeme 3a pan 180 mumyTa.
Pemema zagaraka geTamHO 00Pa3IOKATH.



MuHMCTAPCTBO HPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIONIKOT pa3Boja
HpymrBo maremarnuapa Cpbuje

OKPYHHO TAKMMYEIE U3 MATEMATHWKE
YUEHHWEKA CPEIIBBLUX IIIKOJIA

23. pedpyap 2019.

Tpehu paspen — B kareropuja

Mzpauynaru:
2
arcctg 5 + arctg 3

(Pememe mpukazat y oGJIMKY eKCIIMIUTHe GpOjeBHE BPEIHOCTH M3PaskeHe y CTele-
HUMa WM palujaHuMa. )

Hahwu cBe tpojke (p,q,r) npoctux Gpojesa 3a Koje Bakn
p2 — gr = 2500.

Pemmry Hejennaunny:

2?2 — 20 +3 < V4 - z2

Y komBekcHOM deTBopoyray ABCD myswu koje cmajajy cpeamInTa HACIPAMHHX MBHIA
umajy aysuee 2 m 3 n mebycoGmo zaknmamajy yrao onx 45°. Mspauymatu mospmmmy
uerBopoyraa ABCD.

Y CBaKOM TeMeHy IPABUIHOL N-TOYTJa je youcad 6poj 1 mau —1, mpu ueMy HUCY CBUX
n 6pojesa jenraru. Ilpousson 6pojeBa youcaaux y Ma koja 3 y3acTomHA TeMeHa U3HOCH
—1. Ogpemntu 36up cBUX ynucasux GpojeBa 3a:

a) n = 6;
b) n = 2019.

Bpewme 3a panx 180 munyTa.
Pemema 3anaraka netamao o6pasioKUTH.



MusMCTApCTBO MPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIONIKOT pa3Boja
IlpymTBo maremaruuapa Cpouje

ORKPY/HHO TAKMMUYEILE N3 MATEMATUKE
YUEHMUKA CPEOIMBLUVX IITKOJIA

23. ¢pedbpyap 2019.

YerspTu paspen — B kareropuja

Y omrpoyraom AABC yriaosu ko temena A, B u C o3nauenu cy ca a, 3 1 ¥, pexom.
AKo Bayku

4sinex + 5cos 3 =6

5sinf+4cosa =5,

ONpenanuTH Y.

Hexa je D ckyn cBux peannux 6pojesa 3a koje je uspas

lo ((‘OS WI)
g2 | C )

nepurncan. O3gaunmo
A = min [2019 — z|.
zeD

Hlokazatu na je A npuponan 6poj u ma je mpoecr.

Ila 1 mocToju mpuponan 6poj n 3a KOjU BaKH

361 |n®+4n—15 ?

Y smecry Ilome 3yme cBaku Tenedorckn 6poj uma mer nudapa koje cy nopebame y
crporo pactyhiem uam crporo omamajyhem moperky, um mputom mpsa mudpa muje 0.
Koauko makcumanso renedoHckux GpojeBa Moke MOCTOJaTH Y TOM MecTy?

Iar je napanenorpam ABCD ca omrrpum yraom ko temena A. Ha npasuva AB u BC
cy youene, pegoMm, tauke L u K pazmuuure on tauke B, takse na Bawu KA = AB u
LC = CB. Noxkazatu ga je metoyrao AKLCD terusas.

Bpewme 3a pax 180 munyTa.
Pemema 3anaraka meramLao o6pa3mokuTH.



KOHTpamMKImja ¢ ropmom jemnaxomhy jep 10 {aA. Hajszan, npernocraBumo ma ce n 3aBpmasa mudpoM pasmwuantom ox 0
u a. Taga umamo 10 | A, B u 10 { 2, n noroBo konTpamkmuja. Caeam na He HOCTOje pemema 3a k = 8.
[Tpema ceemy, jeamue BpemnocTH M3pasa -f(’";—) ¥ cEymy npupomaux Opojesa cy: 1, 6, 7, 9 u 10.

IIpsu paspen — B kareropuja

1. 3 uwersptor ycaosa (ys mpeu) mobujamo na y ckymy A mory 6ut camo bpojeru 1, 2 u 3. V3 tpeher ycnora
nmaMo 3 ¢ A, a u3 apyror 2 € A. Jlame, U3 nociremmer ycaosa nMamo 1 ¢ B, axako 1 € AUB, ciemu 1 € A. Tume cmo
Jjemnosnauno nnentudukoBamn ckyn A: A = {1,2}. ¥ ckyny B mopajy 6utu csu Opojesu 3, 4, 5 u 6, kako 6u Guo UcHyH.eH
npeyu ycnos. U3 apyror yeaosa jom mvamvo 2 ¢ B, a u3 nocnemwer 1 ¢ B. Ocraje, nakae, jeauno moryhe B = {3,4,5,6}.

2. Ilpnmernmo, cnosa T m R y TpameHo] mudpu ce jappajy mo Tpu myTa, a cBa npeocrasua
caosa mo jexHom. lakne, kako NpBo M HocJaemme CIOBO MOpajy GUTH MCTO, IO YCIOBY 3aJaTKa
T0 Mopa 6utn jeano ox cnosa T mam R. Ilpermocrasumo na mudpa moumme u 3aBpmasa ce
cnosoM T. Tana ymyrap mudpe npeocraje ykymno 10 caosa, meby kojuma ce R japma Tpu
OyTa a npeocTala CJI0Ba 10 jeIHOM; HakIe, OHM Ce MOTY MCIHepMYTOBATH Ha 13—0!! HAUMHA, MTO
je m ykynan 6poj moryhux mmdapa koje moummy ¥ 3aspmasajy ce ca T. YKOIUKO muhpa
NOYHH:€ CIOBOM R, payyH je HOTHYHO aHAJOTaH, Te y TOM caydajy JoOMjaMo jomm MCTO TOIHKO
moryhsocrn. Ilakne, YKYIHO mocTojn 2-150!1 = ITO' moryhuroctu koje Bermer Tpeba na ncnpoba.

3. Us rtetmBrocTu werBopoyraa ABCD nobujamo {ACB = LADB = 50° u {CAB =
4£CDB = 60°. Ilpernocrasumo ma je Tauka M wussam ayxu AC. Ako 6m makwmo pacnopen
A—-C~-M, rana 6u £LACB 6uo cnomamsu 3a ABCM, na 61 Mopano saxutu L ACB > LAMB,
mTo je Hemoryhe (Ta aBa yraa mssoce 50° u 70°, pemom). Cimuno, ako OM Baxkuo pacnopen
C—~A-M, cnemno 6u LCAB > £AM B, oner wemoryhe. Ilakne, npeocraje jemuso moryhnoct
na je rauxka M ma myxm AC.

Ox 2019 15 3

4. Ilpumerumo,
102019 — 9991 = 100...00-9991 = 99...90009 = 9-11...10001.
N’ N — S’

2019 2015 2015
Haxne, na 6m mocMmarpanu 6poj 6uo memus ca 81, NOBOLHO je jom mokKasaTH aa je 6poj 11...10001 memus ca 9. Kaxo

2015
weros 36mp mnpapa usnocn 2015 -1+ 1 = 2016, mro jecre memmso ca 9, ciemu ma je m Taj 6poj Aeswus ca 9, umme je

3agaTak pelleH.

c 5. Hexka je AD sucuna, BE rexumsa nyx, a CF cumerpana yraa y omrpoyriom AABC.
Hexa ce AD u BE cexy y Tauku R, AD n CF y Tauku Q, a BE u CF y taukn P. [Iper-
HOCTABUMO CyNpoTHO TBpbhemy samatka, 1j. na je APQR jemmaxocrpammuan. Kako Bawku
£CQD = 60° n LQDC = 90°, cremn £QCD = 30°. Kako je CF cumeTpana yraa, omatie
E nobujamo LQCE = 30°, a kako Bawn u LCPE = 60°, ciemn £ PEC = 90°. Cana youasamo
AABE = ACBE (36or BE > BE, AE =~ CE u LAEB = {CEB = 90°), na je AABC jemna-
KOKpakK, a Kako Bell 3HaM0 Ja meros yrao kox temena C usnocu 60°, saxmyuyjemo na AABC
Mopa 6urn jemnakoctparuual. Mebhyrum, rama ce npase AD, BE u CF ceky y jemnoj Tauku,
KOHTPAIMKIM]ja C IPeTIOCTaBKOM 3aaTKa.

A F\ B
Ox 2019 1G 5
Hpyru paspen — B kareropuja

1. ¥Yeemumo cmeny 22 +3x+6 = f. Jeqnauuna ce cBoam Ha E’TT+ ii:z' =1, 7j. 5zt+20z3+ Txt =

t? + 4tz (y3 yeaose t # 0 m t + 4z # 0), m10 je exsuBanentno ca t2 — 8tz — 2022 = 0. Jememem oGe crpane ca a2 (v3
nocTaBmbame ycaosa r # 0) jermaunna ce name csomm ma (L)? — 8¢ — 20 = 0, ma ysobemewm Hope cmene k = L no6ujamo

8+4/82—4-(—20) 8++/144 8+12 ..: L 8+12
5 = a =j§,TJ.A1:—'f'2—:lOH

k? — 8k — 20 = 0. Pemema oBe KpaIpaTHe jennaumne cy ki =

ko = % = —2. Ba k = 10 nocne ppahama cmene umamo z° +32+6 =t = kx = 10z, 1j. 22 — Tz + 6 = 0, UMjUM
; TH4/(—7)2-4-6 g

pemasameM n00MjaMO Ty = E = %, Tj. 11 = 6 mw rp = 1. 3a k = —2 nmocne Bpahama cMmerHe MMamo

? +3r+6=1t=kr= -2z, 1. 2% 4+ 52+ 6 = 0, unjum pemapamem xobujamo Ty = =SEVSAE o 0L g g = 2

u 24 = —3. Cpa yeTupm noGHMjeHa pellena UCHYHAaBajy ycaoBe NedMHMCAHOCTH, A OHM 3aMCTA jecy pemema noiasHe

jemnauune.



2. Osnaunmo £LBAC = a, £BDC = 8, £LAOD = 0, LOAD = r u LODA = y. Tana umamo D - g
u £BCA = a (jep je AABC jemmaxokpak), a u £DBC = 3 (jep je ABCD jemsarokpak), 4
kao u LBOC = @ (ymakpcan ca LAOD). U3 ABOC nmvamo 6 = 180° — a — 3, a u3 AAOD
umamo # = 180° — z — y, omakne ciemu a + 3 = x + y. Ilame, yCIoB 3a1aTKa ce ONPEBOIU Y b'

20 = o+ 1+ B +y, mTo y3 3aKbyJYaK M3 IpeTXoaHe pevenune naje 260 = 2(a+ f6), 1j. 0 = a+3;
cana noHoeo uz ABOC notujamo 6 = 180° — #, Tj. 6 = 90°. Hakne, mujarosane BD u AC
cy mebhycobro mopmaine, tj. BO u CO cy Bucune y AABC u ABCD, penom. Kako cy osu 4 B
TPOYIJIOBYM jeJHAKOKPAKM, H,MXOBE BUCHHE M TE/KWINHE IY/KM ce MOKIamajy, ma ciaenn aa je O Ok 2019 25 2
cpemumre xy:xu AC u BD. llpema Ttome, y uetsopoyray ABCD nujaronaine ce mojose, ma je

OH mapaJelorpaM, a Kako cy IdjaroHane jom u mehycoGHO HOpManHe, Taj nmapanenorpam je pomo.

3. ¥ nocmarpanux 9 Goua ykynmHO uMa 126 memmaMTapa MJeka, na ciaemu ga csaka momahwuna tpefa ma mobuje mo 3
Ooue ca ykynHo 42 neumanTpa MJeka.

I[Tocmarpajmo nomahuny koja je mobuna Gomy ca 26 memunurapa Mmiueka. Y mpeoctaje ase Hole OHa MMa YKYIHO
jom 16 memmnwmrapa, mTo je moryhe camo Ha cnenmehia nsa maumsa: 2 + 14 umu 5+ 11. [IpernoctaBuMmo Hajupe na BakH
npsu caydaj. Tana oma nomahuma koja je nobuna Gomy ca 23 memmianTpa y mpeocTaiuM aBema Gomama mMma yKymHO 19
JEMUINTAPA MJIeKa, mTo je (ox Hemogemennx Gona) moryhe mobutm camo kao 8 + 11; taga tpehoj momahumm ocrajy
Bone ca 5, 17 u 20 meuunurapa miaeka. Jlakiae, y 0BOM ciaydajy, y 3aBMCHOCTM OJ Tora Koja je ,mnpsa“, koja ,apyra®, a
koja ,rpeha® nomaliuna, umamo 6 maumna nozene (koauko mMa u nepmyramija ose Tpu nomahuie). CaMYHO, YKOIMKO
npernocTaBuMO Aa je npsa gomahinna nobuna Gone ca 5, 11 u 26 nenmiamrapa Mieka, Taxa BUAMMO Ja OHa Koja je mobuna
Bouy ca 23 memunurpa Mopa nobutu jom Goue ca 2 u 17 gennnurapa, a Tpehoj onma octajy Gone ca 8, 14 u 20 nemuaurapa
maeka. Jlakne, u orse umamo 6 HauMHA nojese (omeT y 3aBUCHOCTH OX NMepMyTamuje nomahimmal).

IIpema ToMe, ykynHO nocToju 12 HaumHa na nogene Gone y CKIALY ¢ YCJIOBHMMa 3alaTKa.

4. TlommzameM obe crpare jearaunne Ha Tpehn crenen (kopucrehn mnenturer (a+b) = a®+3ab(a+b) +b*), nobujamo

r+2+3Ve+2V3z+1(vVe+2+V3z+1)+3z+1=212 -3,

Tj.

3Vr+2v3z+1(Vz+2+ V3r+1) = -3z — 6.

W3pa3 y 3arpaam npeicTapiba TOHOBO JIeBy CTpaHy HOJa3He jeJHAUMHE, 4 OH Mopa OWTH jeqHak /T — 3; YBPIITaBaH:eM
oBora (M gemenmeM obe cTpase ca 3) A0Ta3UMO 10

VT +2v3z+1vz—-3=—(z+2).

Hanomenumo, nocieama jeHAUMHA HUje €K6USAAEHMHA C NOJA3HOM (CaMO je HeHAa MOCIeQuIa); TO 3HAYM Ja 3a CBaKo
nabheno pememe Te nocnemme jeqHAUMHE MOPAMO NPOBEPUTH A4 JM OHO 3aMCTa 3al0BOJbaBA M MOJA3HY jeIHAYMHY.
[Tommzamem obe cTpaHe mocnegme jeaHaumHe Ha Tpelim ctenen nobmujamo

(x+2)(3z+1)(z - 3) = —(z+2)%

Jemno pememe je ounraenno r = —2. JIMpekTHO ce IpoBepaBa Ja je TO 3aUcTa pellen.e U Noja3He jem{aqune (066 cTpaHe
usHoce v—5). Ilox npernocraskoM = # —2, ckpalimBamem z + 2 ca obe ctpase octaje (3z + 1)(z — 3) = —(z +2)%, Tj.
322 -9z+2-3 = —(2? +43:+4) mTo je expuBasenTHO ca 4x? —4r+1 = 0. Pemapan.eM oBe KBaApaTHe jeHaYMHe T0OMjaMo
—@ 420 = 1 Iposepumo ma 1 M 0BO pemene UCIOyHaBa nonasfy jeanaunny. Ha mesoj cTpanu mobujamo
\/ +2+ \/3 i+1=2¢ ‘2, a Ha JecHOj cTpamnM {/3 —3 = \/—_—, na T = § Huje pememe NOJA3HE jeTHaMHHE.
Iakne, jenmHo pememe je r = —2.

5. Kako je 6poj a memus ca 9, u 36up merosux mudapa Mopa Guru nemus ca 9, tj. 6poj b je memus ca 9. Oparne,
M3 UCTOr pasiora, u 6poj ¢ je nemus ca 9, a DoToM 3akmyuyjemo ga je u 6poj d memus ca 9. Ilame, kako 6poj a uma
2019 mudapa, a cBaka Herosa mudpa Moxke 6uTu Hajsume 9, cremn aa 6poj b msmocu majsume 2019 -9 = 18171. Gpoj ¢,
nakiae, nanocwu Hajsume 1+ 8 + 9+ 9+ 9 = 36 (jep mudpe y 6pojy b Ha YeTBPTOj M METOj MO3UIUU 3[eCHA, AKO YOIITe
nocToje, usHoce Hajume 8 u 1, TUM penoM, NOK cy octate nudppe Hajsume 9), a onna 6poj d moxe Gury Hajpume 2 + 9,
Tj. Hajeume 11. Jlakne, o6jequmaBameM HOOMjeHNX 3akLydyaka KoHcTaTyjemo aa je d 6poj xoju muje Behinm on 11 a xoju
je memus ca 9; npema Tome, jemmua Moryhroct je d = 9.



Tpehwu paspen — B kareropuja

1. W3pauynasamo:

1 2

. 2\ _ tglarcctg5) + tg(arctg %) - 142 B 13 .

tg | arcctgh + arctg - | = = = — - =1y ==L
3 1 — tg(arcctg 5) tg(arctg 5) 1 meaan 3 U885 ©

Makne, kako TaHreHC M3pasa y NOCTaBIM M3HOCH 1, BPeJHOCT TOT M3paza je & (7j. peu je o yray on 45°).

2. Ouurneano, p > 3 (jep GM y cynpoTHOM JeBa cTpaHa 6GMIa Mama oOX IecHe), ma Kako je p mpocT 6poj, ciaenu
p = *£1 (mod 3). Onarae umamo p? = 1 (mod 3). Takobe umamo u 2500 = 1 (mod 3), Te ykoaMKO mOCTaBLEHY jeHAYMHY
TpaHCHOpMUIIEMO ¥V OOJIUK
p° — 2500 = gr,

JeBa CTpaHe je JebuBa ca 3, ma To Mopa 6utm u necma. Kako cy g u r npoctu OpojeBd, jenaH ox BUX Mopa Gutm 3.
[IpernoctaBumo, Ges ymamema OMmTOCTH, XA je TO q. IIpumerumo 2500 = 502, na ce nesa cTpaHa MoKe (aKTOpPUCATH
Ka0 paz/vka KBaapaTa, mocje dyera mpeoctaje (p—50)(p+50) = gr = 3r. Kaxo je r mpoct 6poj, umamo camo caenehe nse
moryhnocTu.

¢ p—50=3, p+50=r: Cremn p =53 ur =103, mro jecy npoctu 6pojesu na UMamo jeaHo pemene.
e p—50=1, p+50 = 3r: Cremn p = 51, mTo HUje npocT GPOj, Te OBAE HEMAMO pemena.

¥Y3umajyhu y 063up 1 TO Aa ¢ M T MOTY 3aMEHUTH ylore, nocToje yKymHO JABe TPOjKe Koje 3al0BOJLaBajy yCJIoBe 3aJaTKa:
(pyq,7) € {(53,3,103), (53,103, 3)}.

3. 3a neBy crpamy mocrapiheHe HejeaHaumne umamo 2 — 2r + 3 = (22 — 2z +
1)+2=(z-1)2+2 > 2, a3a necny umamo v4— 22 < V4 = 2. Haxkne, jeamna
moryhiHoCT je na m nmeBa u mecHa crpana 6ymy jeasake 2. MebyTuMm, u3 ussohema
magonpe npumeliyjemo na je nesa crpasa jemsaka 2 caMo 3a x = 1, a gecma je
jemnaka 2 camo 3a z = 0. Iakne, HMKaja He MOTY obe cTpaHe MCTOBpPeMeHO GUTH
jelHake 2, ma nocrap/eHa HejeIHAUMHA HEMa pemrema.

4. O3snaunmo cpeaumra crparuua AB, BC, CD, DA ca M, N, P, ), penowm, u
Heka ce ayxu MP (ayzmme 2) u NQ (xyxwume 3) cexy y taukn Q. Taza cy MN, Ok 2019 3B 4
NP, PQ, QM cpemue mununje y AABC, ABCD, ACDAwn ADAB, pexom, na saxu
P(AMBN) = ;P(AABC), P(ANCP) = iP(ABCD), P(APDQ) = 1P(ACDA) n
P(AQAM) = %P(ADAB). CabupameM oBe YeTHPH jeJHAKOCTH A06HjaMo

P(AMBN) + P(ANCP) + P(APDQ) + P(AQAM) = =(P(AABC) + P(ACDA) + P(ABCD) + P(ADAB))

Eo e S

.2P(ABCD) = %P(ABCD}.

Onatne cneqn u P(MNPQ) = %P(ABCD}. Takobe 36or youennx cpemmux munmja umamo MN || AC | QP u NP | BD ||
M@, na je MNPQ napanenorpam. Heka je h Bucuma nosyyena mz taure P ua aujarorany NQ. Tana 36or yraa ox 45°

nMamo h = ?“O - ’. - L cpeln .(“»,E[Ha,l\'.OCT ﬂ06ﬂ-aMO Ha OCHOBY YMH€HUIIE Oa ce L[H‘B.FOH&J‘IE‘ napaJjgejgorpaMa noJoBe).
2 \/E \/5 ‘] &

Ounatne uspauynasamo P(MNPQ) = 2P(ANPQ) = 2- inz—h =3- _‘/Lj = % na koHauro u P(ABCD) = 2P(MN PQ) = 3+/92.

5. a) IlocmaTpajMo mecToyrao ca ymucanum GpojeBuma Koju MCHymaBajy ycaoBe 3alaTka. Kako Hucy cBu 6pojeBm
MCTH, NOCTOje ABa CyCeIHa TeMeHa TakBa Jia je y jeIHOM of WMX ymucan 6poj —1 a y apyrom 1; Heka cy 10 A u B,
penom, u Hexka cy Hapensa Temesa C', D, E'u F. Tana y C mopa 6utu 1 (na 6u npousson 6pojesa y A, B u C 6uo -1),
na satum y D mopa 6utn —1 (360r B, C u D), notom y E mopa Gutn 1 (360r C, D u E), n xonauno u y F mopa Ourn
1. IIpema Tome, 36up u3nocm —1+ 1+ 14 (=1)+14+1=2.

b) Kao y meny noa a) nanazumo remena 4; n As y xojuma cy yuucanu 6pojesu —1 u 1, penom. Tana y remeny Az mopa
Outu 6poj 1, na onna y temeny Ay 6poj —1, na y temeny As 6poj 1, y Ag 6poj 1, y Ay 6poj —1 ura. Ilpumehyjemo ma
ce obpasan NoHAaBLA, Tj. Ja je y TeMeHMMa 4Mju MHIeKC daje ocTaTak 1 mpm nebeny ca 3 yeek ynucad 6poj —1 (mpyruwm
peunma, Ha cBakoM TpeheM TemeHy), a y CBUM OCTaJMM TeMeHMMa 6poj 1. [Ipema Tome, y %]—9, Tj. 673 Temena je ynucan
Gpoj —1, a y npeocranux 1346 Temena 6poj 1, na 36up cBux ynucammx Gpojea usHoCH: 673 - (=1)+ 1346 - 1 = 673.



Yerspru paspen — B rareropmja

1. Ksagpupajmo obe jemHakoCcTH naTe y MOCTaBOM M HOTOM MX cabepumo. Hobujamo:

61 = (16sin® o + 40sina cos A + 25cos? ) + (25sin? § + 40sin B cos a + 16 cos® a)
= 16(sin® a + cos” @) + 25(sin® S + cos? B) + 40(sin a cos 3 + sin S cos )
=16 + 25 + 40sin(a + 3) = 41 + 40sin(180° — ) = 41 + 40sin~.

Opatne nmamo siny = 8741 =

OmMTPOYIIM, Ia ocTaje 7y = 30°.

.h[l\?
oo

= ;_1;, Tj. v = 30° mau v = 150°. Ipyra moryhroct ornana 36or yeaosa na je AABC

2. Ila 6u n3pa3 y nocrasmu 6uo mepunucan, Mopa BaxuTH log,(cos :’7%) 2 0, Tj. cos % =2 1. Ho rako, no mepuHUIMjH

(yHEIMje cos, JeBa cTpaHa He Moxe 6utn Behia ox 1, ocraje cos % =1./%], % = 2k7 3a Hexo k € Z, Te ocTaje D = {2\/§k :

k € Z}. Ilpema Tome, 3a x € D, 6poj x° moxe Guru 8-02, 812, 8-22... Kako umamo 8- 15% = 1800 < 2019 < 8- 162 = 2048,
HajMama BpeaHocT uapasa [2019 — z?| nocTxe ce 3a r = 2v/2- 16 u m3nocu 2048 — 2019 = 29, mTo jecTe mpocT Gpoj.

3. Basu n’+4n—15=n? +4n+4 - 19 = (n + 2)? — 19, na momro osaj 6poj Tpeba aa Gyme nemus ca 361 a mmamo
361 = 192, crem na je mocmartparm 6poj nemus u ca 19. Onza 19 | (n + 2)?, na nomto je 19 mpoer 6poj, nobujamo n
192 | (n +2)%. Ho, Tana us osora u 361 | (n +2)? — 19 crem 361 | 19, mTo je oumriemsa konTpamknuja. Ilakie, Takas
6poj He mocToju.

4. IIpeGpojmMo IPBO KOJIMKO MaKCHMAJHO Moke OuTH TakBux Gpojesa umje cy mudpe v onanajyhem noperry. CBakn
TakaB Opoj je jemHosHauno ompeber omabupom mer (paznnuuTvx) mudapa Koje ra cauumasajy (HAKOH mTo cy mudpe
onabpane, 6poj mobujamMo BHLUXOBUM copTUpameM v onanajyhem moperky), na nomro umamo 10 mudapa Ha pacnonaramy,
TakBux OpojeBa mMma (150). [Ipebpojmo cana ose Gpojese umje cy madpe y pacryhem moperky. Camuno kao majgonpe, u

cBakM TakaB Opoj je jemHosmaunHo ogpebherm omabmpom mmdapa Koje ra cauummaBa-
Jj¥; mpuTOM cala Ha pacmonaramy uMMaMo caMo 9 mudapa oI KOjUX MOxkeMo OupaTu c

D,
5, jep meby omabpamum umdppama ne cme Hurm 0 (ako 6u Guna, onma 6u ona, 360r /
A

pactyher moperka, mopana mhu Ha moderak Tenedorckor Gpoja, mTo je 3abpameHo
ycaoBoM 3amatka). llakme, y oBoM caydajy mmamo (g) 6pojeBa. YKymaH pe3yaTar je:
(10) + (g) = 252 + 126 = 378 tenedoncrkux Gpojera.

’ L
B
5. 13 CL = CB nodujamo LCLB = LCBL = 180° — L ABC = 180° — L ADC, na tauke
A, L, C u D nexe Ha MCTO] KpyKHUMA (300r CyIIeMEeHTHOCTH Nepu(epHjCcKUX YIIOBa
HaJ MCTOM TeTUBOM ¢ paziawuurtux crpana). Ha canuan maumn, u3z AK = AB nobujamo K
LAKB = LABK = 180° — LABC = 180° — £LADC, na n tauke A, K, C u D nexe Ha
ucroj kpyxaunu. lakne, cBux netr tavaka A, K, L, C u D nexe Ha UCTO] KPYKHUIH, Ox 2019 4B 5

mTO je u Tpebalo AOKA3ATH.



