
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

16. mart 2019.

Prvi razred – A kategorija

1. Dat je polinom
P (x) = anx

n + · · ·+ a1x+ a0

sa celobrojnim koeficijentima. Ako polinom P ima dve razliqite celobrojne
nule koje nisu pozitivne (i mo�da jox nula osim ove dve) i pritom va�i P (1) = 2,
dokazati:

a) a0 = 0;

b)
∑

2|i ai =
∑

2-i ai.

2. U 4ABC taqke O i I predstavǉaju centar opisane i upisane kru�nice, redom.
Neka je O1 centralnosimetriqna slika taqke O u odnosu na taqku I, i neka je I1
centralnosimetriqna slika taqke I u odnosu na taqku O. Ako O1 le�i na visini iz
temena A a I1 le�i na visini iz temena B, dokazati da je 4ABC jednakostraniqan.

3. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo parova razliqitih prirodnih brojeva
(m,n) takvih da je zbir svih pozitivnih delilaca broja m2 jednak zbiru svih
pozitivnih delilaca broja n2.

4. Svaka taqka prostora je obojena jednom od tri boje. Dokazati da se mo�e odabrati
jedna od te tri boje takva da, za svaki pozitivan realan broj r, postoji trougao
povrxine r qija su sva tri temena obojena izabranom bojom.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – A kategorija

1. Dat je polinom
P (x) = x2019 + 2018x2017 + 2016x+ 2015.

Na�i sve cele brojeve n takve da

P (n) | P (P (n) + 1).

2. Dat je n-elementan skup X. Neka su Y1, Y2, . . . , Yk razliqiti podskupovi skupa X
takvi da za sve i, j, i 6= j, va�i |Yi∩Yj | 6 2. Odrediti maksimalnu mogu�u vrednost
broja k.

3. Dat je tetivni qetvorougao ABCD takav da 4ABC i 4ADC nisu jednakostrani-
qni. Neka je E sredixte dijagonale AC. Neka se normala iz D na Ojlerovu pravu
za 4ABC i normala iz B na Ojlerovu pravu za 4ADC seku u taqki F . Neka je G
taqka na du�i EF takva da va�i GF = 2GE. Dokazati: GB = GD.

4. Neka je p prost broj oblika 4t+ 1. Neka su (a1, b1), (a2, b2), . . . , (ak, bk) svi ure�eni

parovi prirodnih brojeva (a, b) za koje va�i a < b 6
p− 1

2
i p | a2 + b2. Dokazati:

b1 + b2 + · · ·+ bk = 2(a1 + a2 + · · ·+ ak).

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

16. mart 2019.

Tre�i razred – A kategorija

1. Niz (xn)n∈N definisan je sa x1 = 16, x2 = 3, x3 = 2019 i, za n ∈ N,

xn+3 =


xn −

1

xn+1xn+2
, za xn+1, xn+2 6= 0;

0, inaqe.

Dokazati da postoji prirodan broj n za koji va�i xn = 0, i odrediti najmaǌe
takvo n.

2. Na�i sve bar qetvorocifrene prirodne brojeve m za koje postoji b ∈ {1, 2, . . . , 9} sa
slede�om osobinom: ukoliko b upixemo izme�u bilo koje dve cifre broja m, ili
dopixemo na poqetak ili kraj broja m, tako dobijen broj je uvek potpun kvadrat.

3. Na stranicama AB, BC, CD i DA paralelograma ABCD date su, redom, taqke
P,Q,R, S, razliqite od temena, takve da je PQRS pravougaonik i PQ > PS.

Dokazati:
PR

PS
>
AB

AD
.

4. Dat je kvadrat ABCD. Razre�emo kvadrat ABCD na qetiri podudarna kvadrata
(po du�ima koje nastaju spajaǌem sredixta naspramnih ivica). Potom odaberimo
jedan od tako nastalih kvadrata i razre�emo ga na qetiri podudarna kvadrata.
Potom odaberimo jedan od (ukupno sedam) tako nastalih kvadrata i razre�emo ga
na qetiri podudarna kvadrata. Nazovimo kvad-podelom kolekciju kvadrata koja se
dobija ponavǉaǌem ovog postupka konaqan broj puta. Dva kvadrata u kvad-podeli
su susedna ako stranica jednog od ǌih sadr�i stranicu drugog (mogu�e je i da
se stranice poklapaju). Ka�emo da je kvad-podela balansirana ako je koliqnik

stranica svaka dva susedna kvadrata jednak 1, 2 ili
1

2
. Odrediti najmaǌi priro-

dan broj k takav da kvadrate svake balansirane kvad-podele mo�emo obojiti sa k
boja a da pritom dva susedna kvadrata uvek budu obojeni razliqitim bojama.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – A kategorija

1. Dat je oxtrougli 4ABC. Neka su AA0, BB0 i CC0 ǌegove visine, A1, B1 i C1

sredixta stranica BC, AC i AB, respektivno, a O centar opisane kru�nice.
Dokazati da je obim 4A0B0C0 maǌi od 2(OA1 +OB1 +OC1).

2. Dat je prirodan broj n. Odrediti koliko postoji konaqnih nizova (a1, a2, . . . , at)
(gde t ∈ N nije unapred fiksirano) koji ispuǌavaju slede�a tri uslova:

• a1, a2, . . . , at ∈ {1, 2, . . . , n};
• za sve j, 1 6 j 6 t− 1, va�i aj 6 aj+1 + 1;

• ne postoje j i k, 1 6 j 6 k 6 t− 1, za koje va�i ak 6 aj = ak+1.

3. Za prirodan broj n oznaqimo sa xn broj koji se dobije uzastopnim zapisivaǌem
svih prirodnih brojeva od 1 do n jedan iza drugog (npr. x14 = 1234567891011121314).
Oznaqimo sa f(n) ostatak pri deǉeǌu broja xn sa 11. Da li postoje prirodni
brojevi t i n0 takvi da za sve n ∈ N, n > n0, va�i f(n+ t) = f(n)?

4. Na�i sve funkcije f : R+ → R+ takve da za sve pozitivne realne brojeve x i y
va�i

f(x) + f(y) =
(
f(f(x)) + f(f(y))

)
f(xy),

i da pritom samo konaqno mnogo slika iz kodomena ima vixe (tj. bar 2) originala.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

16. mart 2019.

Prvi razred – B kategorija

1. Data su slede�a tri iskaza o prirodnom broju n:

• ako je n deǉiv sa 3, onda je paran;

• n je deǉiv sa 5 i neparan je;

• n nije deǉiv sa 3 ili n nije deǉiv sa 5.

Odrediti koje sve ostatke pri deǉeǌu sa 30 mogu imati oni prirodni brojevi n
za koje su taqna dva od navedena tri iskaza, a jedan netaqan.

2. Dat je 4ABC. Na stranicama AC i BC su odabrane taqke M i N , redom, takve
da va�i AM = BN . Kru�nice opisane oko 4ANC i 4BMC seku se jox u taqki P
(pored taqke C). Dokazati da je prava CP simetrala ugla kod temena C.

3. Za prirodan broj n ka�emo da je zgodan ako cifre koje uqestvuju u ǌegovom zapisu
mo�emo razbiti na dve grupe takve da su zbirovi cifara u tim grupama me�usobno
jednaki (npr. broj 121 jeste zgodan jer u jednu grupu mo�emo staviti dve jedinice
a u drugu cifru 2, i tada va�i 1 + 1 = 2; broj 2019 nije zgodan jer �e, pri ma
kakvom razbijaǌu, grupa u kojoj je cifra 9 imati ve�i zbir nego druga grupa).

a) Odrediti najmaǌi prirodan broj n takav da su oba broja n i n+ 1 zgodni.

b) Da li postoje tri uzastopna prirodna broja koji su svi zgodni?

4. Data je funkcija

f(x) =
ax+ 2

3x− 1
a

.

Odrediti sve mogu�e vrednosti realnog parametra a takve da za sve realne vre-
dnosti x za koje je f(x) definisano va�i da je i f(f(x)) definisano i f(f(x)) = x.

5. Data je kvadratna rexetka 4×4 saqiǌena od 16 taqaka (videti sliku). Koliko ima
pravougaonika sa temenima u ovim taqkama? (Kvadrate tako�e smatramo speci-
jalnim sluqajevima pravougaonika.)

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – B kategorija

1. Koji broj je ve�i,
log3 2019 ili 4 +

√
log3 18171 ?

2. Ana na pijaci prodaje pite.

• Prvog sata je prodala qetvrtinu broja svih iznetih pita i jox jednu qetvr-
tinu pite.

• Drugog sata je prodala petinu broja preostalih pita i jox jednu petinu
pite.

• Tre�eg sata je prodala qetvrtinu broja preostalih pita i jox jednu qetvr-
tinu pite.

• Qetvrtog sata je prodala qetvrtinu broja preostalih pita i jox jednu qe-
tvrtinu pite.

• Petog sata je prodala petinu broja preostalih pita i jox jednu petinu pite.

Ako se zna da je Ana sa sobom ponela ceo broj pita, kao i da je u toku svakog sata
Ana prodala ceo broj pita, odrediti koji je najmaǌi mogu� broj pita koji je Ana
mogla poneti na pijacu.

3. Rexiti nejednaqinu:
x2 + 4x

√
x+ 6 6 5(x+ 6).

4. U unutraxǌosti 4ABC u kom va�i ]BAC = 60◦ i ]ABC = 20◦ uoqena je taqka
Q za koju je ispuǌeno ]QAB = 20◦ i ]QCB = 30◦. Dokazati da taqka Q pripada
simetrali ]ABC.

5. U mestu Sredǌe Zuce svaki telefonski broj ima pet cifara koje su pore�ane
u nerastu�em ili neopadaju�em poretku, i pritom prva cifra nije 0. Koliko
maksimalno telefonskih brojeva mo�e postojati u tom mestu?

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – B kategorija

1. Na�i zbir svih trocifrenih brojeva koji u svom dekadnom zapisu sadr�e samo
neparne cifre.

2. Rexiti jednaqinu
(n4 − 9n2 + 19)n

3+14n2+33n = 1

u skupu celih brojeva.

3. U zavisnosti od realnog parametra k, odrediti koliko rexeǌa (x, y, z) u skupu
realnih brojeva ima jednaqina√

x2 − 6xz + 6x+ 9z2 − 18z + 9 + |2x+ ky − z + 2|+ (x+ 2y + kz − 1)20190316 = 0.

4. U Dekartovom koordinatnom sistemu su date taqke O(0, 0), A(0, 1), B(2, 0) i C(4, 0).
Na�i sve mogu�e koordinate taqke M takve da va�i

]OMA = ]CMB i ]MAO = ]MBC.

5. Dokazati da je za svaki prirodan broj n, n > 3, cifra desetica broja 3n parna.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – B kategorija

1. Koliko ima kompleksnih brojeva z za koje va�i

z2019 = (z + 1)2019 = 1 ?

2. Da li broj oblika
200 . . . 0019,

gde nula ima proizvoǉno mnogo ali bar dve, mo�e biti deǉiv sa 2019?

3. U jednom gradu �ive istinoǉupci (koji uvek govore istinu), la�ovi (koji uvek
la�u) i normalci (koji nekada la�u a nekada govore istinu). U sudnici su se
zatekli tu�ilac, branilac i optu�eni, pri qemu je poznato da je me�u ǌima jedan
istinoǉubac, jedan la�ov i jedan normalac (ali nije poznato ko je ko). Pritom
sud ima dokaze da je zloqin poqinio ili optu�eni, ili tu�ilac, ili branilac,
i tako�e je poznato da osoba koja je poqinila zloqin nije la�ov. ǋih trojica su
izjavili slede�e:

• Optu�eni: ,,Ja sam nevin.“

• Branilac: ,,Optu�eni je nevin.“

• Tu�ilac: ,,Optu�eni je kriv.“

Kako sud nije uspeo da donese presudu, pozvan je inspektor iz drugog grada. On
je odluqio da �e razrexiti ne samo ko je kriv, nego i ko je (od tri aktera)
istinoǉubac, ko la�ov, a ko normalac. Najpre je pitao slede�e: ,,Tu�ioqe, jeste
li krivi za ovaj zloqin?“ Tu�ilac je odgovorio, nakon qega inspektor i daǉe
nije imao sve �eǉene informacije, pa je postavio drugo pitaǌe: ,,Branioqe, da
li je tu�ilac kriv za ovaj zloqin?“ Branilac je odgovorio, i to je inspektoru
bilo dovoǉno da sazna sve xto ga je zanimalo. Odrediti ko je kriv za poqiǌeni
zloqin, kao i ko je istinoǉubac, ko la�ov a ko normalac.

4. Dat je niz (an)
∞
n=1 definisan sa

an = sin2 π
√
n2 + n.

Odrediti
lim
n→∞

an.

5. Da li postoji qetvorougao koji ima slede�u osobinu: ukoliko obrixemo ma koje
ǌegovo teme, umesto obrisanog temena uvek mo�emo odabrati neku drugu taqku u
ravni i na taj naqin dobiti qetvorougao podudaran polaznom?

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


