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Uvod

Prvo da se osvrnemo na naslov koji nije u potpunosti taqan – zbir-
ka sadr¼i sva takmiqeǌa u xkolskoj 2002/3. i 2003/4. godini pod
pokroviteǉstvom Druxtva matematiqara Srbije, na kojima su uqe-
stvovali uqenici iz naxe zemǉe.

Ova zbirka je nastala sa jednim ciǉem – da se uqenici xto bo-
ǉe pripreme za takmiqeǌa i da, kao posledica prethodnog, podignemo
nivo rezultata naxih takmiqara na me±unarodnim matematiqkim tak-
miqeǌima (Me±unarodna matematiqka olimpijada, eng. Internation-
al Mathematical Olympiad, IMO; Balkanijada, eng. Balkan Mathematical
Olympiad, BMO). U sklopu ove ideje se nalaze i tematska izdaǌa
Druxtva matematiqara Srbije (nejednakosti, diskretna matematika,
kombinatorika, funkcionalne jednaqine, teorija brojeva. . . ), koja su
posledǌih godina izaxla iz xtampe. Da je u naxoj zemǉi situacija
takva da se ovi programi u potpunosti mogu ispratiti potpunim i
dobro organizovanim pripremama naxih me±unarodnih ekipa, rezul-
tati bi bili svakako jox sjajniji i mi se iskreno nadamo da ²e do
toga do²i u skorijoj budu²nosti.

Od ostalih zbirki ovog tipa, naxa se razlikuje po dve bitne karak-
teristike:
1. svi zadaci u zbirci su potpuno rexeni, a za neke od ǌih je dato i
vixe suxtinski razliqitih rexeǌa;
2. zadaci su grupisani po takmiqeǌima, a ne oblastima.
Sada ²emo ”obrazlo¼iti” zaxto smo se opredelili za ova dva koncep-
ta. Zbirka ovog tipa mora da ima sve zadatke rexene, da ne bi ostale
neke nedoumice kod uqenika. Tako±e, koncept davaǌa vixe rexeǌa
istog zadatka (koji je prisutan i na me±unarodnim takmiqeǌima) je
izuzetno bitan da bi uqenici videli da se jedan zadatak mo¼e rexiti
na nekoliko potpuno razliqitih naqina, kao i da je matematika jedna
velika celina koja je sastavǉena od samo naizgled nepovezanih delo-
va. Da bismo ovo ilustrovali iskoristi²emo slede²u metaforu:
Zamislite boksera koji zna samo jedan udarac, npr. direkt. On je
savrxeno uve¼bao taj udarac, ali ne zna nijedan drugi. Kada iza±e
u ring, iskusan protivnik ²e to veoma brzo primetiti i blokira²e
sve ǌegove udarce. Ali da on zna i kroxe i aperkat, sigurno bi
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mogao oqekivati boǉi rezultat. Ista situacija je i u matematici.
Ako znamo vixe razliqitih metoda dati problem mo¼emo napasti sa
raznih strana, te su nam stoga ve²e xanse da ga savladamo.

Jox jedan razlog da zadatke grupixemo po takmiqeǌima (uz po-
datke kada i gde je organizovano takmiqeǌe, kao i koliko vremena je
bilo predvi±eno za izradu) je da uqenicima pribli¼imo celokupni
sistem takmiqeǌa u naxoj zemǉi, kao i na me±unarodnim takmiqeǌi-
ma (autori misle da ve²ina naxih uqenika posti¼e slabije rezultate
od oqekivanih u svom prvom izlasku na me±unarodnu scenu, zbog ne-
dovoǉne pripremǉenosti na uslove takmiqeǌa na tom stepenu). Tak-
miqeǌa iz matematike uobiqajeno se odr¼avaju subotom, ali gde to
nije sluqaj posebno smo naglasili (kod me±unarodnih takmiqeǌa, kao
i nekih takmiqeǌa za izbor ekipe).

Svi autori su bivxi takmiqari, koji su postigli zapa¼ene rezul-
tate na me±unarodnim takmiqeǌima. Svi su uqestvovali u radu
sa mladim talentovanim uqenicima iz Matematiqke gimnazije u
Beogradu (koju su svi zavrxili, tako da su ǌoj prirodno bili najvixe
okrenuti), ali i sa ostalim uqenicima xirom Srbije i Republike
Srpske, tokom raznih priprema za savezna i me±unarodna takmiqeǌa.

Ovde moramo da pomenemo sve one entuzijaste, pored autora, ko-
ji su prethodne dve godine uqestvovali u radu Republiqke komisije
za takmiqeǌa sredǌoxkolaca iz matematike (§or±e Krtini² je bio
predsednik ove komisije xkolske 2002/3. godine, a Vladimir Balti²
2003/4.):

1. Ani² mr Ivan, Matematiqki fakultet, Beograd

2. Gaji² dr Borislav, Matematiqki institut SANU

3. Dolinka dr Igor, PMF, Novi Sad

4. Doroslovaqki dr Rade, FTN, Novi Sad, predsednik DMS

5. Dragovi² dr Vladimir, Matematiqki institut SANU, direktor
MG u Beogradu

6. Dugoxija dr §or±e, Matematiqki fakultet, Beograd, vo±a
olimpijske ekipe

7. ´ivkovi² dr Miodrag, Matematiqki fakultet, Beograd

8. Ikodinovi² mr Nebojxa, PMF, Kragujevac

9. Kadelburg dr Zoran, Matematiqki fakultet, Beograd, predsed-
nik Saveza druxtava matematiqara

10. Kne¼evi² Miǉan, Matematiqki fakultet, Beograd

11. Lazovi² Nebojxa, Ministarstvo prosvete i sporta Republike
Srbije
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12. Laudanovi² mr Mladen, Matematiqki fakultet, Beograd

13. Marinkovi² Rastko, Matematiqka gimnazija, Beograd

14. Markovi² dr Petar, PMF, Novi Sad

15. Mili²evi² §or±e, Prinston, SAD

16. Milosavǉevi² Milox, PMF, Nix

17. Mladenovi² dr Pavle, Matematiqki fakultet, Beograd, predsed-
nik Savezne komisije za takmiqeǌa

18. Nikoli² mr Nebojxa, Fakultet organizacionih nauka, Beograd

19. Ogǌanovi² mr Sr±an, Matematiqka gimnazija, Beograd

20. Pavlovi² Ivan, Gimnazija Vuk Karai², Loznica

21. Petrovi² Nikola, Institut za fiziku, Beograd

22. Radnovi² dr Milena, Matematiqki institut SANU

23. Stanojevi² Rade, PMF, Nix

24. Tanovi² dr Predrag, Matematiqki institut SANU

25. Tomi² Ivanka, Gimnazija, Vaǉevo

26. Toxi² dr Ratko, PMF, Novi Sad

27. Quki² dr ǈubomir, Gra±evinski fakultet, Beograd

Pored qlanova Republiqke komisije u izboru zadataka za savezno
takmiqeǌe su uqestvovali i Vidan Govedarica (Republika Srpska),
Radivoje §urkovi² (Republika Srpska), Slobodan X²epanovi² (Cr-
na Gora). Ovom prilikom se zahvaǉujemo i doma²inima republiqkih
i saveznih takmiqeǌa u ove dve godine: Xapcu, Novom Sadu, Nixu
i ponovo Xapcu. Zadatke za probna takmiqeǌa u Matematiqkoj gim-
naziji u Beogradu (koja su u isto vreme odr¼avana i u Kragujevcu,
Nixu i Novom Sadu), pored autora, sastavǉali su i pregledali:
Laudanovi² Mladen, Luki² Milivoje (student Matematiqkog fakul-
teta u Beogradu), Marinkovi² Rastko, Mili²evi² §or±e i Petrovi²
Nikola.

Posebno poglavǉe u ovoj zbirci qine Susreti gimnazija centralne
Srbije. Zahvaǉujemo se Ikodinovi² Nebojxi koji nam je poslao ove
zadatke, kao i svim uqesnicima ovog sabora mladih i starijih mate-
matiqara iz ovog dela naxe republike. Uvrstili smo i Prve susrete
u naxu zbirku, iako su oni odr¼ani xkolske 2001/2. godine, jer ti
zadaci nisu naxli mesto ni u jednoj drugoj matematiqkoj publikaciji
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(ukǉuquju²i i qasopis Tangentu, koja daje pregled skoro svih dexa-
vaǌa u svetu matematike na ovim prostorima).

Posledǌe poglavǉe ove zbirke saqiǌavaju rezultati naxih uqeni-
ka una me±unarodnim takmiqeǌima u ove dve godine, sa opisom na-
jva¼nijih dexavaǌa tokom ovih takmiqeǌa. Ciǉ ovog dela kǌige
je da budu²im uqesnicima pribli¼i atmosferu na ovim takmiqeǌi-
ma. Izvextaj sa IMO 2003. preuzet je iz qlanka §or±a Dugoxije i
Vladimira Jankovi²a iz Tangente.

Ovde moramo da se zahvalimo i Predragu Janiqi²u, docentu
Matematiqkog fakulteta u Beogradu (tako±e bivxem takmiqaru i
olimpijcu), koji je razvio programski jezik WinGCLC uz pomo² ko-
ga su nacrtane skoro sve (jedna nije) slike u ovoj zbirci. Mislimo
da svi matematiqari, koji se susre²u sa crtaǌem geometrijskih slika
i rexavaǌem geometrijskih problema, moraju da ovladaju ovim pake-
tom (svi autori su se uverili da je za ovo potrebno 10-tak minuta,
jer je Help odliqno ura±en!), naravno pored LATEX-a, koji je ve² postao
standard za kucaǌe matematiqkih kǌiga i nauqnih radova. WinGCLC
mo¼ete na²i na slede²oj adresi:

http://www.matf.bg.ac.yu/˜janicic/gclc/index.html

Veliku zahvalnost dugujemo i recenzentima koji su pa¼ǉivim qi-
taǌem rukopisa i sugestijama doprineli na kvalitetu ove zbirke.
Kako nijedna kǌiga nije bez grexaka, molimo sve qitaoce da nam uka¼u
na sve koje uoqe. Zasluge za lepotu zadataka su iskǉuqivo ǌihovih
predlagaqa, dok su za sve grexke u ovoj zbirci iskǉuqivo odgovorni
autori.

U Beogradu, februara 2005. Autori



Takmiqeǌa u 2003. godini

Zvaniqna takmiqeǌa

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE,
subota, 18. 01. 2003.

Vreme za rad 180 minuta.

Svaki zadatak vredi 20 poena.

Prvi razred – A kategorija

1. Na²i najve²i zajedniqki delilac brojeva 11111111︸ ︷︷ ︸
8

i 111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
100

.

2. Rastojaǌe izme±u sela A i B je 3 kilometra. U selu A ima 100
±aka, a u selu B 50 ±aka. Na kom rastojaǌu od sela A treba sagraditi
xkolu, tako da ukupan put koji svi ±aci prelaze u toku jednog dana
bude najmaǌi?

3. Neka su a, b i c stranice trougla i

p =
a

b
+
b

c
+
c

a
, q =

a

c
+
c

b
+
b

a
.

Dokazati da je |p− q| < 1.

4. Dijagonala AC qetvorougla ABCD upisanog u krug je preqnik tog
kruga. Dokazati da su projekcije stranica AB i CD na dijagonalu
BD jednake.

5. Student je u toku petogodixǌih studija polo¼io 31 ispit. Svake
godine je dao vixe ispita nego prethodne, a na petoj godini je dao tri
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10 ZVANIQNA TAKMIQEǋA 2003

puta vixe ispita nego na prvoj. Koliko ispita je student polo¼io na
qetvrtoj godini?

Drugi razred – A kategorija

6. Bazen se puni dvema cevima za 6 sati. Prva cev bi ga napunila za
5 sati maǌe od druge. Za koje vreme bi bazen napunila druga cev?

7. U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu

x2 + y2 = 3(u2 + v2).

8. Neka su a i b realni brojevi takvi da je (∀x ∈ R) a cosx+b cos 3x 6 1.
Dokazati da je tada |b| 6 1.

9. Neka je dat pravougli trougao 4ABC sa pravim uglom kod temena
C (^BCA = 90◦) i neka simetrala pravog ugla seqe hipotenuzu u taqki
D. Neka su taqke K i E podno¼ja normala iz taqke D na stranice BC
i AC, redom. Dokazati da je

AD2 +BD2 = (AE +BK)2.

10. Na katetama jednakokrako–pravouglog trougla 4ABC (prav ugao
je ^BCA = 90◦), izabrane su taqke D ∈ AC i E ∈ BC, takve da je
CD = CE. Neka su K i L taqke sa du¼i AB, takve da je DK ⊥ AE i
CL ⊥ AE. Dokazati da je KL = LB.

Tre²i razred – A kategorija

11. Dokazati da jednaqina xn + yn = zn, n ∈ N, nema rexeǌa u skupu
prirodnih brojeva, gde je z 6 n.

12. Rexiti sistem u zavisnosti od realnog parametra a:

3 · 2x + 2y − 3 arcsin z = 7
2x − y − arcsin z = −6

5 · 2x − y + arcsin z = 6a+ 2.

13. Na koliko naqina se broj 2002 mo¼e predstaviti u obliku zbira
nerastu²ih prirodnih brojeva (vixe od jednog sabirka) takvih da je
i ǌihov proizvod jednak 2002?
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14. Neka su b = CA i c = AB stranice trougla 4ABC i la du¼ina

simetrale ugla kod temena A. Dokazati da, ako va¼i
1

b
+

1

c
=

1

la
, onda

je ^BAC = 120◦.

15. Mnogougao koji je opisan oko kruga polupreqnika r, razlo¼en je na
konaqno mnogo trouglova. Dokazati da je suma polupreqnika upisanih
krugova u te trouglove ve²a od r.

Qetvrti razred – A kategorija

16. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a, b i c va¼i nejednakost

(a+ b− c)(b+ c− a)(c+ a− b) 6 abc.

17. U skupu nenegativnih celih brojeva rexiti jednaqinu

x2 + x = y4 + y3 + y2 + y.

18. Dokazati da za realne brojeve a i b va¼i

a 6 b ⇒ a3 − 12a− 16 6 b3 − 12b+ 16.

19. Neka su a = BC, b = CA i c = AB stranice trougla 4ABC u kome
je ^BAC = 3 · ^ABC. Dokazati da je tada

bc2 = (a− b)2(a+ b).

20. Mnogougao koji je opisan oko kruga polupreqnika r razlo¼en je na
konaqno mnogo trouglova. Dokazati da je suma polupreqnika upisanih
krugova u te trouglove ve²a od r.

Prvi razred – B kategorija

21. Ispitati kada izraz (n − 2)3 + n3 + (n + 2)3, n ∈ N, nije deǉiv sa
18.

22. Rastojaǌe izme±u sela A i B je 3 kilometra. U selu A ima 100
±aka, a u selu B 50 ±aka. Na kom rastojaǌu od sela A treba sagraditi
xkolu, tako da ukupan put koji svi ±aci prelaze u toku jednog dana
bude najmaǌi?

23. Buva se nalazi u koordinatnoj ravni. Iz taqke (m,n) buva mo¼e
da skoqi u jednu od taqaka (n,m), (m−n, n) ili (m+n, n). Da li buva
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mo¼e da do±e u taqku (12, 32) ako se na poqetku nalazi u taqki:
a) (7, 12); b) (8, 12)?

24. Poznato je da su svi Plinkovi Plankovi i da su neki od Plonkova
Plinkovi. Koji iskazi moraju biti taqni:
a) ”Neki Plankovi su Plonkovi.”
b) ”Neki Plinkovi nisu Plonkovi.”
v) ”Nijedan Plonk nije Plank.”

25. Student je u toku petogodixǌih studija polo¼io 31 ispit. Svake
godine je dao vixe ispita nego prethodne, a na petoj godini je dao tri
puta vixe ispita nego na prvoj. Koliko ispita je student polo¼io na
qetvrtoj godini?

Drugi razred – B kategorija

26. Bazen se puni dvema cevima za 6 sati. Prva cev bi ga napunila
za 5 sati maǌe od druge. Za koje vreme bi bazen napunila druga cev?

27. Rexiti jednaqinu: (x−3)4+(x−4)4 = (2x−7)4, u skupu kompleksnih
brojeva.

28. Neka su a, b, c pozitivni brojevi, takvi da va¼i a2 + b2 + c2 = 1.

Dokazati da je a(b+ c) 6

√
2

2
.

29. Neka je dat pravougli trougao 4ABC sa pravim uglom kod temena
C (^BCA = 90◦) i neka simetrala pravog ugla seqe hipotenuzu u taqki
D. Neka su taqke K i E podno¼ja normala iz taqke D na stranice BC
i AC, redom. Dokazati da je

AD2 +BD2 = (AE +BK)2.

30. Na²i sve prirodne brojeve n, takve da je broj z =

(
3 + i

2− i

)n
realan.

Tre²i razred – B kategorija

31. U paralelogramu sa stranama a, b i oxtrim uglom α konstruisane
su simetrale unutraxǌih uglova. Odrediti povrxinu qetvorougla
odre±enog tim simetralama.

32. Rexiti jednaqinu 4
log10 x−32 + x

log10 4= 0.
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33. Na ravnom stolu nalaze se tri lopte, polupreqnika r1, r2, r3. One
dodiruju sto u taqkama A1, A2 i A3, redom, i svake dve se me±usobno
dodiruju. Ako je A1A2 = 4, A2A3 = 6, A1A3 = 8, na²i r1, r2 i r3.

34. U trostranoj piramidi SABC svi iviqni uglovi kod temena S
su pravi. Neka je O podno¼je visine piramide iz temena S. Ako
je povrxina trougla 4AOB qetiri puta ve²a od povrxine trougla
4BOC, na²i odnos povrxina trouglova 4ASB i 4BSC.

35. Kazaǉke na satu su preklopǉene taqno u pono². Kada ²e se
slede²i put preklopiti?

Qetvrti razred – B kategorija

36. Dokazati da svi kompleksni brojevi z, za koje va¼i |z−1| = 2|z+1|,
pripadaju jednom krugu. Na²i centar i polupreqnik tog kruga.

37. Na²i sve proste brojeve p za koje je broj 7p+1 kvadrat prirodnog
broja.

38. Na²i realna rexeǌa sistema jednaqina:

x2y2 − 2x+ y2 = 0, 2x2 − 4x+ 3 + y3 = 0 .

39. Neka je a0, a1, . . . , an, an+1 aritmetiqki niz. Dokazati da va¼i:

a1
3 + a2

3 + . . .+ an
3 =

(anan+1)
2 − (a1a0)

2

4d
,

gde je d razlika niza.

40. Kazaǉke na satu su preklopǉene taqno u pono². Kada ²e se
slede²i put preklopiti?

OKRU´NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE,
subota, 01. 03. 2003.

Vreme za rad 180 minuta.

Svaki zadatak vredi 20 poena.

Prvi razred – A kategorija
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41. Neka je k prirodan broj. Dokazati da broj 22k−1+2k+1 nije deǉiv
sa 7.

42. U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu

2m2 + n2 = 2mn+ 3n .

43. Dokazati da za svako n > 2 postoji n razliqitih prirodnih bro-
jeva, takvih da je zbir ǌihovih kvadrata kvadrat prirodnog broja.

44. Neka su ta i tb te¼ixne du¼i, koje odgovaraju stranicama BC i
CA trougla 4ABC, a P ǌegova povrxina. Dokazati da va¼i

ta · tb >
3

2
P .

Kada va¼i jednakost?

45. U ravni su date dve taqke i prava. Konstruisati trougao 4ABC,
kod koga su te dve taqke sredixta stranica BC i CA, a visina iz
temena A pripada datoj pravoj.

Drugi razred – A kategorija

46. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

√
x2 + x+ 1 + 2

√
x+ 3 =

√
6x2 − 2x− 18 .

47. Na koliko naqina tablica m× n mo¼e da se popuni brojevima 1 i
−1, tako da proizvod brojeva u svakoj vrsti bude jednak 1, a proizvod
brojeva u svakoj koloni bude −1?

48. Dat je krug polupreqnika 1. U ǌegovoj unutraxǌosti ili na
granici, izabrano je 8 taqaka. Dokazati da me±u ǌima postoje dve,
qije je rastojaǌe maǌe od 1. Da li tvr±eǌe va¼i za 7 taqaka ?

49. Taqke A,B i C pripadaju jednoj pravoj. Nad AB, BC i AC, kao
preqnicima, sa iste strane te prave, konstruisane su tri polukru¼-
nice. Centar kru¼nice k, koja dodiruje svaku od tri date polukru¼-
nice, nalazi se na rastojaǌu d od prave AC. Na²i polupreqnik kru¼-
nice k.

50. Trougao sastavǉen od te¼ixnih du¼i trougla 4ABC sliqan je
trouglu 4ABC. Na²i koeficijent sliqnosti.

Tre²i razred – A kategorija
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51. Data je jednaqina x3 − px + q = 0, q 6= 0, koja ima tri realna
rexeǌa.
a) Dokazati da je p > 0.
b) Ako je i q > 0, dokazati da za najmaǌi po apsolutnoj vrednosti

koren ove jednaqine, α, va¼i |α| 6 min

(√
p

3
, 3
√
q

2

)
.

52. U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina

√
1 + x1 +

√
1 + x2 + . . .+

√
1 + x100 = 100

√
1 +

1

100

√
1− x1 +

√
1− x2 + . . .+

√
1− x100 = 100

√
1− 1

100
.

53. Dokazati da se u koordinatnoj ravni ne mo¼e nacrtati konveksni
qetvorougao, kome je jedna dijagonala dva puta du¼a od druge, ugao
izme±u dijagonala mu je 45◦, a koordinate svih temena su celi brojevi.

54. Data je taqka P unutar kruga k. Kroz taqku P postavǉene su
dve me±usobno normalne tetive. U kom polo¼aju je zbir du¼ina tih
tetiva najmaǌi, a u kom najve²i i kolike su te ekstremne vrednosti,
ako je polupreqnik kru¼nice R, a rastojaǌe taqke P od centra te
kru¼nice d (0 < d < R)?

55. Neka je a =
2003√

2003. Xta je ve²e aa
..
.a
}
2003 puta

ili 2003?

Qetvrti razred – A kategorija

56. U skupu kompleksnih brojeva rexiti sistem :

x4 + 6x2y2 + y4 = 5

x3y + xy3 = 1.

57. Dokazati da za svaki prirodan broj n va¼i

(2n+ 1)n > (2n)n + (2n− 1)n.

58. Neka je a1 = a2 = 1 i an+2 = an+1 + an za svako n ∈ N. Dokazati da
su za svako k, n ∈ N brojevi kan+2 + an i kan+3 + an+1 uzajamno prosti.

59. Neka je n ∈ N i neka je P polinom sa celobrojnim koeficijentima,
takav da je 0 < |P (i)| < n za i = 1, . . . , n. Dokazati da polinom P nema
celobrojnu nulu.
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60. Na²i najve²u mogu²u zapreminu pravilne qetvorostrane pi-
ramide, boqne ivice 1.

Prvi razred – B kategorija

61. Neka je n prirodan broj. Dokazati da je broj 8n3 − 12n2 + 6n+ 63
slo¼en.

62. Neka je qetvorougao ABCD i tetivni i tangentni. Ako je razlika
stranica AD i BC jednaka razlici stranica AB i CD, dokazati da
je AC preqnik kruga opisanog oko qetvorougla ABCD.

63. Neka su m i n uzajamno prosti prirodni brojevi. Poznato je da

se razlomak
3n−m
5n+ 2m

mo¼e skratiti nekim prirodnim brojem. Na²i

broj kojim se ovaj razlomak mo¼e skratiti.

64. Dokazati da funkcija f : R → R, za koju va¼i f(x2) − (f(x))2 >
1

4

za svako x ∈ R, nije injektivna
(
tj. postoje x1, x2 ∈ R, x1 6= x2, takvi

da f(x1) = f(x2)
)
.

65. U ravni su data dva skupa paralelnih pravih a1, a2, . . . , a13 i b1,
b2, . . . , b7. Prave prvog skupa seku prave drugog skupa. Koliko je para-
lelograma odre±eno ovim pravama?

Drugi razred – B kategorija

66. Dokazati da za svako prirodno n, n > 2 va¼i nejednakost:

1

n
+

1

n+ 1
+ . . .+

1

n2
> 1.

67. Odrediti sve kompleksne brojeve z za koje va¼i: |z| = 1

|z| = |z− 1|.

68. Neka jednaqina (a − 1)x2 − (a + 1)x + 2a − 1 = 0, a ∈ R, a 6= 1 ima
rexeǌa x1 i x2. Odrediti vrednost parametra b, tako da proizvod
(x1 − b)(x2 − b) ne zavisi od a.

69. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu:

3
√
2− x = 1−

√
x− 1.
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70. U pravouglom trouglu 4ABC taqka D je podno¼je visine iz teme-
na A na hipotenuzu BC, E je sredixte du¼i AD, a F je presek pravih
BE i AC. Ako je BD = 4, CD = 9, na²i du¼inu du¼i BF .

Tre²i razred – B kategorija

71. Osnovice pravouglog trapeza u koga se mo¼e upisati krug su a i
b. Izraqunati povrxinu ovog trapeza.

72. U loptu je upisana piramida, qija je osnova pravougaonik dija-
gonale d. Boqne ivice piramide nagnute su prema ravni osnove pod
uglom β. Na²i polupreqnik lopte.

73. Na²i sve cele brojeve x, takve da je log2(x
2 − 4x− 1) ceo broj.

74. Dokazati da va¼i: sin 20◦ sin 40◦ sin 80◦ =

√
3

8
.

75. Dokazati da za p > 0 va¼i nejednakost:

(2003p)1− 2003p +(20032p)1− 20032p
+ . . .+(20032003p)1− 20032003p

6 2003.

Qetvrti razred – B kategorija

76. Izraqunati lim
n→∞

(
1 +

1

2

)(
1 +

1

22

)(
1 +

1

24

)(
1 +

1

28

)
. . .

(
1 +

1

22n

)
.

77. Dokazati da funkcija f(x) =
x2 − 1

x2 − 4
, x ∈ R\{−2, 2}, ne uzima vred-

nosti izme±u
1

4
i 1.

78. Na²i sve aritmetiqke progresije kod kojih je odnos zbira prvih
n qlanova i zbira slede²ih 2n qlanova (n ∈ N) konstanta nezavisna
od n.

79. Dokazati da jednaqina ax3 + bx2 − 1 = 0, a, b ∈ R, a > 0 ima taqno
jedno pozitivno rexeǌe.

80. Odrediti visinu vaǉka maksimalne zapremine upisanog u loptu
polupreqnika

√
3.
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REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE,
Xabac, 29. 03. 2003.

Vreme za rad 240 minuta.

Svaki zadatak vredi 20 poena.

Prvi razred – A kategorija

81. Neka su x i y nenegativni realni brojevi takvi da je x + y = 2.
Dokazati da va¼i

x2y2(x2 + y2) 6 2.

Kada va¼i jednakost?

82. Dat je broj 2k, k > 3. Dokazati da se permutacijama cifara ovog
broja ne mo¼e dobiti broj 2n, gde je n > k.

83. Svako od 20 ǉudi xaǉe nekoj desetorici od ostalih po jedno
pismo. Dokazati da postoje dve osobe koje su jedna drugoj poslale
pismo.

84. Kru¼nica koja je upisana u trougao 4ABC dodiruje stranice AB
i AC redom u taqkama M i N . Neka je P taqka preseka simetrale ugla
^ABC i prave MN . Dokazati da je povrxina trougla 4ABC dva puta
ve²a od povrxine trougla 4ABP .

85. Na stranicama BC, CA i AB trougla 4ABC uoqene su taqke A1,B1

i C1, redom. Neka je T te¼ixte trougla 4ABC, a T1 te¼ixte trougla
4A1B1C1. Dokazati da je T ≡ T1 ako i samo ako je

AC1 : C1B = BA1 : A1C = CB1 : B1A.

Drugi razred – A kategorija

86. Dokazati da kvadratne jednaqine ax2 + bx+ c = 0 i bx2 + cx+ a = 0,
a, b, c ∈ R, a 6= 0, b 6= 0, imaju zajedniqko rexeǌe ako i samo ako va¼i
a3 + b3 + c3 = 3abc.

87. Neka je S podskup skupa realnih brojeva koji je zatvoren u odnosu
na mno¼eǌe (to znaqi kad god su a, b ∈ S, onda je i a · b ∈ S). Neka su T
i U disjunktni podskupovi skupa S, qija je unija ceo skup S. Poznato
je da proizvod ma koja tri elementa skupa T (ne obavezno razliqita)
pripada skupu T i da prizvod ma koja tri elementa iz U pripada skupu
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U . Dokazati da je bar jedan od podskupova T i U zatvoren u odnosu
na mno¼eǌe.

88. Neka su a, b, c realni brojevi, takvi da je 0 < a 6 b 6 c. Dokazati
da va¼i

(a+ 3b)(b+ 4c)(c+ 2a) > 60abc.

Kada va¼i jednakost?

89. Da li je mogu²e jednakostraniqni trougao stranice 3 razrezati
na 2003 disjunktna trougla, tako da svaki od ǌih ima sve stranice
ve²e od 1?

90. Krug k u taqkama P i Q dodiruje krake ugla ^pOq. Na polupravoj
Oq je data taqka X, tako da preseqna taqka Z kruga k i prave PX
razliqita od P polovi du¼ PX. Ako je Y preseqna taqka kruga k i
prave OZ razliqita od Z, dokazati da je PX ‖ QY .

Tre²i razred – A kategorija

91. a) Da li postoji nekonstantan niz prirodnih brojeva a1, a2, . . .
takav da za svako k > 2 va¼i

ak =
2ak−1ak+1

ak−1 + ak+1
?

b) Da li postoji nekonstantan niz prirodnih brojeva a1, a2, . . . , a2003

takav da za svako 2 6 k 6 2002 va¼i

ak =
2ak−1ak+1

ak−1 + ak+1
?

92. Neka je p > 2 prost broj. Dokazati da je svaki delilac broja 2p−1
oblika 2kp+ 1 za neko prirodno k.

93. Neka je O centar opisane kru¼nice, a T te¼ixte trougla 4ABC,
koji nije jednakostraniqan. Dokazati da je OT normalna na te¼ixnu
du¼ CC1 ako i samo ako za stranice trougla va¼i BC

2 +CA2 = 2AB2.

94. Neka je n > 3, a a1, a2, . . . , an realni brojevi takvi da je
a1 > a2 > . . . > an > 0. Dokazati da va¼i

a1a2a3 + a2a3a4 + . . .+ an−2an−1an 6

(
a1 + a2 + . . .+ an

3

)3

.

Kada va¼i jednakost?
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95. Koliko se najvixe figura podudarnih sa mo¼e postaviti u
tablu 2003× 2003 bez preklapaǌa tako da svaka figura pokriva taqno
4 jediniqna poǉa?

Qetvrti razred – A kategorija

96. Na²i skup svih mogu²ih pozitivnih realnih brojeva V takvih
da postoji pravougli paralelepiped sa slede²im osobinama: ǌegova
zapremina je V , povrxina 18, a suma rastojaǌa od centra do strana
je 6.

97. Neka je p > 2 prost broj. Dokazati da je svaki delilac broja 2p−1
oblika 2kp+ 1 za neko prirodno k.

98. Neka je O centar opisane kru¼nice, a T te¼ixte trougla 4ABC,
koji nije jednakostraniqan. Dokazati da je OT normalna na te¼ixnu
du¼ CC1 ako i samo ako za stranice trougla va¼i BC

2 +CA2 = 2AB2.

99. Neka je n > 3, a a1, a2, . . . , an realni brojevi takvi da je
a1 > a2 > . . . > an > 0. Dokazati da va¼i

a1a2a3 + a2a3a4 + . . .+ an−2an−1an 6

(
a1 + a2 + . . .+ an

3

)3

.

Kada va¼i jednakost?

100. Na kru¼nici je dato n taqaka. Nikoje tri du¼i koje se dobijaju
spajaǌem ovih taqaka se ne seku u jednoj taqki unutar kruga. Na
koliko oblasti ove du¼i dele krug?

Prvi razred – B kategorija

101. Dokazati da za sve realne x i y va¼i

x2 + 2xy + 3y2 + 2x+ 6y + 4 > 1.

Kada va¼i jednakost?

102. Na²i najmaǌi prirodan broj koji je qetiri puta maǌi od broja
napisanog istim ciframa, ali u obrnutom poretku.

103. Svako od 20 ǉudi xaǉe nekoj desetorici od ostalih po jedno
pismo. Dokazati da postoje dve osobe koje su jedna drugoj poslale
pismo.
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104. Ako su x, y, z, u prirodni brojevi ve²i od 1, takvi da va¼i
xy = zu, dokazati da je broj

(x+ z)(x+ u)(y + z)(y + u)

(x+ y + z + u)2

slo¼en prirodan broj.

105. Dat je polukrug nad preqnikom AB i na ǌemu taqke C i D tako da
je ^CSD prav, gde je S sredixte du¼i AB. Neka je E presek pravih
AC i BD, a F presek pravih AD i BC. Dokazati da je EF ⊥AB i
EF = AB.

Drugi razred – B kategorija

106. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

(x− 1) 3
√
x− 1

3− x + (3− x) 3
√

3− x
x− 1

= 2.

107. Neka je S podskup skupa realnih brojeva koji je zatvoren u odnosu
na mno¼eǌe (to znaqi kad god su a, b ∈ S, onda je i a · b ∈ S). Neka su T
i U disjunktni podskupovi skupa S, qija je unija ceo skup S. Poznato
je da proizvod ma koja tri elementa skupa T (ne obavezno razliqita)
pripada skupu T i da prizvod ma koja tri elementa iz U pripada skupu
U . Dokazati da je bar jedan od podskupova T i U zatvoren u odnosu
na mno¼eǌe.

108. Data je kvadratna jednaqina ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, a 6= 0. Ako
su oba rexeǌa jednaqine realna i pripadaju intervalu (0, 1), dokazati
da je a(2c+ b) < 0.

109. U kru¼ni odseqak kome odgovara centralni ugao od 120◦ upisan
je kvadrat. Odrediti du¼inu stranice kvadrata, ako je polupreqnik
kruga 2 +

√
19.

110. Dokazati da je broj

(
6
√

8
√
5 + 16 +

√√
5 + 1

)
·
√√

5− 1 ceo i

izraqunati ga.

Tre²i razred – B kategorija

111. Izraqunati du¼inu polupreqnika lopte upisane u trostranu
piramidu SABC, ako su ivice SA, SB i SC me±usobno normalne i
AB = BC = a, BS = b.
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112. Rexiti sistem u zavisnosti od realnog parametra a:

ax + 6y + z = 1
x + 6ay + z = 6
x + 6y + az = 1.

113. Neka su a, b, c, d stranice, a P povrxina konvesnog qetvorougla.

Dokazati da va¼i P 6
a2 + b2 + c2 + d2

4
. Kada va¼i jednakost?

114. Neka je E sredixte stranice AB kvadrata ABCD, a F i G taqke
na stranicama BC i CD, redom, takve da je EF ‖ AG. Dokazati da je
FG tangenta na krug upisan u kvadrat ABCD.

115. Ako za oxtre uglove α, β i γ va¼i cosα = tgβ, cosβ = tgγ i

cos γ = tgα, dokazati da je sinα = sinβ = sin γ =

√
5− 1

2
.

Qetvrti razred – B kategorija

116. Na²i skup svih mogu²ih pozitivnih realnih brojeva V takvih
da postoji pravougli paralelepiped sa slede²im osobinama: ǌegova
zapremina je V , povrxina 18, a suma rastojaǌa od centra do strana
je 6.

117. Na²i lim
x→1

x(x2003 − 1)− 2003(x− 1)

(x− 1)2
.

118. Rexiti sistem

x− y + z = 6, x2 + y2 + z2 = 14, x3 − y3 + z3 = 36.

119. Odrediti taqku na elipsi
x2

8
+
y2

18
= 1 u prvom kvadrantu,

takvu da tangenta na elipsu u toj taqki gradi sa koordinatnim osama
trougao najmaǌe povrxine.

120. Dat je niz taqaka Ti(xi, yi) u xOy ravni, tako da je

x0 = 1, y0 = 0 i xn+1 =
√
3xn − yn, yn+1 = xn +

√
3yn za n > 0.

U kom kvadrantu se nalazi taqka T2003?

SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE,
Novi Sad, 19. april 2003.
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Vreme za rad 240 minuta.

Svaki zadatak vredi 25 poena.

Prvi razred

121. Odrediti broj rexeǌa jednaqine

x1
4 + x2

4 + . . .+ x10
4 = 2011

u skupu prirodnih brojeva.

122. U koordinatnoj ravni je data du¼ AB du¼ine 2003. Koliki je
najve²i broj jediniqnih kvadrata qija temena imaju celobrojne koor-
dinate i koje data du¼ seqe?

Du¼ seqe jediniqni kvadrat ako sadr¼i bar jednu ǌegovu unutrax-
ǌu taqku, tj. taqku koja nije na konturi kvadrata.

123. Neka su a, b, c stranice trougla qiji su odgovaraju²i uglovi
α = 40◦, β = 60◦, γ = 80◦. Dokazati da je

a(a+ b+ c) = b(b+ c).

124. U ravni je dat oxtar ugao sa temenom O i kracima Op1 i Op2.
Neka je k1 kru¼nica qiji centar pripada kraku Op1 i koja dodiruje
krak Op2. Kru¼nica k2 dodiruje krake ugla i kru¼nicu k1 spoǉa.
Odrediti geometrijsko mesto taqaka dodira kru¼nica k1 i k2, kada
centar kru¼nice k1 prolazi polupravu Op1.

Drugi razred

125. Dat je trougao 4ABC sa stranicama a, b, c i povrxinom S.
a) Dokazati da postoji trougao 4A1B1C1 sa stranicama

√
a,
√
b,
√
c.

b) Ako je S1 povrxina trougla 4A1B1C1, dokazati da je S1
2

>
S
√
3

4
.

126. Neka je ABCD kvadrat upisan u kru¼nicu k i P proizvoǉna
taqka te kru¼nice. Dokazati da je bar jedan od brojeva PA, PB, PC,
PD iracionalan.

127. Neka je ABCD pravougaonik. U pojasu izme±u paralelnih pravih
AB i CD odrediti skup taqaka iz kojih se du¼i AB i CD vide pod
istim uglom.

128. Neka je S podskup skupa prirodnih brojeva, S ⊆ N, koji ima
slede²a svojstva:



24 ZVANIQNA TAKMIQEǋA 2003

a) me±u svakih 2003 uzastopnih prirodnih brojeva postoji jedan koji
je sadr¼an u S;

b) ako n ∈ S i n > 1, onda i
[n
2

]
∈ S.

Dokazati da je S = N.

Tre²i i qetvrti razred

129. Dokazati da je za svaki prirodan broj n broj [(5+
√
35)2n−1] deǉiv

sa 10n.

130. Data je funkcija f [0, 1]→ R koja ima slede²a svojstva:
a) f(x) > 0 za sve x ∈ [0, 1],
b) f(1) = 1,
v) ako x1, x2 ∈ [0, 1] i x1 + x2 6 1, onda je f(x1) + f(x2) 6 f(x1 + x2).
Dokazati da za svako x ∈ [0, 1] va¼i f(x) 6 2x.

131. Data je kru¼nica k i taqka P van ǌe. Promenǉiva prava s koja
sadr¼i taqku P seqe kru¼nicu k u taqkama A i B. Neka su M i N
sredixta lukova odre±enih taqkama A i B i taqka C na du¼i AB,
takva da je PC2 = PA · PB.
Dokazati da ugao ^MCN ne zavisi od prave s.

132. Neka je n paran broj i S skup svih nizova du¼ine n qiji su
qlanovi nule i jedinice, a bar jedan qlan svakog niza jednak je 1.
Dokazati da se S mo¼e podeliti na disjunktne troqlane podskupove
tako da va¼i: za svaka tri niza (ai)

n
i=1, (bi)

n
i=1, (ci)

n
i=1 koji pripadaju

istom podskupu i svako i ∈ {1, 2, . . . , n} broj ai + bi + ci deǉiv je sa 2.

TAKMIQEǋE ZA IZBOR EKIPE ZA IMO
(Mala olimpijada)

nedeǉa, 20. april 2003.

Vreme za rad 180 minuta.

Svaki zadatak vredi 25 poena.

133. Ako je p(x) polinom, obele¼imo sa pn(x) polinom

p(p(· · · p︸ ︷︷ ︸
n

(x) · · · )).

Dokazati da je polinom p2003(x)− 2p2002(x) + p2001(x) deǉiv polinomom
p(x)− x.

134. Svaka stranica i svaka dijagonala konveksnog n-tougla, gde je
n > 3, obojena je plavo ili crveno. Dokazati da se temena n-tougla
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mogu oznaqiti sa A1, A2, . . . , An, tako da va¼i jedan od slede²a dva
uslova:
a) sve du¼i A1A2, A2A3, . . . , An−1An, AnA1 obojene su istom bojom;
b) postoji broj k, 1 < k < n, tako da su du¼i A1A2, A2A3, . . . , Ak−1Ak

plave, a du¼i AkAk+1, . . . , An−1An, AnA1 crvene.

135. Neka su M i N razliqite taqke u ravni trougla 4ABC takve da
je

AM : BM : CM = AN : BN : CN .

Dokazati da prava MN sadr¼i centar opisane kru¼nice trougla
4ABC.
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20. BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA,
Albanija – Tirana, 2.–7. maj 2003.

nedeǉa, 4. maj 2003.

Vreme za rad 270 minuta.

Svaki zadatak vredi 10 poena.

136. Da li postoji skup B, koji se sastoji od 4004 prirodna broja,
takav da za svaki ǌegov podskup A, koji ima 2003 elementa, va¼i da
zbir elemenata skupa A nije deǉiv sa 2003?

Bivxa jugoslovenska republika Makedonija

137. Neka je 4ABC trougao, takav da va¼i |AB| 6= |AC|. Neka je D
taqka preseka tangente na opisanu kru¼nicu trougla ABC u taqki A i
prave BC. Neka su E i F taqke na simetralama du¼i AB i AC redom,
takve da su BE i CF normalne na BC. Dokazati da su taqke D, E i
F kolinearne.

Rumunija

138. Na²i sve funkcije f : Q → R koje zadovoǉavaju slede²e uslove:
(1) f(x+ y)− yf(x)− xf(y) = f(x)f(y)− x− y + xy, za svako x, y ∈ Q;
(2) f(x) = 2f(x+ 1) + 2 + x, za svako x ∈ Q;
(3) f(1) + 1 > 0.

Kipar

139. Neka su m i n uzajamno prosti neparni prirodni brojevi.
Pravougaonik ABCD, takav da je |AB| = m i |AD| = n, podeǉen
je na mn jediniqnih kvadrata. Oznaqimo sa A1, A2, . . . , Ak uzastop-
ne preseqne taqke dijagonale AC sa stranicama jediniqnih kvadrata
(A1 = A,Ak = C). Dokazati da va¼i:

k−1∑

j=1

(−1)j+1|AjAj+1| =
√
m2 + n2

mn
.

Bugarska
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44. ME§UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA,
Japan – Tokio, 11.–19. jul 2003.

Vreme za rad 2× 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 poena.

Prvi dan

nedeǉa, 13. jul 2003.

140. Neka je A podskup skupa S = {1, 2, . . . , 1 000 000}, koji sadr¼i taqno
101 element. Dokazati da postoje brojevi t1, t2, . . . , t100 iz S takvi da
su skupovi

Aj = {x+ tj | x ∈ A} za j = 1, 2, . . . , 100

po parovima disjunktni.
Brazil

141. Odrediti sve parove (a, b) prirodnih brojeva takve da je

a2

2ab2 − b3 + 1

prirodan broj.
Bugarska

142. Dat je konveksan xestougao kod koga za svake dve naspramne
stranice va¼i: rastojaǌe izme±u ǌihovih sredixta jednako je pro-

izvodu broja

√
3

2
i zbira ǌihovih du¼ina. Dokazati da su svi uglovi

tog xestougla jednaki. (Konveksan xestougao ABCDEF ima tri para
naspramnih stranica: AB i DE, BC i EF , CD i FA.)

Poǉska

Drugi dan

ponedeǉak, 14. jul 2003.

143. Neka je ABCD tetivan qetvorougao. Neka su P , Q i R podno¼ja
normala iz taqke D na prave BC, CA i AB redom. Dokazati da je
PQ = QR ako i samo ako se simetrale uglova ^ABC i ^ADC seku na
pravoj AC.

Finska
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144. Neka je n prirodan broj i x1, x2, . . . , xn realni brojevi takvi da
je x1 6 x2 6 . . . 6 xn.
a) Dokazati da je




n∑

i=1

n∑

j=1

|xi − xj |




2

6
2(n2 − 1)

3

n∑

i=1

n∑

j=1

(xi − xj)2 .

b) Dokazati da jednakost vredi ako i samo ako je x1, x2, . . . , xn arit-
metiqka progresija.

Irska

145. Neka je p prost broj. Dokazati da postoji prost broj q takav da,
za svaki ceo broj n, broj np − p nije deǉiv sa q.

Francuska
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Probna takmiqeǌa

PRVO PROBNO TAKMIQEǋE
nedeǉa, 22. decembar 2002.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadaci vrede 8,9,6 + 7,12 poena.

146. Na²i sve parove (a, b) prirodnih brojeva takvih da je

1

a
+

1

b
+

a

b+ 1

ceo broj.

147. Neka su H1 i H2 podno¼ja normala iz ortocentra H trougla
4ABC na simetrale unutraxǌeg i spoǉaxǌeg ugla kod temena C, a C1

sredixte stranice AB. Dokazati da su taqke H1, H2 i C1 kolinearne.

148. Da li je mogu²e razlo¼iti trougao na konaqan broj konveksnih
a) petouglova; b) xestouglova?

149. Niz (an) zadat je uslovima a1 = 1, a2 = 2, a3 = 24 i za n > 4

an =
6a2

n−1an−3 − 8an−1a
2
n−2

an−2an−3
.

Dokazati da je an deǉivo sa n! za sve n ∈ N.

DRUGO PROBNO TAKMIQEǋE
utorak, 29. april 2003.

Vreme za rad 240 minuta.

Zadaci vrede 8,10,12,12 poena.

150. Neka je l tangenta u taqki M kruga k sa preqnikom MN . Na
du¼i MN je data taqka A. Proizvoǉan krug sa centrom na l seqe l u
taqkama C i D. Neka prave NC i ND seku krug k redom u taqkama P
i Q. Dokazati da prava PQ prolazi kroz fiksnu taqku.
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151. Dato je n+1 razliqitih troqlanih podskupova skupa {1, 2, . . . , n}.
Dokazati da me±u ǌima postoje dva qiji je presek jednoqlan.

152. Neka je S0 konaqan skup prirodnih brojeva. Definiximo skupove
S1, S2, . . . , Sn, . . . na slede²i naqin: prirodni broj a pripada skupu
Sn+1 ako i samo ako taqno jedan od brojeva a i a − 1 pripada skupu
Sn. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva N sa
svojstvom da je

SN = S0 ∪ {a+N | a ∈ S0}.

153. Neka su x1, x2, . . . , xn pozitivni realni brojevi takvi da je x1 +
x2 + . . .+ xn = 1. Dokazati da je

x1√
1− x1

+
x2√
1− x2

+ . . .+
xn√
1− xn

>

√
x1 +

√
x2 + . . .+

√
xn√

n− 1
.

TRE¨E PROBNO TAKMIQEǋE
qetvrtak, 22. maj 2003.

Vreme za rad 270 minuta.

Svaki zadatak vredi 10 poena.

154. Neka su a, b, c, d ∈ [0, 1]. Dokazati nejednakost

a2 + b2 + c2 + d2

4
− 1

4
6

(
a+ b+ c+ d

4

)2

.

155. Neka je q prost broj iM skup svih n×n matrica sa elementima
iz skupa {0, 1, 2, . . . , q − 1}. Koliko matrica iz M ima determinantu
koja nije deǉiva sa q?

156. Da li je mogu²e tablu 8×8 popuniti brojevima 1, 2, . . . , 64 (svaki
broj se pojavǉuje jednom) tako da je zbir brojeva u svakoj figuri F
deǉiv sa 4.
a) figura F je ;

b) figura F je jedna od , .
(Figure F se mogu rotirati!)

157. Neka funkcija f : Q → [0,+∞) zadovoǉava slede²e uslove:
1◦ f(x · y) = f(x) · f(y) (∀x, y ∈ Q);
2◦ f(x) 6 1 ⇒ f(x+ 1) 6 1 (∀x ∈ Q);
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3◦ f( 2003
2002 ) = 2.

Na²i sve mogu²e vrednosti za f( 2004
2003 ).

QETVRTO PROBNO TAKMIQEǋE

Vreme za rad 2× 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 poena.

Prvi dan

petak, 13. jun 2003.

158. Neka je n prirodan broj. Podskup A skupa {1, 2, . . . , n} zovemo
ḡenerixu²im ako je

{|x− y| : x, y ∈ A} = {0, 1, 2, . . . , n− 1}.

a) Dokazati da postoji generixu²i podskup sa najvixe [2
√
n] + 1 ele-

menata.
b) Da li za svako n postoji generixu²i podskup sa najvixe [

√
2n]+2003

elemenata?

159. Neka je ABCD konveksan qetvorougao takav da AB nije paralelno
sa CD. Krug k1 prolazi kroz A i B i dodiruje pravu CD u P , a krug
k2 prolazi kroz C i D i dodiruje AB u Q. Dokazati da zajedniqka
tetiva krugova k1 i k2 polovi PQ ako i samo ako je AD paralelno sa
BC.

160. Pretpostavimo da prirodni brojevi m i n zadovoǉavaju

ϕ(5m − 1) = 5n − 1,

gde ϕ(x) oznaqava broj prirodnih brojeva maǌih od x i uzajamno
prostih sa x. Dokazati da je tada NZD(m,n) > 1.

Drugi dan

subota, 14. jun 2003.

161. Pretpostavimo da su A1, A2, . . . , An taqke u ravni i da je svakoj
od ǌih pridru¼en realan broj λi tako da je za svako i, j, i 6= j,

AiAj =
√
λi + λj .
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Dokazati da je n 6 4, i da, ako je n = 4, va¼i

1

λ1
+

1

λ2
+

1

λ3
+

1

λ4
= 0.

162. Neka su P (x) i Q(x) polinomi sa realnim koeficijentima, pri
qemu svaki od ǌih ima bar po jednu realnu nulu. Ako ovi polinomi
zadovoǉavaju

P (1 + x+Q(x)2) = Q(1 + x+ P (x)2)

za sve x, dokazati da je P ≡ Q.

163. Na²i sve prirodne brojeve n, za koje se tablica n × n mo¼e
popuniti brojevima −1, 0, 1 tako da su svih 2n zbirova po vrstama i
kolonama tablice razliqiti.



Takmiqeǌa u 2004. godini

Zvaniqna takmiqeǌa

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE,
subota, 17. januar 2004.

Vreme za rad 180 minuta.

Svaki zadatak vredi 20 poena.

Prvi razred – A kategorija

164. Na dijagonali AC romba ABCD izabrana je proizvoǉna taqka E
razliqita od A i C. Neka su N i M taqke pravih AB i BC, redom,
takve da je AE = NE i CE = ME, a K preseqna taqka pravih AM i
CN . Dokazati da taqke K,E i D pripadaju jednoj pravoj.

165. Prirodni brojevi a, b i c su takvi da su brojevi

p = bc + a, q = ab + c i r = ca + b

prosti. Dokazati da su dva od brojeva p, q, r me±usobno jednaki.

166. Dokazati da za neparan ceo broj q jednaqina x3 + 3x+ q = 0 nema
celobrojnih rexeǌa.

167. Na koliko naqina mo¼emo rasporediti m razliqitih ptica u n
razliqitih kaveza tako da svaki kavez sadr¼i bar jednu, ali najvixe
dve ptice?

168. Komarac se nalazi u doǌem levom uglu pravougaone tablice for-
mata 2003 × 2004. Komarac leti iznad ove tablice na slede²i naqin:

33
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kada poleti iz nekog poǉa i preleti 99 poǉa, on sleti na 100-to da se
odmori (linija kojom se komarac kre²e ne mora da bude prava linija,
mo¼e biti i izlomǉena i sme da seqe samu sebe, ali svaki ”korak” ko-
marca mora biti paralelan ivicama tablice). Zatim komarac ponovo
pole²e sa tog poǉa, prele²e preko 99 poǉa i sle²e na 100-to... Da li
komarac mo¼e sleteti u gorǌi desni ugao?

Drugi razred – A kategorija

169. Na dijagonali AC romba ABCD izabrana je proizvoǉna taqka E
razliqita od A i C. Neka su N i M taqke pravih AB i BC, redom,
takve da je AE = NE i CE = ME, a K preseqna taqka pravih AM i
CN . Dokazati da taqke K,E i D pripadaju jednoj pravoj.

170. Na²i sve brojeve b ∈ N za koje postoji a ∈ N tako da

b | a2 + 1 i b | a3 − 1.

171. Neka su x, y i z nenegativni realni brojevi koji zadovoǉavaju
x+ y + z = 1. Na²i najmaǌu mogu²u vrednost izraza x+ y2 + z2.

172. Rexiti jednaqinu: 4√x+ 4√17− x = 3.

173. Komarac se nalazi u doǌem levom uglu pravougaone tablice for-
mata 2003 × 2004. Komarac leti iznad ove tablice na slede²i naqin:
kada poleti iz nekog poǉa i preleti 99 poǉa, on sleti na 100-to da se
odmori (linija kojom se komarac kre²e ne mora da bude prava linija,
mo¼e biti i izlomǉena i sme da seqe samu sebe, ali svaki ”korak” ko-
marca mora biti paralelan ivicama tablice). Zatim komarac ponovo
pole²e sa tog poǉa, prele²e preko 99 poǉa i sle²e na 100-to... Da li
komarac mo¼e sleteti u gorǌi desni ugao?

Tre²i razred – A kategorija

174. Jediniqni kvadrat je podeǉen na pravougle trouglove. (Trou-
glovi nemaju zajedniqkih unutraxǌih taqaka.) Neka je S zbir
hipotenuza svih tih trouglova. Dokazati da je S > 2

√
2. Kada va¼i

jednakost?

175. a) Ako je x ≡ y (mod p) onda je i xp ≡ yp (mod p2). Dokazati.
b) Rexiti jednaqinu x5 + y5 + z5 = 2004 u N.

176. Jednaqina
x3 + px+ q = 0
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ima kompleksan koren a+ bi, gde su a, b, p, q ∈ R i q, b 6= 0. Pokazati da
je aq > 0.

177. Dokazati da je broj

n2003 + n+ 1

slo¼en za svaki prirodan broj n, n > 1.

178. Dokazati da ne postoji trougao kome za uglove va¼i:

tgα+ tg β + tg γ = ctgα+ ctg β + ctg γ.

Qetvrti razred – A kategorija

179. Neka je 4ABC trougao takav da je ^ACB > 120◦. Neka je R
polupreqnik opisanog kruga tog trougla. Dokazati:

3R > AC +BC +
AB√
3
.

U kom sluqaju va¼i jednakost?

180. Rexiti jednaqinu x5 + y5 + z5 = 2004 u N.

181. Na sveqanoj smotri povodom dana Vojske SCG izabrano je iz
svakog od 4 razliqita roda (pexadija, artiǉerija, vazduhoplovstvo i
mornarica) po 4 vojnika razliqitih qinova (po jedan desetar, vodnik,
poruqnik i kapetan). Pomozite majoru, zadu¼enom za proslavu, koji je
dobio nare±eǌe da tih 16 vojnika razmesti u stroj oblika kvadrata,
tako da u svakom redu i svakoj koloni budu smextena 4 vojnika iz
razliqitih rodova i sa razliqitim qinovima.

182. Dokazati da je broj

n17 + n1 + n2004 + n8 + 1

slo¼en za svaki prirodan broj n, n > 1.

183. Dokazati da ne postoji trougao kome za uglove va¼i:

tgα+ tg β + tg γ = ctgα+ ctg β + ctg γ.

Prvi razred – B kategorija



36 ZVANIQNA TAKMIQEǋA 2004

184. Cifre a i b su razliqite i takve da va¼i

aa · ba · aba = abaaba.

Dexifrovati ovu jednakost.

185. U trouglu 4ABC (BC > CA) je ^CAB − ^ABC = 45◦. Ako je D
taqka stranice BC takva da je CD = CA, izraqunati veliqinu ugla
^BAD.

186. Dokazati da za neparan ceo broj q jednaqina x3 + 3x+ q = 0 nema
celobrojnih rexeǌa.

187. Koliko ima jednakokrakih trouglova, qije su stranice celobroj-
ne, a obim jednak 30cm?

188. Dokazati da je broj 212 + 59 slo¼en.

Drugi razred – B kategorija

189. U pravouglom trouglu 4ABC (^ACB = 90◦) konstruisana je
visina CD. Simetrala ugla ^CAB seqe pravu CD u taqki P , a sime-
trala ugla ^BCD seqe pravu BD u taqki Q. Dokazati da je PQ ‖ BC.

190. Ispitati da li kvadratna jednaqina

(a2 + b2 + c2)x2 + 2(a+ b+ c)x+ 3 = 0,

gde su a, b, c ∈ R, a2+b2+c2 6= 0, mo¼e imati realne i razliqite korene.

191. Rexiti jednaqinu:
√
4x2 − 4x+ 1− |3x− 2| − 3x = 1.

192. Data je jednaqina (a−1)x2− (a+1)x+2a−1 = 0, pri qemu je a 6= 1.
Na²i sve vrednosti parametra b za koje izraz

(x1 − b)(x2 − b)

ne zavisi od a, pri qemu su x1 i x2 koreni date jednaqine.

193. Dokazati da je broj 212 + 59 slo¼en.

Tre²i razred – B kategorija

194. Izraqunati vrednost izraza

sin 6◦ sin 42◦ sin 66◦ sin 78◦
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bez primene kalkulatora i tablica.

195. Dokazati nejednakost: (log2003 2004)
−1

+ (log2005 2004)
−1

< 2.

196. Ravni α i β seku se po pravoj c. Neka je ϕ ugao diedra koga qine
te dve ravni, a ψ ugao izme±u neke prave p ravni α i prave c. Ako je
γ ugao izme±u prave p i ravni β, dokazati da va¼i

sin γ = sinϕ sinψ.

197. Izraqunati vrednost determinante:

∣∣∣∣∣∣

sinα cosα sin(α+ δ)
sinβ cosβ sin(β + δ)
sin γ cos γ sin(γ + δ)

∣∣∣∣∣∣
.

198. Rexiti sistem jednaqina u skupu realnih brojeva:
x3y3z4 = 1
x2y4z4 = 2
x2y3z5 = 3 .

Qetvrti razred – B kategorija

199. Skup prirodnih brojeva razbijen je u grupe na slede²i naqin:

{1}, {2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10}, . . .

Na²i zbir qlanova n-te grupe.

200. Neka su x1, x2, x3 koreni polinoma x
3 +mx+ n, (n ∈ Z). Dokazati

da je x1
3 + x2

3 + x3
3 ceo broj deǉiv sa 3.

201. U pravouglom trouglu u kome je hipotenuza c = 8 i oxtar ugao
α = 60◦ upisan je pravougaonik maksimalne povrxine, tako da mu jedna
stranica pripada hipotenuzi trougla. Odrediti du¼ine stranica tog
pravougaonika.

202. Na²i realna rexeǌa sistema jednaqina:

1

1 + (x− y)2 = z + 4,
√
z + 3 + 2x = 8.

203. Rexiti sistem jednaqina u skupu realnih brojeva:
x3y3z4 = 1
x2y4z4 = 2
x2y3z5 = 3 .
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OKRU´NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE,
28. februar 2004.

Vreme za rad 180 minuta.

Svaki zadatak vredi 20 poena.

Prvi razred – A kategorija

204. U trouglu 4ABC, du¼ine stranica su tri uzastopna prirodna
broja. Ako je te¼ixna linija povuqena iz A normalna na simetralu
ugla ^ABC, prona²i du¼ine stranica trougla.

205. Neka je H ortocentar oxtrouglog trougla 4ABC. Neka su A1,
B1 i C1, redom, centri opisanih krugova trouglova 4BHC, 4CHA i
4AHB. Dokazati da su trouglovi 4ABC i 4A1B1C1 podudarni.

206. Posmatrajmo konaqan niz od 2003 broja, pri qemu je an =

[
n2

2004

]
,

n = 1, 2, . . . , 2003. Koliko razliqitih qlanova sadr¼i taj niz?

207. Da li postoji polinom sa celobrojnim koeficijentima takav da
va¼i: a) P (7) = 8 i P (15) = 12; b) P (8) = 7 i P (12) = 15?

208. Trgovac preko reke mora da preveze: sir, mixa, pacova, maqku,
psa, vuka i medveda. U qamcu ima mesta za samo k od tih 7 objekata.
Ako ostavi mixa sa sirom, mix ²e ga pojesti. Ako ostavi pacova sa
mixem ili sirom pacov ²e ih pojesti. Ako ostavi maqku sa pacovom
ili mixem ona ²e ih pojesti. Ako ostavi psa sa pacovom ili maqkom
on ²e ih ubiti. Ako ostavi vuka sa psom ili maqkom on ²e ih ubiti.
Ako ostavi medveda sa psom ili vukom on ²e ih ubiti. Pretpostavǉa
se da trgovac sve ove doga±aje spreqava da se dese kad je prisutan. Ko-
je minimalno k garantuje da on mo¼e sve artikle bezbedno da prebaci
na drugu stranu reke?

Drugi razred – A kategorija

209. Neka su m i n prirodni brojevi ne maǌi od 2. Dokazati da
postoji prirodan broj k tako da va¼i:

(
n+

√
n2 − 4

2

)m

=
k +

√
k2 − 4

2
.

210. Dat je trougao 4ABC. Tangenta t u taqki B na opisanu kru¼nicu
oko tog trougla seqe pravu AC u taqki M . Na²i

AM

MC
, ako je

AB

BC
= k.
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211. Ako je
(
x+

√
x2 + 1

)
·
(
y +

√
y2 + 1

)
= 1, dokazati da je x+ y = 0.

212. Ako su te¼ixne linije ∆ABC iz temena B i C me±usobno nor-

malne onda je: ctg β + ctg γ >
2

3
. Dokazati.

U kom sluqaju va¼i jednakost?

213. Data je bela tabla 2002× 2003 i dosta crvene i bele boje.
a) Dozvoǉeno je u jednom koraku promeniti boju ma koja qetiri poǉa
koja qine kvadrat 2× 2. Da li se posle nekoliko koraka mo¼e dobiti
isti broj belih i crvenih poǉa?
b) Dozvoǉeno je u jednom koraku promeniti boju ma kojih devet poǉa
koja qine kvadrat 3× 3. Da li se posle nekoliko koraka mo¼e dobiti
isti broj belih i crvenih poǉa?

Tre²i razred – A kategorija

214. U pravougaoniku ABCD je AB = 1, BC = 2. Data je taqka P
unutar ǌega takva da je ^PAB = ^PBA = 15◦. Izraqunati ^CPD.

215. Ako su m, n i p odseqci koje trougao 4ABC odre±uje na pravama
koje sadr¼e sredixte upisanog kruga a paralelne su, respektivno, sa
stranicama BC = a, CA = b i AB = c, dokazati da je

m

a
+
n

b
+
p

c
= 2.

216. Neka su a1, a2, . . . , a2004, b1, b2, . . . , b2004 me±usobno razliqiti real-
ni brojevi. Ako je za svako i ∈ {1, 2, . . . , 2004}

(ai + b1)(ai + b2) . . . (ai + b2004) = α,

dokazati da, za svako i ∈ {1, 2, . . . , 2004} va¼i

(bi + a1)(bi + a2) . . . (bi + a2004) = −α.

217. Na²i sve proste brojeve p i q, takve da je broj
√
p2 + 14pq + q2 +

√
p2 + 7pq + q2

prirodan.

218. Na²i sve funkcije f : N → Q koje za sve x, y ∈ N zadovoǉavaju

f

(
x+ y

3

)
=
f(x) + f(y)

2
, kad je

x+ y

3
∈ N.
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Qetvrti razred – A kategorija

219. Neka je ABCD pravougaonik. Neka je E podno¼je visine iz A
na BD. Neka je F proizvoǉna taqka na dijagonali BD izme±u D i E.
Neka je G presek prave CF i normale iz B na AF . Neka je H presek
prave BC i normale iz G na BD. Dokazati da je ^EGB = ^EHB.

220. Data je n×n kvadratna tablica [aij ], gde je aij =
1

i+ j − 1
. Odabe-

rimo n brojeva iz tablice, tako da nisu odabrana dva broja iz iste
vrste ili dva broja iz iste kolone. Dokazati da zbir tih n brojeva
ne mo¼e biti maǌi od 1.

221. Odrediti uslov koji treba da zadovoǉe realni brojevi a i b tako
da sistem

x + y + z = a
x2 + y2 + z2 = b2

ima jedinstveno realno rexeǌe.
U kojim sluqajevima sistem nema rexeǌa?

222. Date su dve xahovske table 2 × 4 i u doǌem levom uglu prve
nalazi se kraǉ, a u doǌem levom uglu druge top. Oznaqimo sa kn broj
razliqitih n-poteza kraǉem, a sa tn broj razliqitih n-poteza topom.
Za koje n va¼i kn < tn?

223. Dat je pravougli trougao T . Da li je mogu²e izvrxiti razbi-
jaǌe trougla T na 2004 trougli²a koji ispuǌavaju slede²e uslove:
1◦ svaki od tih trougli²a je sliqan trouglu T ;
2◦ ne postoje dva trougli²a koji su podudarni?

Prvi razred – B kategorija

224. Dokazati da je nn − n deǉivo sa 24 za sve neparne prirodne
brojeve n.

225. Neka je S presek, me±usobno upravnih, dijagonala AC i BD
konveksnog i tetivnog qetvorougla ABCD. Dokazati da normala iz
taqke S na pravu BC polovi du¼ AD.

226. U trouglu 4ABC za unutraxǌe uglove va¼i α− β = 2γ.
a) Dokazati da je ugao α tup.
b) Na pravoj AB, iza taqke A u odnosu na taqku B, je data taqka E
takva da je EC = AC. Dokazati da je CA simetrala ugla ^ECB.

227. Neka je dato preslikavaǌe f : R → R, tako da za sve x ∈ R va¼i
f(x) + 2f(1− x) = x. Odrediti f(x).
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228. U jednoj grupi ǉudi se nalaze tri Italijana, qetiri Francuza
i pet Xpanaca. Na koliko razliqitih naqina se svi ovi ǉudi mogu
pore±ati u niz tako da svi Francuzi budu jedan pored drugog, svi
Xpanci jedan pored drugog i nikoja dva Italijana ne budu jedan do
drugog?

Drugi razred – B kategorija

229. Dijagonale tetivnog qetvorougla ABCD seku se u taqki O. Ako
je BC = CD = 12cm i OC = 4cm, na²i du¼inu dijagonale AC.

230. Dokazati da razlika rexeǌa jednaqine

5x2 − 2(5a+ 3)x+ 5a2 + 6a+ 1 = 0, a ∈ R

ne zavisi od a.

231. Dokazati da za svako x > 0 va¼i nejednakost:

√
x(x+ 1) + x(x− 4) + 1 > 0.

232. Na²i realni i imaginarni deo kompleksnog broja

z =

(
1 + i

√
3

2

)2004

+

(
−1 + i

√
3

2

)2004

.

233. Za koje vrednosti realnih brojeva x i y izraz

E = 2x2 + 2xy + y2 − 2x+ 2y + 2

ima najmaǌu vrednost?

Tre²i razred – B kategorija

234. Na²i sve realne brojeve x, y, z, t takve da je

x2 + y2 + z2 + t2 = x(y + z + t).

235. Na²i sva rexeǌa nejednaqine

√
sinx+

√
cosx > 1.
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236. Taqka A pripada krugu k polupreqnika r. Ap i Aq su poluprave
takve da je ^pAq = 60◦. Ako su B i C preseqne taqke tih polupravih
i kruga k, na²i du¼inu tetive BC.

237. Sistem jednaqina

bx + ay = c,
cx + az = b,
cy + bz = a

ima jedinstveno rexeǌe.
Dokazati da je tada abc 6= 0 i na²i to rexeǌe.

238. Izraqunati zapreminu piramide, qija je osnova jednakostraniq-
ni trougao stranice a, ako su boqne strane nagnute prema ravni osnove
pod uglovima α, β i γ.

Qetvrti razred – B kategorija

239. Na²i visinu kupe maksimalne povrxine omotaqa upisane u loptu
polupreqnika R.

240. Dat je kompleksan broj z = cosϕ + i sinϕ, ϕ ∈ R, ϕ 6= kπ (k ∈ Z).

Odrediti modul i argument kompleksnog broja
z + 1

z − 1
.

241. Na²i oblast vrednosti funkcije y =
x2 + x+ 1

x2 − x+ 1
.

242. Dokazati da se ni za jedan prirodan broj n zbir 1+ 2+ . . .+n ne
mo¼e zavrxavati nekom od cifara 2,4,7,9.

243. Koliko najvixe oxtrih uglova mo¼e imati konveksan mnogougao?

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Nix, 27. 03. 2004.

Vreme za rad 240 minuta.

Svaki zadatak vredi 20 poena.

Prvi razred – A kategorija
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244. Neka je ABCD trapez kod koga je AB ‖ CD i P taqka na pro-
du¼etku dijagonale AC tako da je C izme±u A i P . Ako su X i Y
sredixta osnovica AB i CD, a M i N preseqne taqke pravih PX i
PY sa du¼ima BC i DA, redom, dokazati da je prava MN paralelna
osnovicama trapeza.

245. U jednakostraniqnom trouglu 4ABC je |AB| = 2. Neka su M i N
unutraxǌe taqke stranice AB takve da je |MN | = 1. Dokazati da je
^MCN > 30◦.

246. Koliko ima trojki prirodnih brojeva (a, b, c) takvih da je 2a+ 1
deǉivo sa b, 2b+ 1 deǉivo sa c, i 2c+ 1 deǉivo sa a.

247. Xahovska tabla dimenzija 2004 × 2004 je poploqana dominama
dimenzija 1 × 4. Mo¼e li broj horizontalnih domina da bude jednak
broju vertikalnih domina?

248. Koliko ima prirodnih brojeva n, 10 6 n < 100000, deǉivih sa 4
u qijem se dekadnom zapisu ne pojavǉuje cifra 0 i nikoje dve susedne
cifre nisu jednake?

Drugi razred – A kategorija

249. Dat je trougao 4ABC. Prava simetriqna te¼ixnoj du¼i iz A u
odnosu na simetralu ugla ^BAC seqe opisani krug trougla 4ABC u
K. Neka je L sredixte du¼i AK. Dokazati:

^BLC = 2^BAC.

250. Na²i maksimalnu vrednost izraza

I = a2 + b2 + c2 + d2 + e2

ako su a > b > c > d > e > 0 realni brojevi za koje va¼i a + b 6 5 i
c+ d+ e 6 5. Kada se posti¼e ta vrednost?

251. Neka je a prirodan broj ve²i od 1. Dokazati da je broj

n(2n+ 1)(3n+ 1) . . . (an+ 1)

deǉiv svim prostim brojevima maǌim od a, za svaki prirodan broj n.

252. Razlika korena kvadratne jednaqine x2 + px + q = 0 (p, q ∈ R)
jednaka je 4. Na²i te korene tako da zbir p+ q bude najmaǌi mogu²i.

253. Postoji li beskonaqan podskup skupa prirodnih brojeva takav
da nijedan ǌegov qlan, niti zbir nekoliko ǌegovih elemenata nije
stepen prirodnog broja (tj. nije broj oblika ak, a, k ∈ N, k > 2)?
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Tre²i razred – A kategorija

254. Dat je krug k i ǌegov preqnik AB. Neka je P proizvoǉna taqka
tog kruga razliqita od A i B. Projekcija taqke P na AB je Q. Krug
sa centrom P i polupreqnikom PQ seqe krug k u C i D. Presek pravih
CD i PQ je taqka E. Neka je F sredixte AQ, a G podno¼je normale
iz F na CD. Dokazati da je EP = EQ = EG i da su taqke A, G i P
kolinearne.

255. U skupu realnih brojeva na²i sva rexeǌa sistema jednaqina

x = 1 +
√
y, y = 1 +

√
z, z = 1 +

√
x.

256. Ako je n ∈ N takav da

n |
(
1n + 2n + . . .+ (n− 1)n

)
+ 1,

dokazati da n nije deǉiv nijednim kvadratom ve²im od 1.

257. Funkcija f : R → R je takva da je

x+ f(x) = f(f(x))

za svako x ∈ R. Na²i sva rexeǌa jednaqine f(f(x)) = 0.

258. Dejan je pre x godina imao x puta maǌe godina nego onda kad je
y godina ranije imao y puta maǌe godine nego xto ima sada, pri qemu
su x, y i broj Dejanovih godina prirodni brojevi. Koliko sve godina
mo¼e da ima Dejan?

Qetvrti razred – A kategorija

259. Dat je konveksan petougao ABCDE kod koga je DC = DE i
^DCB = ^DEA = 90◦. Neka je F unutraxǌa taqka segmenta AB odred-
jena uslovom AF : BF = AE : BC. Dokazati da je ^FCE = ^ADE i
^FEC = ^BDC.

260. Dat je oxtrougli trougao ABC. Neka su M , N i P sredixta
stranica AB, AC i BC, A0 podno¼je normale iz taqke N na stranicu
BC, i neka je A1 sredixte du¼i MA0. Konstruiximo analogno B1

i C1. Dokazati da se prave AA1, BB1 i CC1 seku ako i samo ako je
trougao ABC jednakokrak.

261. Oznaqimo sa d(n) broj delilaca prirodnog broja n. Odrediti
sve prirodne brojeve n takve da me±u brojevima

n, d(n), d(d(n)), d(d(d(n))), . . .
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nema nijednog potpunog kvadrata.

262. Na²i sve 1-1 funkcije f : N → N koje zadovoǉavaju uslove:

1◦ f(f(m) + f(n)) = f(f(m)) + f(n), 2◦ f(1) = 2, f(2) = 4.

263. Neka je A skup od 6 elemenata. Dokazati da u svakoj famili-
ji {A1, A2, . . . , A11} razliqitih troelementnih podskupova od A, pos-
toje tri razliqita skupa Ai, Aj i Ak koji su svi podskupovi istog
qetvoroelementnog skupa.

Prvi razred – B kategorija

264. Neka su a, b i c tri razliqite cifre, od kojih nijedna nije
jednaka nuli, za koje va¼i

abc : c = bc.

Odrediti te cifre.

265. U pravouglom trouglu 4ABC nad katetom AC kao nad preqnikom
konstruisan je krug k koji seqe hipotenuzu AB u taqki E. U taqki
E konstruisana je tangenta t kruga k koja seqe katetu BC u taqki D.
Dokazati da je trougao 4BDE jednakokraki.

266. Dat je paralelogram ABCD. Na pravama AB, BC, CD i DA
izabrane su, redom, taqke A1, B1, C1 i D1 tako da je B sredixte du¼i
AA1, C sredixte du¼i BB1, D sredixte du¼i CC1 i A sredixte du¼i
DD1.
a) Dokazati da je qetvorougao A1B1C1D1 tako±e paralelogram.
b) Izraqunati povrxinu qetvorougla A1B1C1D1, ako je povrxina qe-
tvorougla ABCD jednaka 2004cm2.

267. Odrediti koeficijente a, b ∈ R polinoma P (x) = x3 + ax2 − 2x+ b
ako se zna da je x = −2 nula polinoma i da P (x) pri deleǌu sa x + 3
daje ostatak −12, a zatim faktorisati polinom P (x).

268. Koliko ima prirodnih brojeva n, 10 6 n < 100000, deǉivih sa 4
u qijem se dekadnom zapisu ne pojavǉuje cifra 0 i nikoje dve susedne
cifre nisu jednake?

Drugi razred – B kategorija

269. Na²i sva realna rexeǌa jednaqine:

(x3 − 9x2 − x+ 9)2 + (x3 + 3x2 − x− 3)4 = 0.
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270. Neka je AB preqnik kruga k i tetive AD i BC tog kruga se seku
u taqki E. Dokazati da

AE ·AD +BE ·BC

ne zavisi od izbora taqaka C i D.

271. Na²i sve prirodne brojeve x i y tako da va¼i:

x+ y2 +
√
x− y2 − 1 6 1.

272. Razlika korena kvadratne jednaqine x2 + px + q = 0 (p, q ∈ R)
jednaka je 4. Na²i te korene tako da zbir p+ q bude najmaǌi mogu²i.

273. Na²i sve cele brojeve m takve da va¼i (1 + i)m = (1− i)m.

Tre²i razred – B kategorija

274. Koji je od brojeva 2

√
log2 2004

i 2004

√
log2004 2

ve²i?

275. Na²i visinu pravilne qetvorostrane piramide ako je zapremina
lopte opisane oko piramide jednaka V , a normala, konstruisana iz
centra te lopte na boqnu stranu, obrazuje sa visinom piramide ugao
α.

276. Neka je O sredixte opisanog kruga jednakokrakog tougla 4ABC.
Ako je AB = AC = b i ^BAC = α (α 6= 120◦). Na²i du¼inu du¼i BD,
pri qemu je D preseqna taqka pravih BO i AC.

277. Dokazati da za sve α i β 6= k
π

2
(k ∈ Z) va¼i nejednakost

cos4 α

sin2 β
+

sin4 α

cos2 β
> 1.

Kada va¼i jednakost?

278. U zavisnosti od realnog parametra a rexiti sistem jednaqina:

x + y − z = 1
2x + 3y + az = 3
x + ay + 3z = 2 .

Qetvrti razred – B kategorija
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279. Na²i sve proste brojeve p i q takve da jednaqina x4 − px3 + q = 0
ima ceo koren.

280. Na²i sve prirodne brojeve n takve da funkcija

f(x) = cosnx · sin 5

n
x

ima period 3π.

281. Neka je n ∈ N. Rexiti sistem jednaqina:

x1(x1 + x2 + . . .+ xn) = 1
x2(x1 + x2 + . . .+ xn) = 3
x3(x1 + x2 + . . .+ xn) = 5

...
xn(x1 + x2 + . . .+ xn) = 2n− 1 .

282. Na²i sve realne vrednosti parametra a takve da funkcija

f(x) =
1

3
2 3x + a · 22x−1 + (1− a)2x

bude rastu²a za sve vrednosti x ∈ R.

283. Dokazati da za sve prirodne brojeve n va¼i

log(n+ 1) >
log 1 + log 2 + . . .+ log n

n
.

TAKMIQEǋE ZA IZBOR EKIPE ZA SAVEZNO
TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

(Malo savezno)
Beograd, nedeǉa, 4. april 2004.

Vreme za rad 240 minuta.

Svaki zadatak vredi 20 poena.

Prvi razred

284. Dat je jednakokraki trougao 4ABC, kod koga je AB = BC. Neka
je taqka D presek simetrale ugla ^BAC sa krakom BC. Normala na
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AD u taqki D seqe produ¼etak stranice AC u taqki E. Taqke M i N
su, redom, podno¼ja normala iz taqaka B i D na osnovicu AC. Ako je
AE = a, izraqunati MN .

285. Neka su A, B, C i D taqke kruga k, takve da va¼i AB = BC = CD.
Neka je E taqka dijametralno suprotna taqki B. Ako je BE∩AD = {F}
dokazati da je AB = AF i da CE polovi FD.

286. Za date razliqite realne brojeve a, b, c i d izraqunati vrednost
izraza:

S = 1
(a−b)(a−c)(a−d) +

1
(b−a)(b−c)(b−d) +

1
(c−a)(c−b)(c−d) +

1
(d−a)(d−b)(d−c) .

287. Ako su m i n prirodni brojevi i broj
√
m +

√
n racionalan,

pokazati da je onda taj broj i prirodan.

288. Posmatrajmo prirodne brojeve n, n < 10000. Da li me±u ǌima
ima vixe onih qiji je zbir cifara jednak 18 ili onih kod kojih je zbir
cifara jedinica i desetica jednak zbiru cifara stotina i hiǉada?
(ukoliko neka od tih cifara nedostaje, smatra se da je ona jednaka 0:
npr. 936 zadovoǉava oba uslova jer je 9 + 3 + 6 = 18 i 0 + 9 = 3 + 6)

Drugi razred

289. Du¼ina stranice kvadrata ABCD jednaka je 1. Taqke P i Q pri-
padaju, redom, stranicama AB i AD, tako da je obim trougla 4APQ
jednak 2. Izraqunati veliqinu ugla ^PCQ.

290. Neka su AB i CD dve me±u sobom normalne tetive kruga k
polupreqnika r, koje se seku u taqki M unutar kruga k. Dokazati:
a) AB2 + CD2 > (2r)2;
b) AM2 +BM2 + CM2 +DM2 = (2r)2.

291. Rexiti jednaqinu: 2x+7 + 4x
2+3x+5 + 81−x = 192.

292. Na²i sve vrednosti realnog parametra a tako da jednaqina

|x2 + x− 2| = x+ a

ima taqno tri razliqita realna rexeǌa.

293. Posmatrajmo prirodne brojeve n, n < 10000. Da li me±u ǌima
ima vixe onih qiji je zbir cifara jednak 18 ili onih kod kojih je zbir
cifara jedinica i desetica jednak zbiru cifara stotina i hiǉada?
(ukoliko neka od tih cifara nedostaje, smatra se da je ona jednaka 0:
npr. 936 zadovoǉava oba uslova jer je 9 + 3 + 6 = 18 i 0 + 9 = 3 + 6)



ZVANIQNA TAKMIQEǋA 2004 49

45. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE,
Xabac, 17. april 2004.

Vreme za rad 240 minuta.

Svaki zadatak vredi 25 poena.

Prvi razred

294. Na²i sve parove prirodnih brojeva (a, b) za koje va¼i:

5ab − b = 2004.

295. Dat je trougao 4ABC i taqke D i E redom na polupravama CB

i CA, tako da va¼i CD = CE =
AC +BC

2
. Neka je H ortocentar

trougla ABC i P sredixte luka AB kru¼nice opisane oko trougla
ABC, koji ne sadr¼i taqku C. Dokazati da prava DE polovi du¼ HP .

296. Ako su a, b, c pozitivni brojevi, takvi da je abc = 1, dokazati da
je

1√
b+

1

a
+

1

2

+
1√

c+
1

b
+

1

2

+
1√

a+
1

c
+

1

2

>
√
2.

297. U prostoru je dat skup S koji sadr¼i 100 taqaka, tako da nikoje
4 od ǌih ne pripadaju jednoj ravni. Dokazati da ne postoji vixe od
4 · 1012 tetraedara sa temenima iz skupa S, takvih da svaka dva od tih
tetraedara imaju najvixe dva zajedniqka temena.

Drugi razred

298. Ako su a, b, c prirodni brojevi takvi da je i
a

b
+
b

c
+
c

a
prirodan

broj, dokazati da je abc potpun kub.

299. Dat je oxtrougli trougao sa polupreqnikom upisane kru¼nice
r. Dokazati da zbir rastojaǌa ortocentra od stranica trougla nije
ve²i od 3r.

300. Neka su M , N , P proizvoǉne taqke redom na stranicama BC,
CA, AB oxtrouglog trougla ABC. Dokazati da je taqna bar jedna od
nejednakosti:

NP >
1

2
BC, PM >

1

2
CA, MN >

1

2
AB.



50 ZVANIQNA TAKMIQEǋA 2004

301. Razgovarali su baron Minhauzen i matematiqar. Baron Min-
hauzen je rekao da se u ǌegovoj zemǉi iz svakog grada mo¼e putem
sti²i u bilo koji drugi grad. Pri tome, ako se iz proizvoǉnog grada
putuje po zemǉi proizvoǉnim putem do povratka u taj grad, onda se
pro±e kroz neparan broj usputnih gradova. Matematiqar je pitao ko-
liko puta se broji grad, ako se vixe puta pro±e kroz ǌega. Baron je
odgovorio da se takav grad broji onoliko puta koliko puta se pro±e
kroz ǌega. Osim toga, baron Minhauzen je dodao da iz svakog grada
u ǌegovoj zemǉi polazi jednak broj puteva, osim iz ǌegovog rodnog
grada iz koga polazi maǌi broj puteva. Na to je matematiqar rekao
da baron Minhauzen la¼e. Kako je to zakǉuqio?

Tre²i i qetvrti razred

302. U trouglu 4ABC povrxine S taqka H je ortocentar, D, E i F su
podno¼ja visina iz A, B i C, a P , Q i R taqke simetriqne taqkama A,
B i C u odnosu na prave BC, CA i AB, redom. Poznato je da trouglovi

DEF i PQR imaju jednaku povrxinu T i da je T >
3

5
S. Dokazati da

je T = S.

303. Niz (an) odre±en je uslovima a1 = 0 i

(n+ 1)3an+1 = 2n2(2n+ 1)an + 2(3n+ 1) za n > 1.

Dokazati da beskonaqno mnogo qlanova niza pripada skupu prirodnih
brojeva.

304. Neka je A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}. Koliko ima podskupova B
skupa A, takvih da za svako n ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} va¼i: ako n ∈ B i
n+2 ∈ B, onda bar jedan od brojeva n+1 i n+3 tako±e pripada skupu
B?

305. Neka je (an) niz odre±en uslovima a1 = x ∈ R i 3an+1 = an + 1 za
n > 1. Neka je

A =

∞∑

n=1

[
an −

1

6

]
, B =

∞∑

n=1

[
an +

1

6

]
.

Izraqunati zbir A+B u zavisnosti od x.
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TAKMIQEǋE ZA IZBOR EKIPE ZA IMO
(Mala olimpijada)

nedeǉa, 18. april 2004.

Vreme za rad 180 minuta.

Svaki zadatak vredi 25 poena.

306. Dat je kvadrat ABCD i kru¼nica γ sa preqnikom AB. Neka je
P proizvoǉna taqka stranice CD, M i N redom preseci du¼i AP i
BP sa γ koji su razliqiti od A i B, a Q taqka preseka pravih DM i
CN . Dokazati da je Q ∈ γ i da va¼i jednakost AQ : QB = DP : PC.

307. Neka su a, b, c realni brojevi, takvi da je abc = 1. Dokazati da
su najvixe dva od brojeva

2a− 1

b
, 2b− 1

c
, 2c− 1

a

ve²a od 1.

308. Neka je P (x) polinom n-tog stepena sa korenima i − 1, i − 2, . . . ,
i−n i neka su R(x) i S(x) polinomi sa realnim koeficijentima takvi
da je

P (x) = R(x) + iS(x).

Dokazati da polinom R ima n realnih nula. (i je imaginarna jedini-
ca)
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21. BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA,
Bugarska – Pleven, 5.–10. maj 2004.

petak, 7. maj 2004.

Vreme za rad 270 minuta.

Svaki zadatak vredi 10 poena.

309. Niz realnih brojeva a0, a1, a2, . . . zadovoǉava relaciju:

am+n + am−n −m+ n− 1 =
a2m + a2n

2

za sve m,n ∈ N0, m > n. Ako je a1 = 3 na²i a2004.
Kipar

310. Rexiti u skupu prostih brojeva jednaqinu:

xy − yx = x · y2 − 19.

Albanija

311. Neka je O unutraxǌa taqka oxtrouglog trougla 4ABC. Kru-
govi sa centrima u sredixtima stranica trougla 4ABC, koji prolaze
taqku O, me±usobno se seku u taqkama K, L i M , razliqitim od O.
Dokazati da je O centar upisanog kruga trougla 4KLM ako i samo
ako je O centar opisanog kruga oko trougla 4ABC.

Rumunija

312. Ravan je podeǉena na oblasti konaqnim brojem pravih, od ko-
jih nikoje tri ne prolaze kroz istu taqku. Dve oblasti nazivamo
”susednim” ukoliko je ǌihova zajedniqka granica: du¼, poluprava
ili prava. Potrebno je u svakoj oblasti upisati ceo broj takav da
va¼e slede²a dva uslova:

1◦ proizvod brojeva iz susednih oblasti je maǌi od ǌihovog zbira;

2◦ zbir svih brojeva sa svake strane proizvoǉne prave jednak je
nuli.

Dokazati da je to mogu²e ako i samo ako sve prave nisu paralelne.
Srbija i Crna Gora
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45. ME§UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA,
Grqka – Atina, 9.–19. jul 2004.

Vreme za rad 2× 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 poena.

Prvi dan

ponedeǉak, 12. jul 2004.

313. Dat je oxtrougli trougao 4ABC takav da je AB 6= AC. Kru¼-
nica qiji je preqnik BC seqe stranice AB i AC u taqkama M i N
redom. Oznaqimo sa O sredixte stranice BC. Simetrale uglova
^BAC i ^MON seku se u taqki R. Dokazati da se kru¼nice opisane
oko trouglova 4BMR i 4CNR seku u taqki koja pripada stranici
BC.

Rumunija

314. Odrediti sve polinome P (x) sa realnim koeficijentima koji
zadovoǉavaju jednakost

P (a− b) + P (b− c) + P (c− a) = 2P (a+ b+ c)

za sve realne brojeve a, b, c za koje je ab+ bc+ ca = 0.
Ju¼na Koreja

315. Neka je kuka figura sastavǉena od xest jediniqnih kvadrata kao
na slici

ili ma koja figura dobijena od ove figure primenom rotacija i osnih
simetrija. Odrediti sve m × n pravougaonike koji se mogu pokriti
kukama tako da

• pravougaonik bude pokriven bez praznina i bez preklapaǌa;

• ni jedan deo kuke ne bude izvan pravougaonika.

Estonija
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Drugi dan

utorak, 13. jul 2004.

316. Neka je n > 3 prirodan broj. Neka su t1, t2, . . . , tn pozitivni
realni brojevi takvi da je

n2 + 1 > (t1 + t2 + . . .+ tn) ·
(

1

t1
+

1

t2
+ . . .+

1

tn

)
.

Dokazati da su ti, tj , tk du¼ine stranica trougla, za sve i, j, k za koje
je 1 6 i < j < k 6 n.

Ju¼na Koreja

317. U konveksnom qetvorouglu ABCD dijagonala BD nije simetrala
niti ugla ^ABC niti ugla ^CDA. Taqka P koja se nalazi unutar
qetvorougla ABCD je takva da je

^PBC = ^DBA i ^PDC = ^BDA.

Dokazati da je ABCD tetivni qetvorougao ako i samo ako je AP = CP .
Poǉska

318. Prirodan broj nazivamo alterniraju²i ako su svake dve susedne
cifre u ǌegovom decimalnom zapisu razliqite parnosti.

Odrediti sve prirodne brojeve n, za koje postoji alterniraju²i broj
deǉiv sa n.

Iran
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Probna takmiqeǌa

PRVO PROBNO TAKMIQEǋE

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Prvi razred
nedeǉa, 7. decembar 2003.

319. Da li postoje celi brojevi a, b, c, d takvi da je

abcd− a = 1235
abcd− b = 235
abcd− c = 35
abcd− d = 5 ?

320. Odrediti f(x) ako je

f

(
x− 1

x+ 3

)
+ 2f

(
x+ 3

x− 1

)
= x, za x 6= 1, x 6= −3.

321. U trouglu 4ABC povuqena je simetrala AM ugla α = ^CAB
(M ∈ BC). U svaki od trouglova 4ABM i 4AMC upisani su krugovi
polupreqnika r1 i r2, respektivno. Pokazati da je r1 = r2 ako i samo
ako je 4ABC jednakokrak sa kracima AB = AC.

322. Neka su K i L taqke ivice AD, odnosno dijagonale AC paralel-

ograma ABCD, takve da je
−−→
AK :

−−→
KD = 1 : 3 i

−→
AL :

−→
LC = 1 : 4. Dokazati

da su taqke K, L i B kolinearne.

323. Na kru¼nici je raspore±eno 40 figura, xto belih, xto crvenih.
Dva igraqa igraju slede²u igru: prvi uzima sve crvene figure koje
imaju belog suseda, nakon toga drugi uzima sve bele figure koje imaju
crvenog suseda, onda opet prvi uzima sve crvene figure koje imaju
belog suseda itd. Igra se zavrxava kada na kru¼nici ostanu samo
figure iste boje.
a) Da li je mogu²e da na kraju ostane samo jedna crvena figura?
b) Da li je mogu²e da na kraju ostanu dve bele figure?
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Drugi razred
ponedeǉak, 1. decembar 2003.

324. Dat je trougao 4ABC. Na polupravoj AC izabrana je taqka K i
na polupravoj BC izabrana je taqka L tako da va¼i AB = AK = BL.
Na polupravoj AB izabrana je taqka M i na polupravoj CB izabrana
je taqka N tako da va¼i AC = AM = CN . Na polupravoj BA izabrana
je taqka P i na polupravoj CA izabrana je taqka Q tako da va¼i
BC = BP = CQ. Pokazati da su prave KL, MN i PQ paralelne.

325. Na du¼i AC izabrana je proizvoǉna taqka B i na du¼ima AB,BC
i AC kao preqnicima, konstruisani su krugovi k1, k2 i k. Kroz taqku
B je konstruisana proizvoǉna prava, koja seqe k u taqkama P i Q, a
krugove k1 i k2 pored taqke B u taqkama R i S, redom. Dokazati da je
PR = QS.

326. Neka je dat prirodan broj n. Posmatrajmo ure±ene parove (u, v)
prirodnih brojeva, takvih da im je NZS jednak n (znaqi za u 6= v
par (u, v) smatramo razliqitim od (v, u)). Dokazati da je broj takvih
parova jednak broju pozitivnih delilaca broja n2.

327. Na²i najmaǌi prirodan broj m za koji je

m︷ ︸︸ ︷
100100100 ...100

>

100︷ ︸︸ ︷
333 ...3

.

328. Bubamara xeta ivicama poliedra, polaze²i iz vrha A. Ona je
proxla svim ivicama poliedra taqno dvaput. Dokazati da taqka u
kojoj je bubamara zavrxila put ne zavisi od puta.

Tre²i razred
ponedeǉak, 1. decembar 2003.

329. Neka su AK, BL i CM visine trougla 4ABC, a P bilo koja taqka
u toj ravni koja ne pripada pravama koje sadr¼e te visine. Dokazati
da krugovi opisani oko 4AKP , 4BLP i 4CMP , osim P imaju jox
jednu zajedniqku taqku.

330. Krug l dodiruje iznutra krug k, i preqnik PQ kruga k u taqki C.
Neka je A taqka na k, a B taqka na du¼i CQ takva da je AB tangenta
kruga l koja je normalna na PQ. Dokazati da AC polovi ugao ^PAB.

331. Postoji li prirodan broj n takav da va¼i:
1◦ broj n nije potpun stepen prirodnog broja;
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2◦ brojevi n+ 1, n+ 2, . . . , n+ 2003 su deǉivi kvadratom (ve²im od 1);
3◦ broj n+ 2004 nije potpun stepen prirodnog broja?

332. Svaka taqka ravni je obojena u plavo ili crveno. Dokazati da
postoje dve plave taqke na rastojaǌu 1, ili qetiri kolinearne crvene
taqke A1, A2, A3, A4 takve da je A1A2 = A2A3 = A3A4 = 1.

333. Neka su m i n razliqiti prirodni brojevi, a prirodan broj i
p < a− 1 prost. Dokazati da je polinom

P (x) = xm(x− a)n + p

nerastavǉiv nad Z.

Qetvrti razred
ponedeǉak, 1. decembar 2003.

334. Dat je trougao 4ABC i oko ǌega je opisan krug k. Neka je
AD simetrala ugla ^BAC (D ∈ BC) i neka je l krug koji iznutra
dodiruje krug k i du¼i AD i BD. Oznaqimo sa E taqku dodira kruga
l i simetrale AD. Dokazati da je E centar upisanog kruga u trougao
4ABC.

335. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo slo¼enih prirodnih bro-
jeva n sa svojstvom:

n | 3n−1 − 2n−1 .

336. Postoji li prirodan broj n takav da va¼i:
1◦ broj n nije deǉiv kvadratom prirodnog broja (ve²im od 1);
2◦ brojevi n+ 1, n+ 2, . . . , n+ 2003 su deǉivi kvadratom (ve²im od 1);
3◦ broj n+ 2004 nije potpun stepen prirodnog broja?

337. Neka je n > 4 i neka su x1,x2,. . . ,xn pozitivni realni brojevi.
a) Dokazati nejednakost:

x1

xn + x2
+

x2

x1 + x3
+ . . .+

xn−1

xn−2 + xn
+

xn
xn−1 + x1

> 2

pri qemu je jednakost mogu²e posti²i samo u sluqaju n = 4.
b) Pokazati da je za svako n > 4 ovo najboǉa procena (tj. ni za koje n
broj 2 sa desne strane nejednakosti ne mo¼emo zameniti nekim ve²im).

338. Neka je S konveksan skup taqaka koji sadr¼i bar tri nekolin-
earne taqke. Neka su taqke skupa S obojene sa p razliqitih boja
(svaka taqka je obojena taqno jednom od p boja). Dokazati da za svako
n > 3 postoji beskonaqno mnogo podudarnih n-touglova takvih da su
sva temena tih n-touglova obojena istom bojom.
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DRUGO PROBNO TAKMIQEǋE
petak, 30. januar 2004.

Vreme za rad 240 minuta.

Svaki zadatak vredi 25 poena.

339. Oko okruglog stola sedi 2005 vitezova, a jedan od ǌih dr¼i
kod sebe z 6 2005 zlatnika, sa zadatkom da ih podeli tako da nikom
ne pripadne vixe od jednog. ǋegova zamisao je da, u svakom koraku,
jedan od vitezova koji dr¼e vixe od jednog zlatnika (ako takvih jox
ima) da po jedan svakom od svoja dva suseda.
a) Dokazati da se ovakva raspodela mora zavrxiti ako je z < 2005;
b) Da li se raspodela mo¼e zavrxiti ako je z = 2005?

340. Neka je ABC trougao i P taqka u ǌegovoj unutraxǌosti. Oz-
naqimo sa D,E, F podno¼ja normala iz P na prave BC,CA i AB, redom.
Pretpostavimo da je pri tom

AP 2 + PD2 = BP 2 + PE2 = CP 2 + PF 2.

Dokazati da je tada P centar kruga opisanog oko 4SaSbSc, gde su
Sa, Sb, Sc centri pripisanih krugova trougla ABC.

341. Za dati prirodan broj n, neka je S skup svih neparnih prirodnih
brojeva maǌih od n i uzajamno prostih sa n. Za x ∈ S definixemo
f(x) kao najve²i neparan delilac broja n− x. Dokazati:
a) za svako x ∈ S postoji m 6 [n+1

4 ] takvo da je f(f(. . . f(x) . . . )) = x;
b) ako je n prost i ne deli 2k − 1 ni za koje k = 1, 2, . . . , n − 2, onda je
najmaǌe m iz dela pod a) upravo jednako [n+1

4 ].

342. Neka je f : R → R funkcija takva da je, za svako x, |f(x)| 6 1 i

f(x+ 15/56) + f(x) = f(x+ 1/7) + f(x+ 1/8).

Dokazati da je f periodiqna.
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TRE¨E PROBNO TAKMIQEǋE

Vreme za rad 240 minuta.

Svaki zadatak vredi 25 poena.

Prvi i drugi razred
nedeǉa, 21. mart 2004

343. Neka su BD i CE simetrale unutraxǌih uglova trougla 4ABC,
pri qemu su D ∈ AC i E ∈ AB. Ako je poznato da je ^BDE = 24◦ i
^CED = 18◦, odrediti uglove trougla ABC.

344. Dat je jednakokrak trougao 4ABC. Na osnovici BC je odabrana
proizvoǉna taqka P . Kroz P su konstruisane dve prave paralelne
kracima trougla. Oznaqimo sa Q i R preseqne taqke ovih pravih sa
kracima trougla. Neka je S taqka simetriqna taqki P u odnosu na
pravu QR. Dokazati da taqka S le¼i na opisanom krugu oko trougla
ABC.

345. Dokazati da broj

(n+ 2)4 − n4

ni za jedan prirodan broj n nije potpun kub prirodnog broja.

346. Ako je x > 0, y > 0, z > 0 i x2 + y2 + z2 = 1, odrediti najmaǌu
vrednost izraza

S =
xy

z
+
yz

x
+
zx

y
.

347. Da li postoji konveksan mnogougao koji se mo¼e ise²i na nekon-
veksne qetvorouglove?

Tre²i i qetvrti razred
ponedeǉak, 22. mart 2004.

348. Pretpostavimo da su zbirovi uglova u temenima A i B tetraedra
ABCD jednaki po 180◦. Dokazati da je AB 6 CD.

349. Neka su a1, a2, a3, . . . , an prirodni brojevi takvi da ne postoje
dva od kojih se jedan sastoji od poqetnih cifara drugog u istom re-
dosledu (npr. brojevi 13 i 13809 ne mogu biti istovremeno ukǉuqeni).
Dokazati da je

n∑

i=1

1

ai
6 1 +

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

9
.
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350. Dat je polinom P (x) sa celobrojnim koeficijentima. Za svaki
prirodan broj n broj P (n) je ve²i od n. Posmatrajmo niz

x1 = 1, x2 = P (x2), . . . , xn = P (xn−1), . . .

Poznato je da za svaki prirodan broj N postoji qlan niza koji je
deǉiv sa N . Dokazati da va¼i P (x) = x+ 1.

351. Posada od n pirata se domogla kovqega sa blagom u kome se nalazi
odre±en broj zlatnika. U toj posadi pirati su raspore±eni po snazi
od najjaqeg do najslabijeg i svi su upoznati sa tim redosledom. Po
pirackim pravilima najjaqi predla¼e podelu plena koja se prihvata
ako za ǌu glasa barem polovina svih pirata. Ako se podela ne prih-
vati pirat koji je dao predlog biva eliminisan (hodaǌem na dasci)
i du¼nost podele plena pripada slede²em po snazi i tako redom sve
dok se ne usvoji neki predlog. U glasaǌu i predlagaǌu podela plena
pirati se ponaxaju racionalno i znaju da se i drugi pirati ponaxaju
racionalno. Svakom piratu je lista prioriteta ista:

• Piratu je pre svega najvixe stalo da saquva ¼ivu glavu.

• Ako je prvi uslov zadovoǉen pirat ²e glasati i predlagati tako
da osvoji xto ve²u koliqinu zlatnika

• Ako je piratu po obe prethodne taqke sve jedno, on ²e glasati
protiv podele u ciǉu eliminisaǌa svojih rivala.

Koji ²e biti prvi pirat po snazi koji ²e saquvati ¼ivu glavu i kako
²e glasiti konaqna podela plena ako u kovqegu ima 100 zlatnika a
broj pirata iznosi: a) n = 100; b) n = 2004.
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QETVRTO PROBNO TAKMIQEǋE

Vreme za rad 270 minuta.

Svaki zadatak vredi 7 poena.

Prvi dan

subota, 26. jun 2004.

352. Neka su a1 < a2 < a3 < · · · < an proizvoǉni prirodni brojevi.
Dokazati da va¼i

1

[a1, a2]
+

1

[a2, a3]
+ · · ·+ 1

[an−1, an]
< 1,

pri qemu [x, y] oznaqava NZS(x, y).

353. Krugovi γ1 i γ2 se seku u taqkama A i B, a krug γ3 ih dodiruje
spoǉa u taqkama C i D redom. Taqka K je sredixte CD. Prava AB
seqe krug γ3 u taqkama P i Q. Dokazati da je ^PKC = ^QKC.

354. Neka su A1, A2, . . . , An skupovi od po n du¼i na datoj pravoj.
Dokazati da se presek A1∩A2∩ . . .∩An sastoji od ne vixe od n

2−n+1
disjunktnih du¼i.

Drugi dan

ponedeǉak, 28. jun 2004.

355. Pretpostavimo da niz prirodnih brojeva (an) zadovoǉava
(ai, aj) = (i, j) za svaka dva razliqita prirodna broja i, j. Dokazati
da je an = n za svako n.

356. Dat je trougao ABC. Tangenta u temenu A na krug opisan oko
4ABC seqe sredǌu liniju trougla paralelnu sa BC u taqki A1.
Analogno definixemo taqke B1 i C1. Dokazati da taqke A1, B1, C1

le¼e na pravoj i da je ta prava normalna na Ojlerovu pravu trougla
ABC.

357. U poǉa beskonaqne kvadratne tablice upisani su prirodni bro-
jevi tako da va¼i slede²e svojstvo: ako je u neko poǉe tablice upisan
neki broj a, tada je zbir brojeva u poǉu ispod i u poǉu desno od
posmatranog poǉa jednak 2a+ 1. Dokazati da su na svakoj dijagonali
paralelnoj pravoj x = y svi brojevi razliqiti.
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PETO PROBNO TAKMIQEǋE

Vreme za rad 270 minuta.

Svaki zadatak vredi 7 poena.

Prvi dan

sreda, 30. jun 2003.

358. Neka je (an) niz razliqitih prirodnih brojeva takav da postoji
konstanta a > 0 takva da je an < an za sve n ∈ N. Dokazati da:
a) ako je a < 5, niz sadr¼i beskonaqno mnogo brojeva kojima zbir
cifara (u dekadnom sistemu) nije deǉiv sa 5;
b) prethodni rezultat nije taqan za a = 5.

359. Dijamant reda n je vertikalno simetriqan skup jediniqnih
kvadrata koji u vrstama ima 1, 3, . . . , 2n−3, 2n−1, 2n−3, . . . , 3, 1 kvadra-
ta redom (videti sliku). Neka je A(n, k) broj naqina na koje mo¼e da
se postavi k disjunktnih 2× 2 kvadrata u (2n− 1)× (2n− 1) kvadratnu
mre¼u, a B(n, k) broj naqina na koje mo¼e da se postavi k disjunkt-
nih domina na dijamant reda n. Simetriqna postavǉaǌa se smatraju
razliqitim. Dokazati da je A(n, k) < B(n, k) za 2 6 k 6 (n− 1)2.

360. Neka su a, b, c, d pozitivni realni brojevi takvi da je

3(a+ b+ c+ d) + 4(abc+ bcd+ cda+ dab) = 8.

Dokazati nejednakost

ab+ ac+ bc+ ad+ bd+ cd 6 2.

Drugi dan

ponedeǉak, 5. jul 2004.

361. U datom trouglu 4ABC konstruisati taqku M qiji je zbir
kvadrata rastojaǌa do pravih AB, BC i CA minimalan.

362. Qukununuk barona Minhauzena tvrdi da u ǌegovoj zemǉi postoji
n > 3 ve²ih gradova, od kojih su svaka dva povezani avionskom lin-
ijom u jednom smeru, kao i da se iz svakog grada u bilo koji drugi
mo¼e do²i sa najvixe jednim presedaǌem. Za koje je sve vrednosti
prirodnog broja n > 3 mogu²e da qukununuk barona Minhauzena gov-
ori istinu?

363. Za broj A = x2 − 1002000y2, gde su x, y ∈ Z, va¼i A > 0 i A nije
potpun kvadrat. Na²i najmaǌu mogu²u vrednost broja A.



Susreti gimnazija
centralne Srbije

Prvi susreti gimnazija centralne Srbije

Vrǌaqka Baǌa, 7. decembar 2001.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Prvi razred

364. U kvadratu ABCD zadata je taqka M za koju va¼i AM = 7,
BM = 13, CM = 17. Izraqunati povrxinu kvadrata ABCD.

365. Odrediti sve trojke (x, y, z) prirodnih brojeva koji zadovoǉavaju
jednaqinu

xyz + xy + yz + zx+ x+ y + z + 1 = 2001.

366. U ¼estokoj borbi 70 od 100 gusara izgubilo je jedno oko, 75 jedno
uho, 80 jednu ruku, 85 jednu nogu. Koliko je najmaǌe gusara izgubilo
i oko i uho i ruku i nogu istovremeno?

367. Neka je M proizvoǉna taqka koja le¼i unutar pravilnog
n−tougla. Dokazati da postoje dva temena A i B tog n−tougla, tako
da va¼i (

1− 1

n

)
180◦ 6 ^AMB 6 180◦.

Drugi razred

368. Racionalisati razlomak
1

1 + 3 3
√
2 + 2 4

√
4
.
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369. Rexiti jednaqinu

x2 − 10x+ 15

x2 − 6x+ 15
=

3x

x2 − 8x+ 15

u skupu kompleksnih brojeva.

370. Na kru¼nici je zadata 2001 taqka od kojih je jedna oznaqena.
Posmatrajmo sve konveksne mnogouglove qija su temena zadate taqke.
Kojih ima vixe: onih koji sadr¼e oznaqenu taqku ili onih koji je ne
sadr¼e?

371. Ako je 2x+ 4y = 1, dokazati da je x2 + y2 >
1

20
.

Tre²i i qetvrti razred

372. Ako je log 196 = a i log 56 = b, na²i log 0, 175 (u funkciji od a i b).

373. Na²i du¼ine stranica jednakokrakog trougla qiji je polupreq-
nik upisane kru¼nice r = 3 cm i opisane kru¼nice R = 8 cm.

374. Oko lopte je opisana zarubǉena kupa. Dokazati da va¼i

VL : VK = PL : PK .

375. Ako je x = tg 5◦, y = tg 20◦ i z = tg 65◦, dokazati da je

xy + yz + zx = 1.

Drugi susreti gimnazija centralne Srbije

Kruxevac, 14. decembar 2002.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Prvi razred

376. Rexiti po x ∈ R jednaqinu:

x+ |x− |1− x|| = 2.
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377. U dekadnom zapisu devetocifrenog broja, koji se zavrxava
cifrom 5, pojavǉuju se sve cifre osim nule. Dokazati da taj broj
ne mo¼e biti potpun kvadrat.

378. Jedan konveksan qetvorougao podeǉen je dijagonalama na qetiri
trougla qije su povrxine prirodni brojevi. Dokazati da je proizvod
ta qetiri broja potpun kvadrat.

379. Izraqunati:

(24 + 22 + 1)(44 + 42 + 1)(64 + 62 + 1)(84 + 82 + 1)(104 + 102 + 1)

(14 + 12 + 1)(34 + 32 + 1)(54 + 52 + 1)(74 + 72 + 1)(94 + 92 + 1)
.

Drugi razred

380. Odrediti a tako da rexeǌa x1 i x2 jednaqine x
2 − x + a − 2 = 0

zadovoǉavju uslov
x1

x2
+
x2

x1
+

1

2
x1x2 + 4 = 0.

381. Dat je polukrug nad preqnikom AB. Kroz sredinu C luka ÂB
konstruisane su qetiri prave koje dati polukrug dele na pet delova
jednakih povrxina. Odrediti odnos du

382. ina odseqaka koje konstruisane prave grade na preqniku AB.

383. Dat je pravougaonik ABCD, takav da je AB = 3BC. Ako su E i
F taqke stranice AB takve da je AE = EF = FB, dokazati da je prava
DE tangenta kruga opisanog oko trougla FBD.

384. Rexiti jednaqinu:

(
3
√
3− 6

√
3

10
√
5 +

5
√
5)(x4 + x2 + 1) = (

3
√
3 +

6
√
3

10
√
5 +

5
√
5)(x4 − x2 + 1).

Tre²i i qetvrti razred

385. Rexiti jednaqinu sin4 x+ cos4 x = 1.

386. Ako je 2n + 1 prost broj, tada postoji prirodan broj k da je
n = 2k, n ∈ N . Dokazati.

387. Neka je n prirodan broj. Dokazati

(33 . . . 3︸ ︷︷ ︸
n

)2 + (55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n−1

44 . . . 4︸ ︷︷ ︸
n

)2 = (55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n−1

44 . . . 4︸ ︷︷ ︸
n−1

5)2
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388. Da li postoje prirodni brojevi m i n tako da je (5 + 3
√
2)m =

(3 + 5
√
2)n?

Tre²i susreti gimnazija centralne Srbije

Kragujevac, 14. decembar 2003.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Prvi razred

389. U pravilnom n−touglu A1A2 . . . An−1An je ^A3A1A4 = 6◦. Koliko
dijagonala ima taj mnogougao?

390. Ako su x, y, z realni brojevi takvi da su xy, yz i zx racionalni
brojevi razliqiti od nule. Dokazati:
a) broj x2 + y2 + z2 je racionalan;
b) ako je x3 + y3 + z3 racionalan broj razliqit od nule, tada su i
brojevi x, y, z racionalni.

391. Odrediti sve proste brojeve p, q i r za koje je ispuǌena jednakost
3(p+ q + r) = pqr.

Drugi razred

392. Koliko ima prirodnih brojeva n takvih da je

100 < 3
√
n < 101 ?

393. Na²i vrednost izraza x6 + x3y3 + y6, ako realni brojevi x i y
zadovoǉavaju jednakosti

x2 + xy + y2 = 4 i x4 + x2y2 + y4 = 8.

394. Za svaki prirodan broj n, neka je S(n) zbir cifara broja n

(zapisanog u dekadnom sistemu). Dokazati da va¼i 9 | S(n3)− (S(n))
3.
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Tre²i i qetvrti razred

395. Data je kocka ABCDA1B1C1D1. Ako je povrxina piramide
ABCDA1 jednaka 1, izraqunati povrxinu date kocke.

396. U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina:

xz = y
8
3 , yz = x

2
3 , z = 4√x+ 4√9y.

397. Za koje vrednosti realnog parametra a jednaqina

1 + sin2 ax = cosx

ima jedinstveno rexeǌe?
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Rexeǌa zadataka

Rexeǌa zvaniqnih takmi-
qeǌa u 2003.

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

1. Neka je b = 11111111︸ ︷︷ ︸
8

i a = 111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
100

. Kada podelimo ove brojeve,

dobija se 1111 = a − qb, gde je q ceo broj – koliqnik. Svaki zajedniq-
ki delilac a i b deli i 1111, pa je tra¼eni broj najve²i zajedniqki
delilac za b i 1111, a kako je b deǉivo sa 1111, to je NZD(a, b) = 1111.

2. Xkolu treba izgraditi na putu izme±u sela A i B, inaqe mo¼emo
smaǌiti oba rastojaǌa. Neka je xkola na rastojaǌu x od sela A. Tada
je ona na rastojaǌu 3− x od sela B, pa je ukupan put koji prelaze svi
±aci do xkole (dva puta maǌi od ukupnog dnevnog puta)

100x+ 50(3− x) = 50x+ 150,

xto je za x ∈ [0, 3] najmaǌe za x = 0. Dakle, xkolu treba izgraditi u
mestu A.

3. Kako je, po nejednakosti trougla, |a− b| < c, |b− c| < a i |c− a| < b,
sledi

|p− q| =
∣∣∣∣
(a− b)(b− c)(c− a)

abc

∣∣∣∣ =
|a− b||b− c||c− a|

abc
<
cab

abc
= 1.

4. Neka je P podno¼je normale iz centra opisanog kruga O na dijago-
nalu BD, i neka su A1, C1 podno¼ja normala iz A,C na BD, redom.

69
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Tada je BP = DP (normala iz
centra na tetivu je ujedno i ǌe-
na simetrala), a zbog AO = CO
dobijamo da su i ǌihove projek-
cije jednake, tj. A1P = PC1, pa je
BA1 = BP − A1P = DP − PC1 =
C1D, xto je i trebalo dokazati.

A

B

C

D

O
P

A1

C1

5. Neka su a, b, c, d, e redom brojevi polo¼enih ispita od prve do pete
godine. Tada je

a < b < c < d < e, a+ b+ c+ d+ e = 31, e = 3a.

Ako bi bilo a > 4, tada bi bilo i b > 5, c > 6, d > 7, e > 12, pa je
a+ b+ c+ d+ e > 34 > 31, xto je nemogu²e.
Ako je a = 1, tada e = 3, pa 1 < b < c < d < 3, xto je nemogu²e.
Ako je a = 2, tada e = 6, pa je 2 < b < c < d < 6, tj. mora biti b = 3,
c = 4, d = 5, odnosno a+ b+ c+ d+ e = 20 6= 31.
Dakle, a = 3 i e = 9. Za d 6 7, bi imali da je c 6 6 i b 6 5, ali onda
je a+ b+ c+ d+ e 6 3 + 5 + 6 + 7 + 9 = 30 < 31. Znaqi, mora biti d = 8.
Posledǌa situacija je mogu²a, npr. za a = 3, b = 4, c = 7, d = 8, e = 9
ili a = 3, b = 5, c = 6, d = 8, e = 9 (i ovo su jedina rexeǌa).

Drugi razred – A kategorija

6. Neka su a i b vremena za koja bi se bazen napunio prvom, odnosno
drugom cevi, posebno. Iz uslova zadatka je

1

a
+

1

b
=

1

6
i b = a+ 5.

Rexavaǌem ovog sistema dobijamo b = 2 ili b = 15, a kako mora biti
ispuǌeno b = a+ 5 > 5, nalazimo da je b = 15.

7. Qetvorka (0, 0, 0, 0) je rexeǌe ovog sistema. Ako bi postojalo jox
jedno rexeǌe, tada bi postojalo i rexeǌe za koje je x2 + y2 najmaǌe.
Kako kvadrati celih brojeva pri deǉeǌu sa 3 daju ostatke 0 i 1, x2+y2

mo¼e biti deǉivo sa 3 samo ako su x i y deǉivi sa 3, pa je x = 3x1,
y = 3y1, tj. u

2 + v2 = 3(x2
1 + y2

1), pa kako je

u2 + v2 =
1

3
(x2 + y2) < (x2 + y2),

dobijamo ”maǌe” rexeǌe (u, v, x1, y1).
Dakle, jedino rexeǌe date jednaqine je (0, 0, 0, 0).



REXEǋA ZADATAKA 71

8. Za x = 0 dobijamo a+ b 6 1, a za x =
2π

3
je −a

2
+ b 6 1, xto nam daje:

(a+ b) + 2(−a
2
+ b) 6 1 + 2 · 1, odnosno b 6 1.

Za x = π dobijamo −a− b 6 1, a za x =
π

3
je

a

2
− b 6 1, xto nam daje:

(−a− b) + 2(
a

2
− b) 6 1 + 2 · 1, odnosno b > −1,

te dobijamo −1 6 b 6 1, tj. |b| 6 1, xto je i trebalo dokazati.

9. Qetvorougao CEDK je kvadrat, pa je DK = DE. Kako su trouglovi
4EAD i 4KDB pravougli, iz Pitagorine teoreme dobijamo:

AD2 +BD2 = AE2 +DE2 +BK2 +KD2 = AE2 +BK2 + 2DE ·DK.

Sa druge strane, (AE +BK)2 = AE2 +BK2 + 2AE · BK, pa je dovoǉno
dokazati da je

DE

AE
=
BK

DK
, xto sledi iz sliqnosti trouglova 4EAD

i 4KDB.

A

B

C

D
K

E A

B

C D

E

F

K

L

10. Neka je F taqka za koju va¼i D − C − F i DC = CF . Kako je
DC = CF = CE, to je ^DEF = 90◦ (C je centar kruga opisanog oko
4DEF ), pa je FE ⊥ DE, odnosno FE ⊥ AB (trouglovi 4ABC i 4DEC
su jednakokrako-pravougli i iz te sliqnosti sledi AB ‖ DE). Kako
je i BE ⊥ AF , to je E ortocentar trougla AFB, pa je AE ⊥ FB, tj.

DK ‖ CL ‖ FB. Zato je (po Talesovoj teoremi): KL
LB

=
DC

CF
= 1, xto je

i trebalo dokazati.

Tre²i razred – A kategorija

11. Neka je x 6 y. Tada va¼i z > y, z > x i

xn = zn − yn = (z − y)(zn−1 + zn−2y + . . .+ yn−1) > (z − y)nxn−1 > nxn−1,

tj. x 6 n, pa je z > n, xto je suprotno uslovu zadatka.



72 REXEǋA ZADATAKA

12. Uvedimo smenu X = 2x, Y = y, Z = arcsin z. Ovaj sistem postaje
linearan po X,Y, Z:

3X + 2Y − 3Z = 7
X − Y − Z = −6

5X − Y + Z = 6a+ 2.

i ǌegovo rexeǌe je

X = a+ 1, Y = 5, Z = a+ 2,

pa je polazni sistem ekvivalentan sa

2x = a+ 1, y = 5, arcsin z = a+ 2.

Sledi, ako je a ∈ (−∞,−1] ∪ (π2 − 2,+∞), sistem nema rexeǌa, a ako je
a ∈ (−1, π2 − 2], postoji jedinstveno rexeǌe

x = log2(a+ 1), y = 5, z = sin(a+ 2).

13. Kako je 2002 = 2 · 7 · 11 · 13 broj 2002 se kao proizvod prirodnih
brojeva ve²ih od 1 mo¼e prikazati na slede²e naqine:

2 · 1001, 7 · 286, 11 · 182, 13 · 154 (4 =
(
4
1

)
naqina),

14 · 143, 22 · 91, 26 · 77, (3 =
(
4
2

)
/2 naqina),

14 · 11 · 13, 22 · 7 · 13, 26 · 7 · 11, 77 · 2 · 13, 91 · 2 · 11, 143 · 2 · 7 (6 =
(
4
2

)
naqina),

2 · 7 · 11 · 13 (1 naqin).

Svako od ovih rastavǉaǌa odgovara jednom tra¼enom prestavǉaǌu
(kada se dopuni potrebnim brojem jedinica). Dakle, tra¼enih pred-
stavǉaǌa ima 4 + 3 + 6 + 1 = 14.

14. Neka je D preseqna taqka simetrale unutraxǌeg ugla kod temena

A i stranice BC. Tada je
BD

DC
=

c

b
(osobina simetrale ugla). Iz

kosinusne teoreme primeǌene na trouglove 4ABD i 4ADC dobijamo:

b2 + l2a − 2bla cos
α

2
= DC2 i c2 + l2a − 2cla cos

α

2
= BD2,

pa ako prvu jednaqinu pomno¼imo sa c2, a drugu sa b2 i oduzmemo ih
dobijamo:

l2a(c
2 − b2) = 2bcla cos

α

2
(c− b).

Ako je c 6= b, dobijamo
1

b
+

1

c
=

2 cos α2
la

,

pa po uslovima zadatka sledi cos α2 = 1
2 , a poxto je α ugao trougla,

sledi α = 120◦.
Ako je b = c, iz poqetnog uslova dobijamo b = c = 2la, pa je cos α2 = 1

2 ,
te je α

2 = 60◦, odnosno α = 120◦ i u ovom sluqaju.
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A

B CD

c la b

α

2

α

2

A B

C

D

E

O

15. Za svaki tangentni mnogougao obima O, povrxine P i polupreq-
nika upisanog kruga r va¼i 2P = r · O. Neka su P,O, r i Pi, Oi, ri,
1 6 i 6 n, povrxine, obimi i polupreqnici upisanih krugova polaznog
mnogougla, odnosno datih trouglova. Tada va¼i Oi < O, pa je :

r1+ . . .+rn =
2P1

O1
+ . . .+

2Pn
On

>
2P1

O
+ . . .+

2Pn
O

= 2
P1 + . . .+ Pn

O
=

2P

O
= r.

Qetvrti razred – A kategorija

16. Bez umaǌeǌa opxtosti mo¼emo pretpostaviti da je a > b > c. U
tom sluqaju je a+b−c > 0 i a+c−b > 0. Ako je b+c−a 6 0, va¼i stroga
nejednakost. Inaqe, dati izrazi su pozitivni, pa je (po nejednakosti
izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine) :

(a+ b− c)(b+ c− a)(c+ a− b) =
√

(a+ b− c)(b+ c− a) ·
√

(c+ a− b)(a+ b− c) ·
√

(c+ a− b)(b+ c− a) 6

a+ b− c+ b+ c− a
2

· c+ a− b+ a+ b− c
2

· c+ a− b+ b+ c− a
2

= abc,

xto je trebalo dokazati.

17. Rexeǌe 1 : Polazna jednaqina je ekvivalentna sa jednaqinom

x(x+ 1) = (y2 + 1)(y2 + y).

Za y = 0 dobijamo x = 0.
Za y = 1, jednaqina x(x+ 1) = 4 nema cele korene.
Za y = 2, jednaqina x(x+ 1) = 5 · 6 ima pozitivan koren x = 5.
Za y > 3 va¼e nejednakosti:

(y2 +
y

2
− 1

2
)(y2 +

y

2
+

1

2
) < (y2 + 1)(y2 + y) < (y2 +

y

2
)(y2 +

y

2
+ 1),
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pa iz (y2 +
y

2
− 1

2
)(y2 +

y

2
+

1

2
) < x(x+ 1) < (y2 +

y

2
)(y2 +

y

2
+ 1), sledi

y2 +
y

2
− 1

2
< x < y2 +

y

2
.

Kako je, od brojeva y2+
y

2
− 1

2
i y2+

y

2
, jedan prirodan, a drugi oblika

(prirodan– 1
2), posledǌa jednaqina nema rexeǌa u skupu nenegativnih

celih brojeva. Dakle, jedina rexeǌa su (0, 0) i (5, 2).

Rexeǌe 2 : Rexi²emo opxtiji problem: na²i ²emo rexeǌa jednaqine
x2 + x = y4 + y3 + y2 + y u Z.
Pomno¼imo datu jednaqinu sa 4 i dodajmo 1. Dobijamo 4x2 + 4x+ 1 =
4y4 + 4y3 + 4y2 + 4y + 1.
Primetimo da je

(2y2 + y)2 + 3y2 + 4y + 1 = 4y4 + 4y3 + 4y2 + 4y + 1.

Kako je 3y2 +4y+1 = (3y+1)(y+1) > 0 za y < −1 i za y > −1
3
, dobijamo

da va¼i
(2y2 + y)2 < 4y4 + 4y3 + 4y2 + 4y + 1

za sve cele y 6= −1. Tako±e je

(2y2 + y + 1)2 + 2y − y2 = 4y4 + 4y3 + 4y2 + 4y + 1.

Kako je 2y − y2 = (2− y)y < 0 za y < 0 i za y > 2, dobijamo da va¼i

(2y2 + y + 1)2 > 4y4 + 4y3 + 4y2 + 4y + 1

za sve cele y < 0 i za y > 2. Dobili smo da za cele y < −1 i za cele
y > 2 va¼i

(2y2 + y)2 < 4y4 + 4y3 + 4y2 + 4y + 1 = (2x+ 1)2 < (2y2 + y + 1)2.

Kako izme±u dva uzastopna kvadrata ne mo¼e biti jox neki kvadrat
to znaqi da polazna jednaqina nema rexeǌa za cele y < −1 i za cele
y > 2. Dakle, ostaje da proverimo da li jednaqina ima celobrojnih
rexeǌa za y ∈ {−1, 0, 1, 2}.
Za y = −1 i za y = 0 dobijamo (2x + 1)2 = 1, tj. 2x + 1 = ±1, odnosno
x = −1 i x = 0.

Za y = 1 dobijamo (2x+1)2 = 17, tj. x =
−1±

√
17

2
, xto nisu celobrojna

rexeǌa.
Za y = 2 dobijamo (2x+ 1)2 = 121, xto daje x = −6 i x = 5.
Naxli smo svih 6 rexeǌa:

(x, y) ∈ {(−6, 2), (−1,−1), (−1, 0), (0,−1), (0, 0), (5, 2)}.

Jedina nenegativna rexeǌa su: (x, y) ∈ {(0, 0), (5, 2)}.
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18. Funkcija f(x) = x3− 12x raste na intervalima (−∞,−2) i (2,+∞),
opada na intervalu (−2, 2), ima lokalni maksimum za x = −2, f(−2) = 16
i lokalni minimum za x = 2, f(2) = −16.
Ako je a 6 b 6 −2, tada je f(a)− f(b) 6 0.
Ako je 2 6 a 6 b, tada je f(a)− f(b) 6 0.
Ako je, a 6 2 i b > −2, tada je f(a) 6 f(−2) i f(b) > f(2).
Dakle, najve²a razlika f(a) − f(b), za a 6 b se posti¼e za a = −2
i b = 2 (i tada va¼i znak jednakosti u desnoj nejednakosti). Sledi
f(a) − f(b) 6 f(−2) − f(2) = 16 − (−16) = 32, odakle dobijamo tvr±eǌe
zadatka: f(a) + f(2) 6 f(b) + f(2), tj.

a3 − 12a− 16 6 b3 − 12b+ 16.

19. Rexeǌe 1 : Neka su D i E taqke na stranici BC, takve da je
^BAD = ^DAE = ^EAC. Neka je EC = x i AE = y. Iz sliqnos-

ti trouglova 4AEC i 4BAC, dobijamo: c

y
=
a

b
=
b

x
, odnosno

x =
b2

a
, y =

bc

a
.

Trouglovi 4ADC i 4ADB su jednakokraki, pa je DB = a− b i AD =
DB, odnosno AD = a− b, DE = b− x. Iz sliqnosti trouglova 4BAE

i 4ADE, dobijamo AB

AD
=

EB

AE
,

odnosno
c

a− b =
a− x
y

, odakle,

ubacivaǌem vrednosti za x i y,
i sre±ivaǌem, dobijamo tra¼eni
identitet:

bc2 = (a− b)2(a+ b).

A B

C

D

E

y

x

a
b

c

Rexeǌe 2 : Oznaqimo sa α, β, γ uglove trougla kod temena A,B,C.
Iz uslova zadatka imamo da je α = 3β i γ = π − 4β. Sinusna teorema
u trouglu 4ABC nam daje

b

sinβ
=

a

sin 3β
=

a

sin b(4 cos2 β − 1)
,

odakle je
a = b(4 cos2 β − 1).

Za raqunaǌe tra¼enog izraza jox treba da iskoristimo kosinusnu
teoremu,

c2 = a2 + b2 − 2ab · cos γ,
kao i formulu za kosinus qetvorostrukog ugla,

cos 4β = 8 cos4 β − 8 cos2 β + 1 :
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bc2 = a2b+ b3 − 2ab2 cos(π − 4γ) = b3 + ab[a+ 2b · cos(4β)]
= b3 + ab[b(4 cos2 β − 1) + 2b(8 cos4 β − 8 cos2 β + 1)]

= b3 + ab2(16 cos4 β − 12 cos2 β + 1)

= b3 + ab2[−1− (4 cos2 β − 1) + (4 cos2 β − 1)2]

= b3 − ab2 − a2b+ a3 = (a− b)2(a+ b).

20. Videti rexeǌe 15. zadatka (5. za tre²i razred A kategorije).

Prvi razred – B kategorija

21. Kako je
(n− 2)3 + n3 + (n+ 2)3 = 3n(n2 + 8),

zakǉuqujemo da je dati izraz paran akko je n parno, a deǉiv sa 9 uvek
(ako n nije deǉiv sa 3, tada n2 daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3, pa
je n2 + 8 deǉiv sa 3). Sledi, dati izraz nije deǉiv sa 18 akko je n
neparan broj.

22. Videti rexeǌe 2. zadatka (2. za prvi razred A kategorije).

23. a) Primenom sve tri operacije (skoka) quva se najve²i zajedniqki
delilac, tj. NZD(m,n) = NZD(n,m) = NZD(m− n, n) = NZD(m+ n, n).
Iz taqke (7, 12) ne mo¼emo do²i u (12, 32), jer je

NZD(7, 12) = 1 6= 4 = NZD(12, 32).

b) Iz taqke (8, 12) ako dva puta primenimo drugi korak, dolazimo u
taqku (20, 12), a zatim i u taqku (32, 12) i onda primeǌuju²i prvi korak
dolazimo u taqku (12, 32).

24. Oznaqimo sa A skup Plankova,
sa O skup Plonkova, a sa I skup
Plinkova. Prvi iskaz govori da
je I ⊆ A, odnosno da su skupovi
I \ (A∪O) i (O∩ I)\A prazni, pa u
tom sluqaju drugi iskaz znaqi da
je skup A ∩O ∩ I neprazan. Znaqi,
prvo tvr±eǌe je taqno, tre²e nije
taqno, a drugo mo¼e biti i taqno
i netaqno, u zavisnosti od toga da
li je skup (A∩ I) \O neprazan (>)
ili prazan (⊥).
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25. Videti rexeǌe 5. zadatka (5. za prvi razred A kategorije).

Drugi razred – B kategorija

26. Videti rexeǌe 6. zadatka (1. za drugi razred A kategorije).

27. Ako uvedemo smenu y = x− 7
2 , dobijamo jednaqinu 112y4−24y2−1 = 0,

odakle je y2 = 1
4 ili y2 = − 1

28 , odnosno y ∈ {− 1
2 ,

1
2 , i
√

1
28 ,−i

√
1
28}, tj.

x ∈ {3, 4, 7
2 + i

√
1
28 ,

7
2 − i

√
1
28}.

Napomena: Zadatak je mogu²e rexiti i pomo²u smene y = x− 4.

28. Rexeǌe 1 : Kako je 1 = a2 + b2 + c2 = ( 1
2a

2 + b2) + ( 1
2a

2 + c2), na osnovu
nejednakosti aritmetiqke i geometrijske sredine, dobijamo :

1 > 2

√
1

2
a2b2 + 2

√
1

2
a2c2 =

√
2ab+

√
2ac,

(
√
a2 = a za a > 0), odakle je a(b+ c) 6

√
2

2
.

Jednakost va¼i akko a =

√
2

2
, b = c =

1

2
.

Rexeǌe 2 : Kako su brojevi a, b, c ∈ (0, 1] mo¼emo uvesti smenu:

a = sinϕ, b = cosϕ sin θ, b = cosϕ cos θ, ϕ, θ ∈
(
0,
π

2

]
.

Tada tra¼eni izraz postaje a(b+ c) = sinϕ cosϕ(sin θ+cos θ), xto nakon
svo±eǌa na sinus zbira daje a(b + c) = 1√

2
sin 2ϕ( 1√

2
· sin θ + 1√

2
· cos θ),

odnosno

a(b+ c) =
1√
2
· sin 2ϕ · sin(θ + π

4
).

Maksimum ovog izraza se dobija kada su oba sinusa jednaki 1, tj. za

ϕ = θ =
π

4
, odnosno za a =

1√
2
i b = c =

1

2
i tada je a(b+ c) =

1√
2
=

√
2

2
.

Time smo pokazali da je a(b+ c) 6

√
2

2

29. Videti rexeǌe 9. zadatka (4. za drugi razred A kategorije).

30. Kako je

z =

(
3 + i

2− i ·
2 + i

2 + i

)n
= (1 + i)n,

to je z2 = (2i)n, pa je broj z realan akko je z2 realan i z2 > 0, a to je
taqno akko je broj n deǉiv sa 4.



78 REXEǋA ZADATAKA

Napomena: Zadatak je mogu²e rexiti i pomo²u trigonometrijskog ob-
lika kompleksnog broja (koji se radi kasnije): argument od 1+ i je π

4 ,
pa je argument od z jednak nπ4 , odakle sledi da je z realan akko je broj
n deǉiv sa 4.

Tre²i razred – B kategorija

31. Ako je a = b, dati paralelogram je romb, pa je tra¼ena povrxina
jednaka 0, jer tada simetrale uglova ^DAB i ^BCD sadr¼e dijago-
nalu AC, a ostale dve simetrale sadr¼e dijagonalu BD, pa se sve
qetiri simetrale seku u jednoj taqki.
Pretpostavimo da je a > b i neka je α = ^BAD. Neka je M preseqna
taqka simetrala iz A i D, N preseqna taqka simetrala iz D i C, P
preseqna taqka simetrala iz B i C, a Q preseqna taqka simetrala iz
A i B. Qetvorougao MNPQ je pravougaonik, jer je zbir uglova koji
nale¼u na jednu stranicu paralelograma 180◦, pa se ǌihove simetrale
seku pod uglom od 90◦. Dakle, tra¼ena povrxina je:

S = MN ·MQ = (DN −DM)(AQ−AM)

S = (a sin
α

2
− b sin α

2
)(a cos

α

2
− b cos α

2
) = (a− b)2 sin α

2
cos

α

2
.

A B

CD

M

N

P

Q

b

a

b

a

α

2

α

2

α

2

α

2

32. Data jednaqina je definisana za x > 0. Tada je

4log10 x = 4log4 x · log10 4 = xlog10 4,

pa je 4log10 x = 16 = 42, odnosno log10 x = 2, tj. x = 100.

33. Neka su O1, O2 i O3 centri datih lopti. Qetvorougao O1O2A1A2

je pravougli trapez sa visinom A1A2 = 4, du¼im krakom O1O2 = r1 + r2
i osnovicama r1 i r2, pa iz Pitagorine teoreme dobijamo

(r1 + r2)
2 = (A1A2)

2 + (r2 − r1)2,

odakle je r1r2 = 4. Sliqno dobijamo da je

r1r3 = 9 i r2r3 = 16.
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Mno¼eǌem ove tri jednakosti, a zatim korenovaǌem, dobijamo da je
r1r2r3 = 24, odakle je

r1 =
3

2
, r2 =

8

3
i r3 = 6.

A1 A2

B2
O1

O2

A

D

B
S

C

O

α

34. Neka su α i β diedarski uglovi ivica AB i BC piramide. Kako
je CS ⊥ ASB i AS ⊥ BSC, to za povrxine imamo slede²e odnose:

P4ASB = P4ABC cosα i P4BSC = P4ABC cosβ .

Doka¼imo prvu od ove dve jednakosti (druga se dokazuje analogno).
Oznaqimo sa D podno¼je normale iz C na AB. Kako je CS ⊥ ASB
imamo da je D podno¼je normale i iz S na AB. Za visine CD i SD
trouglova 4ABC i 4ABS imamo vezu SD = CD · cosα (iz pravouglog
trougla 4CSD) i onda je

P4ASB =
1

2
AB · SD =

1

2
AB · CD · cosα = P4ABC cosα.

Vratimo se sad na tra¼eǌe odnosa povrxina trouglova 4ASB i

4BSC: cosα

cosβ
=
P4ASB

P4BSC
=
P4AOB cosβ

P4BOC cosα
= 4

cosβ

cosα
, odakle je

(
cosα

cosβ

)2

= 4,

tj.
cosα

cosβ
= 2 (ovaj odnos ne mo¼e biti −2, jer su diedarski uglovi α i

β maǌi od 90◦, pa su ǌihovi kosinusi pozitivni), odnosno
P4ASB

P4BSC
= 2.

35. Ako je mala kazaǉka prexla ugao α, velika je za isto vreme prexla
ugao 360◦ + α. Kako se velika kazaǉka kre²e 12 puta br¼e, bi²e

360◦ + α = 12α, tj. α =
360◦

11
= 30◦ +

30◦

11
.

Mala kazaǉka za jedan sat pre±e 30◦, te ²e do preklapaǌa kazaǉki
pro²i 12

11 sata, tj. preklopi²e se za jedan sat i 5 5
11 minuta.
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Qetvrti razred – B kategorija

36. Kako je |z| =
√
x2 + y2, gde je z = x+ iy, iz date jednaqine dobijamo√

(x− 1)2 + y2 = 2
√

(x+ 1)2 + y2, odnosno, posle sre±ivaǌa,

(
x+

5

3

)2

+ y2 =

(
4

3

)2

.

Dakle, to je krug sa centrom u taqki (− 5
3 , 0) i polupreqnikom

4
3 .

37. Neka je 7p + 1 = n2, n ∈ N. Tada je 7p = (n − 1)(n + 1), pa kako su
svi prirodni delioci broja 7p brojevi 1, 7, p i 7p, to je n− 1 = 1 ili
n− 1 = 7 ili n+ 1 = 1 ili n+ 1 = 7. Sledi n ∈ {2, 8, 6, 0}, pa proverom
dobijamo da je jedino rexeǌe n = 6, odnosno p = 5.

38. Ako prvu jednaqinu pomno¼imo sa −2 i saberemo sa drugom dobi-
jamo:

(y + 1)(2x2(1− y) + y2 − 3y + 3) = 0 . (∗)
Za y = −1 dobijamo x = 1 (iz prve ili druge jednaqine sistema).
Za y 6 1, izraz u drugoj zagradi je strogo ve²i od 0, pa je ceo izraz
(∗) jednak 0 samo za y = −1.
Za y > 1, prva jednaqina datog sistema, x2y2− 2x+ y2 = 0 nema rexeǌa
(diskriminanta je D = 4− 4y2 < 0).
Dakle, jedino rexeǌe datog sistema je (1,−1).

39. Doka¼imo dato tvr±eǌe matematiqkom indukcijom.
Baza indukcije: tvr±eǌe je taqno za n = 1,

(a1a2)
2 − (a1a0)

2

4d
= a2

1

(a2 − a0)(a2 + a0)

4d
= a2

1

2d · 2a1

4d
= a3

1 .

Indukcijska pretpostavka: pretpostavimo da je tvr±eǌe taqno za n =

k: a1
3 + a2

3 + . . .+ ak
3 =

(akak+1)
2−(a1a0)

2

4d .

Indukcijski korak: za n = k + 1 je a3
1 + . . .+ a3

k+1 =
(akak+1)

2 − (a1a0)
2

4d
+

a3
k+1 =

(akak+1)
2 − (a1a0)

2 + 4da3
k+1

4d
=

a2
k+1(a

2
k + 4d(ak + d))− (a1a0)

2

4d
=

=
a2
k+1(ak + 2d)2 − (a1a0)

2

4d
=

(ak+1ak+2)
2 − (a1a0)

2

4d
, xto je tra¼eno tvr-

±eǌe za k + 1.
Stoga po principu matematiqke indukcije tvr±eǌe zadatka va¼i za
svaki prirodan broj n.

40. Videti rexeǌe 35. zadatka (5. za tre²i razred B kategorije).
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REXEǋA ZADATAKA OKRU´NOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

41. Kako je 23 ≡ 1 (mod 7) imamo slede²e mogu²nosti:
za k ≡ 0 (mod 3) je 2k− 1 ≡3 2, pa 22k−1 +2k+1 ≡ 22 +20 +1 ≡ 6 (mod 7);
za k ≡ 1 (mod 3) je 2k− 1 ≡3 1, pa 22k−1 +2k+1 ≡ 21 +21 +1 ≡ 5 (mod 7);
za k ≡ 2 (mod 3) je 2k− 1 ≡3 0, pa 22k−1 +2k+1 ≡ 20 +22 +1 ≡ 6 (mod 7).
Odavde sledi tvr±eǌe zadatka.

42. Sre±ivaǌem dobijamo (2m − n)2 + (n − 3)2 = 9, odakle dobijamo
(2m− n, n− 3) ∈ {(0,−3), (0, 3), (3, 0), (−3, 0)} xto daje rexeǌa

(m,n) ∈ {(0, 0), (0, 3), (3, 3), (3, 6)} .

43. Rexeǌe 1 : Neka je n > 2 proizvoǉan prirodan broj, a1 > 3
proizvoǉan neparan broj, a a2, a3, ..., an−1 proizvoǉni razliqiti parni
brojevi, takvi da a1 < a2 < . . . < an−1. Tada je a

2
1+a

2
2+. . .+a

2
n−1 = 2k+1,

za neki prirodan broj k. Ako izaberemo an = k, zbir kvadrata svih n
brojeva je k2 + 2k + 1 = (k + 1)2. Pored toga, (an−1 − 1)2 > (3 − 1)2 > 2,

pa je i
n−2∑

i=1

a2
i + (an−1 − 1)2 > 2. Ova nejednakost je ekvivalentna sa

an = k = 1
2

(
n−1∑

i=1

a2
i − 1

)
> an−1, pa su svi brojevi a1, a2, . . . , an me±usob-

no razliqiti.

Rexeǌe 2 : Zadatak rexavamo primenom matematiqke indukcije.
Baza indukcije: za n = 2 je 32 + 42 = 52.
Indukcijska pretpostavka: pretpostavimo da tvr±eǌe va¼i za n = k,
tj. da postoje a1 < a2 < . . . < ak, takvi da je a

2
1 + a2

2 + . . .+ a2
k = b2.

Indukcijski korak: tada je (5b)2 = (5a1)
2 + (5a2)

2 + . . . + (5ak)
2 =

(3a1)
2 + (4a1)

2 + (5a2)
2 + (5a3)

2 + . . . + (5ak)
2 i za ovih k + 1 brojeva

va¼i 3a1 < 4a1 < 5a2 < . . . < 5ak.
Stoga po principu matematiqke indukcije tvr±eǌe zadatka va¼i za
svaki prirodan broj n.

44. Neka je A1 sredixte stranice BC, a T0 taqka simetriqna te¼ixtu
T trougla 4ABC u odnosu na taqku A1. Oznaqimo sa D i E podno¼ja
visina iz A, odnosno T na stranicu BC (iz Talesove teoreme pri-

meǌene na trouglove 4ADA1 ∼ 4TEA1 dobijamo da je TE =
AD

3
).

Iz podudarnosti trouglova 4BTA1
∼= 4CT0A1 dobijamo da su du¼ine

stranica trougla 4TT0C jednake 2
3 ta,

2
3 tb i

2
3 tc. ǋegova povrxina je

P4TT0C = P4TA1C + P4A1T0C = P4TA1C + P4TA1B = P4TBC , odnosno

P4TT0C = P4TBC =
BC · TE

2
=
BC · 1

3AD

2
=
P

3
.
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Povrxina trougla maǌa je ili jednaka od poluproizvoda prizvoǉne

dve ǌegove stranice, te iz trougla 4TT0C dobijamo
P

3
6

1

2
· 2
3
ta ·

2

3
tb,

odnosno

P 6
2

3
ta · tb,

xto je tvr±eǌe zadatka.
Jednakost va¼i akko su u datom trouglu te¼ixne du¼i koje odgovara-
ju stranicama BC i CA normalne, odnosno akko za stranice datog
trougla va¼i a2 + b2 = 5c2.

A

B CD E A1

T0

T

A

B CD A1 D1

B1

p

45. Analiza: neka su A1 i B1 sredixta stranica BC i CA, redom.
Oznaqimo datu pravu sa p. Neka je D podno¼je normale iz A na BC,
a D1 podno¼je normale iz B1 na BC. Va¼i p ‖ B1D1, ^A1D1B1 = π

2 i
B1D1 je sredǌa linija trougla 4CDA (i D1 je sredixte du¼i DC).
Konstrukcija: u preseku kru¼nice sa preqnikom A1B1 i prave par-
alelnom sa p koja sadr¼i B1 dobijamo taqku D1. U preseku pravih p i
A1D1 dobijamo taqku D. Taqka C je taqka na pravoj A1D1 za koju va¼i
D1C = D1D razliqita od taqke C. Taqku A dobijamo u preseku pravih
CB1 i p. Taqka B je taqka na pravoj A1D1 za koju va¼i A1C = A1B
razliqita od taqke C.
Dokaz: iz konstrukcije sledi da visina AD le¼i na pravoj p i da je
A1 sredixte du¼i BC. Po konstrukciji, trouglovi 4CDA i 4CA1B1

su sliqni, sa koeficijentom sliqnosti 2, pa je B1 sredixte du¼i CA.
Diskusija: nema rexeǌa ako je p ⊥ A1B1 (inaqe bi prava p bila nor-
malna i na BC i na AB) i ako prava p sadr¼i taqke A1 i B1 (inaqe
je AB ⊥ BC, pa p sadr¼i A1, B1, A i B). U ostalim sluqajevima sve
konstrukcije su mogu²e i jednoznaqne, pa postoji jedno rexeǌe.

Napomena: Konstrukcija je mogla da ide i na slede²i naqin: pravu
BC dobijamo kao pravu normalnu na P koja prolazi kroz A1, a taqku
D1 nalazimo kao podno¼je normale iz B1 na BC, a daǉe konstrukcija
ide isto kao u prethodnom naqinu (D,C,A,B).
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Drugi razred – A kategorija

46. Veliqine pod korenom moraju biti nenegativne, pa je

x ∈ [−3, 1−
√

109
6 ] ∪ [ 1+

√
109

6 ,+∞). Neka je u =
√
x2 + x+ 1, v =

√
x+ 3,

w =
√
6x2 − 2x− 18. Iz polazne jednaqine dobijamo sistem

u+ 2v = w, 6u2 − 8v2 = w2 ,

tj. posle eliminacije w, 5u2−4uv−12v2 = 0. Kako x = −3 nije rexeǌe,
sledi v 6= 0, pa dobijamo 5

(
u
v

)2 − 4
(
u
v

)
− 12 = 0, odnosno u

v = 2 ili

u
v = − 6

5 . Druga mogu²nost otpada, jer su u, v > 0, pa je

√
x2 + x+ 1√
x+ 3

= 2,

odnosno x2 − 3x − 11 = 0, tj. x1 =
3−

√
53

2
i x2 =

3 +
√
53

2
, xto su i

rexeǌa, jer pripadaju oblasti definisanosti korena.

47. Neka je xij ∈ {−1, 1} broj koji se nalazi u preseku i-te vrste i
j-te kolone tablice. Da bi proizvod brojeva u svakoj od prvih m− 1

vrsta bio jednak 1 potrebno je i dovoǉno da bude xin =
n−1∏

j=1

xij (za

i = 1, 2, . . . ,m − 1). Da bi proizvod brojeva u svakoj od prvih n − 1

kolona bio jednak −1 potrebno je i dovoǉno da bude xmj = −
m−1∏

i=1

xij

(za j = 1, 2, . . . , n − 1). Da bi proizvod brojeva u m-toj vrsti bio jed-

nak 1 potrebno je i dovoǉno da bude xmn =
n−1∏

j=1

xmj =
n−1∏

j=1

(
−

m−1∏

i=1

xij

)
=

(−1)n−1
n−1∏

j=1

m−1∏

i=1

xij. Da bi proizvod brojeva u n-toj koloni bio jednak

−1 potrebno je i dovoǉno da bude xmn = −
m−1∏

i=1

xin = −
m−1∏

i=1

(
n−1∏

j=1

xij

)
=

−
m−1∏

i=1

n−1∏

j=1

xij. To je mogu²e samo ako je (−1)n−1 = −1, tj. ako je n parno.
U tom sluqaju se zadovoǉavaju²e popuǌavaǌe dobija tako xto se pr-
vo popune poǉa koja le¼e na presecima prvih m − 1 vrsta i prvih
n−1 kolona na proizvoǉan naqin, a zatim se poǉa koja le¼e u posled-
ǌoj vrsti i posledǌoj koloni na jednoznaqan naqin popuǌavaju ko-
rix²eǌem prethodnih formula. Zato se tablica mo¼e popuniti na
0 naqina ukoliko je n neparno, a na 2(m−1)(n−1) naqina ukoliko je n
parno.

48. Kru¼ni iseqak qiji je ugao 60◦ ima dijametar 1. Du¼ina 1 se dos-
ti¼e za najudaǉenije taqke na luku i za centar iseqka i proizvoǉnu
taqku na luku. Krug mo¼emo potpuno prekriti sa 6 ovakvih iseqaka.
Najvixe jedna taqka le¼i u centru kruga, pa od preostalih 7 mo¼emo
izabrati dve koje le¼e u istom iseqku, a da nisu najudaǉenije taqke
na luku. ǋihovo rastojaǌe je maǌe od 1.
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Vidimo da tvr±eǌe ne mora va¼iti za 7 taqaka, ako jednu postavimo u
centar kruga, a ostale u temena pravilnog xestougla upisanog u ovu
kru¼nicu.

49. Neka je A−B−C raspored taqaka i neka je AB = 2r, AC = 2R, O1

sredixte AB, O2 sredixte BC, O3 sredixte AC, O centar kru¼nice
k date u zadatku i x ǌen polupreqnik. Tada je AO3 = O3C = r + R,
O1O3 = AO3−AO1 = R, O2O3 = CO3−CO2 = r, O1O = r+x, O2O = R+x,
O3O = R+r−x. Iz povrxine trougla O1OO3 izra¼ene preko Heronovog
obrasca, odnosno preko poluproizvoda stranice i odgovaraju²e vi-

sine dobijamo
√

(R+ r)r(R− x)x =
1

2
Rd. Sliqno, iz relacija za povr-

xinu trougla O1OO2 dobijamo
√

(R+ r + x)Rrx =
1

2
(R + r)d. Nakon

kvadriraǌa i oduzimaǌa ove dve relacije, dobijamo rx2(2R + r) =
1
4rd

2(2R+ r), odnosno x = d
2 .

50. Neka su ta, tb, tc te¼ixne du¼i koje odgovaraju stranicama a, b, c
trougla ABC, redom. Tada je

4t2a = 2c2 + 2b2 − a2, 4t2b = 2c2 + 2a2 − b2, 4t2c = 2a2 + 2b2 − c2 ,
pa ve²oj stranici odgovara maǌa te¼ixna du¼. Bez umaǌeǌa opxto-
sti, mo¼emo pretpostaviti da je a 6 b 6 c. Tada je ta

c = tb
b = tc

a = k, pa
korix²eǌem gorǌih jednakosti imamo

4k2(a2 + b2 + c2) = 4(t2a + t2b + t2c) = 3(a2 + b2 + c2) ,

pa kako je a2 + b2 + c2 > 0, sledi 4k2 = 3, odnosno k =

√
3

2
.

Tre²i razred – A kategorija

51. a) Rexeǌe 1 : Ako je p 6 0 funkcija f(x) = x3 − px + q je strogo
rastu²a, pa data jednaqina ne mo¼e imati tri realna rexeǌa.

Rexeǌe 2 : Ovo smo mogli dobiti i iz Vietovih pravila:

x1 + x2 + x3 = 0, x1x2 + x2x3 + x3x1 = −p, x1x2x3 = −q ,
gde su x1, x2, x3 koreni date jednaqine, pa je

0 < x2
1 + x2

2 + x2
3 = (x1 + x2 + x3)

2 − 2(x1x2 + x2x3 + x3x1) = 2p ,

pa je p > 0 (zbog q 6= 0 nijedan od x1, x2, x3 nije 0).
b) Ako je q > 0 imamo x1x2x3 = −q < 0, a kako je x1 + x2 + x3 = 0
me±u brojevima x1, x2, x3 su dva pozitivna i jedan negativan. Neka je
x1 = r > 0, x2 = s > 0, r 6 s. Tada je x3 = −(r + s), pa je

p = −rs+ r(r + s) + s(r + s) = r2 + rs+ s2 > 3r2 ,
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tj. r 6

√
p

3
. Tako±e q = −rs · (−(r + s)) = rs(r + s) > 2r3, tj. r 6 3

√
q

2
.

Sledi r 6 min

(√
p

3
, 3

√
q

2

)
, odakle sledi i tvr±eǌe zadatka.

52. Zbog definisanosti korena mora biti xi ∈ [−1, 1] za i = 1, . . . , 100.
Neka je

−→
ai = (

√
1 + xi,

√
1− xi),

−→
b =

(
100

√
1 +

1

100
, 100

√
1− 1

100

)
.

Sistem se svodi na
100∑

i=1

−→
ai =

−→
b .

Kako je |−→b | =

√(
100
√

1 + 1
100

)2

+
(
100
√

1− 1
100

)2

= 100
√
2 i kako je

|−→ai | =
√

(
√
1 + xi)2 + (

√
1− xi)2 =

√
2, za i = 1, . . . , 100, dobijamo

|
100∑

i=1

−→ai | =
100∑

i=1

|−→ai | ,

pa va¼i jednakost u nejednakosti trougla za vektore −→a1, . . . ,
−−→a100, tj. oni

su istosmerni (istog smera kao i vektor
−→
b ). Ako je k(

√
1 + x,

√
1− x) =

(
√
1 + y,

√
1− y), k > 0, dobijamo k2(1 + x) = 1 + y, k2(1 − x) = 1 − y,

odnosno k = 1, pa su ovi vektori istosmerni akko su jednaki (vektoru
1

100

−→
b ). Sledi, jednakost va¼i akko je −→a1 = . . . = −−→a100, odnosno akko je

x1 = . . . = x100 = 1
100 , pa je ovo jedino rexeǌe sistema iz zadatka.

53. Pretpostavimo da qetvorougao ABCD zadovoǉava tra¼ene uslove

i da je AC = 2BD. Tada je
−→
AC · −−→BD = AC · BD cos 45◦ = BD2 ·

√
2.

Me±utim, ova jednakost je nemogu²a, jer su

−→
AC · −−→BD = (xc − xa, yc − ya) · (xd − xb, yd − yb)

= (xc − xa)(xd − xb) + (yc − ya)(yd − yb)
i BD2 = (xd − xb)2 + (yd − yb)2 celi brojevi, BD2 6= 0, pa bi dobili da
je
√
2 racionalan broj.

54. Neka je O centar datog kruga, 0 6 α 6 π
2 ugao izme±u OP i tetive

du¼ine t1(α), du¼ina druge tetive t2(α), S1 i S2 sredixta ovih tetiva,
a sa S(α) oznaqimo tra¼eni zbir tetiva, S(α) = t1(α) + t2(α). Kako je

t1(α)

2
=
√
R2 −OS2

1 ,
t2(α)

2
=
√
R2 −OS2

2 , OS1 = d sinα, OS2 = d cosα ,

dobijamo S(α) = 2
(√

R2 − d2 cos2 α+
√
R2 − d2 sin2 α

)
, tj.

(S(α))
2
= 4

(
2R2 − d2 + 2

√
R4 −R2d2 +

d4

4
sin2 2α

)
.
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Ovaj izraz je najmaǌi kad je sin 2α = 0, tj. kad je α ∈ {0, π2 }, odnosno kad
jedna od tetiva prolazi kroz centar kruga i tada zbir tetiva iznosi
S(α) = 2(

√
R2 − d2 +R).

Ovaj izraz je najve²i kad je sin 2α = 1, tj. kad je α = π
4 , odnosno kad

tetive grade ugao π
4 sa OP i tada zbir tetiva iznosi S(α) = 4

√
R2 − d2

2 .

55. Doka¼imo matematiqkom indukcijom da je aa
..
.a
}
n puta

< 2003.

Baza indukcije: za n = 1 ovo je taqno, jer je a = –
2003
√
2003 < 2003.

Indukcijska pretpostavka: pretpostavimo da je tvr±eǌe taqno za neko

n = k, tj. neka je b = aa
..
.a
}
k puta

< 2003.

Indukcijski korak: tada je b < 2003, pa je aa
..
.a
}
k + 1 puta

= ab <

a2003 = 2003.

Za n = 2003 dobijamo da je aa
..
.a
}
2003 puta

< 2003.

Qetvrti razred – A kategorija

56. Sistem je ekvivalentan sistemu u kome je druga jednaqina po-
mno¼ena sa 4, tj.

x4 + 6x2y2 + y4 = 5, 4x3y + 4xy3 = 4

pa i sistemu koji se sastoji od zbira ove dve jednaqine i razlike ove
dve jednaqine, tj.

(x+ y)4 = 9, (x− y)4 = 1 .

Iz ovih jednaqina dobijamo x =
α ·
√
3 + β

2
, y =

α ·
√
3− β
2

, gde su

α, β ∈ {1,−1, i,−i}, tj. 16 rexeǌa. Potrebno je jox videti da su ovo

razliqita rexeǌa. Me±utim, ako bi bilo
α1 ·

√
3 + β1

2
=
α2 ·

√
3 + β2

2
imali bi (α1 − α2)

√
3 = (β2 − β1), pa ako je α1 = α2 imamo β1 = β2, tj.

isto rexeǌe, a inaqe
√
3 mo¼emo pretstaviti u obliku r + is, gde su

r, s ∈ Q, xto je nemogu²e, jer je
√
3 realan i iracionalan broj.

57.
(
1 + 1

2n

)n −
(
1− 1

2n

)n − 1 =
(
1 + n · 1

2n +
(
n
2

)
1

(2n)2 +
(
n
3

)
1

(2n)3 + . . .
)
−

(
1− n · 1

2n +
(
n
2

)
1

(2n)2 −
(
n
3

)
1

(2n)3 + . . .
)
− 1 = 2

((
n
3

)
1

(2n)3 +
(
n
5

)
1

(2n)5 + . . .
)

>
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0 . Mno¼eǌem sa (2n)n dobija se (2n+1)n−(2n−1)n−(2n)n > 0, a odatle
i tra¼ena nejednakost:

(2n+ 1)n > (2n)n + (2n− 1)n .

Jednakost va¼i akko n = 1 ili n = 2.

58. Neka je bn = kan+2 − an za n ∈ N i neka je (bn, bn+1) = d. Tada
je bn+1 − bn = bn−1 deǉivo sa d, pa je i bn − bn−1 = bn−2 deǉivo sa d.
Nastavǉaǌem ovog postupka, dobijamo da su b2 = 3k + 1 i b1 = 2k + 1
deǉivi sa d. Kako je 3b1 − 2b2 = 1, to je (b1, b2) = 1, pa je d = 1, xto je
i trebalo dokazati.

59. Za cele brojeve m i n i polinom sa celobrojnim koeficijentima
P va¼i (m−n) | (P (m)−P (n)). Neka je l ∈ Z celobrojna nula polinoma
P . Tada postoje k, r ∈ Z, takvi da je l = kn+ r i 1 6 r 6 n, pa:

n | kn | (r − l) | (P (r)− P (l)) = P (r) ,

xto je nemogu²e, jer je 0 < |P (r)| < n.

60. Neka je S vrh piramide, ABCD ǌegova osnova i E podno¼je nor-
male iz S na ABCD. Trougao 4SEA je pravougli, a hipotenuza mu je
AS = 1. Neka je ^SAE = α, 0 < α < π

2 . Tada je SE = sinα visina pi-
ramide, a 2AE = 2 cosα dijagonala kvadrata u osnovi, pa je zapremina
piramide

V (α) =
1

3

(2AE)2

2
SE =

2

3
sinα cos2 α .

Tada je V ′(α) =
2

3
cosα(cos2 α − 2 sin2 α) =

2

3
cosα(1 − 3 sin2 α), pa imamo

da je V ′(α) > 0, za 0 < sinα < 1√
3
, a V ′(α) < 0 za 1√

3
< sinα < 1 (α je

oxtar ugao), tj. maksimum se dosti¼e za sinα = 1√
3
i iznosi V = 4

27

√
3.

Prvi razred – B kategorija

61. Sre±ivaǌem dobijamo 8n3 − 12n2 + 6n + 63 = (8n3 − 12n2 + 6n −
1) + (63 + 1) = (2n − 1)3 + 43 = (2n + 3)((2n − 1)2 − 4(2n − 1) + 16) =
(2n+3)((2n− 1)2− 4(2n− 1)+ 4+ 12) = (2n+3)((2n− 3)2 +12), pa je dati
broj proizvod dva prirodna broja ve²a od 1, tj. slo¼en je.

62. Iz AB − CD = AD − BC i AB + CD = AD + BC (qetvorougao
ABCD je tangentni), dobija se AB = AD i BC = CD, pa su trouglovi
4ABC i 4ADC podudarni (podudarne su im sve tri stranice). Tada
je ^ABC = ^ADC = 1

2 (^ABC+^ADC) = 90◦ (jer je qetvorougao ABCD
tetivni), pa je AC preqnik kruga.
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63. Neka je 3n −m = k · p, 5n + 2m = k · s, (p, s) = 1, k > 1 za p ∈ Z i

s, k ∈ N. Odavde se dobija n =
k(2p+ s)

11
i m =

k(3s− 5p)

11
. Kako su m i

n uzajamno prosti, to je k = 11.

64. Kako dato tvr±eǌe va¼i za svako x ∈ R, va¼i i za x = 0 i

x = 1. Za x = 0 dobijamo f(0) − (f(0))2 >
1

4
, odnosno

(
f(0)− 1

2

)2

6 0,

odakle je f(0) = 1
2 . Za x = 1 dobijamo f(1) − (f(1))2 >

1

4
, odnosno

(
f(1)− 1

2

)2

6 0, odakle je f(1) = 1
2 . Sledi f(0) = f(1), tj. data funkci-

ja nije injektivna.

65. Svaki par pravih prvog skupa i svaki par pravih drugog skupa
odre±uju taqno jedan paralelogram i obrnuto. Par pravih iz prvog

skupa mo¼emo izabrati na

(
13

2

)
naqina, a iz drugog na

(
7

2

)
naqina,

pa tra¼enih paralelograma ima

(
13

2

)
·
(
7

2

)
= 1638.

Drugi razred – B kategorija

66. Kako za n+ 1 6 k 6 n2 − 1, k ∈ N va¼i
1

k
>

1

n2
, dobija se

1

n
+

1

n+ 1
+ . . .+

1

n2
>

1

n
+

1

n2
+ . . .+

1

n2
=

1

n
+
n2 − n
n2

= 1 ,

xto je trebalo dokazati.

67. Dati izrazi su definisani za z 6= 0. Iz |z| = 1

|z| sledi |z| = 1, a iz

|z| = |z− 1| sledi |z− 1| = 1. Ako je z = x+ iy, iz ovih uslova dobijamo

x2+y2 = 1 i (x−1)2+y2 = 1, odnosno x2 = (x−1)2, pa je x =
1

2
, a y =

√
3

2

ili y = −
√
3

2
. Dakle, rexeǌa su

1

2
+ i

√
3

2
i

1

2
− i
√
3

2
.

68. Kako je a 6= 1, jednaqina je kvadratna, pa iz Vietovih pravila
dobijamo da je dati izraz I = (x1 − b)(x2 − b):

I = x1x2 − b(x1 + x2) + b2 =
2a− 1

a− 1
− ba+ 1

a− 1
+ b2 = b2 − b+ 2 +

1− 2b

a− 1
,

pa dati izraz ne zavisi od a akko je b =
1

2
(i tad je I =

7

4
).
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69. Data jednaqina je definisana za x > 1. Neka je

u = 3
√
2− x, v =

√
x− 1 .

Iz v = 1− u i u3 + v2 = 1, dobija se

u(u− 1)(u+ 2) = 0 ,

odakle je u ∈ {0, 1,−2}, tj. x ∈ {2, 1, 10}, pa kako su svi dobijeni brojevi
ne maǌi od 1, usvajamo sva tri rexeǌa.

70. Iz jednakosti AD2 = BD · CD dobijamo da je AD = 6 i DE = 3,
a iz pravouglog trougla 4BED dobijamo BE = 5. Neka je G taqka
na stranici AC takva da je DG ‖ BF . Poxto je EF sredǌa linija
trougla 4ADG, iz EF = x sledi DG = 2x. Iz sliqnosti trouglova

4BFC i 4DGC sledi jednakost
5 + x

2x
=

13

9
, odakle je x =

45

17
, odnosno

BF =
130

17
.

Tre²i razred – B kategorija

71. Neka je AB = a, CD = b, BC = x, AD = h, AD ⊥ AB. Kako je
x+ h = a+ b (trapez ABCD je tangentan) i iz x2 − h2 = (a− b)2 dobija
se (x− h)(a+ b) = (a− b)2, tj. x =

(a− b)2
a+ b

+ h, odakle je

h = a+ b− x =
1

2

(
a+ b− (a− b)2

a+ b

)
=

2ab

a+ b
,

pa je P =
a+ b

2
· h = ab.

72. Neka je O centar lopte opisane oko piramide SABCD, R ǌen
polupreqnik, E sredixte pravougaonika ABCD i M sredixte ivice
CS. Trougao 4SCE je pravougli sa oxtrim uglom β = ^SCE, a taqka
O je jednako udaǉena od taqaka C i S, pa je OM ⊥ CS i

R = OS =
SM

sinβ
=

1

2

CE

cosβ sinβ
=

d

2 sin 2β
,

jer je ^SOM = ^SCE = β (uglovi sa normalnim kracima).

73. Zbog definisanosti logaritma mora biti

x ∈ (−∞, 2−
√
5) ∪ (2 +

√
5,+∞) .

Iz log2(x
2 − 4x − 1) = n, n ∈ Z, sledi x = 2 ±

√
5 + 2n. Poxto je x ∈ Z,

dobijamo 5 + 2n = k2, k ∈ Z.
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Ako je n < 0, va¼i 2−n(k2−5) = 1, xto je nemogu²e, jer je 2−n(k2−5) = 1
paran broj.
Ako je n = 0, dobijamo k2 = 6, xto je nemogu²e (k ∈ Z).
Ako je n > 0, broj 5 + 2n je neparan, pa je k = 2m − 1, za neko m ∈ Z,
odakle sre±ivaǌem dobijamo m(m−1) = 2n−2+1. Za n = 1 broj 2n−2+1
nije ceo, za n > 2 broj 2n−2 +1 je neparan, a broj m(m−1) je paran ceo
broj, pa su i ove situacije nemogu²e.
Za n = 2 dobijamo x2− 4x− 5 = 0, tj. x ∈ {−1, 5}, xto su jedina rexeǌa
(pripadaju oblasti definisanosti logaritma).

74. Trigonometrijskim transformacijama dobijamo:
sin 20◦ sin 40◦ sin 80◦ = 1

2 (cos 20
◦−cos 60◦) sin 80◦ = 1

2 (cos 20
◦ ·sin 80◦−cos 60◦ ·

sin 80◦) = 1
2 (

1
2 (sin 100

◦+sin 60◦)− 1
2 sin 80

◦) = 1
4 ((sin 100

◦−sin 80◦)+
√

3
2 ) =

√
3

8 ,
xto je trebalo dokazati.

75. Kako je p > 0, za k > 0 va¼i kp > 0, te imamo da je 2003kp > 1,

odnosno 1− 2003kp 6 0, odakle je (2003kp)1−2003kp 6 1. Sabiraǌem ovih
nejednakosti za k = 1, . . . , 2003, dobijamo

(2003p)1− 2003p +(20032p)1− 20032p
+ . . .+(20032003p)1− 20032003p

6 2003 ,

xto je i trebalo dokazati.
Jednakost va¼i akko p = 0.

Qetvrti razred – B kategorija

76. Neka je an =

(
1 +

1

2

)(
1 +

1

22

)(
1 +

1

24

)(
1 +

1

28

)
. . .

(
1 +

1

22n

)
.

Tada je

(
1− 1

2

)
an = 1 − 1

22n+1 , odakle je an = 2

(
1− 1

22n+1

)
, odnosno

lim
n→∞

an = 2.

77. Neka je y =
x2 − 1

x2 − 4
. Tada je yx2 − 4y = x2 − 1, odakle nalazimo

x = ±
√

4y − 1

y − 1
,

tj. mora biti
4y − 1

y − 1
> 0, odnosno y ∈

(
−∞, 1

4

]
∪(1,+∞), xto je i trebalo

dokazati.

78. Izraz
a1 + . . .+ an

an+1 + . . .+ a3n
=

2a1 + (n− 1)d

2(2a1 + 2nd+ (2n− 1)d)
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ne zavisi od n akko je 2a1 + (n− 1)d = c(2a1 + 2nd+ (2n− 1)d), tj.

(1− 4c)dn = (2a1 − d)(c− 1) .

Posledǌa jednakost je ispuǌena za sve n akko je d(1− 4c) = 0 i (2a1 −
d)(c− 1) = 0.
Ako je d = 0, mora biti a1 6= 0 (da ne bi imali deǉeǌe nulom) i c = 1,
tj. to je niz an = a 6= 0 za svako n (za ovakav niz nemamo deǉeǌe nulom).
Ako je c = 1

4 , bi²e d = 2a1, pa dobijamo rexeǌa an = (2n− 1)a, a 6= 0 za
svako n (opet da ne bi imali deǉeǌe nulom).
Dakle, sva rexeǌa zadatka su nizovi: an = a i an = (2n− 1)a, a 6= 0.

79. Ako su sva tri rexeǌa realna, po Vietovim pravilima imamo
x1x2x3 = 1

a > 0, pa je samo jedno pozitivno, jer po Vietovim pravilima
imamo i x1x2 + x2x3 + x3x1 = 0, tj. ne mogu biti sva tri pozitivna.
Ako je samo jedno rexeǌe realno (npr. x1), tada za druga dva va¼i
x2 = x3, pa je x1x2x3 = x1|x2|2 = 1

a > 0, tj. opet je x1 > 0.

80. Neka je r polupreqnik osnove, a H visina vaǉka. U preseku vaǉka
i ravni koja sadr¼i ǌegovu osu dobijamo pravougaonik stranica H i
2r, a dijagonale 2

√
3. Tada je V (H) = r2πH =

(
(
√
3)2 − (H2 )

2
)
πH, tj.

V (H) =

(
3− H2

4

)
πH ,

0 < H < 2
√
3, pa je V ′(H) = 3π(1− H2

4 ). Sledi: V ′(H) > 0, za 0 < H < 2

i V ′(H) < 0, za 2 < H < 2
√
3, tj. maksimalnu zapreminu dobijamo ako

upixemo vaǉak visine H = 2.

REXEǋA ZADATAKA REPUBLIQKOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

81. Rexeǌe 1 : Stavǉaǌem y = 2− x u tra¼eni izraz dobijamo

I = x2y2(x2 + y2) = x2(2− x)2(2x2 − 4x+ 4) .

Iz nejednakosti aritmetiqke i geometrijske sredine je ab 6
(
a+b
2

)2
,

xto nam daje x(2 − x) 6 1, tj. x2(2 − x)2 6 1. Posledǌi faktor u I
mo¼emo predstaviti kao 2x2 − 4x + 4 = 2

(
(x − 1)2 + 1

)
6 2. Konaqno

dobijamo I 6 2.
Jednakost u prvoj nejednakosti va¼i kada je x = 2 − x, tj. za x = 1, a
u drugoj kada je x− 1 = 0, xto opet daje x = 1. Dakle jednakost va¼i,



92 REXEǋA ZADATAKA

samo kada je x = y = 1.

Rexeǌe 2 : Neka je x = 1+ t, 0 6 t 6 1. Tada je y = 1− t, a x2y2(x2 +y2) =
(1 + t)2(1− t)2((1 + t)2 + (1− t)2) = (1− t2)2(2 + 2t2) = 2(1− t4)(1− t2) 6 2,
jer je 0 6 1− t2 6 1 i 0 6 1− t4 6 1.
Jednakost va¼i akko 1− t2 = 1− t4 = 1, tj. za t = 0, tj. akko x = y = 1.

82. Pretpostavimo da se permutacijama cifara broja K = 2k dobio
broj N = 2n, n > k. Tada je N > K, pa poxto N ima najvixe onoliko
cifara koliko ima i K, N i K imaju isti broj cifara, pa je N < 10K.
Daǉe, N − K je deǉiv sa 9, poxto oba broja daju isti ostatak pri
deǉeǌu sa 9 kao i zbir ǌihovih cifara. Sledi 9 | N−K = 2k(2n−k−1),
odnosno 9 | 2n−k − 1 < 2n−k = N

K < 10. To znaqi 2n−k − 1 = 9, xto je
nemogu²e.

83. U datom skupu postoji osoba koja je primila makar 10 pisama
(inaqe bi broj primǉenih pisama bio maǌi od 9 · 20 = 180, a taj broj
mora biti jednak broju poslatih pisama, koji je 10·20 = 200). Ta osoba
je poslala 10 pisama nekim od preostalih 19 osoba, a primila makar
10 pisama od istih 19 osoba. Ako ne bi doxlo do preklapaǌa, pored
uoqene osobe bilo bi jox 10+10 = 20 > 19 osoba. Sledi da je ta osoba
primila pismo od osobe koja joj je i poslala pismo, xto je i trebalo
dokazati.

84. Neka je S centar upisane kru¼nice, A1 sredixte stranice BC, a
α, β i γ uglovi kod temena A,B i C trougla ABC. Kako je AM = AN
to je ^AMN = 90◦ − α

2 . Taqke B,S i P su kolinearne, pa dobijamo

^NPS = 180◦−^PBM−^PMB = 180◦− β
2−(90◦+α

2 ) =
γ
2 = ^NCS. Sledi

da taqke S,C, P i N pripadaju jednoj kru¼nici, pa je ^CPB = ^CPS =
^CNS = 90◦. Dakle PA1 je te¼ixna linija pravouglog trougla BCP ,
pa je ^A1PB = ^A1BP = ^ABP , tj. AB ‖ A1P , xto znaqi da P pripada
sredǌoj liniji trougla ABC. Trougao ABP ima zajedniqku stran-
icu sa trouglom ABC, a odgovaraju²a visina mu je, po prethodno
dokazanom, dva puta maǌa, odakle sledi tvr±eǌe zadatka.

85. Neka je AC1 : C1B = k,BA1 : A1C = l i CB1 : B1A = m. Tada je

3
−−→
TT1 =

−−→
TA1 +

−−→
TB1 +

−−→
TC1 = (

−→
TA +

−−→
AA1) + (

−→
TB +

−−→
BB1) + (

−→
TC +

−−→
CC1) =

(
−→
TA+

−→
TB +

−→
TC) + (

−−→
AA1 +

−−→
BB1 +

−−→
CC1) =

−→
0 + k

k+1

−−→
AB + l

l+1

−−→
BC + m

m+1

−→
CA =(

k
k+1 − m

m+1

)−−→
AB +

(
l

l+1 − m
m+1

)−−→
BC. Ako je T ≡ T1, iz linearne nezav-

isnosti vektora
−−→
AB i

−−→
BC sledi k

k+1 − m
m+1 = l

l+1 − m
m+1 = 0, odnosno

k = l = m. Obrnuto, ako je k = l = m, sledi
−−→
TT1 =

−→
0 tj. T ≡ T1.

Drugi razred – A kategorija

86. ⇒: Neka je α zajedniqko rexeǌe datih kvadratnih jednaqina. Sle-
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di 0 = α(aα2 + bα + c) − (bα2 + cα + a) = a(α3 − 1), pa poxto je a 6= 0,
dobijamo da je α3 = 1. Ako je α = 1, dobijamo a + b + c = 0, pa iz
identiteta

a3 + b3 + c3 − 3abc =
1

2
(a+ b+ c)((a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2)

sledi da je a3 + b3 + c3 = 3abc.
Ako je α kompleksan koren jednaqine α3 = 1, onda je i α zajedniqko
rexeǌe datih kvadratnih jednaqina, pa su ove jednaqine ekvivalentne.
Odavde je a : b = b : c = c : a, pa je a = b = c, odakle i a3 + b3 + c3 = 3abc.
⇐: Obrnuto, ako je a3 + b3 + c3 = 3abc na osnovu gorǌeg identiteta
dobijamo da je a = b = c ili a + b + c = 0. U prvom sluqaju date
jednaqine su identiqne, a u drugom zajedniqko rexeǌe im je 1. Ovim
je dokazano tvr±eǌe zadatka.

87. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje t1, t2 ∈ T sa t1t2 = u ∈ U
i u1, u2 ∈ U sa u1u2 = t ∈ T . Tada je t1t2u1u2 = uu1u2 ∈ U i t1t2u1u2 =
t1t2t ∈ T xto je kontradikcija.

88. Po nejednakosti izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine,
imamo: (a+3b)(b+4c)(c+2a) = (a+ b+ b+ b)(b+ c+ c+ c+ c)(c+ a+ a) >

4 · (ab3) 1
4 · 5 · (bc4) 1

5 · (ca2)
1
3 = 60 · a 11

12 · b 19
20 · c 17

15 . Kako je a 6 b 6 c, daǉe je

60 · a 11
12 · b 19

20 · c 17
15 > 60 · a 11

12 · b 13
12 · c > 60abc. U prvoj nejednakosti jednakost

va¼i akko a = b = c, u drugoj akko b = c, a u tre²oj akko a = b. Dakle,
jednakost va¼i akko a = b = c.

89. Mogu²e je. Neka su temena datog trougla A,B i C0, K i L taqke
na AB, takve da je AK = KL = LB = 1, k i l prave koje sadr¼e K i
L redom, normalne na AB, a C1 presek prave l i BC0. Neka je Cn niz
taqaka definisan sa {C2n} = k ∩ AC2n−1, {C2n+1} = l ∩ BC2n, za n > 1.
Trouglovi AC2nC2n+1 za 0 6 n 6 1000, BC2n−1C2n za 1 6 n 6 1001 i
ABC2002 daju tra¼eno razbijaǌe(za i > 0 CiCi+1 > KL = 1, AC2i >
AK = 1, BC2i+1 > BL = 1, AC2i+1 > AL = 2, BC2i > BK = 2).

90. Kako je Z sredixte du¼i PX, iz pravila paralelograma zakǉuqu-
jemo da je 4XZ2 + 4OZ2 = 2OX2 + 2OP 2. Pri uslovima zadatka, va¼i
OX = OQ + QX, QX2 = XZ · XP = 2XZ2 i OP = OQ. Dobijamo:
2XZ2+2OZ2 = OQ2+2OQ ·QX+QX2+OP 2 = 2OQ2+2OQ ·QX+2XZ2⇒
OZ2 = OQ · (OQ+QX) = OQ ·OX ⇒ ∆OQZ ∼ ∆OZX ⇒ ^OZQ ∼= ^OXZ,
me±utim, i ^OZQ ∼= ^OQY (ugao izme±u tangente i tetive kruga)
⇒ ^OQY ∼= ^OXZ ⇒ Y Q ‖ PX.

Tre²i razred – A kategorija

91. Pretpostavimo da postoji niz an, n > 1 sa datim svojstvom. Tada je
niz bn = 1

an
, na osnovu uslova zadatka, aritmetiqka progresija, pa za
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neko d 6= 0 va¼i bn = b1+(n−1)d, za svako prirodno n, pa je za dovoǉno
veliko n, bn ili ve²i od 1 ili maǌi od 0. Sa druge strane, kako su
brojevi an prirodni, mora biti 0 < bn 6 1, xto je kontradikcija.
Konaqan niz ovakvih brojeva postoji. U sluqaju 2003 broja mo¼emo
uzeti npr. an = 2003!

n , za 1 6 n 6 2003. Lako se proverava da ovaj niz
zadovoǉava uslove zadatka.

92. Neka je q prost delilac broja 2p − 1 (tj. 2p ≡ 1( mod q)) i neka je
d najmaǌi prirodan broj, takav da je 2d ≡ 1( mod q). Tada d | p, pa je
d = 1 ili d = p. Zbog 2d ≡ 1( mod q), mora biti d = p. Iz 2q−1 ≡ 1(
mod q) sledi p = d | q−1. Kako je q neparan, q−1 je deǉivo i sa 2. Sledi
da je q = 2kp+1, za neko prirodno k. Kako je proizvod nekoliko brojeva
oblika 2kp + 1, k ∈ N broj istog oblika, a svaki delilac prirodnog
broja proizvod ǌegovih prostih delilaca, dobijamo tvr±eǌe zadatka.

93. Neka je γ ugao trougla kod temena C, R polupreqnik opisane
kru¼nice, a a, b i c stranice BC,CA i AB, redom, trougla ABC. Tada

je CC2
1 = 2a2+2b2−c2

4 ,OC1 = R cos γ i c = 2R sin γ. Ako je OT normalno

na CC1, poxto T deli CC1 u odnosu 2 : 1, dobijamo R2 = OT 2 +
4CC2

1

9

i R2 cos2 γ = OT 2 +
CC2

1

9 , odakle oduzimaǌem R2 sin2 γ =
CC2

1

3 , odnosno
c2

4 = 1
3 · 2a

2+2b2−c2
4 , tj. 2c2 = a2+ b2. Obrnuto, neka je X projekcija taqke

O na CC1 i C1X : CC1 = k. Tada je R2 = OX2 + (1− k)2CC2
1 , R

2 cos2 γ =

OX2 + k2CC2
1 , odakle oduzimaǌem

c2

4 = R2 sin2 γ = (1 − 2k) 2(a2+b2)−c2
4 =

(1− 2k) 3c2

4 , tj. k = 1
3 , odnosno X ≡ T .

94. Za n = 3 tvr±eǌe je ustvari nejednakost izme±u aritmetiqke
i geometrijske sredine. Za n > 3, zbog datog poretka, va¼i a1a2 >

akak+1, za 1 6 k 6 n−2, pa je a1a2a3+a2a3a4+ . . .+an−2an−1an 6 a1a2a3+

a1a2a4 + . . . + a1a2an = a1a2(a3 + a4 + . . . + an) 6

(
a1 + a2 + . . .+ an

3

)3

.

Jednakost na prvom mestu va¼i akko a1 = a2 = ak = ak+1 ili ak+2 = 0,
a na drugom akko a1 = a2 = a3+ . . .+an, tj. akko a1 = a2 = a3 i a4 = . . . =
an = 0.

95. Oznaqimo poǉa koja imaju obe koordinate parne. Uoqimo oznaqena
poǉa na slede²oj slici.

• • •
· · ·

• • •

...
...

Svaka figura zauzima taqno jedno oznaqeno poǉe. Kako je broj oz-
naqenih poǉa jednak

[
2003

2

]
·
[
2003

2

]
= 1002001, na tablu se mo¼e postavi-
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ti najvixe 1002001 figure. Na tablu je mogu²e postaviti 1002001
figura, na primer, kao na slede²oj slici.

· · ·

...

· · ·

Qetvrti razred – A kategorija

96. Oznaqimo dimenzije paralelepipeda sa a, b i c. Tada je abc =
V, 2(ab + bc + ca) = 18, a + b + c = 6. Zadatak se svodi na: za koje
V > 0 ovaj sistem jednaqina ima rexeǌa koja zadovoǉavaju a > 0, b >
0, c > 0. Prema Vietovim formulama, a, b i c, su rexeǌa jednaqine
f(x) = x3 − 6x2 + 9x − V = 0. Treba odrediti kada ovaj polinom ima 3
(ne obavezno razliqita) pozitivna realna korena. Posmatraju²i ob-
lik kubne krive, zakǉuqujemo da je to ekvivalentno slede²im uslovi-
ma: f(0) < 0, lokalni ekstremumi se dosti¼u u pozitivnim taqkama,
lokalni maksimum je nenegativan i lokalni minimum je nepozitivan.
Kako je V > 0, imamo f(0) = −V < 0. Lokalni ekstremumi se dosti¼u
u korenima izvoda f ′(x) = 3x2 − 12x+ 9 = 0⇔ x = 1 ili x = 3. Vidimo
da je lokalni maksimum dostignut za x = 1 i ima vrednost f(1) = 4−V ,
a lokalni minimum je dostignut u x = 3 i ima vrednost f(3) = −V .
Zbog toga su svi uslovi ispuǌeni kada je 0 < V 6 4. Jednostavno se
proverava da postoje tri razliqita korena za V < 4 i dva razliqita
korena za V = 4.

97. Videti rexeǌe 92. zadatka (2. za tre²i razred A kategorije).

98. Videti rexeǌe 93. zadatka (3. za tre²i razred A kategorije).

99. Videti rexeǌe 94. zadatka (4. za tre²i razred A kategorije).

100. Oznaqimo sa an broj oblasti na koliko je krug podeǉen ukoliko
je dato n taqaka. Lako se vidi da je a2 = 2. Dodavaǌem nove du¼i(kada
se doda nova taqka) dobija se m+1 nova oblast, gde je m broj du¼i koje
se seku unutar kruga sa pridodatom du¼i, koji je inaqe jednak pq, gde
p i q predstavǉaju broj taqaka na kru¼nici koje se nalaze sa jedne
strane pridodate du¼i. Dakle, za broj novih oblasti va¼i an+1 =
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an +

n∑

k=1

((k − 1)(n − k) + 1), odakle (koriste²i
n∑

k=1

k =
n(n+ 1)

2
,

n∑

k=1

k2 =

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
,

n∑

k=1

k3 =
n2(n+ 1)2

4
) dobijamo an+1 = an+

1

6
n(n2−3n+8),

odnosno an =
1

24
(n4 − 6n3 + 23n2 − 18n+ 24).

Prvi razred – B kategorija

101. Kako je x2+2xy+3y2+2x+6y+4 = x2+2x(y+1)+(y+1)2−(y+1)2+
3y2+6y+4 = (x+y+1)2+2y2+4y+3 = (x+y+1)2+2(y+1)2+1 > 0+0+1 = 1,
dobijamo tvr±eǌe zadatka. Jednakost va¼i akko x + y + 1 = y + 1 = 0,
odnosno akko x = 0, y = −1.

102. Iz x1x2 . . . xn · 4 = xnxn−1 . . . x1 zakǉuqujemo x1 6 2, pa zbog
deǉivosti sa 4, mora biti x1 = 2. Iz 2x2 . . . xn · 4 = xnxn−1 . . . 2, sle-
di xn > 8, pa mora da bude xn = 8. Kako je 4 · 23 > 90, mora biti
x2 ∈ {0, 1, 2}, pa zbog deǉivosti sa 4 mora biti x2 = 1. Za trocifreni
broj 218 ne va¼i 218 · 4 = 812, pa najmaǌi takav broj potra¼imo me±u
qetvorocifrenim brojevima. Iz jednakosti 21x38 · 4 = 8x312, dobijamo
x3 = 7. Dakle, tra¼eni broj je 2178.

103. Videti rexeǌe 83. zadatka (3. za prvi razred A kategorije).

104. Posle sre±ivaǌa dobijamo:
(x+ z)(x+ u)(y + z)(y + u)

(x+ y + z + u)2
=

=
(xy + xz + zy + z2)(xy + xu+ yu+ u2)

(x+ y + z + u)2
=

=
(zu+ xz + zy + z2)(zu+ xu+ yu+ u2)

(x+ y + z + u)2
=

=
z(x+ y + z + u) · u(x+ y + z + u)

(x+ y + z + u)2
= z · u, pa kako je z, u > 1, sledi

tvr±eǌe zadatka.

105. Pri uslovima zadatka je F ortocentar trougla ABE(ili je E
ortocentar trougla ABF -pretpostavimo da je prva situacija), pa je
EF ⊥AB. Iz ^CSD = 90◦, sledi ^CAD = 45◦, pa je trougao ACF
jednakokrako-pravougli i AC = CF . Kako va¼i ^ECF = ^BCA = 90◦

i ^EFC = ^BAC(uglovi sa normalnim kracima), pa su trouglovi
ECF i BCA podudarni, odakle je EF = AB.

Drugi razred – B kategorija
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106. Data jednaqina ima smisla za x 6= 1 i x 6= 3. Neka je t = 3

√
3−x
x−1 .

Tada je (3 − x)t2 − 2t + (x − 1) = 0, odakle je t = 1 ili t = x−1
3−x . U

prvoj situaciji dobijamo x = 2, a u drugoj
(

3−x
x−1

)4

= 1, odnosno ili
3−x
x−1 = 1, tj. x = 2 ili 3−x

x−1 = −1, xto nema rexeǌa. Dakle, jedino
rexeǌe jednaqine je x = 2.

107. Videti rexeǌe 87. zadatka (2. za drugi razred A kategorije).

108. Ako je x1, x2 ∈ (0, 1), bi²e 2c+b
a = 2 · ca + b

a = 2x1x2 − x1 − x2 =
x1x2 − x1 + x1x2 − x2 = x1(x2 − 1) + x2(x1 − 1) < 0, pa je i a(2c+ b) < 0.

109. Neka je dati kvadrat ABCD takav da su taqke C i D na kru¼ni-
ci, a taqke E i F presek normale iz centra kruga sa CD i AB redom.
Neka je R polupreqnik kru¼nice, O centar kru¼nice, a 2x stranica
kvadrata. Tada je OE2 = R2−x2, OF = R

2 (jer je ugao odseqka 120◦), 2x =

EF = OE−OF =
√
R2 − x2− R

2 , odakle dobijamo x =
R(−2 +

√
19)

10
(drugo

rexeǌe kvadratne jednaqine otpada, jer je negativno), pa je x = 3
2 ,

odakle je stranica kvadrata 3.

110. Kako je
6
√

8
√
5 + 16 =

6
√

(
√
5 + 1)3 =

√√
5 + 1, to je tra¼eni broj

2 ·
√√

5 + 1 ·
√√

5− 1 = 4.

Tre²i razred – B kategorija

111. Iz pravouglih trouglova ASB i SBC, dobijamo AS = CS =√
a2 − b2, pa je V = V (SABC) = 1

3BS · P (ASC) = b
6 (a

2 − b2). Neka je
D podno¼je visine iz B na osnovicu AC jednakokrakog trougla ABC.
Tada je

AC =
√
a2 − b2 ·

√
2, BD2 = a2 − (

√
a2 − b2 ·

√
2

2 )2 =
√

2
2

√
a2 + b2, pa je povr-

xina piramide P = 2 · b·
√
a2−b2
2 +

√
a2−b2·

√
a2−b2

2 +
√
a4−b4

2 , pa je tra¼eni

polupreqnik r =
3V

P
=

b
√
a2 − b2√

a2 + b2 + 2b+
√
a2 − b2

.

112. Kako je D =

∣∣∣∣∣∣

a 6 1
1 6a 1
1 6 a

∣∣∣∣∣∣
= 6(a − 1)2(a + 2),Dx =

∣∣∣∣∣∣

1 6 1
6 6a 1
1 6 a

∣∣∣∣∣∣
=

6(a − 1)(a − 6),Dy =

∣∣∣∣∣∣

a 1 1
1 6 1
1 1 a

∣∣∣∣∣∣
= 2(a − 1)(3a + 2),Dz =

∣∣∣∣∣∣

a 6 1
1 6a 6
1 6 1

∣∣∣∣∣∣
=

6(a − 1)(a − 6), to za a 6= 1, a 6= −2 sistem ima jedinstveno rexeǌe

(x, y, z) = ( a−6
(a−1)(a+2) ,

(3a+2)
3(a−1)(a+2) ,

a−6
(a−1)(a+2) ), za a = −2, D = 0, Dx 6= 0,
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pa sistem nema rexeǌa, a za a = 1, oduzimaǌem prve dve jednaqine
dobijamo 0 = 5, pa ni u ovom sluqaju sistem nema rexeǌa.

113. Neka su α i β uglovi izme±u stranica a = AB i b = BC, odnosno
c = CD i d = DA, redom. Tada je P (ABCD) = P (ABC) + P (ACD) =
1
2ab sinα + 1

2cd sinβ 6 1
2 (ab + cd) 6 1

2

(
a2+b2

2 + c2+d2

2

)
= a2+b2+c2+d2

4 . Jed-

nakost u prvoj nejednakosti va¼i akko α = β = 90◦, a u drugoj akko
a = b i c = d. Dakle, jednakost va¼i akko je dati qetvorougao kvadrat.

114. Postavimo koordinatni sistem tako da je koordinatni poqetak u
centru kvadrata, taqka A ima koordinate A(−a,−a), a taqka B(a,−a),
a > 0. Neka je k > 0 koeficijent pravca prave AG. Tada je jednaqina te
prave y = k(x+a)−a, pa kako taqka G le¼i i na pravoj y = a, dobijamo
da su ǌene koordinate G( 2a

k −a, a). Sliqno dobijamo: E(0,−a), EF : y =

kx−a, F (a, ka−a), pa je jednaqina prave GF : y = k(k−2)
2(1−k) ·(x−a)+a(k−1).

Rastojaǌe od taqke (0, 0), do prave GF iznosi:
|a[k(k−2)

2(1−k) − (k − 1)]|
√

1 + k2(k−2)2

4(k−1)2

= a,

odakle sledi tvr±eǌe zadatka.

115. Iz datih jednakosti dobijamo cos2 α =
sin2 β

cos2 β
=

1

cos2 β
−1 =

cos2 γ

sin2 γ
−

1 =
1

1
cos2 γ − 1

− 1 =
1

cos2 α
sin2 α

− 1
− 1 =

1− cos2 α

2 cos2 α− 1
− 1. Odavde je cos4 α +

cos2 α−1 = 0, tj. cos2 α = −1±
√

5
2 , pa zbog cos2 α > 0 sledi cos2 α = −1+

√
5

2 .

Odavde je sin2 α = 1− cos2 α = 3−
√

5
2 =

(√
5−1
2

)2
, pa kako je α oxtar ugao,

sledi sinα =
√

5−1
2 . Analogno se dobija sinβ = sin γ =

√
5−1
2 .

Qetvrti razred – B kategorija

116. Videti rexeǌe 96. zadatka (1. za qetvrti razred A kategorije).

117. Sre±ivaǌem dobijamo: lim
x→1

x(x2003 − 1)− 2003(x− 1)

(x− 1)2
=

= lim
x→1

(x2003 − 1) + (x2002 − 1) + . . .+ (x− 1)

x− 1
=

= lim
x→1

[
(x2002 + x2001 + . . .+1)+ (x2001 + x2000 + . . .+1)+ . . .+ (x+1)+ 1

]
=

= 2003 + 2002 + . . .+ 1 =
2003 · 2004

2
= 2007006.

118. Neka je t = x − y, u = xy. Sistem postaje: t + z = 6, t2 + 2u + z2 =
14, t(t2 +u)+ z3 = 36. Iz prve jednaqine je t = 6− z, a iz druge u = 6z−
z2−11, pa zamenom u tre²u i sre±ivaǌem dobijamo z3−6z2+11z−6 = 0,
odakle je z ∈ {1, 2, 3}. Sledi da je (t, u) ∈ {(5,−6), (4,−3), (3,−2)}, odakle
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dobijamo sva rexeǌa polaznog sistema:
(x, y, z)∈{(2,−3, 1), (3,−2, 1), (1,−3, 2), (3,−1, 2), (1. − 2, 3), (2,−1, 3)}.

119. Jednaqina tangente u taqki M(a, b), a, b > 0 je xa
8 + yb

18 = 1. ǋeni

preseci sa koordinatnim osama su taqke A( 8
a , 0), B(0, 18

b ). Iz
a2

8 + b2

18 = 1

nalazimo b = 3
2

√
8− a2, pa je P (ABO) = 72

ab = 48
a
√

8−a2
. Kako je P ′(a) =

96(a2−4)

a2(8−a2)
3
2
, va¼i P ′(a) < 0 za 0 < a < 2, P ′(a) > 0, za 2 < a < 2

√
2, tj.

minimum se dosti¼e za a = 2. Dakle, tra¼ena taqka je M(2, 3).

120. Oznaqimo sa zk = xk + iyk, za k > 0. Tada je zn+1 =
√
3xn +

i2yn + i(xn +
√
3yn) = (

√
3 + i)(xn + iyn) = 2

√
3+i
2 zn = 2(cos π6 + i sin π

6 )zn,

za n > 0. Kako je z0 = 1, to je z2003 = 22003 · (cos(2003π
6

) + i sin(
2003π

6
)) =

22003 · (cos(11π
6

) + i sin(
11π

6
)), pa z2003 pripada qetvrtom kvadrantu.

SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE,
Novi Sad, subota, 19. april 2003.

Prvi razred

121. Ako je neki xi paran broj, xi = 2k, onda je xi
4 = 16k4 ≡ 0 (mod 16).

Ako je xi neparan broj, onda je

xi
4 − 1 = (xi − 1)(xi + 1)(xi

2 + 1) ≡ 0 (mod 16))

(prva dva qinioca su dva uzastopna parna broja, a i tre²i qinilac
je paran broj), pa je xi

4 ≡ 1 (mod 16). To znaqi da je

x1
4 + x2

4 + . . .+ x10
4 ≡ k (mod 16), k 6 10.

S druge strane, 2011 ≡ 11 (mod 16), xto znaqi da jednaqina nema re-
xeǌa.

122. Uvedimo slede²e oznake:
k – broj jediniqnih kvadrata sa celobrojnim koordinatama koje

data du¼ seqe;
x i y – du¼ine normalnih projekcija date du¼i na koordinatne ose;
m i n – brojevi celobrojnih taqaka u tim normalnim projekcijama,

redom.
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Tada va¼i:

k = m+ n+ 1 < x+ 1 + y + 1 + 1 = x+ y + 3

=
√

2(x2 + y2)− (x− y)2 + 3 6
√
2 · 20032 + 3 = 2835,6697 . . .

Prema tome, va¼i nejednakost k 6 2835.
Oznaqimo sa K1 jediniqni kvadrat sa ”desnim gorǌim” temenom u

koordinatnom poqetku, O(0, 0), a sa K2 jediniqni kvadrat sa ”levim
doǌim” temenom X(1416, 1416). Kako je OX = 1416

√
2 ≈ 2002.5264, to

datu du¼ AB mo¼emo postaviti tako da va¼i A ∈ K1, B ∈ K2, AB ‖ OX
i d(AB,OX) <

√
2/2. Za takav polo¼aj du¼i AB va¼i k = 2 · 1417+ 1 =

2835.

123. Neka je D − A − C − E, DA = c, CE = a i F taqka sa one strane
prave AC sa koje nije B takva da je 4DEF jednakostraniqan. Kako
je ^ADB = 20◦ = ^ABD i ^CBE = ^CEB = 40◦, bi²e ^DBE = 120◦

i ^BDF = 80◦. Kako je ^DFE = 60◦, bi²e zbog ^F + ^B = 180◦

qetvorougao DBEF tetivan, pa je ^DFB = ^DEB = 40◦. Zato je

4FBD ∼ 4ABC, pa je FD

BD
=
AC

BC
=
b

a
. Kako je FD = DE = a + b + c i

DB = DC = b+ c (jer je ^CBD = 80◦ = ^DCB), bi²e

a+ b+ c

b+ c
=
b

a
,

xto je i trebalo dokazati.

124. Neka su R1 i R2 polupreqnici, a O1 i O2 centri kru¼nica k1 i
k2, T taqka dodira, O′′

1 , T
′′, O′′

2 podno¼ja normala iz O1, T , O2 na p2

i T ′, O′
2 podno¼ja normala iz T , O2 na p1. Iz trougla O1O2O

′
2 imamo

TT ′ =
R1R2

R1 +R2
, a iz trapeza O1O2O

′′
2O

′′
1 da je TT

′′ =
2R1R2

R1 +R2
= 2TT ′.

Dakle, T se nalazi na polupravoj koja deli dati ugao na uglove α i β

takve da
sinα

sinβ
=

1

2
.

Obratno, ako je T taqka te prave, neka kru¼nica k2 prolazi kroz T
i dodiruje p1 i p2. Neka je O1 presek O2T sa p1 i taqke T

′, O′
2, O

′′
1 , T

′′,

O′′
2 kao gore. Opet je TT

′ =
R1R2

R1 +R2
. Ako obele¼imo x = O1O

′′
1 , imamo

TT ′′ =
xR2 +R1R2

R1 +R2
, pa x = R1, odnosno k1 dodiruje i p2.

Drugi razred

125. a) Tvr±eǌe neposredno sledi iz narednih oqiglednih nejed-
nakosti:

√
a <

√
b+ c <

√
b+ 2

√
bc+ c =

√
b+

√
c,
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i sliqno
√
b <

√
c+

√
a,
√
c <

√
a+

√
b.

b) Primenom Heronovog obrasca lako se dobija da je

S1
2 =

1

16
(2ab+ 2bc+ 2ca− a2 − b2 − c2),

pa je zato data nejednakost ekvivalentna nejednakosti

2ab+ 2bc+ 2ca− a2 − b2 − c2 > 4S
√
3. (1)

Da doka¼emo ovu nejednakost, uvedimo standardne smene

p =
b+ c− a

2
, q =

c+ a− b
2

, r =
a+ b− c

2
, p, q, r > 0.

Tada je p + q + r =
(a+ b+ c)

2
, pa je a = q + r, b = r + p, c = p + q, a

S =
√
pqr(p+ q + r). Sada je nejednakost (1) ekvivalentna nejednakosti

(pq + qr + rp)2 > 3pqr(p+ q + r),

odnosno sa p2q2 + q2r2 + r2p2 > pqr(p + q + r). Posledǌa nejednakost
neposredno sledi iz nejednakosti

p2q2 + q2r2

2
> pq2r,

q2r2 + r2p2

2
> pqr2,

r2p2 + p2q2

2
> p2qr.

126. Pretpostavimo, suprotno tvr±eǌu, da su brojevi PA, PB, PC,
PD racionalni. Neka je kru¼nica polupreqnika d i taqka P pripada
maǌem luku BC. Ako je ^CAP = α, iz 4APC je PC = 2d sinα i PA =
2d cosα. Daǉe,

PD = 2d sin^PBD = 2d sin(45◦ + α) = d
√
2(sinα+ cosα)

=
√
2

(
PC

2
+
PA

2

)
.

Kako je
PC

2
+
PA

2
racionalan broj, to je PD iracionalan broj. Kon-

tradikcija.

127. Iz taqaka simetrale s du¼i BC oqigledno se vide AB i CD
pod istim uglom. Pretpostavimo da se iz neke taqke M van te sime-
trale du¼i AB i CD vide pod istim uglom. Isto va¼i i za taqku
N koja je simetriqna taqki M u odnosu na s, zbog simetrije. Iz
taqaka M i N vide se du¼i AB (CD) pod istim uglom, te taqke A,
B, M , N (odnosno C, D, M , N) pripadaju istoj kru¼nici koja je
opisana oko pravougaonika ABCD. Dakle, M pripada luku te kru¼-
nice sadr¼anom u posmatranom pojasu.

Obratno, iz svake taqke M tog luka vide se AB i CD pod istim
uglom, jer i ǌoj simetriqna taqka N u odnosu na s ima isto svojstvo.
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Zato je tra¼eni skup taqaka unija simetrale s i preseka kru¼nice
opisane oko pravougaonika ABCD i posmatranog pojasa izme±u pravih
AB i CD.

128. Neka je n ∈ N i f(m) = [m/2]. Funkcijom f se n mo¼e dobiti
iz brojeva 2n i 2n + 1, oni iz brojeva 4n, 4n + 1, 4n + 2, 4n + 3, itd.
Zakǉuqujemo da se sa 11 primena funkcije f broj n mo¼e dobiti iz
brojeva 211n, 211n+ 1, . . ., 211n+ (211 − 1). To su 211 > 2003 uzastopnih
prirodnih brojeva, te je bar jedan od ǌih u skupu S. Sledi da je i n
u skupu S.

Tre²i i qetvrti razred

129. Posmatrajmo brojeve am = (5 +
√
35)m + (5 −

√
35)m. Oni zado-

voǉavaju rekurentnu formulu am+2 = 10am+1 + 10am (xto zakǉuquje-
mo konstruisaǌem karakteristiqne jednaqine x2 − 10x − 10 = 0 qija
rexeǌa su 5 ±

√
35). Kako je a0 = 2, a1 = 10, indukcijom se lako do-

bija da su za sve m ∈ N brojevi a2m−1 i a2m deǉivi sa 10m. Poxto
je −1 < 5 −

√
35 < 0, za neparno m je −1 < (5 −

√
35)m < 0, pa je

[(5 +
√
35)m] = am.

130. Primetimo najpre da za x1 = x2 = 0 iz nejednakosti (v) sledi da
je 2f(0) 6 f(0), tj. f(0) 6 0. Odatle i iz (a) sledi da je f(0) = 0, pa
nejednakost f(x) 6 2x za x = 0 va¼i.

Ako u (v) stavimo x1 = x, x2 = 1− x, dobijamo

f(x) 6 f(x) + f(1− x) 6 f(x+ 1− x) = f(1) = 1,

xto dokazuje da je f(x) 6 1 za svako x ∈ [0, 1].
Neka je sada x ∈ (0, 1/2]. Tada je 2x ∈ (0, 1], pa iz (v) za x1 = x2 = x

sledi da je 2f(x) 6 f(2x), tj.

(1)
f(x)

x
6
f(2x)

2x

za svako x ∈ (0, 1/2].
Da doka¼emo nejednakost f(x) 6 2x za x ∈ (0, 1], primetimo da

svaki broj x ∈ (0, 1] pripada nekom poluotvorenom intervalu obli-
ka (2−n−1, 2−n], gde je n = 0, 1, 2, . . .. Ako je x ∈ (1/2, 1], tj. ako je n = 0,

tada je
f(x)

x
6

1

x
< 2, jer je f(x) 6 1 i x > 1/2. Stoga data nejednakost

va¼i.
Neka je sada x ∈ (0, 1/2], tj. neka je n > 1. Tada je

x < 2x < 22x < . . . < 2n−1x 6
1

2
< 2nx za neko n ∈ N .
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No onda je prema (1)

f(x)

x
6
f(2x)

2x
6 . . . 6

f(2n−1x)

2n−1x
6
f(2nx)

2nx
< 2,

pri qemu posledǌa nejednakost u prethodnom nizu va¼i jer je u ǌoj
2nx > 1/2, a u tom sluqaju smo ve² dokazali da va¼i data nejednakost.
Time je tvr±eǌe zadatka dokazano.

131. Neka su PP1 i PP2 tangente na kru¼nicu k, gde su P1 i P2 taqke
koje pripadaju lukovima koji sadr¼e taqkeM i N , redom. Dokaza²emo
da su P1, C i N kolinearne. 4PP1C je jednakokrak (PC2 = PA · PB =
PP 2

1 – potencija iz P u odnosu na k) i 4PP1A ∼ 4PBP1, pa je

^PP1C =
π − ^P1PB

2

=
^PBP1 + ^PP1B

2
zbir uglova u 4PP1B je π

=
^PP1A+ ^PP1B

2
^PBP1 = ^PP1A – tetivni i tangentni

= ^PP1N jer je N sredixte luka AB na kome nije P1,

odakle sledi tra¼ena kolinearnost.
Analogno dokazujemo da su P2, C i M kolinearne. Odavde je

^MCN = ^P1CP2 = π − 1

2
^P1PP2

(jer P1, C i P2 pripadaju krugu sa centrom P ), odakle sledi tvr±eǌe
zadatka.

132. Tvr±eǌe dokazujemo indukcijom po n. Za n = 2 to je oqigledno
(skup S ve² i sam ima 3 elementa, S = {01, 10, 11}). Neka je, zato, n > 4.
Oznaqimo sa Sn skup svih ne-nula nizova du¼ine n sastavǉenih od
nula i jedinica. Definiximo slede²e skupove:

T0 – skup svih nizova kojima su prvih n − 2 qlanova jednaki 0 (T0

ima samo tri elementa; to su 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−2

01, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−2

10, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−2

11);

T00 – skup svih nizova kojima su posledǌa dva qlana jednaka 0 (to
su svi nizovi iz Sn−2 kojima je na kraju dopisano 00);

T01 – skup svih nizova iz Sn−2 kojima je na kraju dopisano 01;
T10 – skup svih nizova iz Sn−2 kojima je na kraju dopisano 10;
T11 – skup svih nizova iz Sn−2 kojima je na kraju dopisano 11.
Jasno je da je Sn = T0 ∪ T00 ∪ T01 ∪ T10 ∪ T11 (disjunktna unija).

Podelimo skup Sn−2 na troelementne podskupove koji zadovoǉavaju
postavǉeni uslov, i na isti naqin (”zaboravǉaju²i” posledǌe dve



104 REXEǋA ZADATAKA

cifre) podelimo skup T00. Troelementni skup T0 i skupovi nastali
podelom skupa T00 zadovoǉavaju postavǉeni uslov.

Ostatak troelementnih skupova pravimo na slede²i naqin: za sva-
ki skup G = {a, b, c} iz podele skupa Sn−2 definiximo niz:

a01 =
(
a01
i

)n
i=1

, a01
i =





ai, 1 6 i 6 n− 2,
0, i = n− 1,
1, i = n

i, analogno, nizove a10, a11, b01, b10, b11, c01, c10, c11. Jasno je
da a01, b01, c01 ∈ T01; a10, b10, c10 ∈ T10 i a11, b11, c11 ∈ T11. Skupovi
G1 = {a01, b10, c11}, G2 = {a10, b11, c01}, G3 = {a11, b01, c10} imaju tra¼eno
svojstvo. Na ovaj naqin smo svakom elementu iz podele skupa
Sn−2 pridru¼ili tri troelementna podskupa skupa T01 ∪ T10 ∪ T11 sa
tra¼enom osobinom. Nije texko proveriti da ovi podskupovi zajedno
sa T0 i T00 u uniji daju Sn.

MALA OLIMPIJADA

133. Lema 1. Ako su p, q, r polinomi, tada q − r deli p (q)− p (r).
Dokaz: Neka je p (x) = anx

n + · · ·+ a1x+ a0.
Tada je p (q(x)) − p (r(x)) = (an(q(x))

n + . . . + a1q(x) + a0) − (an(r(x))
n +

· · ·+a1r(x)+a0) =

n∑

k=1

ak((q(x))
k− (r(x))k) = (q(x)−r(x))

n∑

k=1

ak((q(x))
k−1+

(q(x))k−2r(x) + · · ·+ (r(x))k−1), odakle sledi tvr±eǌe leme.
Lema 2. Za svako n ∈ N0 p (x)− x deli pn+1(x)− pn(x).

Dokaz: Jasno je da se mo¼e uzeti p 0(x) = x. Baza indukcije postaje
trivijalna. Pretpostavimo da p (x) − x deli p n+1(x) − pn(x). Kako
je pn+2(x) − pn+1(x) = p (pn+1(x)) − p (pn(x)), to pn+1(x) − pn(x) deli
pn+2(x)− pn+1(x) po lemi 1 (zameni se q(x) = pn+1(x), r(x) = pn(x)), pa
i p (x)− x deli pn+2(x)− pn+1(x), xto je i trebalo dokazati.

Sada tvr±eǌe zadatka sledi naposredno iz leme 2, poxto je
p 2003(x)−2p 2002(x)+p 2001(x) = ( p 2003(x)−p 2002(x))− ( p 2002(x)−p 2001(x)).

134. Dokaz ²emo izvesti indukcijom po n.
Za n = 3 tvr±eǌe oqigledno va¼i. Pretpostavimo da je dokazano

tvr±eǌe za n− 1, gde je n > 4.
Neka je A1A2 . . . An−1 tra¼eno oznaqavaǌe tipa (a) u n − 1−touglu
A1A2 . . . An−1. Neka su sve du¼i
A1A2, A2A3, . . . , An−1A1 npr. plave. Zadr¼imo isto oznaqavaǌe uvek,
sem u sluqaju da je du¼ An−1An crvena, a du¼ AnA1 plava. Tada ²emo
ih oznaqiti u redosledu An, A1, A2, . . . , An−1.
Neka je A1A2 . . . An−1 tra¼eno oznaqavaǌe tipa (b) u n − 1−uglu
A1A2 . . . An−1 i neka su du¼i A1A2, A2A3, . . . , Ak−1Ak plave, a du¼i
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AkAk+1, . . . , An−1A1 crvene. Ako je du¼ AnAk plava, tra¼eno oznaqa-
vaǌe temena n−tougla je A1A2 . . . AkAnAk+1 . . . An−1, a ako je crvena
A1A2 . . . Ak−1AnAk . . . An−1.

135. Neka je AM : BM : CM = p : q : r, p, q, r > 0. Posmatrajmo funkciju
f(X) = (q2 − r2)AX2 + (r2 − p2)BX2 + (p2 − q2)CX2. Jednaqina f(X) = 0
pretstavǉa krivu qiji je stepen najvixe 1 (jer je koeficijent uz x2

(naravno i uz y2) jednak (q2−r2)+(r2−p2)+(p2−q2) = 0). Ako je p = q = r,
tada se taqka X, koja je rexeǌe jednaqine f(X) = 0 nalazi na preseku
simetrala du¼i AB,BC,CA, tj. centar je opisanog kruga, pa nemamo
razliqite taqke (M i N) sa datim svojstvom. Neka je npr. p 6= q.
Posmatrajmo taqku Y , koja se nalazi na simetrali du¼i AB. Kako je
AY = BY , imamo f(Y ) = (q2−p2)(AY 2−CY 2), pa mora biti i AY = CY ,
tj. dokazali smo da centar opisane kru¼nice pripada skupu f(X) = 0
i da taj skup nije prazan i ne pretstavǉa ravan, odnosno prava je.
Sada tvr±eǌe zadatka trivijalno sledi, jer skup f(X) = 0 sadr¼i
taqke M i N (iz AM = pd,BM = qd, CM = rd sledi f(M) = 0 i sliqno
za N).

20. BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

136. Postoji. Neka je C skup koji se sastoji od 2002 razliqita prirod-
na broja deǉiva sa 2003, npr. {2003k | 1 6 k 6 2002}, a D skup koji se
sastoji od 2002 razliqita prirodna broja, koji pri deǉeǌu sa 2003
daju ostatak 1, npr. {2003k + 1 | 1 6 k 6 2002}. Neka je B = C ∪ D, a
A proizvoǉan ǌegov podskup od 2003 elementa. Neka A ∩D ima k ele-
menata (va¼i 1 6 k 6 2002, jer skupovi C i D imaju 2002 elemenata).
Tada A∩C ima 2003− k elemenata, te zbir brojeva u A pri deǉeǌu sa
2003 daje ostatak (2003 − k) · 0 + k · 1 = k, pa nije deǉiv sa 2003, jer je
1 6 k 6 2002.

137. Oznaqimo sa B1 sredixte stranice AC, sa C1 sredixte stranice
AB, sa O centar opisanog kruga, sa α, β, γ uglove kod temena A,B,C i
sa a, b, c du¼ine stranica BC,CA,AB. Iz pravouglog trougla 4BC1E
dobijamo da je

BE =
BC1

cos(^C1BE)
=

c/2

sin(^C1EB)
=

c

2 sinβ

(^C1EB = ^ABC = β: uglovi sa normalnim kracima). Analogno iz

4CB1F dobijamo CF =
b

2 sin γ
(samo ovde je ^B1FC = π−^ACB, ali

je opet sin(^B1FC) = sin γ).
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U trouglu 4ADC su uglovi ^DAC = β i ^ADC = γ − β. Sinusna
teorema daje:

DC

sinβ
=

AC

sin(γ − β) ⇒ DC =
b · sinβ

sin(γ − β) .

U 4ADB su uglovi ^DAB = α + β = π − γ i ^ADB = γ − β. Sinusna
teorema daje:

DB

sin(α+ β)
=

AB

sin(γ − β) ⇒ DB =
c · sin(π − γ)
sin(γ − β) =

c · sin γ
sin(γ − β) .

Kako va¼i DB : DC = BE : CF dobijamo da su pravougli trouglovi
4BDE i 4CDF sliqni, 4BDE ∼ 4CDF . Iz te sliqnosti dobijamo
^BDE = ^CDF , xto povlaqi da su taqke D, E i F kolinearne.

A B
C1

C

O

B1

D

E

F

Za neki drugaqiji polo¼aj taqaka nego na slici (npr. kad je
AB < AC, tj. γ < β ili kad je ugao γ oxtar), dokaz bi ixao pot-
puno analogno.

138. Nakon sre±ivaǌa, uslov (1) postaje: f(x + y) + (x + y) = (f(x) +
x)(f(y) + y), tj. ako oznaqimo sa g(x) = f(x) + x, dobijamo:
(1′) g(x+ y) = g(x)g(y), za svako x, y ∈ Q,
(2′) g(x) = 2g(x+ 1), za svako x ∈ Q,
(3′) g(1) > 0.
Za x = y = 0 iz (1′) dobijamo g(0) = (g(0))2, pa je g(0) = 0 ili g(0) = 1.
Za x = 0 iz (2′) i (3′) dobijamo g(0) = 2g(1) > 0, pa je g(0) = 1. Iz

(2′) je g(1) = 1
2 =

(
1
2

)1
, pa mo¼emo pokazati, koriste²i (1′) i princip

matematiqke indukcije, da je

g(n) =

(
1

2

)n
(∀n ∈ N).

Ako u jednakost (1′) umesto y stavimo y = −x dobijamo g(0) = 1 =
g(x)g(−x), pa je

g(−x) = 1

g(x)
. (∗)
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To nam zajedno sa g(0) = 1 =
(

1
2

)0
i g(n) =

(
1
2

)n
(∀n ∈ N) daje

g(z) =

(
1

2

)z
(∀z ∈ Z).

Ako u jednakost (1′) umesto x i y stavimo x
2 dobijamo da je

g(x) = g(
x

2
)g(

x

2
) = (g(

x

2
))2 > 0

za svako x ∈ Q. Zbog toga kada vadimo m-ti koren on je jednoznaqno
odre±en i kada je m paran broj (uzimamo pozitivnu vrednost!).
Indukcijom po m mo¼emo pokazati da je g(m·x) = g(x)m za svako m ∈ N.
Korix²eǌem jednakosti (∗) dobijamo i

g(m · x) = g(x)m (∗∗)

za svako m ∈ Z. Ako ovde stavimo x = 1
m dobijamo da je

g(m · 1
m

) = g(1) =
1

2
=

(
g(

1

m
)

)m

i odatle je

g(
1

m
) =

m

√
1

2
=

(
1

2

)1/m

za svaki m ∈ N. Ako u jednakost (∗∗) stavimo x = 1
k dobijamo g(

m
k ) =(

1
2

)m/k
, odnosno

g(x) =

(
1

2

)x
(∀x ∈ Q).

Vra²aǌem nazad dobijamo da je

f(x) =

(
1

2

)x
− x = 2−x − x, (x ∈ Q).

Proverom lako vidimo da ova funkcija zadovoǉava sva tri uslova
zadatka.

139. Bez umaǌeǌa opxtosti mo¼emo pretpostaviti da je m > n (zbog
simetrije). Re²i ²emo da je segment ApAp+1 prvog tipa ako su Ap

i Ap+1 taqke preseka dijagonale AC sa uzastopnim vertikalnim lin-
ijama mre¼e (takvi segmenti su na slici predstavǉeni podebǉanim
linijama). Kada je jedna od taqaka Ap i Ap+1 presek dijagonale AC
sa vertikalnom linijom mre¼e, a druga sa horizontalnom linijom,
ka¼emo da je segment ApAp+1 drugog tipa.
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+ −
+ −

+ −+

− +

− +

A B

D C

Imamo m− 1 preseqnih taqaka dijagonale AC sa vertikalnim lin-
ijama i n− 1 preseqnih taqaka dijagonale AC sa horizontalnim lin-
ijama, razliqitih od A i C.

Sve te taqke su me±usobno razliqite: ako bi se poklapale neke,
npr. a-ta taqka preseka sa vertikalnim linijama i b-ta sa horizon-
talnim onda bi iz Talesove teoreme dobili a : b = m : n, xto daje
an = bm, xto je nemogu²e jer je NZD(m,n) = 1, a za prirodne brojeve
a i b va¼i 0 < a < m i 0 < b < n. Stoga one dele AC na m + n − 1
segmenata (ovaj broj je neparan). Prvi qlan u sumi ima znak +. Iz
neparnosti broja m+ n− 1 sledi da u datoj sumi pozitivnih qlanova
ima jedan vixe nego negativnih. Primetimo da ako je Ap preseqna
taqaka dijagonale AC sa horizontalnom linijom tada su ǌeni okolni
segmenti Ap−1Ap i ApAp+1 segmenti drugog tipa i imaju suprotan znak.
Stoga ima jednak broj ”pozitivnih” i ”negativnih” segmenata drugog
tipa. Zato ima ”pozitivnih” segmenata prvog tipa za jedan vixe od
”negativnih” segmenta prvog tipa. Kako svi segmenti prvog tipa ima-

ju istu du¼inu (iz Talesove teoreme se dobije
√
m2+n2

m ), dobijamo da
je doprinos segmenata prvog tipa tra¼enoj sumi jednak du¼ini jednog

takvog segmenta, tj.

√
m2 + n2

m
.

Za fiksiran k = 1, 2, . . . , n − 1 imamo da broj km pri deǉeǌu sa n
daje koliqnik tk i ostatak rn, odnosno, km = tkn+ rk, gde je 0 < rk < n.
Preseqna taqka dijagonale AC sa k-tom horizontalnom linijom (AB
je nulta!) je taqka As, gde je s = k + tk + 1 i ona ima koordinate (u
koordinatnom sistemu u kom je A koordinatni poqetak): (tk + rk

n , k).
Odavde dobijamo znak segmenata oko taqke As:

k + tk As−1As AsAs+1

parno − +
neparno + −

.

Slede²e, poka¼imo da rk ima istu parnost kao i k+ tk. Ako je k paran
i km = tkn+rk je paran, pa su brojevi rk i tk iste parnosti, pa su i rk
i k+ tk iste parnosti. Ako je k neparan i km = tkn+ rk je neparan, pa
su brojevi rk i tk razliqite parnosti, pa su rk i k+ tk iste parnosti.

Sa druge strane, kako rp = rq daje pm ≡ qm (mod n), a ovo povlaqi
p ≡ q (mod n) (jer su m i n uzajamno prosti brojevi), odnosno p = q
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(jer va¼i 0 < p, q < n), dobijamo da su brojevi rk svi mogu²i ostaci
(sem 0) po modulu n.

Kada je rk paran broj imamo da je

−As−1As +AsAs+1 = −
√
m2 + n2

m
· rk
n

+

√
m2 + n2

m
· n− rk

n

=

√
m2 + n2

m
· n− 2rk

n
.

Kako rk uzima po jednom svaku od vrednosti 2, 4, . . . , n− 1 dobijamo da
ovi qlanovi doprinose sumi sa

√
m2 + n2

m
·
n−1

2∑

i=1

n− 2(2i)

n
=

√
m2 + n2

m
·




n−1
2∑

i=1

1− 4

n

n−1
2∑

i=1

i




=

√
m2 + n2

m
·
(
n− 1

2
− 4

n
·
n−1

2 · n+1
2

2

)
=

√
m2 + n2

m
· 1− n

2n
.

Kada je rk neparan broj imamo da je

As−1As−AsAs+1 =

√
m2 + n2

m
· rk
n
−
√
m2 + n2

m
·n− rk

n
=

√
m2 + n2

m
· 2rk − n

n
.

Kako rk uzima po jednom svaku od vrednosti 1, 3, . . . , n− 2 dobijamo da
ovi qlanovi doprinose sumi sa

√
m2 + n2

m

n−1
2∑

i=1

2(2i− 1)− n
n

=

√
m2 + n2

m

(
4

n
·
n−1

2 · n+1
2

2
− 2

n
· n− 1

2
− n− 1

2

)

Xto kad sredimo daje

√
m2 + n2

m
· 1− n

2n
.

Stoga je doprinos svih segmenata drugog tipa tra¼enoj sumi jednak√
m2 + n2

m
· 1− n

n
, xto sa

√
m2 + n2

m
od prvog tipa daje

k−1∑

j=1

(−1)j+1|AjAj+1| =
√
m2 + n2

mn
.

44. ME§UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA
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140. Dokaza²emo tvr±eǌe koje je opxtije od tvr±eǌa datog u zadatku:
Neka je A k-elementni podskup skupa S = {1, 2, . . . ,m} i neka je n

prirodan broj za koji va¼i (n − 1)(k2 − k + 2) < 2m. Postoje brojevi
t1, t2, . . . , tn ∈ S takvi da su skupovi tj + A, j = 1, 2, . . . , n, po parovima
disjunktni.

Definiximo niz skupova (Si) i niz brojeva (ti) sa: S0 = S; ako je
Si−1 6= ∅ onda je ti = minSi−1 i Si = Si−1 \ {ti + x − y | x, y ∈ A}. Ako
je t ∈ Ai−1Ai, onda je t = ti, ili postoje x, y ∈ A, x > y, takvi da je
t = ti+x−y. Zato je |Si\Si−1| > 1+k(k−1)/2, tj. |Si| > |Si−1|−(k2−k+2)/2.
Sledi da je |Si| > |S0| − i(k2 − k + 2)/2 > m − (n − 1)(k2 − k + 2)/2 > 0
za i = 1, 2, .., n− 1, pa niz (ti) ima bar n qlanova. Skupovi ti + A su po
parovima disjunktni. Zaista, ako bi skupovi ti+A i tj+A, i < j, imali
neprazan presek, postojali bi brojevi x, y ∈ A, takvi da je ti+x = tj+y,
pa bismo imali da tj = ti + x − y 6∈ Si ⊇ Sj−1, xto je protivureqno sa
tj ∈ Sj−1.

141. Rexeǌe 1 : Ako je b = 1 onda je a2/(2ab2 − b3 + 1) = a/2. Tako
smo naxli jedan niz rexeǌa datog problema: (2k, 1), k ∈ N. Nadaǉe
pretpostavǉamo da je b > 1.

Ako je 2a < b, onda je 2ab2 − b3 +1 = (2a− b)b2 +1 < 0, pa je vrednost
razmatranog izraza negativna. Ako je 2a = b, onda je 2ab2 − b3 + 1 =
(2a−b)b2+1 = 1, pa je vrednost razmatranog izraza jednaka a2. Tako smo
naxli jox jedan niz rexeǌa datog problema: (k, 2k), k ∈ N. Nadaǉe
pretpostavǉamo da je 2a > b.

Iz a2 > 2ab2 − b3 + 1 > (2a − b)b2 i 2a − b > 1 dobijamo da je a > b.
Sada iz a2 > (2a− b)b2 i 2a− b > a dobijamo da je a > b2.

Kako je (b3− 1)2 = 4a2b4− (2ab2− b3 +1)(2ab2 + b3− 1), to 2ab2− b3 +1 |
(b3−1)2. Neka je (b3−1)2 > 2ab2−b3+1. Kako je (b3−1)2, 2ab2−b3+1 ≡ 1
(mod b2), to je (b3 − 1)2/(2ab2 − b3 + 1) ≡ 1 (mod b2), pa je (b3 − 1)2 >

(2ab2 − b3 + 1)(b2 + 1). Imaju²i u vidu da je a > b2, dobijamo da je
(b3−1)2 > (2b4−b3+1)(b2+1). Posledǌa nejednakost nije taqna, zato xto
je ekvivalentna sa (b−1)b5+2b4+b3+b2 6 0. Zato je (b3−1)2 = 2ab2−b3+1.
Odavde dobijamo da je a = (b4 − b)/2. Uvrxtavaǌem dobijamo da je
a2/(2ab2 − b3 + 1) = b2/4, a to je prirodan broj ako i samo ako je b
paran prirodan broj. Naxli smo i tre²i niz rexeǌa datog problema:
(8k4 − k, 2k), k ∈ N.

Tra¼eni parovi su: (2k, 1), (k, 2k), (8k4 − k, 2k); k ∈ N.

Rexeǌe 2 : Ako je b = 1 onda je a2/(2ab2 − b3 + 1) = a/2. Tako smo naxli
jedan niz rexeǌa datog problema: (2k, 1), k ∈ N. Nadaǉe pretpostavl-
jamo da je b > 1.

Ako je 2a < b, onda je 2ab2 − b3 +1 = (2a− b)b2 +1 < 0, pa je vrednost
razmatranog izraza negativna. Ako je 2a = b, onda je 2ab2 − b3 + 1 =
(2a−b)b2+1 = 1, pa je vrednost razmatranog izraza jednaka a2. Tako smo
naxli jox jedan niz rexeǌa datog problema: (k, 2k), k ∈ N. Nadaǉe
pretpostavǉamo da je 2a > b. U tom sluqaju je a > b, zato xto je
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a2 > 2ab2 − b3 + 1 > (2a− b)b2 i 2a− b > 1.
Razmatrajmo kvadratnu jednaqinu

x2

2xb2 − b3 + 1
=

a2

2ab2 − b3 + 1
.

Jedno ǌeno rexeǌe je a. Pomo²u Vijetovih pravila dobijamo da je
drugo rexeǌe

k =
2a2b2

2ab2 − b3 + 1
− a =

a(b3 − 1)

2ab2 − b3 + 1
.

Oqigledno je da je k prirodan broj. Zato je par (k, b) rexeǌe raz-
matranog problema. Nejednakost k 6 b va¼i jer je ekvivalentna sa
(a − b)b3 + a + b > 0. Zato je b = 2k i 2a(b3 − 1)/(2ab2 − b3 + 1) =
2k(b3 − 1)/(2kb2 − b3 + 1) = b2. Odavde sledi da je a = 8k4 − k. Naxli
smo i tre²i niz rexeǌa datog problema: (8k4 − k, 2k), k ∈ N.

Tra¼eni parovi su: (2k, 1), (k, 2k), (8k4 − k, 2k); k ∈ N.

142. Neka su X, Y , Z, U , V i W sredixta stranica AB, BC, CD,
DE, EF i FA xestougla ABCDEF redom i neka je P = AD × BE,
Q = BE × CF i R = CF ×AD.

Neka je ^APB > 60◦. Doka¼imo da je XP 6 AB
√
3/2, i da pri

tom jednakost va¼i ako i samo ako je trougao ABP jednakostraniqan.
Neka je K taqka koja le¼i sa iste strane prave AB sa koje se nalazi
i taqka P , takva da je trougao ABK jednakostraniqan, i neka je O
centar kruga opisanog oko tog trougla. Kako je ^APB 6 ^AKB, to je
OP 6 OK. Zato je XP 6 XO+OP 6 XO+OK = XK = AB

√
3/2. Jasno

je da jednakost va¼i ako i samo ako je P = K, tj. ako i samo ako je
trougao ABP jednakostraniqan.

A B

C

D

E

F

X

Y

Z

U
V

W

P

Q
R

A B

K

O

P

X

Zbir uglova ^APB, ^BQC i ^CRD jednak je 180◦. Ako nisu sva tri
jednaka 60◦, jedan od ǌih je ve²i od 60◦. Neka je to npr. ^APB. Tada je
XU 6 XP+UP < AB

√
3/2+DE

√
3/2 = (AB+DE)

√
3/2, a to je protivno

pretpostavci zadatka. Sledi da je ^APB = ^BQC = ^CRD = 60◦.
Trouglovi ABP , BCQ, CDR, DEP , EFQ i FAR su jednakostraniqni.
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Zaista, ako npr. trougao ABP nije jednakostraniqan, opet imamo da je
XU 6 XP +UP < AB

√
3/2+DE

√
3/2 = (AB+DE)

√
3/2, xto je protivno

pretpostavci zadatka.
Iz qiǌenice da su trouglovi ABP , BCQ, CDR, DEP , EFQ i FAR

jednakostraniqni sledi da su uglovi xestougla ABCDEF jednaki po
120◦.

143. Rexeǌe 1 : Taqke P i Q le¼e na krugu kome je CD preqnik. Imamo
da je ^QPD = ^QCD = ^ACD = ^ABD i ^PQD = ^PCD = ^BAD,
pa je zato ∆PQD ∼ ∆BAD. Odavde sledi da je PQ : QD = BA : AD,
tj. da je PQ = AB · DQ/AD. Na sliqan naqin mo¼e da se poka¼e
da je QR = CB · DQ/CD. Sledi da je PQ = QR ako i samo ako je
AB · DQ/AD = CB · DQ/CD. Posledǌa jednakost je ekvivalentna sa
AB : CB = AD : CD. Odnosi AB : CB i AD : CD su jednaki odnosima
na koje simetrale uglova ^ABC i ^ADC razla¼u du¼ AC. Oni su
jednaki ako i samo ako simetrale uglova ^ABC i ^ADC seku du¼ AC
u istoj taqki.

A

B C

D

P

Q

R

Rexeǌe 2 : Neka je r polupreqnik kruga opisanog oko qetvorougla
ABCD. Taqke P i Q le¼e na krugu kome je CD preqnik. Zato
je PQ = CD sinBCA = CD · AB/2r. Na sliqan naqin mo¼e da se
poka¼e da je QR = AD · CB/2r. Sledi da je PQ = QR ako i samo
ako je CD · AB = AD · CB. Posledǌa jednakost je ekvivalentna sa
AB : CB = AD : CD. Odnosi AB : CB i AD : CD su jednaki odnosima
na koje simetrale uglova ^ABC i ^ADC razla¼u du¼ AC. Oni su
jednaki ako i samo ako simetrale uglova ^ABC i ^ADC seku du¼ AC
u istoj taqki.

144. Ako se ima u vidu da je x1 6 x2 6 . . . 6 xn, nije texko da se
zakǉuqi da je

n∑

i=1

n∑

j=1

|xi − xj | = 2
∑

16i<j6n

(xj − xi)

i
n∑

i=1

n∑

j=1

(xi − xj)2 = 2
∑

16i<j6n

(xj − xi)2.
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Zato je data nejednakost ekvivalentna sa


 ∑

16i<j6n

(xj − xi)




2

6
n2 − 1

3

∑

16i<j6n

(xi − xj)2.

Kako je
∑

16i<j6n

(xj − xi) =
n∑

k=1

(2k − n− 1)xk,

∑

16i<j6n

(j − i)(xj − xi) =
n∑

k=1



k−1∑

i=1

(k − i)−
n∑

j=k+1

(j − k)


xk =

=
n∑

k=1

(
k(k − 1)

2
− (n− k)(n− k + 1)

2

)
xk =

n

2

n∑

k=1

(2k − n− 1)xk,

to je ∑

16i<j6n

(xj − xi) =
2

n

∑

16i<j6n

(j − i)(xj − xi).

Jox ²e nam trebati

∑

16i<j6n

(j − i)2 =

n∑

j=1

j−1∑

i=1

(j − i)2 =

n∑

j=1

(j − 1)j(2j − 1)

6
=
n2(n2 − 1)

12
.

Korix²eǌem Koxijeve nejednakost dobijamo da je


 ∑

16i<j6n

(xj − xi)




2

=
4

n2


 ∑

16i<j6n

(j − i)(xj − xi)




2

6

6
4

n2

∑

16i<j6n

(j − i)2
∑

16i<j6n

(xi − xj)2 =
n2 − 1

3

∑

16i<j6n

(xi − xj)2.

Jednakost va¼i ako i samo ako su svi brojevi (xj − xi)/(j − i), 1 6 i <
j 6 n, jednaki me±u sobom, tj. ako i samo ako je niz (xk) aritmetiqka
progresija.

145. Kako pp−1+pp−2+. . .+p+1 6≡ 1 (mod p2), postoji prost broj q, takav
da q | pp−1+pp−2+ . . .+p+1 i p2 6 |q−1. Kako je pp−1+pp−2+ . . .+p+1 ≡ 1
(mod p − 1), to su pp−1 + pp−2 + . . . + p + 1 i p − 1 uzajamno prosti, pa
q 6 |p − 1. Kako je (p − 1)(pp−1 + pp−2 + . . . + p + 1) = pp − 1, to q | pp − 1.
Zato je poredak broja p po modulu q jednak p. Sledi da p | q − 1.

Pretpostavimo da postoji prirodan broj n takav da je np ≡ p
(mod q). Tada je 1 ≡ nq−1 ≡ p(q−1)/p (mod q). Kako p6 |(q − 1)/p i kako
je poredak broja p po modulu q jednak p, to p(q−1)/p 6≡ 1 (mod q). Kon-
tradikcija!
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Napomena. Prost broj q zadovoǉava postavǉeni uslov ako i samo
ako je prost i u K = Q(

√
p). Primeǌuju²i teoremu Qebotarjova o

gustini na Galoaovo zatvaraǌe poǉa K, dobijamo da skup takvih q
ima gustinu 1/p. Sledi da postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva
q koji zadovoǉavaju postavǉeni uslov.
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Rexeǌa probnih takmiqe-
ǌa u 2003.

PRVO PROBNO TAKMIQEǋE
nedeǉa, 22. decembar 2002.

146. Imamo N =
1

a
+

1

b
+

a

b+ 1
=

b2 + b+ ab+ a+ a2b

ab(b+ 1)
, odakle odmah

vidimo da je a | b neophodan uslov da N bude ceo. Stavimo a = kb,

k ∈ N. Sada je N =
(k + 1)(b2 + b) + k2b3

kb2(b+ 1)
, xto je ceo broj ako i samo

ako k | b2 + b, b | k + 1 i b + 1 | k2 (jer su b3 i b + 1 uzajamno prosti).
Poxto b | k + 1, b i k moraju biti uzajamno prosti, pa tako prva
relacija postaje k | b+ 1.

Ako (k, b) = 1, k | b+ 1 i b | k+ 1, onda kb | k+ b+ 1, pa mora da va¼i
kb−k−b−1 ≤ 0, tj. (k−1)(b−1) ≤ 2. Sledi da su jedine mogu²nosti za
k i b: (k, b) ∈ {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2). Lako je proveriti da jedino
(k, b) = (2, 3) daje rexeǌe: (a, b) = (6, 3).

147. Oznaqimo saM sredixte du¼i CH a sa C ′ podno¼je normale iz C
na AB. Poxto su taqke H2,M i H1 kolinearne, dovoǉno je dokazati da
su taqke M,H1 i C kolinearne. Dokaza²emo da je ^HMH1 = ^C ′MC1.
Oznaqimo sa α, β i γ uglove trougla koji odgovaraju temenima A, B i
C, redom i preptostavimo da je, kao na slici, α > β (sluqaj α = β je
trivijalan). Tada je ^HMH1 = 2^HCH1, a prema poznatoj relaciji
iz geometrije va¼i ^HCH1 = |α− β|/2. Prema tome, ^HMH1 = α− β.

A B

C

C′ C1

A′

H2

H1

H

M

Neka je A′ podno¼je visine iz temena A. TaqkeM , C ′, A′ i C1 pripadaju
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Ojlerovom krugu trougla ABC pa je ^C ′MC1 = ^C ′A′C1 = ^AA′C1 −
^C ′A′C1 = (90◦ − β)− (90◦ − α) = α− β.

148. a) Mogu²e je. Na slici je dato razlagaǌe trougla na 8 konvek-
snih petouglova.

A B

C

1

2

3
4 5

67

8 9

b) Nije mogu²e. Pretpostavimo suprotno, da je trougao 4ABC ra-
zlo¼en na n xestouglova. Neka je {A,B,C, P1, P2, . . . , Pm} skup svih
temena xestouglova koja se pojavǉuju u ovoj podeli. Neka je Pi teme
taqno pi xestouglova u podeli, a A,B,C redom temena a, b, c xestouglo-
va. Tada je p1+ . . .+pm+a+ b+ c = 6n, a zbir uglova svih xestouglova
u podeli je jednak 6n · 120◦.

S druge strane, svako pi je bar 2; ako je pi = 2, onda se Pi nalazi na
stranici trougla ili nekog xestouglova, pa je zbir uglova xestou-
glova u Pi jednak 180◦ < pi · 120◦. Ako je pi > 3, onda je zbir uglo-
va u Pi ne ve²i od 360◦ 6 pi · 120◦. Najzad, zbir uglova u temeni-
ma trouglova je 180◦ < (a + b + c) · 120◦. Sabiraǌem ovih nejed-
nakosti dobijamo da je zbir svih uglova xestouglova u podeli maǌi
od (a+ b+ c+ p1 + . . .+ pm) · 120◦ = 6n · 120◦, xto je kontradikcija.

149. Ako i levu i desnu stranu date jednaqine podelimo sa an−1 do-

bijamo
an
an−1

= 6
an−1

an−2
−8

an−2

an−3
. Neka je bn = an+1/an. Niz bn zadovoǉava

rekurentnu relaciju b1 = 2, b2 = 12 i bn = 6bn−1 − 8bn−2 za n > 3.
Jednostavno dobijamo da je bn = 4n − 2n i

an =

n−1∏

i=1

bi =

n−1∏

i=1

2i(2i − 1) = 2
n(n−1)

2

n−1∏

i=1

(2i − 1).

Treba da doka¼emo da je ovaj broj deǉiv sa n!. Ako je pα najve²i

stepen prostog broja koji deli an treba da doka¼emo da je α >

[
n

p

]
+

[
n

p2

]
+

[
n

p3

]
+ . . . . Za p = 2 ovo je oqigledno, a za ostale proste brojeve

p iz Ojlerove teoreme sledi jaqa nejednakost α >

[
n− 1

p− 1

]
+

[
n− 1

p(p− 1)

]
+

[
n− 1

p2(p− 1)

]
+ . . . .
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DRUGO PROBNO TAKMIQEǋE
utorak, 29. april 2003.

150. Neka je X preseqna taqka du¼i MN i PQ. Poxto je qetvorougao
MPQN tetivan zakǉuqujemo da je S4MPQ : S4NPQ = (MP · MQ) :
(NP · NQ). Poxto je MX : NX = S4MPQ : S4NPQ zakǉuqujemo da
je

MX

NX
=
MP

NP
· MQ

NQ
.

Trouglovi 4CMN i 4DMN su pravougli sa visinama MP i MQ,
redom. Odatle dobijamo da je MP : NP = MC : MN i MQ : NQ =
MD :MN .

k

lM

N

A

C D

P

Q

X

Iz pravouglog trougla CAD dobijamo da je CM ·MD = MA2. Prema
tome, MX : NX = (MA : MN)2, pa polo¼aj taqke X ne zavisi od
izbora promenǉivog kruga.

151. Odmah zakǉuqujemo da je n > 5. Pretpostavimo suprotno, da
tvr±eǌe nije taqno za neki prirodan broj n. Tada postoji najmaǌi
prirodan broj n za koji tvr±eǌe nije taqno.

Postoji element a koji se nalazi u bar qetiri podskupa (u suprot-
nom, ako bi se svaki element nalazio u najvixe tri skupa, ukupan broj
pojavǉivaǌa svih elemenata u svim skupovima bi bio maǌi ili jed-
nak od 3n. Me±utim, kako ima n+1 skupova, ukupan broj pojavǉivaǌa
elemenata u ǌima je 3n+ 3, xto je kontradikcija).

Posmatrajmo element a. Neka su C1, C2, C3 i C4 skupovi u kojima
se nalazi element a. Neka je C1 = {a, b, c}. Poxto je presek skupa
C1 sa svakim od skupova C2, C3 i C4 dvoqlan, jedan od elemenata b i
c se nalazi u dva od skupova C2, C3 i C4. Neka je to, ne umaǌuju²i
opxtost, element b i neka je C2 = {a, b, d} i C3 = {a, b, e}. Me±utim,
tada mora biti i b ∈ C4 da bi presek skupa C4 sa svakim od C1, C2 i C3

bio dvoqlan. Zakǉuqujemo slede²e: svi skupovi koji sadr¼e element
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a moraju sadr¼ati i element b (i obrnuto, svi skupovi koji sadr¼e b
sadr¼e i a).

Neka su C1, . . . , Ck svi skupovi koji sadr¼e elemente a i b. ǋihova
unija ima ukupno k + 2 elemenata, i svi ostali troqlani skupovi ne
seku ni jedan od skupova C1, C2, . . . , Ck. Ostatak troqlanih podskupova
u uniji ima m = n − k − 2 elemenata, a prema pretpostavci takvih
skupova ima n + 1 − k = m+ 3 xto protivreqi minimalnosti broja n.
Kontradikcija!

152. Posmatrajmo polinome fn(x) =
∑

i∈Sn

xi. Uslov zadatka se mo¼e

zapisati u obliku

fn+1(x) ≡ (1 + x)fn(x) (mod 2).

Tada je fN (x) ≡ (1 + x)Nfn(x) (mod 2). Za N > maxS0 tvr±eǌe zadatka
se mo¼e zapisati kao

fN (x) ≡ (1 + xN )fn(x) (mod 2).

Prema tome, dovoǉno je dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirod-
nih brojeva N takvih da je

(1 + x)N ≡ 1 + xN (mod 2).

Matematiqkom indukcijom se jednostavno dokazuje da prethodna rela-
cija va¼i za N = 2k qime je dokaz zavrxen.

153. Mo¼emo pretpostaviti, ne umaǌuju²i opxtost, da su brojevi
x1, x2, . . . , xn u opadaju²em poretku, tj. da je x1 > x2 > . . . > xn. Ta-

da je

√
1

x1
− 1 >

√
1

x2
− 1 > . . . >

√
1

xn
− 1. Na osnovu Qebixovǉeve

nejednakosti dobijamo da je

x1√
1− x1

+ . . .+
xn√
1− xn

=

√
x1√

1
x1
− 1

+ . . .+

√
xn√

1
xn
− 1

>

>
1

n
(
√
x1 + . . .+

√
xn)

(√
1

x1
− 1 + . . .+

√
1

xn
− 1

)
. (1)

Na osnovu nejednakosti izme±u aritmetiqhke i geometrijske sredine
zakǉuqujemo da je (za 1 6 i 6 n) ispuǌeno:

1

xi
− 1 =

x1 + . . .+ xi−1 + xi+1 + . . .+ xn
xi

>

>
(n− 1) (x1 · . . . · xi−1 · xi · . . . · xn)

1
n−1

xi
.
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Zameǌuju²i ovo u (1) dobijamo da je

x1√
1− x1

+ . . .+
xn√
1− xn

>
1

n
(
√
x1 + . . .+

√
xn) ·

√
n− 1·

· (x1 · . . . · xn)
1

2(n−1) ·




 1

x
1

2(n−1)

1



n

+ . . .+

(
1

x
1

2(n−1)
n

)n

 . (2)

Tra¼ena nejednakost se sada jednostavno dobija primenom nejed-
nakosti izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine na desnu stranu
relacije (2).

x1√
1− x1

+
x2√
1− x2

+ . . .+
xn√
1− xn

>

√
x1 +

√
x2 + . . .+

√
xn√

n− 1
.

TRE¨E PROBNO TAKMIQEǋE
qetvrtak, 22. maj 2003.

154. Bez umaǌeǌa opxtosti (tj. zbog toga xto su obe strane simet-
riqne po a, b, c, d) mo¼emo predpostaviti da je 1 > a > b > c > d > 0.

Polazna nejednakost
a2 + b2 + c2 + d2

4
− 1

4
6

(
a+ b+ c+ d

4

)2

je ekviva-

lentna sa

4(a2 + b2 + c2 + d2 − 1) 6 a2 + b2 + c2 + d2 + 2(ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd),

odnosno

(a− b)2 + (a− c)2 + (a− d)2 + (b− c)2 + (b− d)2 + (c− d)2 6 4.

Kako iz uslova p, q, r ∈ [0, 1] i p+ q+ r 6 1 sledi p2 + q2 + r2 6 1 (jer
je 2pq + 2pr + 2qr > 0), dobijamo da je

(a− b)2 + (b− c)2 + (c− d)2 6 1.

Svaki od preostalih qlanova zadovoǉava:

0 6 a− c 6 1 ⇒ (a− c)2 6 1,

0 6 a− d 6 1 ⇒ (a− d)2 6 1,

0 6 b− d 6 1 ⇒ (b− d)2 6 1.

Sve ovo zajedno daje tra¼enu nejednakost.
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Jednakost va¼i kada u svim gorǌim jednakostima va¼i znak jed-
nakosti, tj. kada je 2pq + 2pr + 2qr = 0, a − c = 1, a − d = 1 i b − d = 1,
xto daje a = b = 1 i c = d = 0.

155. Determinanta je deǉiva sa q ako i samo ako je determinant nad
poǉem Galoa GF (q) jednaka 0 (za takve matrice ka¼emo da su singu-
larne nad GF (q) ili da nisu regularne). Nadaǉe ²emo raqunati nad
GF (q) (u tom poǉu su operacije sabiraǌa i mno¼eǌa po modulu q).

Determinanta je razliqita od 0 (tj. po modulu q) ako i samo ako su
ǌene kolone (oznaqimo ih sa c1, c2, . . . , cn) linearno nezavisni vektori.

Kolonu c1 mo¼emo odabrati kao proizvoǉan nenula vektor. To
mo¼emo uqiniti na qn − 1 naqina.

Kolona c2 mora biti linearno nezavisna sa kolonom c1. Sto-
ga je mo¼emo izabrati kao proizvoǉan vektor razliqit od α1 · c1,
α1 ∈ {0, 1, 2, . . . , q − 1}, xto mo¼emo uqiniti na qn − q naqina.

Sliqno, ako su c1, c2, . . . , cj−1 ve² odabrane, kolona cj mora biti
linearno nezavisna sa kolonama c1, c2, . . . , cj−1, xto iskǉuquje q

j−1 vek-
tora za kolonu cj (sve linearne kombinacije α1c1+α2c2+· · ·+αj−1cj−1).
Dakle, kolonu qj mo¼emo odabrati q

n − qj−1 naqina.
Na osnovu principa proizvoda nalazimo da je tra¼eni broj nesin-

gularnih matrica nad GF (q):

n−1∏

j=0

(qn − qj) = (qn − 1)(qn − q)(qn − q2) · . . . · (qn − qn−1).

156. Jasno je da je dovoǉno rexiti problem za ostatke po modulu 4
brojeva 1, 2, . . . , 64 (ǌih ima po 16 od svake vrste: 0, 1, 2, 3).
a) Pretpostavimo da je mogu²e popuniti xahovsku tablu takvim bro-
jevima. Razmotrimo deo table oblika

p
q r s

t

Iz uslova da je u svakoj figuri F oblika zbir brojeva deǉiv
sa 4 sledi

p+ q + r + s ≡ q + r + s+ t ≡ p+ q + r + t ≡ p+ r + s+ t (mod 4),

a odatle dobijamo
p ≡ q ≡ s ≡ t (mod 4).

Odatle zakǉuqujemo da su na svim belim poǉima xahovske table
(izuzev dva ugaona bela poǉa) brojevi koji daju isti ostatak pri de-
ǉeǌu sa 4. Dakle, imamo 30 brojeva koji daju isti ostatak pri deǉeǌu
sa 4 xto nije mogu²e.
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b) Ako postavimo ostatke po modulu 4 na tablu na slede²i naqin, lako
se proverava da su zadovoǉena oba uslova:

1 0 3 2 1 0 3 2
2 3 0 1 2 3 0 1
3 2 1 0 3 2 1 0
0 1 2 3 0 1 2 3
1 0 3 2 1 0 3 2
2 3 0 1 2 3 0 1
3 2 1 0 3 2 1 0
0 1 2 3 0 1 2 3

157. Korix²eǌem uslova 1◦ i 3◦, tj. iz f( 2003
2002 ) = 2 = f(x) · f( 2003

2002·x )
dobijamo da je f(x) 6= 0 za svako x 6= 0, a kako f : Q → [0,+∞) dobijamo
da je f(x) > 0 za svako x 6= 0.
Kada u uslov 1◦ zamenimo x = 1 i y = 2003

2002 dobijamo da je f(1) = 1.
Sada zbog uslova 2◦ i principa matematiqke indukcije dobijamo da
za svaki prirodan broj n va¼i f(n) 6 1.
Kada u uslov 1◦ zamenimo x = y = −1 dobijamo da je i f(−1) = 1.
Odavde, zbog uslova 2◦, dobijamo da je i f(0) 6 1.
Kako je f(−n) = f(−1) · f(n) = f(n) dobijamo da va¼i f(z) 6 1, (∀z ∈ Z).
Neka su x, y 6= 0. Tada je f(xy ) ·f(

y
x ) = f(1) = 1, odakle dobijamo da va¼i

f(xy ) 6 1 ili f( yx ) 6 1. Bez umaǌeǌa opxtosti mo¼emo predpostaviti

da je f(xy ) 6 1 i tada imamo:

f(
x

y
) 6 1 ⇒

(2◦)
f(1 +

x

y
) 6 1 ⇒ f(x+ y) = f(y) · f(1 + x

y
) 6 f(y).

Iz f(x+ y) 6 f(y) dobijamo da je f(x+ y) 6 max{f(x), f(y)}.
Neka su p i q razliqiti prosti brojevi i neka je f(p) 6= 1 (tj. f(p) < 1).
Tada postoje a, b ∈ Z takvi da va¼i 1 = ap+ bq. Kako je a ∈ Z imamo da
je f(a) 6 1, a odatle je

f(ap) = f(a)f(p) 6 f(p) < 1.

Sada je

1 = f(1) = f(ap+ bq) 6 max{f(ap), f(bq)} ⇒ f(bq) = 1,

a odatle sledi i da je f(q) = 1. Time smo pokazali da je f(p) = 1 za
svaki prost broj p, sem eventualno jednog.
Kako se svaki x ∈ Q+ mo¼e predstaviti u obliku

x = p1
α1 · p2

α2 · . . . · pkαk ,

pri qemu su αi ∈ Z \ {0}, iz uslova 1◦ dobijamo

f(x) = f(p1
α1 · p2

α2 · . . . · pkαk) = f(p1)
α1 · f(p2)

α2 · . . . · f(pk)αk .
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f

(
2003

2002

)
=

f(2003)

f(2)f(7)f(11)f(13)
= 2,

dobijamo da je jedan od brojeva f(2), f(7), f(11), f(13) jednak 1
2 , dok su

ostali jednaki 1. Sada je

f

(
2004

2003

)
=

[f(2)]2f(3)f(167)

f(2003)
= f(2)2.

I sluqaj: ako je f(2) = 1
2 , f(p) = 1 za ostale proste brojeve i f(p1

α1 ·
. . . · pkαk) = f(p1)

α1 · . . . · f(pk)αk .
Ovde su uslovi 1◦ i 3◦ oqigledno zadovoǉeni, a za uslov 2◦ imamo da
ako je f(x) 6 1 onda je f(x + 1) 6 max{f(x), f(1)} = f(1) = 1. U ovom
sluqaju je f( 2004

2003 ) =
1
4 .

II sluqaj: ako je f(2) = 1, f(p) = 1 za ostale proste brojeve sem jednog
od 7, 11, 13 i f(p1

α1 · . . . · pkαk) = f(p1)
α1 · . . . · f(pk)αk . Na isti naqin se

poka¼e da su i u ovom sluqaju svi uslovi zadovoǉeni. U ovom sluqaju
je f( 2004

2003 ) = 1.
Dakle, f( 2004

2003 ) ∈ { 1
4 , 1}, u zavisnosti od taoga da li je f(2) = 1

2 ili
f(2) = 1.

QETVRTO PROBNO TAKMIQEǋE

158. Oznaqimo k = [
√
n].

a) Jednostavan primer generixu²eg podskupa je

{1, 2, . . . , k − 1, k, 2k, 3k, . . . ,
[n
k

]
k, n}

i on sadr¼i k + [n/k] 6 [2
√
n] + 1 elemenata.

b) Pretpostavimo da je n ∈ N i A = {x1, x2, . . . , xm} generixu²i podskup
skupa {1, 2, . . . , n}, pri qemu je 1 6 x1 < x2 < · · · < xm 6 n. Za dati
prirodan broj r, posmatrajmo razlike oblika xi− xj, gde je 1 6 i− j 6

r. Preostalih (m−r)(m−r−1)
2 razlika pokrivaju najvixe isto toliko

brojeva iz skupa {1, 2, . . . , n − 1}, pa posmatranih m(m−1)−(m−r)(m−r−1)
2

razlika pokrivaju bar N = n− 1− (m− r)(m− r − 1)

2
razlika.

Suma S svih razlika oblika xi − xj za 1 6 i− j 6 r je

S = r(xm−x1)+ (r− 1)(xm−1−x2)+ · · ·+(xm−r+1−xr) 6

(
r

2

)
(n− 1). (1)

S druge strane, po gorǌem razmatraǌu ova suma nije maǌa od

1 + 2 + · · ·+N ≥ 1

2
N2 ≥ 1

2

(
n− 1− (m− r)2

2

)2

. (2)
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Sledi da je r2(n − 1) > 2

(
r

2

)
(n − 1) ≥

(
n− 1− (m− r)2

2

)2

, odakle ko-

renovaǌem i mno¼eǌem sa 2 dobijamo 2r
√
n− 1 > 2n − 2 − (m − r)2.

Posledǌa nejednakost je ekvivalentna

(
m− r −

√
n− 1

)2
> 3n− 3− 2m

√
n− 1. (3)

Kako ova nejednakost mora da va¼i za svako r = 1, 2, . . . , n− 1, mo¼emo
odabrati r tako da leva strana u (3) bude maǌa od 1. Tada (3) postaje
3n− 4 6 2m

√
n− 1, tj.

m ≥ 3n− 4

2
√
n− 1

>
3

2

√
n− 1.

Dobijena doǌa granica za m je za dovoǉno veliko n va²a od
√
2n+2003.

Prema tome, odgovor na ovaj deo zadatka je negativan.

159. Neka prava PQ seqe krugove k1, k2 i ǌihovu zajedniqku tetivu XY
redom u taqkama R,S i M . Primetimo da va¼i XM ·MY = PM ·MR =
QM ·MS. Ako je PM = MQ, onda je i RM = MS, dakle RP = QS,
odakle je CP ·PD = RP ·PQ = PQ ·QS = AQ ·QB, tj. AQ ·QB = CP ·PD.
S druge strane, ako je PM > MQ, onda je RM < MS i odatle RP < QS
xto povlaqi AQ ·QB > CP ·PD. Dakle, PM =MQ je ekvivalentno sa
AQ ·QB = CP · PD.

Neka je E taqka preseka pravih AB i CD. Oznaqimo sa a, b, c, d
redom rastojaǌa od taqke E do A,B,C,D. Mo¼emo pretpostaviti,
odre±enosti radi, da je a < b i d < c. Kako je EP 2 = EA · EB = ab
i EQ2 = EC · ED = cd, jednakost AQ · QB = CP · PD se svodi na
(d−

√
ab)(

√
ab− c) = (a−

√
cd)(

√
cd− b), xto je ekvivalentno jednakosti

a+ b√
ab

=
c+ d√
cd
. Posledǌa jednakost va¼i ako i samo ako je a/b = d/c, tj.

ako i samo ako je AD ‖ BC.

160. Pretpostavimo suprotno tvr±eǌu zadatka, da je NZD(m,n) = 1.
Tada je prema poznatom tvr±eǌu iz teorije brojeva

NZD(5m − 1, 5n − 1) = 5NZD(m,n) − 1 = 4. (1)

Neka je
5m − 1 = 2αpα1

1 · · · pαkk , (2)

gde su pi razliqiti prosti brojevi, a α, αi prirodni brojevi. Tada je

ϕ(5m − 1) = 2α−1(p1 − 1) · · · (pk − 1)pα1−1
1 · · · pαk−1

k (3),

pa kako je k ≥ 1 (k = 0 je oqigledno nemogu²e) sledi da 2α | ϕ(5m−1) =
5n− 1. Iz (1) zakǉuqujemo da je α = 2. Me±utim, za m parno bi 5m− 1
bilo deǉivo sa 23 = 8, pa zato m mora biti neparno.
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Neka je m = 2r + 1. Tada je 5m − 1 = 5x2 − 1, gde je x = 5r. Kako
pi | 5x2 − 1 (za i = 1, . . . , k), 5 mora biti kvadratni ostatak po modulu
pi. Malo teorije kvadratnih ostataka nam daje da odavde sledi da je
pi ≡ ±1 (mod 5). Ako je neko pi ≡ 1 (mod 5), onda je po jednaqini (3)
5n−1 deǉivo sa 5, xto je nemogu²e. Prema tome, za svako i je pi ≡ −11
(mod 5). Ako sada jednaqinu (2) posmatramo po modulu 5, dobijamo
(−1)k+1 ≡ −1 (mod 5), dakle k je parno. S druge strane, jednaqina (3)
po modulu 5 daje 2 · (−2)k ≡ −1 (mod 5), pa je k ≡ −1 (mod 4). Ovo je
kontradikcija sa pretpostavkom da je NZD(m,n) = 1.

161. Pretpostavimo da je n > 4. Za sve razliqite i, j, k, l iz skupa
{1, . . . , n} va¼i AiA

2
k −AjA

2
k = AiA

2
l −AjA

2
l = λi−λj, odakle sledi da je

AkAl ⊥ AiAj. Izme±u ostalog, va¼i A3A4 ⊥ A1A2 i A2A4 ⊥ A1A3, xto
znaqi da je A4 ortocentar (nedegenerisanog) trougla A1A2A3.

Ako je n > 4, tada je analogno i A5 ortocentar 4A1A2A3, dakle
A5 ≡ A4, xto je nemogu²e. Dakle, n = 4.

Oznaqimo sada sa αi ugao kod temena Ai u trouglu A1A2A3 (i =
1, 2, 3) i sa R ǌegov polupreqnik opisanog kruga. Tada je 2λ1 =
A1A

2
2+A1A

2
3−A2A

2
3 = 2A1A2 ·A1A3 cosα1 = 8R2 sinα1 sinα2 cosα3, tj. λ1 =

K cotα1, gde je K = 4R2 sinα1 sinα2 sinα2. Sliqno je λ2 = K cotα2, λ3 =

K cotα3 i λ4 = −K cotα1 cotα2 cotα3, pa je
1

λ1
+

1

λ2
+

1

λ3
+

1

λ4
= 0 ekviva-

lentno poznatoj jednakosti tanα1 + tanα2 + tanα3 = tanα1 tanα2 tanα3.

162. Pretpostavimo da je x0 realan broj takav da je P (x0)
2 = Q(x0)

2.

Primetimo da tada po uslovu zadatka va¼i P (y0) = Q(y0), a samim
tim i P (y0)

2 = Q(y0)
2, gde je y0 = 1 + x0 + P (x0)

2 > x tako±e realno.
Na ovaj naqin mo¼emo dobiti beskonaqno mnogo korenova polinoma
P 2 − Q2, odakle odmah sledi da je P 2(x) = Q2(x) za svako x. Xta
vixe, odavde i iz datog uslova dobijamo P (y) = Q(y) za svako y oblika
y = 1 + x+ P (x)2, dakle za beskonaqno mnogo y, pa zakǉuqujemo P ≡ Q.

Ostaje da poka¼emo da x0 sa poqetka rexeǌa postoji, tj. da poli-
nom R(x) = P (x)2 − Q(x)2 ima bar jednu realnu nulu. Neka su xp i xq
redom proizvoǉne realne nule polinoma P i Q. Tada je R(xp) 6 0 i
R(xq) > 0, pa zbog neprekidnosti funkcije R(x) postoji realno x0 za
koje je R(x0) = 0, qime je dokaz zavrxen.

163. Pretpostavimo da tablica [aij ] (aij ∈ {−1, 0, 1}) ima tra¼eno svo-
jstvo i oznaqimo sume po vrstama i kolonama redom ri i si (i = 1, . . . , n).
Me±u ri-ovima i ci-ovima, jedan element {−n, . . . , n−1, n} nedostaje, pa
ima bar n nenegativnih i bar n nepozitivnih suma. Permutovaǌem
vrsta i kolona mo¼emo posti²i da upravo r1, . . . , rk i c1, . . . , cn−k budu
nenegativne. Jasno je da je

n∑

i=1

|ri|+
n∑

j=1

|cj | >
n∑

r=−n
|r| − n = n2.
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S druge strane,

n∑

i=1

|ri|+
n∑

j=1

|cj | =

k∑

i=1

ri −
n∑

i=k+1

ri +

n−k∑

j=1

cj −
n∑

j=n−k+1

cj =

=
∑

i6k

aij −
∑

i>k

aij +
∑

j6n−k
aij −

∑

j>n−k
aij =

= 2
k∑

i=1

n−k∑

j=1

aij − 2
n∑

i=k+1

n∑

j=n−k+1

aij 6 4k(n− k).

Sledi da je n2 6 4k(n− k), tj. (n− 2k)2 6 0, pa n mora biti parno.
Doka¼imo sada indukcijom da za svako parno n postoji tablica sa

tra¼enim svojstvom. Primer za n = 2 je dat na slici 1. Neka imamo
tra¼enu tablicu n × n za neko parno n ≥ 2, sa c1 = n, c2 = −n + 1,
c3 = n − 2, . . . , cn−1 = 2, cn = −1 i r1 = n − 1, r2 = −n + 2, . . . , rn−1 = 1,
rn = 0. Ako tablicu proxirimo kao na slici 2, pozitivne sume se
pove²avaju za 2, negativne se smaǌuju za 2, a nedostaju²i elementi
−1, 0, 1, 2 se pojavǉuju u dodatim vrstama i kolonama, tako da dobijena
tablica (n+ 2)× (n+ 2) tako±e ima tra¼eno svojstvo.

1 0
1 −1

1 1
n× n −1 −1

1 1
−1 −1

1 |− 1| 1 |− 1 1 0
1 |− 1| 1 |− 1 1 −1

Fig.1 Fig.2
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Rexeǌa zvaniqnih takmi-
qeǌa u 2004.

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

164. Pretpostavimo da je taqka E odabrana tako da je AE > CE (kao
na slici). Primetimo da su qetvorouglovi ABME i EBNC tetivni.
Zaista, tetivnost qetvorougla ABME sledi iz jednakosti uglova
^EAB = ^ECM = ^EMC, a tetivnost qetvorougla BNCE sledi iz
^ECB = ^BAC = ^ENB. Doka¼imo, sada, da je i ANKE tetivan.
To va¼i jer je ^EAM = ^EBM (kao uglovi nad tetivom EM kruga
opisanog oko EABM) i ^EBM = ^ENC (kao uglovi nad tetivom EC
kruga opisanog oko EBNC).

Iz tetivnosti qetvorougla ANKE zakǉuqujemo da je ^CEK =
^KNB, a iz tetivnosti qetvorougla BNCE da je ^KNB = ^AEB.
Poxto je AC osa simetrije romba, imamo da je ^AEB = ^AED. To
znaqi da je ^AED = ^AEB = ^KNB = ^CEK, iz qega sledi da su
taqke K,E i D kolinearne.

A
B

D C

E

N

M

K

165. Dva od brojeva a, b i c su iste parnosti. Neka su to, na primer,
a i b. Tada je broj p = bc + a paran, pa je p = 2 i a = b = 1. Ali tada
je q = ab + c = c+ 1 = ca + b = r.

166. Ako je q neparan, neparni su mu i svi delioci, pa bi i rexeǌe,
x0, moralo biti neparno (x0 | q). Za to rexeǌe bi moralo biti

x3
0 + 3x0 + q = 0,

a to je nemogu²e jer suma tri neparna broja nikada nije jednaka nula.
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167. Taqno 2n−m = m−2(m−n) ptica su same u svojim kavezima, i ǌih
mo¼emo da odaberemo na

(
m

2n−m
)
naqina, a onda im odaberemo kaveze na

n!
(m−n)! naqina. Preostalih 2(m− n) ptica mo¼emo da postavimo u red
na (2m − 2n)! naqina, i dve po dve ih stavǉamo u prvi kavez, drugi,
itd. Pri tom se svaki raspored dobija na 2m−n naqina. Prema tome,

odgovor je

(
m

2n−m

)
n!

(m− n)! (2m− 2n)!
1

2m−n =
m!n!

2m−n(m− n)!(2n−m)!
.

168. Ne mo¼e. Ofarbajmo tablu u crnu i belu boju (kao xahovsku).
Vidimo da komarac uvek sle²e na poǉa iste boje, a gorǌi levi i doǌi
desni ugao ove table su razliqitih boja.

Drugi razred – A kategorija

169. Videti rexeǌe 164. zadatka (1. za prvi razred A kategorije).

170. Iz b | a2 + 1 ⇒ (b, a2) = 1 ⇒ (b, a) = 1, pa b - a. Imamo:
b | a3−1+a2+1 = a3+a2 ⇒ (zbog (b, a2) = 1) b | a+1⇒ b | a(a+1)−(a2+1) =
a − 1 ⇒ b | a + 1 − (a − 1) = 2. Dakle jedina rexeǌa su b = 1 i b = 2 za
koje postoje brojevi a (za b = 1 a je proizvoǉan prirodan broj, a za
b = 2 a je proizvoǉan neparan broj).

171. x + y2 + z2 = 1 − y − z + y2 + z2 = 1
2 +

(
y − 1

2

)2
+
(
z − 1

2

)2
> 1

2 .
Jednakost va¼i za x = 0, y = z = 1

2 .

172. Stavimo y = 4
√
x i z = 4

√
17− x. Data jednaqina se svodi na

sistem y + z = 3 i y4 + z4 = 17. Neka je y2 + z2 = p. Tada je 2yz = 9− p,
znaqi 2y2z2 = 1

2 (9− p)2, odakle dobijamo kvadratnu jednaqinu po p:
17 = y4 + z4 = (y2 + z2)2 − 2y2z2 = p2 − 1

2 (9− p)2,
qija su rexeǌa p = 5 i p = −23. Samo prvo rexeǌe dolazi u obzir.
Sada sistem jednaqina postaje y + z = 3, y2 + z2 = 5, koji se lako
rexava. Rexeǌa su (x, y) = (2, 1) i (x, y) = (1, 2).

173. Videti rexeǌe 168. zadatka (5. za prvi razred A kategorije).

Tre²i razred – A kategorija

174. Neka je kvadrat podeǉen na n pravouglih trouglova i neka su
ǌihove povrxine P1, P2, . . . , Pn, a ǌihove hipotenuze c1, c2, . . . , cn. Za

povrxinu pravouglog trougla va¼i Pi 6
ci

2

4
. Kako za sve te hipotenuze

va¼i ci 6
√
2 imamo da je

ci√
2

6 1. Stoga imamo: 1 = P1 +P2 + . . .+Pn 6

c1
2

4
+
c2

2

4
+ . . .+

cn
2

4
=

c1

2
√
2
· c1√

2
+ . . .+

cn

2
√
2
· cn√

2
6

c1

2
√
2
+

c2

2
√
2
+ . . .+

cn

2
√
2
=
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S

2
√
2
, qime smo pokazali tra¼enu nejednakost.

Jednakost va¼i samo kada je jediniqni kvadrat podeǉen na dva jed-
nakokraka pravougla trougla.

175. a) xp − yp = (x− y)(xp−1 + xp−2y + . . .+ xyp−2 + yp−1). Prvi faktor
je deǉiv sa p jer je x ≡ y (mod p). xkyp−1−k ≡ xkxp−1−k = xp−1 (mod p),
pa imamo i xp−1 + xp−2y + . . .+ xyp−2 + yp−1 ≡ xp−1 + xp−1 + . . .+ xp−1 =
p · xp−1 ≡ 0 (mod p). Time smo pokazali xp ≡ yp (mod p2).
b) Korix²eǌem dela pod a) dobijamo da je

x5 ≡





0 za n = 5k
±1 za n = 5k ± 1
±7 za n = 5k ± 2

(mod 25).

Kako je 2004 ≡ 4 (mod 25), a tri od ovih brojeva mogu dati zbir 4
ili −21 samo kad je x ≡ y ≡ z ≡ −2 (mod 5) i kako je 35 = 243, a ve²
85 = 32768 dobijamo da jednaqina x5 + y5 + z5 = 2004 nema rexeǌa u N.

176. Ostala dva korena su a−bi (kompleksni koreni realnog polinoma
su konjugovani) i −2a (Viet: x1 + x2 + x3 = 0). Iz Vietovih formula
imamo i x1 · x2 · x3 = −q, tj. q = 2a(a2 + b2), pa je qa = 2a2(a2 + b2) > 0
jer je a 6= 0 (zbog q 6= 0).

177. Kako x2 + x+ 1 deli x3 − 1, koji deli x2001 − 1 i kako je

P (x) = x2003 + x+ 1 = x2 + x+ 1 + x2003 − x2 = x2 + x+ 1 + x2(x2001 − 1),

dobijamo da je P (x) deǉiv sa x2 + x+ 1.
(do toga smo do²i i ako primetimo da je broj ε = ei2π/3 nula polinoma
P (x) = x2003 + x + 1, te je P (x) deǉiv sa (x − ε)(x − ε) = x2 + x + 1)

Time smo dobili i da je broj n2003 + n + 1 deǉiv sa n2 + n + 1
(1 < n2 +n+1 < n2003 +n+1) za svaki prirodan n > 1, te je n2003 +n+1
slo¼en broj za svaki prirodan n > 1.

178. Rexeǌe 1 : Korix²eǌem smene tg θ =
1

ctg θ
, formule za dvostruki

ugao ctg 2θ =
ctg2 θ − 1

ctg θ
i jednakosti za uglove γ = π − (α + β) polazna

jednaqina se transformixe u

ctg 2α+ ctg 2β + ctg (2π − (2α+ 2β)) = 0.

Ako oznaqimo ctg 2α = x, ctg 2β = y, i primenimo adicionu formulu za
zbir kotangensa, svex²e se na:

x2 + 2xy + y2 − xy + 1 = 0, tj. (x+ y/2)2 + 3y2/4 + 1 = 0,

xto ne mo¼e biti zadovoǉeno ni za koje realne brojeve x i y, pa takav
trougao ne postoji.

Rexeǌe 2 : Ako po±emo od poznatog identiteta koji va¼i za uglove
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trougla: tgα + tg β + tg γ = tgα · tg β · tg γ, oznaqimo tgα = a, tg β = b,
tg γ = c, ima²emo a+b+c = abc, a iz uslova zadatka je a+b+c = 1

a+
1
b+

1
c .

Tada je, sa jedne strane, abc = 1
a + 1

b + 1
c , tj. (abc)

2 = abc
(

1
a + 1

b +
1
c

)
=

bc+ ca+ ab, a sa druge strane kvadriraǌem identiteta abc = a+ b+ c,

dobi²emo: ab + bc + ca = (abc)2−(a2+b2+c2)
2 , pa zamenom prve jednaqine u

drugoj dobijemo: (abc)2 = −(a2 + b2 + c2), xto je mogu²e samo kad su
svi brojevi 0, a to je nemogu²e jer su brojevi a, b i c tangensi uglova
trougla.

Rexeǌe 3 : Sliqno kao u prethodnom rexeǌu dolazimo do

(a+ b+ c)2 = abc(a+ b+ c) = abc

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
= bc+ ca+ ab.

Odatle je a2 + b2 + c2 + ab+ bc+ ca = 0, xto kad pomno¼imo sa 2 daje:

(a+ b)2 + (a+ c)2 + (b+ c)2 = 0,

xto je mogu²e samo kad su svi brojevi 0, tj. kada va¼i

tgα+ tg β = 0, tgα+ tg γ = 0, tg β + tg γ = 0.

Iz trigonometrijske formule tg x+tg y =
sin(x+ y)

cosx · cos y dobijamo da mora
da va¼i

sin(α+ β) = 0, sin(α+ γ) = 0, sin(β + γ) = 0,

xto daje α+β = kπ, α+γ = lπ, β+γ = mπ, k, lm ∈ Z, a to je nemogu²e
jer su α, β, γ uglovi trougla, tj. α, β, γ ∈ (0, π).

Qetvrti razred – A kategorija

179. Oznaqimo sa f(XY Z) izraz na desnoj strani koji odgovara
trouglu 4XY Z, a R(XY Z) polupreqnik opisanog kruga trougla
4XY Z. Pretpostavimo ^ACB > 120◦. Neka je C ′ taqka na produ¼etku
poluprave AC takva da je ^AC ′B = 120◦. Iz nejednakosti trougla
u 4BCC ′, BC < BC ′ + C ′C, dobijamo da va¼i f(ABC) < f(ABC ′).
Kako je γ = ^ACB > ^AC ′B = 120◦ (i γ i 120◦ su tupi uglovi pa je
sin γ < sin 120◦) iz sinusnih teorema za trouglove 4ABC i 4ABC ′ do-

bijamo 2R(ABC) =
AB

sin γ
>

AB

sin 120◦
= 2R(ABC ′), tj. R(ABC) > R(ABC ′).

Stoga je dovoǉno dokazati nejednakost onda kada je ^ACB = 120◦. Ne-
ka je k opisani krug oko ABC i neka je E taqka na tom krugu takva da
je trougao ABE jednakostraniqan. U tom sluqaju imamo

R =
AB√
3

i 2R > CE = AC +BC



130 REXEǋA ZADATAKA

(poznato je da va¼i CE = AC + BC). Sabiraju²i ovu jednakost i
nejednakost dobijamo ¼eǉenu nejednakost:

3R > AC +BC +
AB√
3
.

Jednakost va¼i samo kad je ^ACB = 120◦ i AC = BC.

180. Videti rexeǌe 175. zadatka (2. za tre²i razred A kategorije).

181. Jedno od rexeǌa je dato sle-
de²om tablicom (P,A,V,M su oz-
nake za rodove, a d,v,p,k za qi-
nove):

Pd Ak Vv Mp
Mv Vp Ad Pk
Ap Pv Mk Vd
Vk Md Pp Av .

182. Primetimo da su brojevi ε, ε2, ε3 i ε4, nule polinoma

P (x) = x17 + x1 + x2004 + x8 + 1,

gde je ε = ei
2kπ
5 . Stoga je

P (x) deǉiv sa (x− ε)(x− ε2)(x− ε3)(x− ε4) = x4 + x3 + x2 + x+ 1.

Time smo dobili i da je broj n17 + n1 + n2004 + n8 + 1 deǉiv sa brojem
n4 + n3 + n2 + n+ 1 (1 < n4 + n3 + n2 + n+ 1 < n17 + n1 + n2004 + n8 + 1) za
svaki prirodan n > 1, te je on slo¼en za svaki prirodan n > 1.

183. Videti rexeǌe 178. zadatka (5. za tre²i razred A kategorije).

Prvi razred – B kategorija

184. Iz aa · ba · aba = 1001 · aba zbog a 6= b(6= 0), nakon deǉeǌa sa aba,
sledi aa · ba = 1001, tj. 11a · ba = 7 · 11 · 13, odnosno a · ba = 7 · 13. Sluqaj
a = 7, ba = 13 ne daje rexeǌa, pa mora biti a = 1 i ba = 91, tj.

11 · 91 · 191 = 191191.

185. Oznaqimo sa α = ^CAB, β = ^ABC, γ = ^BCA i x = ^BAD.
Iz CD = CA sledi ^CAD = ^DAC = α − x. Kako u 4ACD va¼i
α − x + α − x + γ = 180◦, tj. 2(α − x) + 180◦ − α − β = 180◦, dobijamo

α− β = 2x. Dakle, x =
α− β
2

= 22◦30′.

186. Videti rexeǌe 166. zadatka (3. za prvi razred A kategorije).

187. Neka je a osnovica, a b krak trougla. Iz a + 2b = 30 sledi da
a mora biti paran broj, a iz nejednakosti trougla a < b + b = 2b, tj.
a6 14. U obzir dolaze samo slede²i sluqajevi:
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(a, b) ∈ {(2, 14), (4, 13), (6, 12), (8, 11), (10, 10), (12, 9), (14, 8)},
pa ovakvih trouglova ima ukupno 7.

188. Kako je 212 +59 = (24)3 + (53)3 = (24 +53)(28 − 24 · 53 +56), dobijamo
da je dati broj deǉiv sa 24 + 53 = 141, pa je slo¼en.

Drugi razred – B kategorija

189. Iz sliqnosti trouglova 4ACD ∼ 4CBD sledi
AC

AD
=

BC

CD
, a

iz svojstva simetrale ugla slede
AC

AD
=
PC

PD
i
CB

CD
=
QB

QD
. Odavde je

PC

PD
=
BQ

QD
, pa je PQ ‖ BC.

190. Kako je D = 4[(a+b+c)2−3(a2+b2+c2)] = 8(ab+bc+ca−a2−b2−c2) =
−4[(a− b)2 +(b− c)2 +(c−a)2] 6 0, data jednaqina ne mo¼e imati realne
i razliqite korene.

191. Jednaqina se predstavi u obliku |2x − 1| − |3x − 2| − 3x = 1 i
razmatraju se sluqajevi x < 1

2 ,
1
2 6 x < 2

3 i x > 2
3 . Jedino rexeǌe je

x = −1.

192. Videti rexeǌe 68. zadatka (3. za drugi razred B kategorije,
me±uopxtinsko 2003. godine).

193. Videti rexeǌe 188. zadatka (5. za prvi razred B kategorije).

Tre²i razred – B kategorija

194. Mno¼eǌem izraza sa
16 cos 6◦

16 cos 6◦
imamo sin 6◦ sin 42◦ sin 66◦ sin 78◦ =

16 sin 6◦ cos 6◦ sin 42◦ sin 66◦ sin 78◦

16 cos 6◦
=

8 sin 12◦ cos 48◦ cos 24◦ cos 12◦

16 cos 6◦
=

4 sin 24◦ cos 48◦ cos 24◦

16 cos 6◦
=

2 sin 48◦ cos 48◦

16 cos 6◦
=

sin 96◦

16 cos 6◦
=

1

16
.

195. (log2003 2004)
−1

+ (log2005 2004)
−1

=
1

log2003 2004
+

1

log2005 2004
=

log2004 2003 + log2004 2005 = log2004(2003 · 2005) = log2004(2004
2 − 1) <

log2004 2004
2 = 2.

196. Neka je {D} = p∩c i A ∈ p, A 6= D. Ako je C podno¼je normale iz A
na ravan β, a B podno¼je normale iz A na pravu c, ima²emo ϕ = ^ABC,
ψ = ^ADB i γ = ^ADC. Iz trougla 4ABD je AB = AD sinψ, a iz
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trougla 4ABC je AC = AB sinϕ, dok se iz trougla 4ADC dobija je
AC = AD sin γ. Iz ove tri jednakosti sledi da je sin γ = sinϕ sinψ.

197. Ako od tre²e kolone oduzmemo prvu pomno¼enu sa cos δ i oduzmemo
drugu pomno¼enu sa sin δ dobijamo kolonu sa svim elementima 0. Stoga
je i tra¼ena determinanta jednaka 0.

198. Rexeǌe 1 : Iz prve dve jednaqine imamo y = 2x, dok iz prve i
tre²e imamo z = 3x. Sada iz prve dobijamo 648x10 = 1, pa su rexeǌa
datog sistema

(x, y, z) = (
1

10
√
648

,
2

10
√
648

,
3

10
√
648

) i (x, y, z) = (
−1

10
√
648

,
−2

10
√
648

,
−3

10
√
648

).

Rexeǌe 2 : Logaritmujemo jednaqine i dobijamo sistem linearnih jed-
naqina.

Qetvrti razred – B kategorija

199. Broj qlanova u prvih n − 1 grupa je 1 + 2 + . . . + n − 1 = (n−1)n
2 .

Prvi qlan n-te grupe je (n−1)n
2 + 1 i u toj grupi ima n qlanova, pa je

tra¼eni zbir (suma aritmetiqke progresije) jednak Sn = [2( (n−1)n
2 +

1) + (n− 1)] · n2 = n
2 (n

2 + 1).

200. Iz Vijetovih formula dobijamo: x1 + x2 + x3 = 0 i x1x2x3 = −n,
pa je x1

3 +x2
3 +x3

3 = (x1 +x2 +x3)(x1
2 +x2

2 +x3
2)− (x1 +x2 +x3)(x1x2 +

x2x3 + x3x1) + 3x1x2x3 = −3n.

201. Neka je x du¼ina stranice pravougaonika, koja ne pripada hi-
potenuzi, i neka je EF stranica koja pripada hipotenuzi (raspored
taqaka je A,E, F,B). Tada je AE = x tg 30◦, BF = x tg 60◦, odakle je

EF = AB − AE − BF = 8 − 4x√
3
, pa je povrxina P (x) = 8x − 4x2

√
3
. Kako

je P ′(x) = 8− 8x√
3
, dobijamo da je povrxina maksimalna kada je x =

√
3.

Druga stranica pravougaonika ima du¼inu 4.

202. Kako je (x − y)2 > 0 iz prve jednaqine dobijamo z + 4 =
1

1 + (x− y)2 6 1, odakle je z 6 −3. Ali iz druge jednaqine je z > −3
(da bi koren bio definisan), pa dobijamo da je z = −3. Iz druge jed-
naqine dobijamo 2x = 8, tj. x = 4, a iz prve y = 4. Znaqi sistem ima
jedinstveno rexeǌe (x, y, z) = (4, 4,−3).

203. Videti rexeǌe 198. zadatka (5. za tre²i razred B kategorije).
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REXEǋA ZADATAKA OKRU´NOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

204. Oznaqimo sa D sredixte stranice BC. Poxto je simetrala
ugla kod B istovremeno i visina trougla ABD, onda je taj trougao
jednakokrak, tj. AB = BD = 1

2BC. Dakle, imamo da je BC = AB + 2 =
2AB ili BC = AB + 1 = 2AB. Drugi sluqaj je nemogu², jer je tada
AB = 1, BC = 2 i AC = 0 ili AC = 3, xto je u suprotnosti sa
nejednakosti trougla. Dakle, du¼ine stranica su AB = 2, AC = 3 i
BC = 4.

205. Rexeǌe 1 : A1 je centar opisanog kruga oko trougla 4BHC, pa je
na simetrali stranice CH, kao i B1 (iz 4CHA), pa je A1B1 ⊥ CH,
tj. A1B1 ‖ AB. Analogno se pokazuje i B1C1 ‖ BC i C1A1 ‖ CA.
Doka¼imo da je H centar opisanog kruga oko trougla A1B1C1: iz
4AHB ∼= 4AHcB (gde je Hc presek produ¼etka visine iz C sa opisan-
im krugom oko 4ABC, polupreqnika R) sledi da je HA1 = R. Analogno
se pokazuje i za HB1 i HC1, tj. dobijamo HA1 = HB1 = HC1 = R. Kako
su uglovi 4A1B1C1 jednaki odgovaraju²im uglovima 4ABC (uglovi sa
paralelnim kracima) i iz qiǌenice da ova dva trougla imaju jednake
polupreqnike opisanih krugova sledi podudarnost ova dva trougla.

Rexeǌe 2 : Neka je A2B2C2 trougao koji nastaje kad kroz taqku A
postavimo pravu C2B2 ‖ BC, kroz B pravu A2C2 ‖ CA i kroz C pravu
B2A2 ‖ AB.
Iz CH ⊥ AB ⇒ CH ⊥ B2A2, kao i BH ⊥ CA ⇒ BH ⊥ A2B2, pa je
qetvorougao CHBA2 tetivan, tj. taqka A2 pripada krugu opisanom oko
trougla 4HBC, odnosno HA2 je preqnik tog kruga, pa je A1 sredixte
HA2. Analogno je i B1 sredixte HB2, te je A1B1 sredǌa linija u
trouglu 4HA2B2, pa je A1B1 = 1

2A2B2. Kako iz 4ABC ∼ 4CAB2 ∼
4A2BC ⇒ AB = CB2 = A2C, dobijamo da je AB = 1

2A2B2, odnosno
AB = A1B1. Analogno se dobijaju i BC = B1C1 i CA = C1A1, pa je
4ABC ∼= 4A1B1C1.

206. Odgovor: 1503. Ako bi posmatrali niz bn = n2

2004 , tada je an = [bn].
Dokle god je bn+1−bn 6 1, to je an+1−an ili 0 ili 1, tj. ni jedan broj ne
biva preskoqen. Tek za n = 1002, bn+1− bn = 2n+1

2004 > 1, pa je od tada niz
{an} strogo rastu²i tj. svaki slede²i qlan je razliqit od prethodnog.
Kako je a1002 = 501, niz je uzimao sve cele vrednosti od 0 do 501 (dakle
502 razliqite vrednosti) plus jox vrednosti koje uzimaju qlanovi sa
indeksima 1003 do 2003 (a one su sve me±usobno razliqite, dakle 1001
razliqit qlan). Dakle, niz {an} sadr¼i 502 + 1001 = 1503 razliqitih
qlanova.
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207. a) Ne, jer bi onda 8 | 4 (zbog poznatog svojstva da x − y | P (x) −
P (y) za svaki polinom P sa celobrojnim koeficijentima bi imali da
8 = 15− 7 | P (15)− P (7) = 12− 8 = 4)!
b) Da, npr. P (x) = 2x− 9.

208. Ako oznaqimo redom objekte, vidimo da n strada od n + 1 i od
n + 2. Stoga za k 6 3 trgovac ne mo¼e nikako da otplovi prvi put,
a da iza ǌega ne ostane neko ko nastrada (npr. iz svakog od skupova
{1, 2, 3} i {5, 6, 7} moramo da uzmemo bar 2 elementa!). Doka¼imo da je
tra¼eno k upravo k = 4. Oznaqavaju²i A kao poqetnu obalu, a B kao
zavrxnu, trgovac mo¼e za k = 4 da primeni slede²e poteze:
A: utovari mixa, pacova, psa i vuka
B: istovari mixa i psa
A: utovari sir i maqku
B: istovari sir i maqku, utovari mixa i psa
A: istovari mixa i psa, utovari medveda
B: istovari medveda
A: utovari mixa i psa
B: istovari mixa, pacova, psa i vuka.
Stoga je k = 4 minimalno k koje zadovoǉava uslove zadatka.

Drugi razred – A kategorija

209. Oznaqimo sa x =
n+

√
n2 − 4

2
. Tada je

1

x
=
n−

√
n2 − 4

2
i x+

1

x
= n.

Doka¼imo da je xm +
1

xm
= k za neki prirodan broj k. Ovo tvr±en-

je dokazujemo indukcijom po m. Za m = 1, ono je oqigledno. Pret-
postavimo da tvr±eǌe va¼i za sve prirodne brojeve maǌe od nekog m
i doka¼imo ga za m. Po±imo od jednaqine x+ 1

x = n i stepenujmo sa m
i levu i desnu stranu. Ako na levu stranu primenimo binomnu formu-
lu i grupixemo sabirke prvi sa posledǌim, drugi sa pretposledǌim,
itd. dobijamo(

xm +
1

xm

)
+m

(
xm−2 +

1

xm−2

)
+

(
m

2

)(
xm−4 +

1

xm−4

)
+ . . . = nm.

Sabirak u prvoj zagradi je onaj koji raqunamo, i to je pozitivan broj.
Me±utim u svim ostalim zagradama se nalazi prirodan broj, prema
induktivnoj pretpostavci. Zbog toga je i xm+1 + 1

xm+1 prirodan broj.
Prema tome xm + 1

xm = k za neki prirodan broj k. Uvode²i smenu
xm = t i rexavaju²i dobijenu kvadratnu jednaqinu dobijamo da je

t = k±
√
k2−4
2 . Poxto je x > 1, tada je i t > 1, pa je t = k+

√
k2−4
2 . Time je

tvr±eǌe dokazano.

210. Bez umaǌeǌa opxtosti mo¼emo pretpostaviti da je AB < CB.
Oznaqimo sa X taqku na tangenti t, takvu da je taqka B izme±u M i X.
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Zbog jednakosti ugla izme±u tetive i tangente i periferijskog ugla
nad tom tetivom imamo ^ACB = ^ABM i ^CAB = ^CBX. Odatle je

sin^MBC = sin(180◦ − ^CBX) = sin^CBX = sin^CAB i
BC

sin^BAC

S
=

BA

sin^BCA
=

BA

sin^MBA
, pri qemu smo za jednakost S koristili sinusnu

teoremu u trouglu 4ABC. Daǉe je:

MA

MC
=
P4MBA

P4MBC
=

1
2MB ·BA · sin^MBA
1
2MB ·BC · sin^MBC

=
BA2

BC2
· BC

sin^MBC
· sin^MBA

BA

=
BA2

BC2
· BC

sin^BAC
· sin^MBA

BA
=
BA2

BC2
· 1 = k2.

A C

B

X

M

α

α

β

β

211. Brojevi x +
√
x2 + 1 i y +

√
y2 + 1 su pozitivni. Ako su x i y

oba pozitivna, tada su x +
√
x2 + 1 i y +

√
y2 + 1 ve²i od 1, pa ǌihov

proizvod ne mo¼e biti 1. Sliqno se dokazuje da je nemogu²e da i x i
y budu negativni.
Prema tome, x i y su razliqitog znaka. Neka je, ne umaǌuju²i opxtost,
x > 0 a y < 0. Treba dokazati da je |x| = |y|. Pretpostavimo da to
nije taqno. Tada je, ili |x| > |y| ili |y| > |x|. Ova dva sluqaja su
analogna, i zato je dovoǉno razmotriti samo prvi. Kako je x > −y,
va¼i x +

√
x2 + 1 > −y +

√
y2 + 1, pa je

(
x+

√
x2 + 1

)
·
(
y +

√
y2 + 1

)
>

(
−y +

√
y2 + 1

)
·
(
y +

√
y2 + 1

)
= 1. Kontradikcija! Prema tome, x+y =

0.

212. Rexeǌe 1 : Neka je T te¼ixte, A1 sredixte BC, a D podno¼je vi-
sine iz A (rexeǌe je bez obzira da li D pada na BC ili produ¼etak).
Poxto T le¼i na krugu nad BC, kao preqnikom, to je BC = 2TA1. Kako
je ctg β = BD

AD , ctg γ = CD
AD (ako bi jedan od ovih uglova bio tup jedno

od ovih bi bilo − ctg) onda je:
ctg β + ctg γ = BD

AD + CD
AD = CB

AD > CB
AA1

= 2AA1

3AA1
= 2

3
(u sluqaju tupog ugla ovde umesto plusa imamo minus, ali tada je up-
ravo CB =| DB − CD |). Jednakost va¼i kad je AD = AA1, tj. kada je
trougao jednakokrak.

Rexeǌe 2 : Neka su C1,B1, T , redom sredixte AB, sredixte AC,
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te¼ixte trougla. Oznaqimo jox γ1 = ^BCC1, γ2 = ^ACC1, β1 =
^ABB1, β2 = ^CBB1 i x = tb

3 , y = tc
3 . Sa slike vidimo: ctg β1 = 2x

y ,

ctg β2 = x
y , ctg γ1 = y

x , ctg γ2 = 2y
x . Ostaje lakxi raqun – ctg β + ctg γ =

ctg (β1 + β2)+ctg (γ1 + γ2), primenom adicione formule za ctg zbira do-

bijemo da je taj izraz na kraju: x2+y2

3xy , a iz nejednakosti kvadratne

i geometrijske sredine dobijamo x2+y2

3xy > 2
3 . Jednakost va¼i kad je

AB = AC.

213. a) Nakon svakog koraka je broj crvenih poǉa paran. Na poqetku
imamo 2002× 2003 belih i 0 crvenih poǉa, tj. taj broj je paran, a ako
bi imali isti broj belih i crvenih poǉa, taj broj bi bio 1001 ·2003 =
2 005 003 neparan, xto je nemogu²e.
b) Mogu²e je jer mo¼emo da promenimo boju 9 poǉa (kvadrat 3× 3) i
4 poǉa (ako promenimo boju u kvadratima 3× 3 sa doǌim levim poǉem
u A1,A2,B1,B2, promeni²emo boju samo u poǉima A1,A4,D1 i D4).
1001 · 2003 = 2 005 003 = 9 · 222 775 + 4 · 7.

Tre²i razred – A kategorija

214. Neka su M i N redom sredixta stranica BC i DA redom, i P ′

tre²e teme jednakostraniqnog trougla MNP ′, gde je P ′ u unutraxn-
josti MNAB. Tada je P ′M = MN = AB = 1

2BC = MB = MC, odak-
le sledi da su trouglovi P ′MB i P ′MC jednakokraki. Zato zbog
^P ′MB = 90◦ − 60◦ = 30◦ imamo ^P ′BM = ^BP ′M = 75◦, odakle je
^ABP ′ = 90◦− 75◦ = 15◦. Sliqno je ^BAP ′ = 15◦, pa zakǉuqujemo da je
P ′ ≡ P .
Kako je ^PMC = 150◦ i PM =
MC, dobijamo ^PCM = 15◦ i
^PCD = 75◦. Na isti naqin je
^PDC = 75◦, odakle konaqno sle-
di ^CPD = 180◦ − 2 · 75◦ = 30◦.

A

B C

D

M

N

P

215. Oznaqimo sa ha, hb i hc odgovaraju²e visine, sa r polupreq-
nik upisanog kruga i sa P povrxinu trougla 4ABC. Iz sliqnos-
ti trougla 4ABC sa trouglovima koje odsecaju odseqci m, n i p

od trougla 4ABC dobijamo da je
m

a
=

ha − r
ha

= 1 − r

ha
i sliqno

n

b
= 1 − r

hb
i
p

c
= 1 − r

hc
. Dakle,

m

a
+
n

b
+
p

c
= 3 − r

(
1

ha
+

1

hb
+

1

hc

)
=

3− r
(
a

2P
+

b

2P
+

c

2P

)
= 3− r

(
a+ b+ c

2P

)
= 3− r

r
= 2.

216. Polinom P (x) = (x+ b1)(x+ b2) · · · (x+ b2004)−α je 2004-tog stepena
i ǌegove (me±usobno razliqite realne) nule su: a1, a2, . . . , a2004, pa je
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P (x) = (x − a1)(x − a2) · · · (x − a2004). Dakle, za svako i ∈ {1, 2, . . . , 2004}
imamo: P (−bi) = (−bi−a1)(−bi−a2) · · · (−bi−a2004) = (bi+a1)(bi+a2) · · · (bi+
a2004). S druge strane, imamo i da je P (−bi) = (−bi+b1)(−bi+b2) · · · (−bi+
b2004)− α = −α.

217. Doka¼imo prvo da su brojevi
√
p2 + 14pq + q2 i

√
p2 + 7pq + q2

prirodni. Ako je a = p2 + 14pq + q2 i b = p2 + 7pq + q2, onda je za neko
c ∈ N,

√
a+

√
b = c. Zato je

√
a = c−

√
b xto implicira a = c2 + b− 2c

√
b,

odnosno
√
b =

c2 + b− a
2c

. Dakle,
√
b je racionalan broj xto je mogu²e

samo u sluqaju da je b potpun kvadrat. Analogno zakǉuqujemo da je
i a potpun kvadrat. Zato su α =

√
p2 + 14pq + q2 +

√
p2 + 7pq + q2 i

β =
√
p2 + 14pq + q2 −

√
p2 + 7pq + q2 prirodni brojevi. Kako je αβ =

7pq, to je α ∈ {1, q, p, pq, 7, 7q, 7p, 7pq}. Bez gubǉeǌa opxtosti mo¼emo
da pretpostavimo da je p > q, te je 7q = 4q + 3q =

√
q2 + 14qq + q2 +√

q2 + 7qq + q2 6
√
p2 + 14pq + q2 +

√
p2 + 7pq + q2 = α. Analogno je i

α 6 7p. Otuda je α ∈ {7q, 7p, pq}. Ako je α = 7q ili α = 7p odmah sledi
da je p = q. U sluqaju da je α = pq, koriste²i zakǉuqak da je α 6 7p
nalazimo da je q 6 7. Zamenom za q ∈ {2, 3, 5} nalazimo da ne postoji
odgovaraju²i prost broj p, a za q = 7 dobijamo da je i p = 7.
Svi parovi prostih brojeva koji zadovoǉavaju uslov zadatka su (p, p),
gde je p proizvoǉan prost broj.

218. Stavimo f(1) = a. Kako je za svako x, f(x) = f( x+2x
3 ) = f(x)+f(2x)

3 ,
dobijamo f(2x) = f(x): izme±u ostalog, f(1) = f(2) = f(4) = a. Tako±e,

a = f(2) = f( 3+3
3 ) = f(3)+f(3)

2 = f(3).
Dokaza²emo indukcijom da je f(n) = a za svako n ∈ N. Pretpostavimo
da je f(1) = f(2) = . . . = f(n− 1) = a. Tada za dato n postoji i ∈ {1, 2, 3}
takvo da je n+ i deǉivo sa 3. Zato je a = f(n+i

3 ) = f(n)+f(i)
2 = f(n)+a

2 , tj.

f(n) = a, s obzirom na to da je n+i
3 6 n− 1 za n > 4. Ovim je indukcija

zavrxena.

Qetvrti razred – A kategorija

219. Neka je X presek prava BG i AE. Poxto je BX ⊥ AF i AX ⊥ BF
sledi da je X ortocentar trougla ABF te je prema tome FX ⊥ AB ⇒
FX ‖ BC ‖ AD. Sledi:

EF

ED
=
FX

DA
=
FX

BC
=
GF

GC
,

gde prva jednakost sledi iz 4EFX ∼ 4EDA, a posledǌa iz 4GFX ∼
4GCB. Iz prethodnog dobijamo da je GE ‖ CD ⊥ BH. Poxto je BE ⊥
GH sledi da je E ortocentar trougla GHB iz qega ^EGB = ^EHB
sledi direktno.

220. Rexeǌe 1 : Pretpostavimo da smo odabrali poǉa ai,σ(i), gde je
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i = 1, 2, . . . , n i σ permutacija skupa {1, 2, . . . , n}. Tada je
n∑

i=1

1

ai,σ(i)
=

n∑

i=1

(i+ σ(i)− 1) = 2
n∑

i=1

i− n = n2.

Po nejednakosti Koxi-Xvarc-Buǌakovskog je
n∑

i=1

1

ai,σ(i)
·

n∑

i=1

ai,σ(i) > n2,

odakle sledi tvr±eǌe.

Rexeǌe 2 : Ako su me±u izabranim brojevima aij i akl pri qemu je i < k
i j < l, onda se lako pokazuje da je aij+akl > ail+akj. Tako zakǉuqujemo
da se najmaǌa vrednost zbira aij dosti¼e onda kada odaberemo upravo
a1n, a2,n−1, . . . , an1 – a tada je zbir jednak 1.

221. Rexeǌe 1 : Primetimo da prva jednaqina predstavǉa jednaqinu
ravni, dok druga jednaqina sistema predstavǉa jednaqinu sfere sa
sredixtem u taqki (0, 0, 0), polupreqnika |b|. Uzimaju²i to u obzir
dobijamo da za |a| = |b|

√
3 sistem ima jedinstveno rexeǌe. Sistem

nema rexeǌa ako je |a| > |b|
√
3.

Rexeǌe 2 : Iz prve jednaqine imamo x = a− y − z, xto kad uvrstimo u
drugu jednaqinu dobijamo kvadratnu jednaqinu (po y) 2y2+(2z−2a)y+
2z2−2az+a2−b2 = 0. ǋena diskriminanta Dy = 4(−3z2+2az+2b2−a2)
mora biti Dy = 0 da bi jednaqina imala jedinstveno rexeǌe. Dy = 0
ima jedinstveno rexeǌe (po z) ukoliko je ǌena diskriminanta Dz =
128(3b2 − a2) = 0, a to je ispuǌeno za a2 = 3b2, tj. |a| = |b|

√
3.

Sistem nema rexeǌa ukoliko je Dy < 0, xto va¼i za svako z ukoliko
je Dz < 0 (jer je koeficijent uz z2 jednak −12 < 0). Dz < 0 kada je
a2 > 3b2, tj. |a| > |b|

√
3.

222. Kako top u svakom potezu mo¼e da odigra na taqno 4 poǉa (3 po
horizontali i 1 po vertikali), to je tn = 4n. Oznaqimo sa an broj n-
poteza kraǉem ako se kraǉ nalazi na ugaonom poǉu (A1,A2,D1,D2), a
sa bn broj n-poteza kraǉem ako se kraǉ nalazi na nekom od centralnih
poǉa (B1,B2,C1,C2). Kako kraǉ sa ugaonog poǉa mo¼e da ode na 1
ugaono i 2 centralna poǉa dobijamo an+1 = an + 2bn. Kako kraǉ sa
centralnog poǉa mo¼e da ode na 2 ugaona i 3 centralna poǉa dobijamo
bn+1 = 2an + 3bn. Iz ovog sistema rekurentnih jednaqina dobijamo
an+2 − 4an+1 − an = 0. Primetimo jox da je kn = an. Kako je

n 0 1 2 3 4 5 6 7 . . .
kn 1 3 13 55 233 987 4181 17711 . . .
tn 1 4 16 64 256 1024 4096 16384 . . .

ostaje jox da se matematiqkom indukcijom poka¼e da je kn > tn za
n > 6: 1◦ Baza matematiqke indukcije za n = 6 imamo da je a6 = 4181 >
4096 = 46 = t6. X.
2◦ Indukcijska pretpostavka pretpostavimo da za n = k va¼i ak > 4k =
tk.
3◦ Indukcijski korak za n = k + 1 imamo ak+1 = 4ak + ak−1 > 4k + 4k−1 >
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4k+1 = tk+1.
Stoga kn < tn va¼i za n ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.

223. Imamo 2 sluqaja: 1◦ trougao T nije jednakokrak
povlaqeǌem visine iz temena pravouglog trougla trougao je razbijen
na dva trougla koji su sliqni polaznom. Ako ponavǉamo ovaj postupak
(uvek sa maǌom ”polovinom” posledǌe-podeǉenog trougla) dolazimo
do tra¼enog razbijaǌa trougla T .

T1

T2

T3· · · T1

T2 T3

T4

T5

T6

2◦ trougao T je jednakokrak
ponovimo postupak iz prethodnog sluqaja i podelimo trougao na 1999
delova, a zatim jedan od dva najmaǌa trougli²a podelimo na 6 delova
kao na slici desno (stranice ovih trougli²a se odnose kao 1 :

√
2 : 2 :

2
√
2 : 4 : 3

√
2), xto nam daje tra¼enu podelu.

Napomena: Postoje i drugaqija razbijaǌa u sluqaju 2◦.

Prvi razred – B kategorija

224. Neka je n = 2k + 1. Tada je nn − n = n · (nk − 1) · (nk + 1). Kako su
nk−1 i nk+1 uzastopni parni brojevi, taqno jedan od ǌih je deǉiv sa
4, a jedan sa 2, ali ne i sa 4. Dakle, proizvod ta dva broja je deǉiv
sa 8. Ako je n deǉivo sa 3, onda je tvr±eǌe zadatka pokazano. Ako
nije, onda ni nk nije deǉivo sa 3. Tada je ili nk−1 ili nk+1 deǉivo
sa 3, jer od tri uzastopna prirodna broja jedan mora biti deǉiv sa
3. Time smo u svakom sluqaju dobili da je broj nn − n deǉiv sa 24 za
sve neparne prirodne brojeve n.

225. Neka je podno¼je normale n iz S na BC taqka M , a presek n i
AD taqka M . Qetvorougao ABCD je tetivan pa je ^DAC = ^DBC
(nad tetivom DC). Iz ^ASD = ^BMS = 90◦ dobijamo da je ^ADS =
^BSM . Kako je ^BSM = ^DSN (unakrsni uglovi) dobijamo da je
4DSN jednakokraki (^NDS = ^DSN), tj. NS = ND. Stoga je N
centar opisane kru¼nice oko pravouglog 4ADS, pa je NA = ND, xto
je i trebalo dokazati.
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A B

C

D

S

N

M

E B

C

A

β + γ α β

γ

226. a) Sabiraǌem levih i desnih strana jednakosti α+ β + γ = 180◦

i α− β = 2γ dobijamo 2α = 180◦ + γ, tj. α = 90◦ + γ
2 > 90◦.

b) Kako je ^EAC = β + γ (spoǉaxǌi ugao) iz jednakokrakog trougla
4EAC dobijamo ^AEC = ^EAC = β + γ. Stoga je ^ECA = 180◦ −
^AEC − ^EAC = 180◦ − 2(β + γ) = α + β + γ − 2(β + γ) = α − β − γ =
2γ − γ = γ = ^ACB, pa je CA simetrala ugla ^ECB.

227. Ako u relaciji f(x) + 2f(1− x) = x umesto svakog x stavimo 1− x
dobijamo f(1 − x) + 2f(x) = 1 − x. Rexavaju²i ovaj sistem jednaqina
nalazimo f(x) = −x+ 2

3 .

228. Mogu²a su dva rasporeda (po nacionalnostima):

IFFFFIXXXXXI i IXXXXXIFFFFI.

Kako u svakom od ovih rasporeda Italijane mo¼emo rasporediti na 3!
naqina, Francuze na 4! i Xpance na 5! dobijamo da se ovi ǉudi mogu
rasporediti na 2 · 3! · 4! · 5! = 34560 naqina.

Drugi razred – B kategorija

229. Iz jednakosti ^CAD =
^CBD (periferijski uglovi kru-
ga) i iz jednakokrakog trougla
4BCD dobijamo ^CDB = ^CBD.
Stoga je ^CAD = ^CDO, xto
sa ^ACD = ^OCD daje sliqnost
4ACD ∼ 4DCO. Dakle, va¼i
AC

DC
=
CD

CO
, odakle je AC = 18cm.

A B

C

D

O

230. Iz (x1−x2)
2 = (x1+x2)

2−4x1x2 =
4(5a+ 3)2

25
− 4(5a2 + 6a+ 1)

5
=

16

25
,

dobijamo da x1 − x2 =
4

5
ne zavisi od parametra a.
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231.
√
x(x + 1) + x(x − 4) + 1 = x

√
x +

√
x + x2 − 4x + 1 = (x2 − 2x + 1) +√

x(x − 2
√
x + 1) = (x − 1)2 +

√
x(
√
x − 1)2 > 0. Jednakost va¼i samo za

x = 1.

232. Kako je broj 1+i
√

3
2 tre²i koren iz −1, a broj −1+i

√
3

2 tre²i koren

iz 1, dobijamo da je z = ( 1+i
√

3
2 )2004 + (−1+i

√
3

2 )2004 =
(
( 1+i

√
3

2 )3
)668

+
(
(−1+i

√
3

2 )3
)668

= (−1)668 + 1668 = 2.

233. Rexeǌe 1 : E = (x+ y+ 1)2 + (x− 2)2 − 3 ima najmaǌu vrednost ako
je x+ y + 1 = 0 i x− 2 = 0, tj. Emin = −3 je za x = 2 i y = −3.

Rexeǌe 2 : Kvadratna funkcija E(x, y) = y2 + 2(x + 1)y + 2(x2 − x + 1)
ima minimum (zbog a = 1 > 0) za y = −b

2a = −(x + 1). Kada to uvrstimo
u polazni izraz dobijamo E(x) = x2 − 4x + 1, xto ima minimum za
x = −b

2a = 2. Znaqi izraz E ima najmaǌu vrednost za x = 2 i y = −3 (i
tad je Emin = −3).

Tre²i razred – B kategorija

234. Polazna jednaqina je ekvivalentna jednaqini x2

4 +
(
x
2 − y

)2
+(

x
2 − z

)2
+
(
x
2 − t

)2
= 0 a jedino rexeǌe prethodne jednaqine je x =

y = z = t = 0.

235. Da bi oba korena bila definisana potrebno je da va¼i sinx > 0
i cosx > 0, tj. 2kπ 6 x 6 π

2 + 2kπ, k ∈ Z. Ako kvadriramo polaznu

nejednaqinu dobijamo sinx + cosx + 2
√
sinx cosx > 1. Kako za sinx > 0,

cosx > 0 va¼i sinx+ cosx > 1, a za sinx > 0, cosx > 0 je sinx+ cosx > 1,
dobijamo da su sva rexeǌa date nejednaqine 2kπ < x < π

2 + 2kπ, k ∈ Z.

236. Neka je O centar kruga k. Tada je centralni ugao ^BOC = 120◦,
pa se primenom kosinusne teoreme u trouglu 4BOC dobija BC2 =
r2 + r2 − 2 · r · r · cos 120◦ = 3r2, odnosno BC = r

√
3.
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A B

C

O

k

Ap

Aq

r

r

r
√

3

237. Determinanta sistema mora biti ∆ =

∣∣∣∣∣∣

b a 0
c 0 a
0 c b

∣∣∣∣∣∣
= −2abc 6= 0 da bi

sistem imao jedinstveno rexeǌe. Tada se dobija rexeǌe:

x =
b2 + c2 − a2

2bc
, y =

a2 + c2 − b2
2ac

, z =
a2 + b2 − c2

2ab
.

238. Neka su E, F i G podno¼ja apotema i O podno¼je visine pi-
ramide ABCD. Povrxinu trougla 4ABC izrazimo na dva naqi-

na:
1

2
a(OF + OG + OE) =

a2
√
3

4
, pa je OF + OG + OE =

a
√
3

2
. Sa

druge strane, va¼i OG = H ctgα, OE = H ctg β i OF = H ctg γ, pa je

H =
a
√
3

2(ctgα+ ctg β + ctg γ)
(ovaj rezultat va¼i i kada je O van trougla

4ABC) i odatle V =
a3

8(ctgα+ ctg β + ctg γ)
.

A

B

C

D

O

E

F

G

A B

C

O
E

F

G

Qetvrti razred – B kategorija

239. Iz R2 = r2 + (H − R)2 nalazi se r2 = 2HR −H2 i s =
√
r2 +H2 =√

2HR, pa je M = π
√
2HR−H2 ·

√
2HR. Ako posmatramo funkciju
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f(H) = M2

2π2 , f(H) = (2HR −H2) ·HR bi²e f ′(H) = HR(4R − 3H) i ova
funkcija (isto kao i M) ima maksimum za H = 4

3R.

240. Iz
z + 1

z − 1
=

cosϕ+ i sinϕ+ 1

cosϕ+ i sinϕ− 1
=

2 cos2 ϕ
2 + 2 sin ϕ

2 cos ϕ2
−2 sin2 ϕ

2 + 2 sin ϕ
2 cos ϕ2

= −i ctg ϕ
2

dobijamo modul

∣∣∣∣
z + 1

z − 1

∣∣∣∣ =
∣∣ctg ϕ

2

∣∣. Ako je ctg ϕ
2 > 0, tj. 2kπ < ϕ < (2k +

1)π, bi²e arg
z + 1

z − 1
= −π

2
, a ako je ctg ϕ

2 < 0, tj. (2k − 1)π < ϕ < 2kπ,

bi²e arg
z + 1

z − 1
=
π

2
.

241. Iz y(x2−x+1) = x2 +x+1 dobija se (y− 1)x2− (y+1)x+ y− 1 = 0.
Za y = 1 bi²e x = 0, a za y 6= 1 da bi rexeǌa kvadratne jednaqine
po x bila realna treba da diskriminanta D = −3y2 + 10y − 3 bude

nenegativna, tj.
1

3
6 y 6 3.

242. Ako bi se 1+2+ . . .+n = n(n+1)
2 zavrxavao nekom od cifara 2,4,7

ili 9, onda bi se n(n+1) zavrxavao ili sa 4 ili sa 8, xto je nemogu²e
jer se proizvod dva uzastopna prirodna broja mo¼e zavrxavati samo
jednom od cifara 0, 2 ili 6.

243. Zbir spoǉaxǌih uglova konveksnog mnogougla jednak je 360◦,
pa konveksan mnogougao mo¼e imati najvixe 3 tupa spoǉaxǌa ugla i
prema tome najvixe 3 oxtra unutraxǌa ugla. Oxtrougli trouglovi
su, na primer, konveksni mnogouglovi sa tri oxtra unutraxǌa ugla.

REXEǋA ZADATAKA REPUBLIQKOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

244. Rexeǌe 1 : Oznaqimo sa ~a =
−−→
AB, ~c =

−−→
BC i ~d =

−−→
AD. Tada je−→

AC = ~a+ ~c,
−−→
DC = −~d+ ~a+ ~c, −−→AX = 1

2~a i
−→
AY =

−−→
AD + 1

2

−−→
DC = 1

2 (~a+ ~c+
~d).

Iz uslova zadatka imamo da je
−→
AP = p · −→AC = p · (~a + ~c), za p > 1. Za

taqku N koja pripada stranici AD va¼i
−−→
AN = n · −−→AD = n · ~d (gde je

0 < n < 1) i sliqno
−−→
BM = m · −−→BC = m · ~c (gde je 0 < m < 1), odak-

le dobijamo
−−→
AM = ~a +m · ~c. Da bi taqke N , Y i P bile kolinearne

mora da va¼i ϕ · −−→AN + (1 − ϕ) · −→AP =
−→
AY , odakle nalazimo ϕ =

2p− 1

2p

i n =
p

2p− 1
. Sliqno je θ · −−→AX + (1 − θ) · −→AP =

−−→
AM , odakle nalazimo
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θ =
2p− 2

2p− 1
i m =

p

2p− 1
. Kako je AB ‖ DC i m = n iz Talesove teoreme

dobijamo i da je AB ‖ NM ‖ DC.

Rexeǌe 2 : Primetimo da je BM
MC =

S4PMB

S4PMC
. Kako je S4PMB + S4XMB =

S4PXB = S4PXA = S4PCM +S4ACM +S4AXM , dobijamo da je S4PMB =
S4PMC + S4ACM . Prema tome,

BM

MC
=
S4PMC + S4ACM

S4PMC
= 1 +

S4ACM

S4PMC
= 1 +

AC

CP
. (1)

Sliqno kao i gore, koristi²emo da je AN
ND =

S4PNA
S4PDN

. Kako je Y sre-

dixte du¼i CD, va¼i: S4PNC = S4PY C + S4Y CN = S4PDY + S4DYN =
S4PDN . Iz S4PNA = S4PNC + S4CNA sledi da je

AN

ND
=
S4PNA

S4PDN
=
S4PNC + S4CNA

S4PNC
= 1 +

S4CNA

S4PNC
= 1 +

AC

CP
. (2)

Iz (1) i (2) sledi AN
ND = MB

MC , xto znaqi da je NM ‖ AB ‖ CD.

A B

C
D

P

X

YN M

A B

C

M N

P

C1

Q

245. Pretpostavimo bez smaǌeǌa opxtosti da je M izme±u taqaka A
i N . Neka je C1 sredixte du¼i AB. Konstruiximo taqku P sa one
strane prave AB na kojoj je C takvu da je 4PMN ∼= 4CC1B. Neka
krug k opisan oko MCN seqe pravu MP u taqkama M i Q. Tada je
^NCQ = ^NMQ = 90◦ dok je ^NCP = ^BNC > 90◦ (jer je CP ‖ AB).
Sledi da se taqka P nalazi izvan kruga k, pa je prema tome ^MCN =
^MQN > ^MPN = 30◦.

246. Pretpostavimo bez smaǌeǌa opxtosti da je a najve²i od tri
broja: a > b, a > c. Tada iz a | 2c+ 1 6 2a+ 1 i 2c+ 1 6= 2a dobijamo da
je a = 1 ili 2c+ 1 = a.
Ako je a = 1 onda imamo rexeǌe (a, b, c) = (1, 1, 1).
Ako je 2c + 1 = a onda imamo b | 4c + 3 i c | 2b + 1 i tada ulazimo u 3
sluqaja:
1◦ ako je b = c onda b | 4b + 3 i b | 2b + 1, pa i b | 4b + 3 − 2(2b + 1) = 1,
xto povlaqi b = 1, odnosno (a, b, c) = (3, 1, 1).
2◦ Ako je b < c, onda 2b+1 < 3c, pa je 2b+1 = c i onda b | 4c+3 = 8b+7,
tj. b | 7. U ovom sluqaju je (a, b, c) = (31, 7, 15) ili (a, b, c) = (7, 1, 3).
3◦ Ako je b > c, onda b | 4c+ 3 6 4b− 1, pa imamo samo dve mogu²nosti:
4c + 3 = b i 4c + 3 = 3b. U prvom sluqaju c | 2b + 1 = 8c + 7, i zato
(a, b, c) = (3, 7, 1) ili (a, b, c) = (15, 31, 7), suprotno pretpostavci da je
a najve²i. U drugom sluqaju c | 6b + 3 = 8c + 9 xto se svodi na c | 9,
odakle dobijamo (a, b, c) = (19, 13, 9) (za c = 1 i c = 3 nema rexeǌa).
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Sva rexeǌa su (1, 1, 1), (3, 1, 1), (7, 1, 3), (31, 7, 15), (19, 13, 9) sa cikliqnim
permutacijama (jer mogu biti i b i c najve²i i onda bi analogno
rezonovali), odnosno (1, 1, 1), (3, 1, 1), (1, 1, 3), (1, 3, 1), (7, 1, 3), (1, 3, 7),
(3, 7, 1), (31, 7, 15), (7, 15, 31), (15, 31, 7), (19, 13, 9), (13, 9, 19), (9, 19, 13).
Dakle, tra¼enih trojki ima 1 + 3 + 3 + 3 + 3 = 13.

247. Ne mo¼e. Poqevxi od prvog reda obojimo svaki qetvrti red crve-
nom bojom. Ukupan broj crvenih poǉa je deǉiv sa 4. Svaka vertikalna
domina pokriva neparan broj crvenih poǉa (1), a svaka horizontalna
paran (0 ili 4). Pretpostavimo da je broj vertikalnih domina jednak
broju horizontalnih domina. Kako je broj domina deǉiv sa 4, ali
ne i sa 8, sledi da su brojevi vertikalnih i horizontalnih domina
deǉivi sa 2, ali ne i sa 4. Stoga je ukupan broj pokrivenih crvenih
poǉa deǉiv sa 2, ali ne i sa 4, xto je kontradikcija (na poqetku
smo videli da je deǉiv sa 4). Prema tome, nije mogu²e da brojevi
vertikalnih i horizontalnih domina budu isti.

248. Cifru desetica i cifru jedinica, koje ispuǌavaju uslove za-
datka, mo¼emo odrediti na 16 naqina: 12, 16, 24, 28, 32, 36, 48, 52,
56, 64, 68, 72, 76, 84, 92, 96. 16 smo mogli dobiti i bez nabrajan-
ja: 16 = 9 · 2 − 2 – cifra desetica mo¼e biti bilo koja sem nule i
za svaku od tih cifara desetica (sem 4 i 8) mo¼emo cifru jedinica
odabrati na 2 naqina (tj. moramo izbaciti 44 i 88). Svaku slede²u
cifru mo¼emo odabrati na 8 naqina (sve sem 0 i prethodne cifre),
te ukupno tra¼enih brojeva ima 16 + 16 · 8 + 16 · 8 · 8 + 16 · 8 · 8 · 8 =
16 + 128 + 1024 + 8192 = 9360.

Drugi razred – A kategorija

249. Rexeǌe 1 : Neka su A1, B1

i C1 sredixta du¼i BC, CA i
AB, redom. Imamo ^BKA =
^A1CA i ^CKA = ^A1BA a
tako±e i ^BAK = ^A1AC iz
qega sledi 4BAK ∼ 4A1AC i
4CAK ∼ 4A1AB. Sada je
^BLK = ^A1B1C = ^BAC i
^KLC = ^BC1A1 = ^BAC odakle
sledi da je ^BLC = 2^BAC.

A

B C
A1

C1 B1

K

L

Rexeǌe 2 : Neka je O centar opisanog kruga k trougla 4ABC. Poxto je
^BOC = 2^BAC dovoǉno je dokazati da je qetvorougao BLOC tetivan.
Primenimo inverziju sa centrom u A i oznaqimo sliku svake taqke X
sa X ′. Poxto je AB′

AC′ =
AC
AB a uglovi sa temenom u A se ne meǌaju sledi

da je AK ′ te¼ixna du¼ trougla 4AB′C ′ iz A na B′C ′. Poxto k ide u
B′C ′ sledi da je K ′ sredixte B′C ′ te je onda zbog AL′ = 2AK ′ taqka L′
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takva da je AC ′L′B′ paralelogram. Neka je M diametralno suprotna
taqka taqki A na k. Poxto AM ⊥ k sledi AM ′ ⊥ B′C ′ te jeM ′ podno¼je
visine iz A na B′C ′ pa je taqka O′, zbog AO′ = 2AM ′, simetriqna taqki
A u odnosu na B′C ′. Sada imamo ^B′O′C ′ = ^B′L′C ′ = ^B′AC ′ te je
B′L′O′C ′ tetivan iz qega sledi da je BLOC tetivan.

250. Oqigledno je b 6 5
2 .

Ako je b 6 5
3 , tada se vrednost izraza a

2+b2+c2+d2+e2 mo¼e pove²ati
tako xto stavimo a = 5− b, c = d = e = b. Tada je a2 + b2 + c2 + d2 + e2 =
(5− b)2 + 4b2 = f(b). Maksimalna vrednost funkcije f(b) na intervalu
(0, 5

3 ) je max{f(0), f( 5
3 )} = 25 i dosti¼e se za a = 5 i b = c = d = e = 0.

Ako je 5
3 6 b 6 5

2 tada se vrednost izraza a2 + b2 + c2 + d2 + e2 mo¼e
pove²ati tako xto stavimo a = 5 − b, c = d = b i e = 5 − 2b. Tada je
a2+b2+c2+d2+e2 = (5−b)2+3b2+(5−2b)2 = g(b). Maksimalna vrednost
funkcije g(b) na intervalu ( 5

3 ,
5
2 ) je max{g( 5

3 ), g(
5
2 )} = 25 i dosti¼e se

za a = b = c = d = 5
2 i e = 0.

251. Neka je p < a prost broj. Ako je n deǉiv sa p, dokaz je gotov.
Neka n nije deǉiv sa p. Onda brojevi 2n+1, 3n+1, . . . , (p+1)n+1 daju
razliqite ostatke r1, r2, . . . , rp pri deǉeǌu sa p. Zaista, ako je ri = rj
za i 6= j, onda je (i − j)n deǉivo sa p, pa je i i − j deǉivo sa p, xto je
nemogu²e, jer je 1 6 |i − j| < p. Poxto imamo p razliqitih ostataka,
jedan od ǌih je jednak nuli.

252. Kako je x2 = x1 − 4, to je p+ q = x1x2 − (x1 + x2) = x1(x1 − 4)− x1 −
(x1 − 4) = x1

2 − 6x1 + 4 = (x1 − 3)2 − 5. Dakle, zbir p + q je minimalan
ako je x1 = 3, x2 = −1 (p = −2, q = −3).

253. Postoji. Skup:

{2, 223, 22325, . . . , 223252 · · · p2
n−1pn, . . . },

gde je pn n-ti prost broj zadovoǉava uslove zadatka: zbir ma koliko
brojeva iz ovog skupa je deǉiv sa nekim pk, gde je k, indeks minimalnog
sabirka te sume, a nije deǉiv sa pk

2 (jer su ǌime deǉivi ostali sabir-
ci, a prvi je deǉiv samo sa prvim stepenom pk), te nikako ne mo¼e biti
stepen (ve²i od 1) nekog prirodnog broja.

Tre²i razred – A kategorija

254. Rexeǌe 1 : Obele¼imo sa H drugu preseqnu taqku kruga k sa PQ.
Kako je AB simetrala du¼i PH zakǉuqujemo da je ^PAQ = ^QAH.
Iz jednakosti PD = PC imamo ^PHC = ^PDC = ^PCD i sliqnost
trouglova ∆PCE ∼ ∆PHC. Zato je PH ·PE = PC2 = PQ2. Taqka Q je
sredixte PH, pa je 2PE = PQ, odnosno PE = EQ.
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Uglovi ^GFQ i ^CEP su jednaki (uglovi sa normalnim kracima). Iz
gorǌe sliqnosti imamo jednakost ^PEC = ^PCH = ^PAH = 2^PAQ.
FE je sredǌa linija trougla 4PQA, pa sledi ^PAQ = ^EFQ. Sada
imamo ^GFQ = 2^PAQ = 2^EFQ, xto je ekvivalentno sa qiǌenicom

da je EF simetrala ^GFQ. Trou-
glovi 4GFE i 4QFE su podu-
darni i GE = EQ = EP .
Iz podudarnosti zakǉuqujemo da
je AF = FQ = FG, pa je ^GAF =
^EFQ. Sada je AG paralelno sa
EF , xto znaqi da su taqke A, G i
P kolinearne.

A B

P
C

D

H

QF

E
G

Rexeǌe 2 : Neka je l krug sa centrom P i polupreqnikom PQ. Posma-
trajmo inverziju u odnosu na krug l. Krug k se preslikava u pravu
CD, a prava AB se preslikava u krug m sa preqnikom PQ. Poxto su
krug k i prava AB ortogonalni, i ǌihove slike pri inverziji ²e biti
ortogonalne, xto znaqi da se centar kruga m nalazi na CD. To znaqi
da je E sredixte du¼i PQ. Taqka A pripada i krugu k i pravoj AB pa
ǌena slika A′ mora pripadati i pravoj CD i krugu m. A′ tako±e mora
pripadati i du¼i PA, xto znaqi da je A′ presek pravih PA i CD i da
va¼i ^PA′Q = 90◦. Sada se jednostavno dobija da je ^FA′E = 90◦ pa
se taqke A′ i G poklapaju i tra¼eno tvr±eǌe sada neposredno sledi.

255. Kako je vrednost korena uvek nenegativna dobijamo x > 1, y > 1
i z > 1. Neka je, daǉe, x > y i x > z. Tada je y = (x− 1)2, z = (y− 1)2 i
x = (z− 1)2, pa iz x > y sledi (z− 1)2 > (x− 1)2. Dakle, z > x, tj. z = x.

Sliqno je y = x. Sada lako dolazimo do rexeǌa x = y = z =
3 +

√
5

2
.

256. Pretpostavimo da je n deǉivo kvadratom prostog broja p, tj. da
je n = mp2, m ∈ N. Tada S = 1n + 2n + . . . + (n − 1)n mo¼emo napisati
kao
S =

(
0n + 1n + . . .+ (p− 1)n

)
+ . . .+

(
(p(mp− 1))n + . . .+ (p ·mp− 1)n

)
.

U ovom predstavǉaǌu se pojavǉuje n sabiraka koji svi daju isti os-
tatak pri deǉeǌu sa p. Prema tome, S je deǉivo sa p, pa S + 1 nikako
ne mo¼e biti deǉivo sa n = mp2, xto je kontradikcija.

257. Rexeǌe 1 : Ako je a rexeǌe date jednaqine, onda, zbog x+ f(x) =
f(f(x)) (∗), va¼i jednakost a = −f(a). Zameǌuju²i x = f(a) u (∗),
dobijamo a = −f(a) − f(f(a)) = −f(f(f(a))) = −f(0). Opet iz (∗), za
x = 0, dobijamo f(0) = f(f(0)), a za x = f(0): f(0)+f(f(0)) = f(f(f(0))) =
f(f(0)), pa je f(0) = 0, tj. a = 0.
Poka¼imo jox da je 0 rexeǌe date jednaqine: f(f(0)) = f(0) = 0.

Rexeǌe 2 : Iz funkcionalne jednaqine neposredno sledi da je f injek-
tivno preslikavaǌe. Stavǉaǌem x = 0 dobijamo da je f(0) = f(f(0))
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xto zbog injektivnosti daje f(0) = 0. Opet, zbog injektivnosti, imamo
da je 0 jedino rexeǌe jednaqine f(x) = 0 a time i f(f(x)) = 0.

258. Rexeǌe 1 : Neka je D broj Dejanovih godina. Iz uslova zadatka

imamo y(x(D − x) − y) = D ⇒ D = x2y+y2

xy−1 = x + y2+x
xy−1 . Neka je z =

y2+x
xy−1 ∈ N. Sledi xyz = x + y2 + z pri qemu je D = x + z. Daǉe imamo

x + z = y(xz − y) > 1(xz − 1) ⇒ (x − 1)(z − 1) 6 2. Pretpostavimo daǉe
bez ograniqeǌa opxtosti x 6 z. Sad razmatramo slede²e sluqajeve.

• x = 1⇒ y2+1
y−1 = y + 1 + 2

y−1 ∈ N ⇒ y ∈ {2, 3} ⇒ z = 5⇒ D = 6.

• x = z = 2⇒ y = 2, D = 4.

• x = 2, z = 3⇒ y ∈ {1, 5}, D = 5.

Sledi da Dejan ima 4, 5 ili 6 godina.

Rexeǌe 2 : Kao i u prvom dobijamo xyz = x + y2 + z. Rexavaju²i

kvadratnu jednaqinu po y dobijamo y =
xz±
√

(xz)2−4(x+z)

2 . Primetimo
da diskriminanta mora da bude kvadrat prirodnog broja i to iste
parnosti kao xz. Dakle (xz)2 − 4(x+ z) 6 (xz − 2)2 ⇒ (x− 1)(z − 1) 6 2.
Daǉe razmatramo sluqajeve kao u prvom rexeǌu.

Qetvrti razred – A kategorija

259. Neka je G taqka takva da je 4GED ∼= 4BCD. Taqke G,E i A
su kolinearne i, zbog postavǉenog uslova (proporcije), va¼i EF ‖
GB. Neka je H preseqna taqka du¼i EC i GB. Trouglovi 4DGB
i 4DEC su sliqni (jer je ^GDB = ^EDC i DG : DE = DB : DC),
pa je ^DGH = ^DEH i qetvorougao EHDG je tetivan. Zbog toga je
^GDE = ^GHE. Me±utim, ^GDE = ^BDC (iz 4GED ∼= 4BCD) i
^GHE = ^CEF (uglovi sa paralelnim kracima). Na taj naqin smo
dokazali da je ^CEF = ^CDB. Jednakost ^FCE = ^ADE se sliqno
dokazuje.

A
B

G

D

E

C

F

H

A B

C

M

N P

C0

B0

A0

C1

B1 A1

260. Neka je {A2} = AA1∩BC, oqito je A2 unutraxǌa taqka du¼i BC.
Tako±e, neka je Q podno¼je normale iz M na BC, tako da je oqito A1

centar pravougaonika MNPQ. Daǉe je, BA2

A2C
= sin ^BAA2/ sin ^BA2A·BA

sin ^A2AC/ sin ^AA2C·CA =
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sin ^MAA1

sin ^A1AN
· BACA = sin ^AMA1·MA1/AA1

sin ^ANA1·A1N/AA1
· BACA = sin ^AMP

sin ^ANQ · BACA = sin ^MAP ·AP/MP
sin ^QAN ·AQ/NQ ·

BA
CA = BA·AP ·sin ^BAP

CA·AQ·sin ^QAC =
P4BAP
P4QAC

= BP
QC (umesto povrxina mogli smo jox

jednom primeniti sinusnu teoremu). Daǉe raqunamo primenom kosi-

nusne teoreme: BP = BC − PC = a − 1

2
AC cos^C = a − b

2

a2 + b2 − c2
2ab

=

3a2 − b2 + c2

4a
, QC =

3a2 + b2 − c2
4a

. To znaqi da se uslov Qevine teo-

reme za konkurentnost pravih AA1, BB1 i CC1:
BA2

A2C
· CB2

B2A
· AC2

C2B
= 1,

mo¼e prepisati kao

(3a2 − b2 + c2)(3b2 − c2 + a2)(3c2 − a2 + b2) = (3a2 + b2 − c2)(3b2 + c2 − a2)(3c2 + a2 − b2).
Ova relacija se elementarnim algebarskim transformacijama svodi
na (a2−b2)(b2−c2)(c2−a2) = 0, a to je upravo uslov da je trougao 4ABC
jednakokrak.

261. Mo¼e se uzeti da je n > 1, jer je za n = 1 d(1) = 1 i tad je niz
pun kvadrata: 1,1,1,1,1...
Oznaqimo sa d0 = n i di = d(di−1). Ovaj niz strogo opada dok se ne
zaustavi na broju 2. Znaqi, dk = 2 za neko k.
Ako je broj n prost, imamo d1 = d2 = . . . = 2, pa u nizu di nema kvadrata.
Pretpostavimo da je n slo¼en. Ovo povlaqi da je d1 > 2, pa je k > 2.
Ispitajmo prethodne qlanove niza. Broj dk−1 ima taqno dva delioca
po definiciji, pa mora biti prost (on je neparan jer je dk−1 > 2).
Sledi da dk−2 ima neparan broj delilaca. Me±utim, znamo da su
jedini brojevi koji imaju neparan broj delilaca potpuni kvadrati.
Zakǉuqujemo da je dk−2 potpun kvadrat.
Prema tome, uslove zadatka ispuǌavaju svi prosti brojevi n.

262. Iz f(f(m) + f(n)) = f(f(m)) + f(n) zamenom m i n dobijamo
f(f(m))− f(f(n)) = f(m)− f(n),

odakle sledi da na skupu slika S va¼i f(s1)− f(s2) = s1 − s2, odnosno
f(s) = s+ c. Kako 2 ∈ S i f(2) = 4, sledi

∀s ∈ S, f(s) = s+ 2. (1)
Odatle dobijamo da je f(2n) = 2n + 2. Kako je f 1-1, slike neparnih
brojeva moraju biti neparni brojevi. Neka je 2p+ 1 najmaǌi neparan
broj u S. Iz (1) imamo da za svaki neparan broj 2s+1 koji nije maǌi
od 2p+1 va¼i f(2s+1) = 2s+3, pa je 2p+1 slika nekog maǌeg neparnog
broja. Dokaza²emo da je 2p+1 = 5. Kako je 2p+1 najmaǌi neparan broj
u S, i f 1-1, onda p−1 brojeva 3, 5, ..., 2p−1 moraju da se slikaju u neke
od p+ 1 brojeva 1, 3, ..., 2p + 1. Odatle sledi da je 2p+ 1 = 5 i f(3) = 5
(f(3) = 1 je kontradikcija sa 1 ∈ S i (1)). Dakle jedini kandidat za
funkciju koja zadovoǉava uslove zadatka je:

f(1) = 2, f(n) = n+ 2, n > 1.
Lako sa proverava da ona zaista zadovoǉava uslove zadatka.

263. Rexeǌe 1 : Uoqimo da postoji ukupno
(
6
3

)
= 20 troelementnih pod-

skupova od A. Daǉe, tih 20 skupova se mogu podeliti na 10 parova
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oblika {B,A \ B}. Po Dirihleovom principu, postoje i, j takvi da je
Ai = A \Aj. Bez gubǉeǌa opxtosti, neka su to A1 i A2.
Preostalih 9 skupova ili imaju dvoelementni presek sa A1, a jed-
noelementni presek sa A2, ili obratno, dvoelementni presek sa A2,
a jednoelementni presek sa A1. Dakle, po Dirihleovom principu, i
bez gubǉeǌa opxtosti, postoji 5 od preostalih 9 skupova koji imaju
jednoelementni presek sa A2. Me±u tih 5 skupova, postoje dva sku-
pa, Ak i Al, qiji je presek sa skupom A2 isti jednoelementan skup, tj.
Ak∩A2 = {a} i Al∩A2 = {a}. Tada je |A1∪Ak∪Al| = 4, pa su to tra¼eni
skupovi.

Rexeǌe 2 : Postoji ukupno
(
6
3

)
= 20 troelementnih podskupova A i(

6
4

)
= 15 qetvoroelementnih podskupova A. Napravimo graf qiji su

qvorovi svih tih 35 skupova, a dva qvora su povezana granom akko je
jedan od ǌih pravi podskup drugog. Oqigledno, mogu da postoje grane
samo izme±u troelementnih i qetvoroelementnih qvorova. (Ovakav
graf se naziva bipartitan). Za svaki troelementni qvor, postoje
taqno 3 qvora sa kojima je povezan, a za svaki qetvoroelementni qvor
postoji taqno 4 qvora sa kojima je povezan (ukupan broj grana je 60).
Daǉe, uoqimo podgraf ovog grafa koji se dobija tako xto obrixemo
bilo kojih 9 troelementnih qvorova i sve grane koje su u ǌih ulazile.
Ovaj graf ²e odgovarati naxoj familiji skupova iz postavke zadatka.
Preostalo nam je 33 grane, a kako svaka grana povezuje neki troele-
mentni qvor i neki qetvoroelementni qvor, znaqi da je bar jedan od
15 qetvoroelementnih qvorova povezan sa vixe od dva troelementna
qvora. To su tra¼eni troelementni skupovi.

Prvi razred – B kategorija

264. Iz abc = bc · c sledi c ∈ {1, 5, 6} (iz postavke je c 6= 0).
1◦ c = 1: 100a+ 10b+ 1 = 10b+ 1, xto je nemogu²e zbog a 6= 0.
2◦ c = 5: 100a + 10b + 5 = 5(10b + 5), pa je 5a = 2b + 1, odakle je a = 1,
b = 2 ili a = 3, b = 7.
3◦ c = 6: 100a + 10b + 6 = 6(10b + 6), odakle je 10a = 5b + 3, xto je
nemogu²e.
Dakle jedina rexeǌa su 125 : 5 = 25 i 375 : 5 = 75.

265. Iz pravouglog trougla 4BCE dobijamo ^DBE = 90◦ − ^BCE i
^BED = 90◦ −^DEC. Kako su DC i DE tangente iz D na k, dobijamo
da je DC = DE, tj. trougao 4DCE je jednakokraki, pa va¼i ^DEC =
^BCE i odatle ^DBE = ^BED.
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266. a) AA1CC1 je paralelogram, pa se dijagonale AC i A1C1 polove.
ǋihovo sredixte – taqka O je istovremeno i sredixte dijagonale
BD i, analogno, sredixte i dijagonale B1D1 paralelograma BB1DD1.
Dakle dijagonale A1C1 i B1D1 se polove, pa je qetvorougao A1B1C1D1

paralelogram.
b) Kako trouglovi 4ABD1, 4BA1D1, 4BA1C, 4A1CB1, 4DCB1,
4C1DB1, 4C1DA i 4C1AD1 imaju iste povrxine – po 1

2 · 2004cm2,
dobijamo da je ukupna povrxina paralelograma A1B1C1D1 jednaka
5 · 2004 = 10020cm2.

267. Kako je P (−2) = −4+4a+ b = 0 i ostatak pri deleǌu P (x) sa x+3
jednak −21+9a+b = −12, dobijamo sistem 4a+b = 4 i 9a+b = 9. ǋegova
rexeǌa su a = 1 i b = 0, pa je tra¼eni polinom P (x) = x3 + x2 − 2x =
x(x− 1)(x+ 2).

268. Videti rexeǌe 248. zadatka (5. za prvi razred A kategorije).

Drugi razred – B kategorija

269. Treba da bude x3 − 9x2 − x + 9 = 0 i x3 + 3x2 − x − 3 = 0, tj.
(x2− 1)(x− 9) = 0 i (x2− 1)(x+3) = 0, odakle je x2− 1 = 0, tj. x1,2 = ±1.

270. Koristimo da su trouglovi 4BCE i 4BCE pravougli, kao i
potenciju taqke E u odnosu na krug k: AE ·ED = BE ·ED. Stoga imamo
da je AE ·AD = AE2+AE ·ED = AC2+EC2+AE ·ED = AC2+EC2+BE ·
EC = AC2 + EC(EC +BE) = AC2 + EC ·BC = AC2 + (BC −BE) ·BC =
AC2 +BC2 −BE ·BC, pa je AE ·AD +BE ·BC = AB2.

A B

C

D

E

271. Zbog definisanosti korena va¼i x > y2 + 1, pa je x + y2 +√
x− y2 − 1 > 2y2 + 1 +

√
x− y2 − 1 > 1. Dakle data nejednakost va¼i

samo ako je x+ y2 +
√
x− y2 − 1 = 1, gde je x = y2 + 1, a to je ispuǌeno

za x = 1, y = 0.
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272. Videti rexeǌe 252. zadatka (4. za drugi razred A kategorije).

273. Iz

(
1 + i

1− i

)m
= 1, tj.

(
(1 + i)2

2

)m
= 1, odnosno im = 1 dobija se

m = 4k, k ∈ Z.

Tre²i razred – B kategorija

274. Ovi brojevi su jednaki jer je log 2
√

log2 2004 =
√

log2 2004 · log 2 =√
log 2004√
log 2

·log 2 =
√
log 2004 · log 2 i log 2004

√
log2004 2 =

√
log2004 2·log 2004 =

√
log 2√

log 2004
· log 2004 =

√
log 2 · log 2004.

275. Iz V = 4
3πr

3 nalazimo r = 3

√
3V

4π
. Ako je SE preqnik lopte, iz

pravouglog trougla 4SBE nalazimo
(
a
√

2
2

)2

= H(2r−H), a iz trougla

4FO1S (koji je sliqan sa 4OGS, pa je ^O1FS = ^GOS = α) imamo

a

2
= H ctgα, pa je H =

2r

2 ctg2 α+ 1
, odnosno H =

1

1 + 2 ctg2 α

(
6V

π

)1/3

.

A B

CD

O1

S

E

O

F

G

α

α

A

B C

D

O

α

2

α

2

α

2

b

276. Kako je ^ADB = 180◦ − 3α
2 (zbog BO = AO), primenom si-

nusne teoreme u trouglu 4ABD nalazimo
BD

sinα
=

AB

sin(180◦ − 3α
2 )
, tj.

BD =
b sinα

sin 3α
2

.

277. Data nejednakost je ekvivalentna nejednakosti cos4 α cos2 β+
sin4 α sin2 β > sin2 β cos2 β, tj. cos4 α cos2 β + (1 − cos2 α)2(1 − cos2 β) >

(1 − cos2 β) cos2 β, odnosno (cos2 α + cos2 β − 1)2 > 0. Jednakost va¼i

ako i samo ako je cos2 α = sin2 β (β 6= kπ
2 ), tj. α = ±β +

2n+ 1

2
π, β 6= kπ

2 ,

k, n ∈ Z.
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278. Dobija se ∆ = (a + 3)(2 − a), ∆x = (a + 3)(2 − a), ∆y = 2 − a i
∆z = 2− a, pa za
1◦ a 6= 2, a 6= −3 sistem ima rexeǌe (x, y, z) = (1, 1

a+3 ,
1

a+3 );
2◦ a = −3 sistem nema rexeǌa;
3◦ a = 2 sistem je ekvivalentan sistemu x+ y − z = 1, 2x+ 3y + 2z = 3,
qija su rexeǌa (x, y, z) = (5t, 1− 4t, t).

Qetvrti razred – B kategorija

279. Neka je x0 ceo koren date jednaqine. Kako iz jednaqine imamo
q = x0

3(p−x0), da bi q bio prost broj mora da bude x0 = 1 ili x0 = −1.
1◦ x0 = 1: tada je q = p − 1, tj. prosti brojevi p i q su razliqite
parnosti, pa je p = 3 i q = 2.
2◦ x0 = −1: tada je q = −p− 1, xto je nemogu²e. Dakle, p = 3, q = 2.

280. Ako u relaciji cosn(x + 3π) · sin 5

n
(x + 3π) = cosnx · sin 5

n
x za-

menimo x = 0, dobijamo sin
15π

n
= 0, odakle je n ∈ {±1,±3,±5,±15}.

Neposrednom proverom se zakǉuquje da za sve ove vrednosti funkcija
f ima period 3π.

281. Sabiraǌem svih ovih jednaqina dobija se (x1 + x2 + . . . + xn)
2 =

1 + 3 + . . .+ 2n− 1 = n2, pa je x1 + x2 + . . .+ xn = ±n. Stoga imamo dva
rexeǌa: ( 1

n ,
3
n ,

5
n , . . . ,

2n−1
n ) i (− 1

n ,− 3
n ,− 5

n , . . . ,− 2n−1
n ).

282. Treba da bude f ′(x) = 2x ln 2
(
22x + a · 2x + (1 − a)

)
> 0. Neka je

2x = t. Nejednakost (∗) t2 + at + 1 − a > 0 treba da va¼i za sve t > 0.
Ako je diskriminanta D = a2 − 4(1 − a) negativna, tj. za −2(1 +

√
2) <

a < 2(
√
2− 1) nejednakost va¼i za sve t ∈ R.

Neka je D > 0. (∗) va¼i za sve t > 0 ako su ova korena odgovaraju²e
jednaqine t1,2 = −a±

√
a2 + 4a− 4 6 0. Ovo va¼i za 2(

√
2− 1) 6 a 6 1.

Dakle, funkcija je rastu²a za sve vrednosti x ako i samo ako va¼i
−2(1 +

√
2) 6 a 6 1.

283. Data nejednakost je ekvivalentna nejednakosti (n+1)n > n! , koja
je posledica oqiglednih nejednakosti: n + 1 > 1, n + 1 > 2, n + 1 > 3,
. . . , n+ 1 > n.

TAKMIQEǋE ZA IZBOR EKIPE ZA SAVEZNO
TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Prvi razred
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284. Neka je DE∩AB = {P} i KD ‖ AC, K ∈ AB i KD∩BM = {Q}. Ta-
da imamo slede²e jednakokrake trouglove: 4AEP , 4KDP i 4KAD.
4AEP je jednakokrak jer je 4AED ∼= 4APD (AD = AD, ^EAD =
^PAD = α

2 i ^EDA = ^PDA = 90◦). 4KDP je jednakokrak jer je
^KPD = ^AED = ^KDP (iz prethodnog jednakokrakog i uglovi sa
paralelnim kracima). 4KAD je jednakokrak jer je ^KAD = ^CAD =
^KDA (simetrala ugla i uglovi sa paralelnim kracima). Iz posled-
ǌa dva jednakokraka trougla imamo da je KP = KD = KA. Sada
imamo:

MN = QD = 1
2KD = 1

2KP = 1
4AP = 1

4AE = 1
4a.

A

B

C

D

M N E

P

K

A

B C

D

O

F

E

G

k

285. Iz AB = BC = CD dobijamo da je ABCD jednakokraki trapez, tj.
AD ‖ BC. Iz podudarnosti 4ABO ∼= 4CBO sledi ^ABO = ^CBO =
^AFB (uglovi sa paralelnim kracima), pa je trougao 4ABF je jed-
nakokrak, odnosno AB = AF .
^BEC = ^CED (periferijski nad tetivama iste du¼ine), pa je EC
simetrala ugla ^BED. Zbog BC ‖ AD i ^BCE = 90◦ (periferijski
nad preqnikom) imamo da je EC i visina trougla 4FED. Stoga je
taj trougao jednakokraki, pa je EC i te¼ixna du¼, tj. CE polovi FD,
xto je i trebalo dokazati.

286. Zbir prvog i tre²eg sabirka jednak je S1 = −a−c+b+d
(a−b)(a−d)(c−b)(c−d) ,

dok je zbir druga dva sabirka jednak: S2 = a+c−b−d
(b−a)(b−c)(d−a)(d−c) . Sada je

jasno da je S = S1 + S2 = 0.

287. Neka je r =
√
m +

√
n ∈ Q. Tada je

√
m = r − √n odnosno, m =

r2−2r
√
n+n odakle imamo da je

√
n = (r2+n−m)/(2r) ∈ Q. Ako je koren

iz prirodnog broja n racionalan, onda je on i prirodan, tj.
√
n ∈ N i

analogno
√
m ∈ N, pa je i

√
m+

√
n ∈ N.

288. Dopunimo te brojeve sa ciframa 0 na poqetku tako da svi budu
qetvorocifreni.

Rexeǌe 1 (Bijekcijom): Uoqimo preslikavaǌe koje slika brojeve abcd

(kod kojih je a+ b = c+ d) u brojeve abef (kod kojih je a+ b+ e+ f = 18)
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pomo²u e = 9 − c i f = 9 − d. To preslikavaǌe je bijekcija (lako se
poka¼e da je ”1-1” i ”na”), pa brojeva (0 6 n 6 9999) iz prvog skupa
ima koliko i brojeva iz drugog skupa, ali 0000 nije prirodan broj, te
brojeva qiji je zbir cifara jednak 18 ima jedan vixe od brojeva kod
kojih je zbir cifara jedinica i desetica jednak zbiru cifara stotina
i hiǉada.

Rexeǌe 2 (Prebrojavaǌem): Brojeva qiji je zbir cifara jednak 18, ko-
ji poqiǌu sa 00 ima 1 (samo 0099); brojeva koji poqiǌu sa 01 ili 10
ima 4 = 2 · 2 (0189, 0198, 1089, 1098); . . . brojeva qiji je zbir cifara
stotina i hiǉada jednak 9, a ukupan zbir cifara 18, ima 100 = 10 · 10
(cifre stotina i hiǉada mo¼emo izabrati na 10 naqina – 09, 18,. . . ,
90; kao i cifre desetica i jedinica – istih 10 naqina); brojeva qi-
ji je zbir cifara stotina i hiǉada jednak 10, a ukupan zbir cifara
18, ima 81 = 9 · 9 (cifre stotina i hiǉada mo¼emo izabrati na 9
naqina – 19, 28,. . . , 91; cifre desetica i jedinica na 8 naqina – 08,
17, . . . , 80); . . . brojeva qiji je zbir cifara stotina i hiǉada jed-
nak 18, a ukupan zbir cifara 18, ima samo jedan, 1 = 1 · 1 (9900).
Stoga je ukupan broj brojeva qiji je zbir cifara jednak 18 jednak
1 · 1+2 · 2+ . . .+9 · 9+10 · 10+9 · 9+ . . .+1 · 1 = 670 (ovde sumiraǌe mo¼e

olakxati formula 12 + 22 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
).

Na sliqan naqin brojeva kod kojih je zbir cifara jedinica i desetica
jednak zbiru cifara stotina i hiǉada ima 2 · 2 + 3 · 3 + . . .+ 9 · 9 + 10 ·
10 + 9 · 9 + . . .+ 1 · 1 = 669 (nema 0000, pa razmatraǌe kre²emo od onih
kojima je zbir cifara stotina i hiǉada jednak 1 i tu imamo 4 = 2 · 2
mogu²nosti: 0101, 0110, 1001, 1010).

Brojeva qiji je zbir cifara jednak 18 (670) ima jedan vixe od broje-
va kod kojih je zbir cifara jedinica i desetica jednak zbiru cifara
stotina i hiǉada (669).

Drugi razred

289. Izvrximo rotaciju 4CDQ oko C za 90◦, tako da se CD slika
u CB. Neka je R slika taqke Q u toj rotaciji (R je na AB iza B).
Po uslovu zadatka je PQ +QA + AP = 2 = AB + AD. Me±utim, AD =
DQ+QA = BR+QA, pa je PQ+QA+AP = AP+PB+BR+QA, a odavde je
PQ = PR. Dakle, trouglovi 4CQP i 4CRP su podudarni (CQ = CR,
PQ = PR i CP = CP ), pa je ^QCP = ^RCP = 1

2^QCR = 1
2 · 90◦ = 45◦.
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290. a) Bez umaǌeǌa opxtosti mo¼emo uzeti da je AM < MB. Neka je
p ‖ CD, A ∈ p, p ∩ k = {A,K}. Tada je AK < CD < 2r. Iz ^KAB = 90◦

dobijamo da je BK preqnik. Stoga je (2r)2 = BK2 = AB2 + AK2 <
AB2 + CD2.
b) Iz jednakokrakog trapeza DCAK imamo da je KD = AC, xto sa
Pitagorinim teoremama u pravouglim trouglovima 4DKB, 4MDB i
4MCA daje:
KB2 = BD2 +KD2 = BD2 +AC2 = BM2 +DM2 +AM2 + CM2.

291. Ako datu jednaqinu podelimo sa 26 dobijamo 2x+1 + 22x2+6x+4 +
2−3x−3 = 3, odnosno 2t+22t2+2t+2−3t = 3, gde je t = x+1. Kako su broje-
vi 2t, 22t2+2t, 2−3t pozitivni, to na ǌih mo¼emo primeniti nejednakost
izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine. Zato je

1 =
3

3
=

2t + 22t2+2t + 2−3t

3
>

3
√
2t+2t2+2t−3t =

3
√
22t2 > 1.

Jednakost u prethodnom redu va¼i akko je t = 0 i 2t = 22t2+2t = 2−3t,
odnosno samo za t = 0. Zato je jedino rexeǌe polazne jednaqine x = −1.

292. Data jednaqina ekvivalentna je sa
x2 + 2x+ a− 2 = 0, za x ∈ (−2, 1)

ili
x2 = a+ 2, za x ∈ (−∞,−2]⋃[1,∞).

Neka je f(x) = x2+2x+a−2. Ova funkcija ima dva realna i razliqita
realna korena u intervalu (−2, 1) akko

f(−2) > 0 ∧ f(1) > 0 ∧D > 0 ∧ − 2
2 ∈ (−2, 1).

Ista funkcija ima taqno jedan koren u intervalu (−2, 1) akko
(D = 0 ∧ − 2

2 ∈ (−2, 1)) ∨ (f(−2) 6 0 ∧ f(1) > 0).
Otuda (rexavaǌem navedenih nejednaqina) nalazimo da poqetna jed-
naqina u intervalu (−2, 1) ima dva razliqita rexeǌa akko 2 < a < 3
i jedno akko −1 < a 6 2 ∨ a = 3.
Lako se vidi da kvadratna jednaqina x2 = a + 2 na uniji intervala
(−∞,−2] ∪ [1,∞) ima dva razliqita rexeǌa akko a > 2 i jedno akko
−1 6 a < 2.
Iz svega navedenog zakǉuqujemo da postoje dve vrednosti parametra
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a koje zadovoǉavaju poqetni uslov i to su a = 2 i a = 3.

293. Videti rexeǌe 288. zadatka (5. za prvi razred).

SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Prvi razred

294. Lako se proverava da ne postoji rexeǌe kod koga je a = 1. Neka
je a > 2. Ako je b > 9, onda va¼i 5ab − b > 5 · 29 − 9 = 2551. Proverom za
vrednosti b ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} dobija se rexeǌe a = 401, b = 1.

295. Neka je M preseqna taqka pravih HP i DE, Q taqka u ko-
joj se seku normala iz D na BC i normala iz E na AC. Kako je
CD = CE = a+b

2 , imamo da je DQ = CQ, dakle D pripada sime-

trali ugla ACB. Daǉe je BD =
∣∣a−b

2

∣∣ = AE. Iz jednakosti kateta
pravouglih trouglova AEQ i BDQ sledi da je AQ = BQ. Stoga Q
pripada simetrali du¼i AB. Iz prethodnog sledi Q = P . Neka je T
taqka u kojoj prava AH po drugi put seqe kru¼nicu opisanu oko tro-
ugla ABC i R i S taqke preseka prave TP sa pravama BC i DE. Sada
je ^SDP = ^EDP = ^γ/2. Tako±e zbog paralelnosti krakova va¼i
^SPD = ^STA = γ/2. Iz prethodnog sledi da je SP = SD, odnosno da
je S sredixte hipotenuze RP pravouglog trougla RPD. S obzirom na
to da su H i T simetriqne taqke u odnosu na pravu BC, imamo da je
^RHT = ^RTH = ^PTA = ^PCA = γ/2 i ^PDS = ^PDE = γ/2. Kako
je PD ‖ HT , iz prethodnog sledi da je DS ‖ HR, xto znaqi da je SM
sredǌa linija trougla HRP , odnosno da je MH =MP .

296. Primeǌuju²i nejednakost izme±u aritmetiqke i geometrijske
sredine na brojeve 1/2 i b+ 1/a+ 1/2 dobijamo da je

2
√

(1/2) · (b+ 1/a+ 1/2) 6 1 + b+ 1/a,

odnosno
1√

b+ 1
a + 1

2

>

√
2

1 + b+ 1
a

. (1)

Analogno se dokazuju nejednakosti:

1√
c+ 1

b +
1
2

>

√
2

1 + c+ 1
b

, (2)



158 REXEǋA ZADATAKA

1√
a+ 1

c +
1
2

>

√
2

1 + a+ 1
c

. (3)

Ako saberemo nejednakosti (1), (2) i (3) i primenimo identitet

1

1 + b+ 1/a
+

1

1 + c+ 1/b
+

1

1 + a+ 1/c

=
a

a+ ab+ 1
+

ab

ab+ 1 + a
+

1

1 + a+ ab
= 1,

dobijamo da je

1√
b+ 1

a + 1
2

+
1√

c+ 1
b +

1
2

+
1√

a+ 1
c +

1
2

>
√
2

(
1

1 + b+ 1/a
+

1

1 + c+ 1/b
+

1

1 + a+ 1/c

)
=
√
2.

297. Neka je n tra¼eni broj tetraedara. U svakom tetraedru postoji(
4
3

)
neure±enih trojki temena, a zbog uslova zadatka od svih n ·

(
4
3

)

trojki, svake dve su razliqite. Zato je n ·
(
4
3

)
6
(
100
3

)
, pa sledi

n 6

(
100
3

)
(
4
3

) = 40 425 < 40 804 = 4 · 1012.

Drugi razred

298. Ako su svi a, b, c jednaki 1, tvr±eǌe je trivijalno. Daǉe, mo¼emo
da pretpostavimo bez smaǌeǌa opxtosti da je NZD(a, b, c) = 1. Ako je
NZD(a, b, c) = d > 1, dovoǉno je da doka¼emo tvr±eǌe za brojeve a

d ,
b
d ,

c
d .
Neka je p proizvoǉan prost delilac broja abc. Pretpostavimo, bez

smaǌeǌa opxtosti, da p ne deli a, p | b i da je k najve²i stepen broja
p koji deli b. Tada je stepen broja p u imeniocu u skra²enom zapisu
razlomka a

b jednak pk. Me±utim, kako je a
b + b

c + c
a ceo broj, stepen

broja p u bar jox jednom od skra²enih razlomaka b
c i

c
a mora biti

taqno jednak pk. To mora biti razlomak b
c (razlomak

c
a otpada jer p

ne deli a. Prema tome, najve²i stepen broja p koji deli c jednak je
stepenu p koji deli b · pk, tj. jednak je p2k. Sada dobijamo da je taqan
stepen broja p u abc jednak p3k. Kako ovo va¼i za svaki prost delilac
p broja abc, to sledi da je abc potpun kub.

299. Rexeǌe 1 : Oznaqimo a = BC, b = CA, c = AB i neka je P povr-
xina trougla ABC, a R polupreqnik opisanog kruga. Neka su da, db,
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dc redom rastojaǌa od ortocentra H do stranica BC, CA, AB i A′,
B′, C ′ redom podno¼ja visina ha, hb i hc iz A, B, C. Bez umaǌeǌa
opxtosti pretpostavimo da je a > b > c i poka¼imo da je da > da > da:
^A′HC = 90◦ − ^HCA′ = ^CBC ′ = β. Zbog tetivnosti qetvorougla
A′CB′H dobijamo da je i ^A′B′C = β. Analognim rasu±ivaǌem dobi-
jamo i B′A′C = α, pa imamo sliqne trouglove 4ABC ∼ 4A′B′C odakle
zbog a > b dobijamo da je B′C > A′C. Sada iz Pitagorinih teore-
ma primeǌenih na trouglove 4A′HC i 4B′HC dobijamo nejednakost
da

2 = A′H2 = HC2 − A′C2 > HC2 − B′C2 = B′H2 = db
2, odakle sledi

tra¼ena nejednakost da > db. Analogno se pokazuje i db > dc.
Jednakosti va¼e ukoliko va¼e i u polaznoj nejednakosti a > b > c.

Kako dvostruku povrxinu trougla mo¼emo izraziti i kao 2P =
(a + b + c) · r i kao 2P = 2(PBCH + PACH + PABH) = a · da + b · db + c · dc
i kako zbog a > b > c i da > db > dc va¼i Qebixovǉeva nejednakost
a · da + b · db + c · dc > 1

3 (a+ b+ c)(da + db + dc) imamo da je

(a+ b+ c) · r = 2P = a · da + b · db + c · dc >
1

3
(a+ b+ c)(da + db + dc)

odakle je 3r > da + db + dc.
Jednakost u Qebixovǉevoj nejednakosti va¼i akko je a = b = c ili
da = db = dc (tad je H i centar upisane kru¼nice, xto opet povlaqi
a = b = c), odnosno za jednakostraniqan trougao.

A

B CA′

B′

C′

H

da

db

dc

a

bc

A

B C

O
r

r
r

a

bc

Napomena: Deo zadatka a > b > c ⇒ da > db > dc mo¼e se pokazati i
uz pomo² trigonometrije:

da = A′C · tg^HCA′ = A′C · ctg β = b · cos γ · ctg β =
b

sinβ
· cosβ · cos γ =

2R · cosβ · cos γ i analogno je db = 2R · cosα · cos γ i dc = 2R · cosα · cosβ.
Kako naspram ve²e stranice le¼i ve²i ugao, tj.

a > b > c ⇒ α > β > γ ⇒ cosα 6 cosβ 6 cos γ ⇒ da > db > dc,

odakle sledi tra¼ena nejednakost.

Rexeǌe 2 : Uvedimo oznake taqaka kao u prethodnom rexeǌu. Kako je
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zbir rastojaǌa od H do temena jednak 2R+2r, dobijamo da je problem
ekvivalentan sa

ha + hb + hc 6 5r + 2R.

Izrazimo sve ove veliqine u funkciji stranica trougla:

ha =
2P

a
, hb =

2P

b
, hc =

2P

c
, r =

2P

a+ b+ c
, R =

abc

4P
,

qime se prethodna nejednakost svela na

2P

a
+

2P

b
+

2P

c
=

10P

a+ b+ c
+
abc

2P
.

Podelimo sve sa S i uvrstimo standardne smene

x =
1

2
(b+ c− a), y =

1

2
(c+ a− b), z =

1

2
(a+ b− c),

kao i Heronov obrazac 16P 2 = (a+ b+ c)(a+ b− c)(a− b+ c)(−a+ b+ c).
Time se polazna nejednakost svela na nejednakost

1

2(x+ y)
+

1

2(y + z)
+

1

2(z + x)
6

5

4(x+ y + z)
+

(x+ y)(y + z)(z + x)

8xyz(x+ y + z)
.

Nakon sre±ivaǌa dobijamo da je ova nejednakost ekvivalentna sa

6x2y2z2 + 2xyz(x3 + y3 + z3) 6 x4y2 + x4z2 + y4x2 + y4z2 + z4x2 + z4x2

+2(x3y3 + y3z3 + z3x3).

Ovu nejednakost mo¼emo pokazati ili korix²eǌem Mjurhedove nejed-
nakosti ili sabiraǌem slede²e dve nejednakosti (u drugoj smo koris-
tili nejednakost aritmetiqke i geometrijske sredine):

x4(y − z)2 + y4(z − x)2 + z4(x− y)2 > 0,

2(x3y3 + y3z3 + z3x3) > 2 · 3 3
√
x3y3y3z3z3x3 = 6x2y2z2.

Jednakost va¼i samo kada je i u prethodne dve nejednakosti ispuǌen
znak jednakosti, xto je samo u sluqaju x = y = z, odakle je a = b = c,
tj. za jednakostraniqan trougao.

300. Pretpostavimo da tvr±eǌe nije zadovoǉeno za neke taqke M ,
N , P . Neka su A1, B1, C1 redom sredixta stranica BC, CA, AB.
Mo¼emo da pretpostavimo, ne smaǌuju²i opxtost, da M ∈ A1C. Ako
P ∈ AC1, tada je projekcija du¼i MP na A1C1 du¼ine ne maǌe od
A1C1 = 1

2AC, xto je kontradikcija. Dakle, P ∈ C1B. Sliqno N ∈ B1C
vodi kontradikciji, pa je N ∈ B1A.

Oznaqimo x = MA1, y = NB1, z = PC1. Tada je du¼ina projekcije
du¼i NP na B1C1 jednaka pa = B1C1 + z cosB − y cosC, pa zato va¼i
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B1C1 + z cosB − y cosC < B1C1 i
z

cosC < y
cosB . Analogno se dobija da

va¼i y
cosB < x

cosA i x
cosA < z

cosC , xto je kontradikcija.

301. Ako svaki kru¼ni put sadr¼i paran broj gradova, tada se svi
ti gradovi mogu obojiti crveno i belo, tako da se uvek iz crvenog
grada ide u beli i obrnuto. To ²emo dokazati tako xto ²emo izvr-
xiti efektivno bojeǌe. Proizvoǉan grad A (neka je to bax rodni
grad barona Minhauzena) obojimo crvenom bojom, zatim sve ǌegove
susede belom, a susedne gradove od ovih opet crvenom (ukoliko ve²
nisu obojeni crvenom bojom) itd. Pretpostavimo da ne mo¼emo izvr-
xiti tra¼eno bojeǌe. Tada u procesu bojeǌa dolazimo do grada B
koji treba obojiti, na primer belo, a da je jedan od ǌemu susednih
gradova ve² obojen u belo. Me±utim, tada od poqetnog grada A vode
u grad B dve razliqite putaǌe, od kojih jedna ima paran, a druga
neparan broj elementarnih puteva. (Elementarnim putem zovemo put
izme±u dva grada na kome nema drugih gradova.) Ako spojimo ove dve
putaǌe , onda dobijamo kru¼ni put sa neparnim brojem gradova na
ǌemu, xto je u kontradikciji sa pretposatvkom zadatka.

Neka je nC gradova obojeno crvenom bojom, a nB gradova belom
bojom. Neka iz svih gradova polazi taqno r elementarnih puteva, sem
iz rodnog grada barona Minhauzena A, iz koga polazi taqno s puteva.
Kako svaki elementaran put spaja jedan crveni i jedan beli grad,
to dobijamo da je ukupan broj elementarnih puteva jednak nB · r (ako
gledamo iz belih gradova), odnosno (nC − 1) · r + 1 · s (ako gledamo iz
crvenih gradova). Prema tome,

nB · r = (nC − 1) · r + s,

odnosno s = (nB − nC + 1) · r, xto je nemogu²e jer je baron rekao da je
s < r. Tako je matematiqar zakǉuqio da baron Minhauzen la¼e.

Tre²i i qetvrti razred

302. Neka su α, β, γ uglovi trougla ABC i R polupreqnik ǌe-
gove opisane kru¼nice. Iz pravouglog trougla ADC dobijamo da je
CD/AC = cos γ, pa s obzirom na to da su trouglovi CDE i CAB sliq-
ni, dobijamo da je SCDE = S cos2 γ. Sliqno je SAEF = S · cos2 α i
SBFD = S cos2 β. Zbog toga je SDEF = |S − S cos2 α − S cos2 β − S cos2 γ|,
odnosno

SDEF = S| sin2 α+ sin2 β + sin2 γ − 2|.
S druge strane imamo da je SPQR = SABC + SABR + SBCP + SCAQ −
SPBR−SRAQ−SQCP = 4S−SPBR−SRAQ−SQCP . Daǉe je SPBR = 1

2 (BP ·
BR sin 3β = 1

2ac sinβ(3 − 4 sin2 β) = (3 − 4 sin2 β)S. Analogno dobijamo

SRAQ = (3− 4 sin2 α)S, SQCP = (3− 4 sin2 γ)S, pa dobijamo da va¼i

SPQR = S|4(sin2 α+ sin2 β + sin2 γ)− 5|.



162 REXEǋA ZADATAKA

Oznaqimo t = sin3 α+sin3 β+sin3 γ. Iz SPQR = SDEF = T dobijamo da je
|t−2| = |4t−5|, odnosno t2−4t+4 = 16t2−40t+25. Posledǌa kvadratna
jednaqina ima rexeǌa t1 = 7/5 i t2 = 1. Za t = 7/5 dobijamo da je
T = |7/5− 2|S = 3

5S, xto je nemogu²e zbog uslova T > 3
5S. Prema tome,

t = 1 i T = S.

303. Neka je bn = n2an za n > 1. Tada je (n + 1)bn+1 = 2(2n + 1)bn +
2(3n + 1). Neka je cn = bn + α za n > 1. Tada je (n + 1)(cn+1 − α) =
2n2(2n+ 1)(cn − α) + 2(3n+ 1), tj.

cn+1 =
2(2n+ 1)

n+ 1
cn +

3n+ 1

n+ 1
(2− α),

pa za α = 2 imamo: c1 = 12 · 0 + 2 = 2,

cn+1 =
2(2n+ 1)

n+ 1
cn =

22(2n+ 1)(2n− 1)

(n+ 1)n
cn−1 = · · · = 2n · (2n+ 1)!!

(n+ 1)!
c1

=
2n+1 · (2n+ 1)!!

(n+ 1)!
=

(2n+ 2)!

(n+ 1)!(n+ 1)!
=

(
2n+ 2

n+ 1

)
.

Odavde sledi

an =
cn − α
n2

=

(
2n
n

)
− 2

n2
.

Kako je
(
2n

n

)
− 2 =

n∑

k=0

(
n

k

)2

− 2 =
n−1∑

k=1

(
n

k

)2

i kako za prost broj n i 0 < k < n va¼i n |
(
n
k

)
, sledi da za proste

brojeve n va¼i an ∈ N, pa poxto prostih brojeva ima beskonaqno
mnogo, to sledi tvr±eǌe zadatka.

304. Svaki podskup B skupa A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11} odre±en
nizom nula i jedinica du¼ine 11. Npr, za B = {1, 4, 5, 6, 8, 9} niz koji ga
odre±uje je 10011101100. Prema tome, prebrojavaǌe broja podskupova
B sa tra¼enom osobinom svodi se na prebrojavaǌe pomenutih nizova
nula i jedinica du¼ine 11 u kojima se ne pojavǉuje 1010. Neka je an broj
nizova nula i jedinica du¼ine n u kojima se ne pojavǉuje 1010 i neka
je Sn skup svih tih nizova. Odredimo rekurentnu relaciju za an. Neka

je An = (x1, x2, . . . , xn)
def
= x1x2 . . . xn ∈ Sn, gde je xi ∈ {0, 1}. Jasno je da

0An−1 ∈ Sn, dok 1An−1 ∈ Sn ako i samo ako An−1 ne poqiǌe sa 010. Zato
²emo od broja 2an−1 svih nizova oblika 1An−1 i 0An−1 oduzeti broj
svih koji poqiǌu sa 10, a ǌih ima an−1. Time smo oduzeli broj svih
nizova oblika 1000An−4 ∈ Sn, 1001An−4 ∈ Sn, 1011An−4 ∈ Sn, 1010An−4 6∈
Sn, a trebalo je oduzeti samo broj nizova oblika 1010An−4. Zato sada
broju 2an−1 − an−2 dodajemo broj svih nizova oblika 100An−3 ∈ Sn i
101An−3 ∈ Sn, tj. broj 2an−3. I konaqno od broja 2an−1 − an−2 + 2an−3



REXEǋA ZADATAKA 163

treba oduzeti broj svih nizova oblika 1010An−4, tj. broj an−4. Time
smo dobili da je

an = 2an−1 − an−2 + 2an−3 − an−4.

Sada jednostavno dobijamo da je: a1 = 2, a2 = 4, a3 = 8, a4 = 15, a5 = 28,
a6 = 53, a7 = 100, a8 = 188, a9 = 354, a10 = 667, a11 = 1256.

305. Rexavaǌem rekurentne jednaqine dobijamo

an =

(
3x− 3

2

)
· 1

3n
+

1

2
, (1)

pa za dovoǉno veliko n va¼i 0 < an − 1
6 < an + 1

6 < 1, odnosno[
an − 1

6

]
=
[
an + 1

6

]
= 0, pa su A i B konaqne sume (mo¼emo meǌati

poredak ǌihovih qlanova). Sledi da je

A+B =

∞∑

n=1

([
an −

1

6

]
+

[
an +

1

6

])
.

Koriste²i Ermitov identitet
[
x+ 1

3

]
+
[
x+ 2

3

]
= [3x]− [x], dobijamo

A+B =
∞∑

n=1

{[
3

(
an −

1

2

)]
−
[
an −

1

2

]}

=

[
3

(
a1 −

1

2

)]
−
[
a1 −

1

2

]
+

∞∑

n=2

{[
an−1 −

1

2

]
−
[
an −

1

2

]}
,

pa je n-ta parcijalna suma

(A+B)n =

[
3

(
a1 −

1

2

)]
−
[
an −

1

2

]

i konstantna je poqev od nekog n. Iz (1) sledi da je an > 1
2 ⇐⇒ x > 1

2 ,
pa kako je lim

n→∞
an = 1

2 , to za dovoǉno velike n va¼i

[
an −

1

2

]
=

{
0, za x > 1/2,
−1, za x < 1/2,

A+B =

{ [
3
(
x− 1

2

)]
, za x > 1/2,[

3
(
x− 1

2

)]
+ 1, za x < 1/2.

MALA OLIMPIJADA

306. Oznaqimo sa k krug koji sadr¼i γ. Dokaza²emo da Q ∈ k.
Neka DM po drugi put seqe k u taqki Q1 i neka prave AM i AQ1
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seku BC u taqkama R i S. Tada je AQ1 · AS = AB2 = AD2 = a2 (gde
je a stranica kvadrata), odakle je 4ADQ1 ∼ 4ASD. Sledi da je
^ASD = ^ADQ1. Na sliqan naqin pokazujemo da je ^ARD = ^ADM ,
pa je prema tome ^ASD = ^ARD. Zakǉuqujemo da su taqke A,S,R,D
na krugu i zato BS = CR.
Ako analogno definixemo Q2 = CN ∩k (Q2 6= N) i T,U preseqne taqke
BN,BQ2 sa AD redom, dobijamo na isti naqin da je AU = DT .
Kako je na osnovu Talesove teoreme CR : AD = CP : PD = CB : DT ,
sledi CR · DT = a2. Sada, iz BS · AU = CR · DT = a2 sledi
SB : BA = BA : AU i najzad 4SBA ∼ 4BAU . Sada vidimo da je
AS ⊥ BU , pa se AS i BU seku na krugu k, u taqki Q ≡ Q1 ≡ Q2.
Xtavixe, AQ : QB = AU : AB = DT : BC = DP : PC.
Napomena: Mo¼e se pokazati da Q ∈ k i na slede²i naqin. Ako je O
centar kvadrata, onda na osnovu Paskalove teoreme A,M,O,N,B,Q
le¼e na konusnom preseku, tj. krugu. Me±utim, ovo ne olakxava
izraqunavaǌe AQ : QB.

A

B C

D

P

M

N

Q

RS

O

k

307. Pretpostavimo suprotno da su sva tri broja

2a− 1

b
, 2b− 1

c
, 2c− 1

a

ve²a od 1.
Bar jedan od brojeva a,b ili c mora biti pozitivan. Ako je a > 0, onda
je 2c > 2c− 1

a > 1, pa je c > 0 i stoga i b > 0. Analogno zakǉuqujemo da
je c > 0. Dakle svi brojevi a, b i c su pozitivni.
Iz 2b− 1

c > 1 sledi

b >
1 + 1

c

2
. (∗)

Iz 2a− 1
b > 1 sledi 2

bc − 1
b > 1 odakle je

b <
2

c
− 1. (∗∗)
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Iz nejednakosti (∗) i (∗∗) dobijamo

2

c
− 1 >

1 + 1
c

2
,

xto nam nakon sre±ivaǌa daje c < 1. Analogno se dobijaju i a < 1
i b < 1, xto je nemogu²e jer bi onda bilo abc < 1, pa je polazna
pretpostavka netaqna.

308. Pokazujemo da va¼i opxtije tvr±eǌe:
Ako su a1, a2, . . . , ak proizvoǉn realni brojevi i Rk(x) i Sk(x) realni poli-
nomi takvi da je

Pk(x) = (x+ a1 − i)(x+ a2 − i) . . . (x+ ak − i) = Rk(x) + iSk(x).

Tada polinomi Rk(x) imaju k realnih korena αk,1 < αk,2 < . . . < αk,k i
pri tom je

αk,1 < αk−1,1 < αk,2 < αk−1,2 < . . . < αk−1,k−1 < αk,k

gde su αk−1,1 koreni polinoma Rk−1(x).
Tvr±eǌe pokazujemo matematiqkom indukcijom po k.
Za k = 1, R1(x) = x + a1 i jasno je da R1(x) ima jedan realan koren
α1,1 = −a1. Za k = 2 imamo da je R2(x) = x2 + (a1 + a2)x+ a1a2 − 1, pa iz
R2(−a1) = 1 dobijamo da R2(x) ima dva realna korena α2,1 i α2,2 i da
pri tom va¼i α2,1 < α1,1 < α2,2.
Predpostavimo sada da tvr±eǌe va¼i za k = d i poka¼imo da va¼i za
k = d+ 1.
Imaju²i u vidu da je Pm+1(x) = Pm(x) · (x+ am+1 − i) dobijamo

Pm+1(x) = (x+ am+1)Rm(x) + Sm(x) + i · [(x+ am+1)Sm(x)−Rm(x)].

Dobijamo da va¼e rekurentne veze:

Rm+1(x) = (x+ am+1)Rm(x) + Sm(x)

Sm+1(x) = (x+ am+1)Sm(x)−Rm(x).

Iz prve relacije imamo Sm(x) = Rm+1(x)− (x+ am+1)Rm(x), a iz druge
onda nalazimo rekurentnu vezu Rm+2(x) − (x + am+2)Rm+1(x) = (x +
am+1) · [Rm+1(x)− (x+ am+1)Rm(x)]−Rm(x), odnosno

Rm+2(x) = Rm+1(x) · [(x+ am+2) + (x+ am+1)]−Rm(x) · [(x+ am+1)
2 + 1].

Sada se vra²amo na indukcijski korak:

Rd+1(x) = Rd(x) · [(x+ ad+1) + (x+ ad)]−Rd−1(x) · [(x+ ad)
2 + 1].

Vrednosti sgn(Rd+1(x)) u taqkama αd,1, αd,2, . . . , αd,d jednake su redom

−sgn(Rd−1(αd,1)) = (−1)n,



166 REXEǋA ZADATAKA

−sgn(Rd−1(αd,2)) = (−1)n−1,

...

−sgn(Rd−1(αd,d)) = −1
xto zajedno sa qiǌenicom da je polinom Rd+1(x) polinom (d + 1)-vog
stepena (pa za dovoǉno male vrednosti ima znak (−1)d+1) povlaqi pos-
tojaǌe (d+ 1)-nog korena polinoma Rd+1(x):

αd+1,1 < αd+1,2 < . . . < αd+1,d+1

za koje va¼i

αd+1,1 < αd,1 < αd+1,2 < αd,2 < . . . < αd+1,d < αd,d < αd+1,d+1.

Ovim je dokaz indukcijom okonqan.

21. BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

309. Rexeǌe 1 : Odredi²emo prvih nekoliko qlanova, a zatim pogoditi
opxti qlan i konaqno to pokazati matematiqkom indukcijom. a1 = 3
je dato u postavci zadatka, a zamenom vrednosti za m i n dobijamo:

m = 0, n = 0 ⇒ a0 = 1
n = 0 ⇒ a2m = 4am − 2m− 3
m = 1 ⇒ a2 = 7
m = 2 ⇒ a4 = 21
m = 2, n = 1 ⇒ a3 = 13.

Sada mo¼emo pretpostaviti da je an = n2+n+1 i poka¼imo to matem-
atiqkom indukcijom.
Baza indukcije: ve² smo odredili a0 = 1 = 02+0+1 i a1 = 3 = 12+1+1,
kao i a2 = 7.
Indukcijska pretpostavka: pretpostavimo da je tvr±eǌe taqno za neko
n 6 m, tj. neka je an = n2 + n+ 1 za sve n 6 m.
Indukcijski korak: iz a2m = 4am − 2m− 3 dobijamo da je

a2m = 4am − 2m− 3 = 4(m2 +m+ 1)− 2m− 3 = (2m)2 + 2m+ 1.

Sada ako u polaznu relaciju ubacimo n = 1 dobijamo da je

am+1 =
a2m + a2

2
− am−1 +m

=
(2m)2 + 2m+ 1 + 7

2
− [(m− 1)2 + 2(m− 1) + 1] +m,



REXEǋA ZADATAKA 167

xto konaqno daje am+1 = (m+ 1)2 + (m+ 1) + 1.
Po principu matematiqke indukcije imamo da je an = n2 + n + 1 za
svako n ∈ N0.
Odgovor na pitaǌe iz zadatka je a2004 = 20042 + 2005.

Rexeǌe 2 : za n = 0 dobijamo

a2m = 4am − 2m− 3. (∗)
Za m = 1 i n = 0 dobijamo a2 = 7. n = 1 u polaznoj relaciji daje

am+1 + am−1 −m =
1

2
(a2m + a2) i odatle nalazimo

a2m = 2am+1 + 2am−1 − 2m− 7. (∗∗)
Kada od (∗∗) oduzmemo (∗) i podelimo sa 2 dobijamo nehomogenu lin-
earnu rekurentnu jednaqinu

am+1 − 2am + am−1 = 2. (?)

Kako je i am+2 − 2am+1 + am = 2 oduzimaǌem prethodne dve jednakosti
dobijamo homogenu linearnu rekurentnu jednaqinu

am+2 − 3am+1 + 3am − am−1 = 0.

Kako karakteristiqna jednaqina t3 − 3t2 + 3t − 1 = 0 ima trostruki
koren t + 1, dobijamo da je opxti qlan oblika an = A + Bn + Cn2.
Konstante A, B i C lako se nalaze iz poqetnih uslova a0 = 0 = A,
a1 = 3 = A + B + C and a2 = 7 = A + 2B + 4C: A = B = C = 1, xto nam
daje an = n2 + n+ 1 za svako n ∈ N0.
Odgovor na pitaǌe iz zadatka je a2004 = 20042 + 2005.

Napomena: Mogli smo i odmah da reximo nehomogenu jednaqinu (?),
tada dobijamo da je homogeni deo rexeǌa an,h = A+Bn, a partikularno
rexeǌe je an,p = n2, pa je an = an,h + an,p = A+Bn+ n2. Konstante A i
B dobijamo iz poqetnih uslova a0 = 1 = A, a1 = 3 = A+B +1, xto nam
daje isto rexeǌe.

310. Jasno je da polazna jednaqina

xy − yx = xy2 − 19 (1)

nema rexeǌa za x = y jer je tada leva strana jednaka 0, a desna x3−19,
xto je nemogu²e. Ako jednaqinu (1) uzmemo prvo po modulu y, a zatim
i po modulu x dobijamo

x+ 19 ≡ 0 (mod y) (2) 19− y ≡ 0 (mod x). (3)

Iz (2) i (3) sledi da xy deli x − y + 19. Ne mo¼e biti x − y + 19 = 0
(zbog parnosti bi x moralo biti x = 2, ali onda y = 21 nije prost),
te imamo nejednakosti x+ y + 19 > |x− y + 19| > xy odakle je

(x− 1)(y − 1) < 20. (4)
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Odavde imamo da su prosti brojevi x i y maǌi od 20, xto nam daje
|x− y| < 19. Stoga je |x− y + 19| = x− y + 19, pa je x− y + 19 > xy, te je

(x+ 1)(y − 1) 6 18. (5)

Iz (9) sledi da, za x > 5, prost broj y mo¼e biti samo y = 2 ili y = 3.
Za y = 2 imamo

xy − yx = x2 − 2x < 0 < 5 · 22 − 19 6 x · y2 − 19

(x2 − 2x < 0 se lako pokazuje matematiqkom indukcijom), dok za y = 2
imamo

xy − yx = x3 − 3x < 0 < 5 · 32 − 19 6 x · y2 − 19

(opet se x3−3x < 0 pokazuje matematiqkom indukcijom). Stoga za x > 5
polazna jednaqina nema rexeǌa.
Ostaje da proverimo sluqajeve (x, y) ∈ {(2, 3), (2, 5), (2, 7), (3, 2), (3, 5)}.
Dobija se da su jedina dva rexeǌa (x, y) = (2, 3) i (x, y) = (2, 7).

311. Oznaqimo sa A′, B′ i C ′ sredixta stranica BC, CA i AB, re-
spektivno, kao i sa ka, kb i kc kru¼nice kroz taqku O sa centrima u
taqkama A′, B′ i C ′. Kako su K i O preseqne taqke kru¼nica kb i kc
imamo da je KO ⊥ B′C ′ (pritom B′C ′ polovi KO), a kako je B′C ′ ‖ BC
(sredǌa linija 4ABC), dobijamo da je KO ⊥ BC. Analogno se dobi-
jaju i LO ⊥ CA i MO ⊥ AB.

X

Y ZX′

Y ′

Z′

H

kc

kb

ka

A

B CA′

B′C′

K

L

MO

⇐: (neka je O centar opisanog kruga oko 4ABC)
Rexeǌe 1 : Iskoristi²emo slede²u lemu:
Lema. Neka je H ortocentar oxtrouglog trougla 4XY Z i neka

su X ′, Y ′ i Z ′ projekcije ortocentra H na stranice Y Z, ZX i XY ,
respektivno. Tada je H centar upisanog kruga u trougao 4X ′Y ′Z ′.
Dokaz leme: Qetvorougao XY ′HZ ′ je tetivan jer je ^XY ′H =

^XZ ′H = 90◦. Odatle imamo ^HZ ′Y ′ = ^HXZ. Analogno se dobi-
ja i ^HZ ′X ′ = ^HY Z. Ali iz sliqnosti trouglova 4X ′XZ ∼ 4Y ′Y Z
dobijamo da je ^HXZ = ^HY Z. Stoga je ^HZ ′Y ′ = ^HZ ′X ′, pa je
prava HZ ′ simetrala ugla ^X ′Z ′Y ′. Analogno se pokazuje i da je HY ′
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simetrala ugla ^X ′Y ′Z ′, te je H centar upisanog kruga u trougao
4X ′Y ′Z ′.

Vratimo se na zadatak. Kako je OA′ ⊥ BC, odnosno OA′ ⊥ B′C ′ do-
bijamo da je O ortocentar trougla 4A′B′C ′. Kako su 4A′B′C ′ ∼ 4ABC
i kako je 4ABC oxtrougli dobijamo da je i 4A′B′C ′ oxtrougli, pa
je ǌegov ortocentar O u unutraxǌosti trougla 4A′B′C ′. Oznaqimo
sa K ′, L′ i M ′ sredixta du¼i OK, OL i OM (to su podno¼ja visi-
na u trouglu 4A′B′C ′). Sada na osnovu leme imamo da je O centar
upisanog kruga u trougao 4K ′L′M ′. Kako je trougao 4KLM slika
trougla 4K ′L′M ′ pri homotetiji sa centrom u O i koeficijentom 2,
sledi da je O i centar upisanog kruga u trougao 4KLM .

A

B CA′

B′C′

K

L

M

O

K′

L′

M ′

Rexeǌe 2 : Iz qiǌenice da je ^A′B′O = 90◦ − ^B′A′C ′ = ^A′C ′O i iz
odnosa periferijskih i centralnih uglova u krugovima kb i kc dobi-
jamo jednakost

^LKO =
1

2
^LC ′O = ^A′C ′O = ^A′B′O =

1

2
^MB′O = ^MKO.

Sliqno kao u prethodnom rexeǌu mo¼emo pokazati da je O taqka u un-
utraxǌosti trougla 4A′B′C ′, a odavde sledi da je O taqka u unutrax-
ǌosti trougla 4K ′L′M ′. Zbog ovoga i jednakosti ^LKO = ^MKO do-
bijamo da je KO simetrala ugla ^LKM . Analogno se pokazuje da je i
MO simetrala ugla ^KML, te je O centar upisanog kruga u trougao
4KLM .
⇒:
Kako je O centar upisanog kruga u 4KLM imamo da O pripada un-
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utraxǌosti trougla 4KLM , pa on pripada i unutraxǌosti trougla
4K ′L′M ′ koji se dobija od 4KLM homotetijom sa centrom u O i ko-
eficijentom 1

2 . Kako K
′ pripada du¼i B′C ′, L′ pripada du¼i C ′A′ i

M ′ pripada du¼i A′B′, dobijamo da je taqka O i u unutraxǌosti tro-
ugla 4A′B′C ′.
Iz qiǌenice da je O centar upisanog kruga u 4KLM dobijamo da
je ^LKO = ^MKO, xto nam sa jednakostima ^LKO = ^A′C ′O i
^MKO = ^A′B′O (koje se pokazuju analogno, kao u prethodnom smeru)
daje ^A′C ′O = ^A′B′O. Analogno je ^C ′A′O = ^C ′B′O i ^B′A′O =
^B′C ′O. Sabiraǌem ove tri jednakosti dobijamo

^C ′A′O+^A′C ′O+^B′C ′O =
^C ′A′B′ + ^A′B′C ′ + ^B′C ′A′

2
=

180◦

2
=90◦.

Odavde sledi da je A′O ⊥ B′C ′, a zbog B′C ′ ‖ BC imamo da je A′O ⊥ BC.
Analogno se pokazuje i B′O ⊥ AC, te je O centar opisanog kruga oko
4ABC.

Napomena: Bugarska komisija je u svakom smeru oduzimala po 1 poen
ukoliko se ne poka¼e da je O unutraxǌa taqka trougla 4KLM , odnos-
no 4A′B′C ′.

312. Ako su sve prave paralelne, tada korix²eǌem uslova 2◦ za svaku
od dve prave koje odre±uju neku oblast, pokazujemo da su svi brojevi
u oblastima jednaki 0 i tada nije ispuǌen uslov 1◦.

Ako postoje dve prave koje nisu paralelne pokaza²emo da je mogu²e
upisati cele brojeve koji zadovoǉavaju oba uslova.
Prvo ²emo upisati znake, + i −, u sve oblasti, tako da su znaci
u susednim oblastima razliqiti. Da je mogu²e tako upisati znake
pokaza²emo principom matematiqke indukcije.
Baza indukcije: za n = 1 mo¼emo upisati: +|−
Indukcijska pretpostavka: pretpostavimo da je mogu²e upisati znake
tako da su znaci u susednim oblastima razliqiti kada je ravan podel-
jena na oblasti sa n = k pravih od koje nisu sve paralelne.
Indukcijski korak: kada imamo n = k + 1 pravih tada imamo bar dve
prave koje nisu paralelne i uoqimo jednu od ǌih, pravu p, koju kad
odstranimo ostalih k nisu paralelne. ǋu privremeno odstranimo i
u oblasti na koje ravan deli preostalih k pravih upiximo znake pre-
ma indukcijskoj pretpostavci. Sada vratimo pravu p i sa jedne ǌene
strane svim brojevima promenimo znak (a sa druge strane ostavimo
znak koji je bio). Uoqimo dve susedne oblasti.

• Ako su one bile na onoj strani prave p gde se nije meǌao znak
one imaju isti znak kao pre uvo±eǌa prave p, tako da one imaju
razliqit znak.

• Ako su one bile na onoj strani prave p gde se meǌao znak, onda
su obe promenile znak, pa kako su pre uvo±eǌa prave p imale
razliqit znak, onda opet imaju razliqit znak.
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• Ako su ove oblasti sa raznih strana prave p one su nastale od
jedinstvene oblasti koja je podeǉena pravom p, pa one imaju ra-
zliqit znak.

Time smo pokazali da je mogu²e upisati znakove i kada je ravan po-
deǉena sa n = k + 1 pravih.

Sada u svaku oblast stavimo broj z · u, gde je z ve² odre±eni znak,
a u je broj uglova u toj oblasti.

Lako se proverava da ovako upisani brojevi zadovoǉavaju oba
uslova:
1◦ U svakom paru susednih oblasti imamo dva cela broja, a i b, od
kojih je jedan pozitivan, a drugi je negativan. Neka je a < 0 < b. Tada
oqigledno va¼i ab 6 a < a+ b.
2◦ U svakoj taqki preseka dve prave mi brojimo okolne uglove ili dva
ili qetiri puta sa razliqitim znacima: + i − u sluqaju kad imamo 2
dela (tj. kad je ta taqka preseka na pravoj u odnosu na koju raqunamo
zbir svih brojeva sa jedne strane) i +,−,+,− u sluqaju kad imamo 4
dela (tj. kad brojimo sve uglove oko te taqke).

Primer:

−1

3

−1

−1

3

−1

2

−3

5

−3

−3
3

2

−2

1

−

+
−

+

45. ME§UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

313. Oznaqimo sa L presek simetrale ugla ^BAC i stranice BC, a
sa T sredixte du¼i MN i sa α, β, γ uglove trougla 4ABC kod temena
A,B,C respektivno. Neka je k kru¼nica sa dijametrom BC, kB kru¼-
nica opisana oko trougla 4BMR i kC kru¼nica opisana oko trougla
4CNR.
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Rexeǌe 1 : Kako je OM = ON , simetrala ugla ^MON poklapa se sa
simetralom du¼i MN . Stoga se u trouglu 4AMN simetrala ugla
^MAN i simetrala stranice MN seku u taqki R, koja pripada kru¼-
nici opisanoj oko trougla 4AMN .
(Primetimo da je AM 6= AN ; zaista, ^AMN = 180◦ − ^BMN = γ
i ^ANM = 180◦ − ^CNM = β dobijamo iz tetivnog qetvorougla
BCNM , xto sa β 6= γ koje dobijamo iz pretpostavke AB 6= AC, da-
je ^AMN 6= ^ANM , odnosno AM 6= AN .)

Iz tetivnih qetvorouglova AMRN i BMNC imamo

^ARM = ^ANM = α = ^ABL, ^ARN = ^AMN = γ = ^ACL,

odakle dobijamo da su qetvorouglovi BLRM i CLRN tetivni. Time
smo pokazali da je L zajedniqka taqka kru¼nica kB i kC , te se ove dve
kru¼nice seku u taqki (L) koja pripada stranici BC.

A

B CO

N

M

T

R

L

Rexeǌe 2 : Kako su trouglovi 4ABC i 4ANM sliqni (u prethodnom
rexeǌu smo pokazali da je ^AMN = γ i ^ANM = β), sa odgovara-
ju²im te¼ixnim linijama AO i AT , dobijamo ^BAO = ^CAT . Stoga
je simetrala AR ugla ^BAC tako±e i simetrala ugla ^OAT . Odatle
dobijamo

RT

RO
=
AT

AO
.

Daǉe, koriste²i ponovo qiǌenicu da su AT i AO odgovaraju²e
te¼ixne linije u sliqnim trouglovima, kao i da je O centar kru¼nice
k koja prolazi i kroz B i kroz M (tj. OB = OM) dobijamo slede²i
niz jednakosti

RT

RO
=
AT

AO
=
MN

BC
=
MT

BO
=
MT

MO
.

Odavde zakǉuqujemo da je MR simetrala ugla ^OMN . Sada imamo
da je ^BMO = β (O je centar kru¼nice oko BCNM) sa ^AMN = γ
(sliqnost 4ABC ∼ 4ANM) nam daje ^OMN = α. Konaqno do-
bijamo ^BMR = β + 1

2α = ^CLR, odakle dobijamo da taqke B,L,R,M
pripadaju istoj kru¼nici. Potpuno analogno dobijamo i da C,L,R,N
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pripadaju istoj kru¼nici, te se te dve kru¼nice seku na stranici BC.

Rexeǌe 3 (Milan Novakovi²): Kako je BC preqnik kruga na kome su i
M i N to je BM ⊥ CM i BN ⊥ CN , pa su BN i CM visine 4ABC
(poxto je on oxtrougli, to su ove visine unutar trougla).

Neka simetrala ^MON (koja je ujedno i simetrala du¼i MN jer
je 4MON jednakokrak, OM = ON) seqe krug opisan oko 4MAN u
taqki R′. Tada je MR′ = NR′ (jer je R′ na simetrali du¼i MN), pa

su i lukovi M̂R′ i N̂R′ iste du¼ine, pa je ^MAR′ = ^R′AN odakle je
R′ i na simetrali ugla ^MAN . Kako A 6∈ OR′ (A ∈ OR′, tj. A je na
simetrali du¼iMN , pa je AM = AN ⇒ AC ·cosα = AB ·cosα ⇒ AC =
AB, xto je protivno uslovu zadatka), te je R′ presek simetrala uglova
^BAC i ^MON , dakle R′ = R, pa je qetvorougao MRNA tetivan.

A

B CO

N

M

T

R′

A

B CX

R

N

M

Krugovi opisani oko 4BMR i 4CNR se seku u R i neka je druga
preseqna taqka X. Sada iz tetivnih qetvorouglova BXRM , MRNA i
XCNR dobijamo slede²e jednakosti:

^BXR = 180◦ − ^RMB = 180◦ − (180◦ − ^AMR) = ^AMR,

^CXR = 180◦ − ^RNC = 180◦ − (180◦ − ^ANR) = ^ANR.

Odavde dobijamo da je

^BXR+ ^CXR = ^AMR+ ^ANR = 180◦,

odakle sledi da su taqke B, X i C kolinearne. Taqka R je unutar
ugla ^BAC (jer je na simetrali ugla ^BAC) pa je i X unutar ^BAC.
Time smo pokazali da X pripada du¼i BC, xto je i trebalo dokazati.

Napomena: Tvr±eǌe zadatka ostaje na snazi i za proizvoǉan krug k ko-
ji prolazi kroz taqke B i C, sa centrom O koji ne mora biti sredixte
stranice BC.

314. Rexeǌe zadatka qine polinomi

P (x) = αx2 + βx4, gde je α, β ∈ R.



174 REXEǋA ZADATAKA

Rexeǌe 1 : Ako je a = b = 0 onda je ab+ bc+ ca = 0 ispuǌeno za svako
c ∈ R, te dobijamo P (0− 0) + P (0− c) + P (c− 0) = 2P (0 + 0 + c), odnos-
no P (0) + P (−c) = P (c) za sve realne c. Stavǉaju²i c = 0 dobijamo
P (0) = 0, te je P (−c) = P (c) za sve c ∈ R. Dakle P je parna funkci-
ja, te mora da bude oblika P (x) = anx

2n + an−1x
2n−2 + · · ·+ a1x

2, sa
a1, . . . , an ∈ R. Sada ²emo pokazati da je stepen 2n polinoma P na-
jvixe 4.

Za proizvoǉne realne brojeve u i v, trojka

a = uv, b = (1− u)v, c = (u2 − u)v

zadovoǉava uslov:

ab+ bc+ ca = (a+ b)c+ ab = v(u2 − u)v + uv(1− u)v = 0.

Tada jednaqina postaje

P
(
(2u−1)v

)
+P

(
(1−u2)v

)
+P

(
(u2−2u)v

)
= 2P

(
(u2−u+1)v

)
za sve u, v ∈ R.

Fiksirajmo u i posmatrajmo prethodnu jednaqinu kao polinome po
promenǉivoj v. Izjednaqavaǌem vode²ih koeficijenata na obe strane
dobijamo

(2u− 1)2n + (1− u2)2n + (u2 − 2u)2n = 2(u2 − u+ 1)2n za sve u ∈ R.

Stavǉaju²i u = −2 dobijamo jednakost

52n + 32n + 82n = 2 · 72n.

Kako je 82n > 2 · 72n ve² za n = 3

(82·3 > 256000 > 235298 = 2 · 72·3),

a razlika izme±u leve i desne strane je jox ve²a xto je ve²e n. Dakle
n6 2, xto povlaqi P (x) = αx2 + βx4 za neko α, β ∈ R.

Jox treba da poka¼emo da svaki takav polinom zadovoǉava dati
uslov. Da bismo ovo proverili primetimo da je svaka linearna kom-
binacija rexeǌa tako±e rexeǌe. Stoga je dovoǉno proveriti da li
su x2 i x4 rexeǌa. x2 je rexeǌe, xto sledi iz identiteta

(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 − 2(a+ b+ c)2 = −6(ab+ bc+ ca).

Za x4 uvedimo smene x = a− b, y = b− c, z = c− a i primetimo da smo u
proveri za x2 upravo pokazali x2 + y2 + z2 = 2(a+ b+ c)2. Sada, kako
je x+ y + z = 0, tra¼eni uslov dobijamo na slede²i naqin:

xy + yz + zx = −1

2
(x2 + y2 + z2) = −(a+ b+ c)2,
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(xy)2 + (yz)2 + (zx)2 = (xy + yz + zx)2 − 2xyz(x+ y + z) = (a+ b+ c)4,

x4 + y4 + z4 = (x2 + y2 + z2)2 − 2
[
(xy)2 + (yz)2 + (zx)2

]
= 2(a+ b+ c)4.

Rexeǌe 2 : Za svako realno x trojka (a, b, c) = (6x, 3x,−2x) zadovoǉava
uslov ab+ bc+ ca = 0. Za ovu trojku uslov postaje

P (3x) + P (5x) + P (−8x) = 2P (7x) za sve x ∈ R.

Ako je polinom P (x) oblika P (x) =
∑
aix

i, dobijamo da va¼i
(
3i + 5i + (−8)i − 2 · 7i

)
ai = 0 za sve i = 0, 1, 2, . . .

Izraz u zagradi je negativan za neparne vrednosti i, a pozitivan za i =
0 i sve parne i> 6. Samo za i = 2 i i = 4 ovaj izraz je jednak 0. Odavde
sledi da je P (x) = αx2 + βx4, gde su α, β ∈ R.
Kao i u prethodnom rexeǌu ostaje da proverimo da li ovo rexeǌe
ispuǌava uslov.

Rexeǌe 3 (Milan Novakovi²): Za a = b = c = 0 je ab+ bc+ ca = 0 i

P (a− b) + P (b− c) + P (c− a) = 3P (0) = 2P (0) = 2P (a+ b+ c),

odakle dobijamo P (0) = 0. Za a = b i c = a
2 je ab+ bc+ ca = 0 i

P (a− b) + P (b− c) + P (c− a) = P (0) + P (
3a

2
) + P (−3a

2
) = 2P (

3a

2
),

tj. P (− 3a
2 ) = P ( 3a

2 ). Kako a mo¼e biti bilo koji realan broj, ta jed-
nakost va¼i u polinomijalnom smislu, tj. P (−x) = P (x). Polinom je
paran, pa je

P (x) = a2nx
2n + a2n−2x

2n−2 + . . .+ a2x
2 + a0,

a zbog P (0) = 0 imamo da je a0 = 0.
Primetimo da ako su Q(x) i R(x) rexeǌa, tada je i

P (x) = αQ(x) + βR(x)

tako±e rexeǌe. Stoga je dovoǉno posmatrati polinome P (x) = x2n.
Za n = 1 je P (x) = x2 i tada je (a−b)2+(b−c)2+(c−a)2 = 2(a2+b2+c2)−

2(ab+bc+ca) = 2(a2+b2+c2) = 2(a2+b2+c2)+4(ab+bc+ca) = 2(a+b+c)2.

Za n> 2 imamo da je c = − ab

a+ b
. Tada islov postaje

(a− b)2n +

(
b+

ab

a+ b

)2n

+

(
ab

a+ b
+ a

)2n

= 2

(
a+ b− ab

a+ b

)2n

.

Kada ovu jednaqinu pomno¼imo sa

(
a+ b

b

)2n

i uvedemo smenu z =
a

b
dobijamo jednakost

(z2 − 1)2n + (2z + 1)2n + (z2 + 2z)2n = 2(z2 + z + 1)2n.
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Kako je n> 2, koeficijenti uz z4n−2 daju

−
(
2n

1

)
+ 0 + 2

(
2n

2

)
= 2 · (

(
2n

1

)
+

(
2n

2

)
),

odakle je 3
(
2n
1

)
= 2
(
2n
2

)
, tj. 3 ·2n = (2n)(2n−1), xto nam daje n = 2. Time

smo pokazali da je za n> 2 jedino rexeǌe P (x) = x4.
Tra¼eno rexeǌe je P (x) = αx2 + βx4, gde su α, β ∈ R.

315. Odgovor je: 4k × 3` i 12k × a, a> 6.
Kada spojimo dve kuke, kao na drugoj slici ni¼e, dobijamo pravo-

ugaonik dimenzija 4× 3. Spajaǌem tih pravougaonika, dobijamo da se
mogu prekriti svi pravougaonici dimenzija 4k × 3`, k, ` ∈ N. Tako±e,
dobijamo i da se svi pravougaonici oblika 12k × 3, 12k × 4, 12k × 6 i
12k × 8 mogu prekriti. Spajaǌem prve dve vrste od malopre nabro-
janih dobijamo pravougaonik 12k×7. Dodavaǌem traka oblika 12k×3,
pokrivamo pravougaonike 12k×(6+3`), 12k×(7+3`) i 12k×(8+3`), qime
smo pokazali da je mogu²e pokriti sve pravougaonike oblika 12k × a,
gde je a> 6.

A

A B A B A B

Pretpostavimo da smo pokrili neki m×n pravougaonik tako da su
ispuǌeni uslovi zadatka. Za svaku kuku A, postoji jedinstvena ku-
ka B koja pokriva “unutraxǌi” kvadrati² kuke A (na prvoj slici taj
kvadrati² je isxrafiran). Nazovimo B susedom od A. Jasno je da un-
utraxǌi kvadrati² kuke A mora biti pokriven jednim od “krajǌih”
kvadrati²a kuke B. U desnom delu prethodne slike predstavǉeǌe su
sve 3 mogu²nosti za postavǉaǌe kuke B tako da se ona ne preklapa sa
originalnom kukom A. U prvom sluqaju se dobija pravougaonik 4× 3;
u drugom A i B formiraju uniju dva 2×3 pravougaonika koji su nale-
pǉeni jedan na drugi; a tre²i sluqaj je nemogu² jer ostaje nepokriven
usamǉen kvadrati² izme±u dve kuke (na slici je isxrafiran). U oba
mogu²a sluqaja, originalna kuka A je sused svoga suseda B. Stoga se
sve kuke mogu podeliti u parove uzajamnih suseda. Stoga je ukupan
broj kuka paran. Kako se svaka kuka sastoji od 6 kvadrati²a, dobi-
jamo da je broj kvadrati²a, mn, u pravougaoniku pokrivenom kukama
deǉiv sa 12.

Sada ²emo pokazati da je bar jedan od brojeva m i n deǉiv sa 4.
Pretpostavimo suprotno, da su i m i n parni (mn je deǉivo sa 4) ali
da daju ostatak 2 pri deǉeǌu sa 4. Pretpostavimo da je pravougaonik
podeǉen na jediniqne kvadrati²e, sa vrstama i kolonoma koje su oz-
naqene sa 1, . . . ,m i 1, . . . , n (od vrha ka dnu i sa leva na desno). Stavi-
mo kru¼i² u kvadrati² u i-toj vrsti i j-toj koloni ako je taqno jedan
od i i j deǉiv sa 4, kao xto je prikazano na slede²oj slici.
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• • •
• • •
• • •

• • • • • • • • • • •
• • •
• • •
• • •

• • • • • • • • • • •
• • •
• • •

Svaki od dva mogu²a oblika koji formiraju dve susedne kuke
prekriva 12 kvadrati²a. Direktnom proverom utvr±ujemo da ma
kako te dve susedne kuke bile postavǉene one pokrivaju ili 3 ili
5 kru¼i²a, odnosno pokrivaju neparan broj kru¼i²a.

Sa druge strane imamo da ako je m = 4u+ 2 i n = 4v + 2, tada je
ukupan broj kru¼i²a u(3v + 2) + v(3u+ 2) = 2(3uv + u+ v + 2), xto je
paran broj. Dakle ukupan broj oblika formiranih od 2 susedne
kuke je paran. Odatle zakǉuqujemo da je ukupan broj kvadrati²a u
pravougaoniku, mn, deǉiv sa 24, a samim tim i sa 8. Ovo je u suprot-
nosti sa pretpostavkom da nijedan od brojeva m i n nije deǉiv sa
4.

Bez umaǌeǌa opxtosti mo¼emo uzeti da je m = 4k. Ako m nije
deǉivo sa 3 onda je n (ranije smo pokazali da je mn deǉivo sa 12)
i onda imamo pravougaonik oblika 4k × 3l. Ako je m deǉivo i sa 3,
tada imamo pravougaonik oblika 12k × a. Ostaje da poka¼emo da a ne
mo¼e biti 1, 2 ili 5. Naravno, nijedna kuka ne mo¼e biti smext-
ena u traku xirine 1 ili 2. Da bi prekrili pravougaonik 12k × 5,
moramo prekriti i iviqnu traku S du¼ine 5. Ali kako god stavili
dve susedne kuke da pokrivaju neke od kvadrati²a trake S, osta²e nam
kvadrati²i pravougaonika (iz S) koji se ne mogu prekriti. Ovime je
dokaz kompletiran.

Comment for the PSC. I am ready to restore the original exposition. It
is probably personal, but I got confused when reading the proposed text as to
how the “markings” are counted.

Solution 2. Consider a covering of an m × n rectangle satisfying the
conditions. For any hook A, there is a unique hook B covering the “inside”
square of A with one of its “endmost” squares. In turn, the “inside” square
of B must be covered by an “endmost” square of A. Thus, in a tiling, all hooks
are matched into pairs. There are only two possibilities to place B so that
it does not overlap with A and no gap occurs. In one case, A and B form a
3×4 rectangle; in the other, their union is an octagonal shape, with side lengths
3, 2, 1, 2, 3, 2, 1, 2.

So an m × n rectangle can be covered with hooks if and only if it can be
covered with the 12-square tiles shown above. Suppose that such a tiling exists;
then mn is divisible by 12. We now show that one of m and n is divisible by 4.

Assume on the contrary that this is not the case; thenm and n are both even,
because mn is divisible by 4. Imagine the rectangle divided into unit squares,
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with the rows and columns formed labeled 1, . . . ,m and 1, . . . , n. Write 1 in
the square (i, j) if exactly one of i and j is divisible by 4, and 2, if i and j are
both divisible by 4. Since the number of squares in each row and column is
even, the sum of all numbers written is even. Now, it is easy to check that a
3× 4 rectangle always covers numbers with sum 3 or 7; and the other 12-square
shape always covers numbers with sum 5 or 7. Consequently, the total number
of 12-square shapes is even. But then mn is divisible by 24, and hence by 8,
contrary to the assumption that m and n are not divisible by 4.

Notice also that neither m nor n can be 1, 2 or 5 (any attempt to place tiles
along a side of length 1, 2 or 5 fails). We infer that if a tiling is possible, then
one of m and n is divisible by 3, one is divisible by 4, and m,n 6∈ {1, 2, 5}.

Conversely, if these conditions are satisfied, the tiling is possible (using only
3× 4 rectangles at that). This is immediate if 3 divides m and 4 divides n (or
vice versa). Let m be divisible by 12 and n 6∈ {1, 2, 5} (or vice versa). Then n
can be represented as the sum of several 3’s and several 4’s. Hence the rectangle
can be partitioned into m× 3 and m× 4 rectangles, which are easy to cover,
only with 3× 4 tiles again.

Napomena: Here is one more proof that one of m and n is divisible by 4 (the
essential part of the problem ). Depending on how a 12-square tile (of whichever
type) is placed on the grid plane, exactly one of the following two situations
occurs:

(a) The tile has 4 columns, each of length 3, and 3 or 4 rows, each of length 2
or 4;

(a) The tile has 4 rows, each of length 3, and 3 or 4 columns, each of length 2
or 4.

Suppose a tiling is possible; then mn is divisible by 12. If the number of tiles
is even, then mn is divisible by 24, and one of m,n is divisible by 4. Let there
be an odd number of tiles. Then one of the situations (a), (b) occurs an odd
number of times, say (a). Color black every fourth column. Each (a)-tile covers
3 black squares, and each (b)-tile covers an even number of black squares. Thus
the total number of black squares is odd, implying that the column length is
odd. So the row length must be divisible by 4.

316. Zbog simetrije, dovoǉno je pokazati t1 < t2 + t3. Sredimo izraz

n∑

i=1

ti

n∑

i=1

1

ti
= n+

∑

16i<j6n

(
ti
tj

+
tj
ti

)

= n+ t1

(
1

t2
+

1

t3

)
+

1

t1
(t2 + t3) +

∑

1 6 i < j 6 n

(i, j) 6= (1, 2), (1, 3)

(
ti
tj

+
tj
ti

)
.



REXEǋA ZADATAKA 179

Zbog nejednakosti aritmetiqke i geometrijske sredine je

1

t2
+

1

t3
>

2√
t2t3

, t2 + t3 > 2
√
t2t3, i

ti
tj

+
tj
ti

> 2 za sve i, j.

Stavimo a = t1/
√
t2t3 > 0 i iskoristimo uslov zadatka:

n2 +1 >

n∑

i=1

ti

n∑

i=1

1

ti
> n+2

t1√
t2t3

+2

√
t2t3
t1

+2

[(
n

2

)
− 2

]
= 2a+

2

a
+ n2 − 4.

Kako mora da bude 2a+ 2/a− 5 < 0, xto je ekvivalentno sa uslovom
(2a− 1)(a− 2) < 0 te nam daje 1/2 < a = t1/

√
t2t3 < 2. Dakle t1 < 2

√
t2t3,

xto sa jox jednom primenom nejednakosti aritmetiqke i geometrijske
sredine daje t1 < 2

√
t2t3 6 t2 + t3, xto je i trebalo pokazati.

Napomena: Nije texko odrediti najve²i broj f(n) takav da za pozi-

tivne t1, . . . , tn, nejednakost
n∑

i=1

ti

n∑

i=1

1

ti
< f(n) povlaqi da su bilo koja

tri ti-a stranice trougla. Odgovor je f(n) = (n+
√
10− 3)2.

317. Rexeǌe 1 : Kako je P unutraxǌa taqka qetvorougla ABCD, imamo
da va¼i ^DBA < ^DBC ako i samo ako je ^BDA < ^BDC. Stoga
bez umaǌeǌa opxtosti mo¼emo pretpostaviti da se taqka P nalazi u
trouglovima 4ACD i 4BCD.

⇒: Neka je ABCD tetivan qetvorougao. Oznaqimo sa K i L preseke
pravih BP i DP sa pravom AC, respektivno. Tada iz jednakosti u
uslovu zadatka (^PBC = ^DBA i ^PDC = ^BDA) i ^ACB = ^ADB,
^ABD = ^ACD sledi da su trouglovi 4DAB, 4DLC i 4CKB sliqni.
Odatle dobijamo ^PLK = ^PKL, odnosno PK = PL.

Tako±e i trouglovi 4ADL i 4BDC su sliqni odakle dobijamo

AL

BC
=
AD

BD
=
KC

BC
,

xto povlaqi AL = KC. Sada imamo da su trouglovi 4ALP i 4CKP
podudarni (AL = CK, ^ALP = ^CKP , PL = PK). Odatle sledi
AP = CP .
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A

B

C

D

K L

P

A

B

C

D

X

Y

P

⇐: Obratno, neka je AP = CP . Oznaqimo sa X i Y taqke preseka kruga
opisanog oko 4BCP sa pravama CD i DP , respektivno. Trouglovi
4ADB i 4PDX su sliqni, xto povlaqi da su i 4ADP i 4BDX
sliqni. Odatle je

(1)
BX

AP
=
BD

AD
=
XD

PD
.

Xtavixe, trouglovi 4DPC i 4DXY su sliqni, xto daje

(2)
Y X

CP
=
XD

PD
.

Kako je AP = CP , iz (1) i (2) sledi BX = Y X. Odatle je

^DCB = ^XY B = ^XBY = ^XPY = ^PDX + ^PXD

= ^ADB + ^ADB = 180◦ − ^BAD.

Prethodna jednakost povlaqi da je qetvorougao ABCD tetivan.
Rexeǌe 2 : ⇒: Neka taqke A,B,C,D le¼e na istom krugu k. Oznaqi-

mo preseke pravih BP i DP sa krugom opisanim oko ABCD sa E i F ,
respektivno. Iz datih uslova tada sledi ÂB = ĈF i ÂD = ĈE, te je
BF ‖ AC i DE ‖ AC. Stoga je qetvorougao BFED jednakokraki trapez
(ili pravougaonik) qije se dijagonale seku u taqki P . Stoga P le¼i
na preqniku kruga k koje je normalan na AC. Odatle sledi AP = CP .

⇐: Pretpostavimo obratno da je AP = CP . Bez umaǌeǌa opxtosti
mo¼emo uzeti da taqka P pripada trouglovima 4ACD i 4BCD. Oz-
naqimo sa K i L preseke pravih BP i DP sa pravom AC, respektivno.

The points A and C are isogonal conjugates with respect to the trian-
gle BDP , which implies that ^APK = ^CPL. Since AP = CP , we infer that
K and L are symmetric with respect to the perpendicular bisector p of AC.

Let E be the reflection of D in p. Then E lies on the line BP , and the
triangles APD and CPE are congruent. Thus ^BDC = ^ADP = ^BEC,
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which means that the points B,C,E,D are concyclic. Moreover, A,C,E,D
are also concyclic. So ABCD is a cyclic quadrilateral.

318. Pozitivan broj n ima alterniraju²i sadr¼alac ako i samo ako
n nije deǉiv sa 20.

Ako je n deǉiv sa 20 tada su ǌegove posledǌe dve cifre u deci-
malnom zapisu parne, te ne postoji alterniraju²i sadr¼alac.

Za ostale vrednosti n postoji alterniraju²i sadr¼alac, xto ²emo
pokazati razbijaju²i problem na sluqajeve. Odvojeno ²emo razma-
trati kada je n stepen broja 2, kao i kada je oblika 2 · 5k. Nadaǉe
²emo sa uα ‖ a oznaqavati da je uα najve²i stepen broja u koji deli a.
Lema 1 . Za n = 2k, k ∈ N, postoji alterniraju²i sadr¼alac sa

parnim brojem cifara.

Dokaz Leme 1 : Dovoǉno je konstruisati niz {ak}∞k=1 decimalnih ci-
fara za koji va¼i

ak ≡ k + 1 (mod 2); 22k−1 ‖ a2k−1 . . . a1 ; 22k+1 ‖ a2ka2k−1 . . . a1

za svako k ∈ N. Poqnimo sa a1 = 2 i a2 = 7. Ako je niz konstruisan do
a2k, k > 1, za slede²u cifru stavimo a2k+1 = 4. Tada je a2k+1 parna i

22k+1 ‖ a2k+1a2k . . . a1 = 4 · 102k + a2ka2k−1 . . . a1 ,

jer je 22k+1 ‖ a2ka2k−1 . . . a1 po induktivnoj hipotezi, a i 22k+2 ‖ 4 · 102k.
Oznaqimo a2k+1a2k . . . a1 = 22k+1A, gde je A neparan broj. Sada, a2k+2

mora biti neparan i

22k+3 ‖ a2k+2a2k+1 . . . a1 = a2k+210
2k+1 + a2k+1a2k . . . a1

= 22k+1[a2k+25
2k+1 +A].

Kako je 52k ≡ 1 (mod 8), ova relacija va¼i za 5a2k+2 + A ≡ 4 (mod 8).
Rexeǌa ove kongruencije su neparna, jer je A neparan. Xtavixe, rex-
eǌe a2k+2 ²e biti izabrano iz skupa {0, 1, . . . , 7}. Time smo zavrxili
konstrukciju, qime je Lema 1 pokazana. ♦
Lema 2 . Za n = 2 · 5k, k ∈ N, postoji alterniraju²i sadr¼alac sa

parnim brojem cifara.

Dokaz Leme 2 : Konstruiximo niz {bk}∞k=1 decimalnih cifara za koji
va¼i

bk ≡ k + 1 (mod 2) i 2 · 5k | bkbk−1 . . . b1

za svako k ∈ N. Poqnimo sa b1 = 0 i b2 = 5. Ako je niz konstruisan
do bk, k > 1 i neka je bk . . . b1 = 5`B, gde je `> k i B nije deǉiv sa 5.
Slede²a cifra bk+1 mora da zadovoǉava

bk+1 ≡ k + 2 (mod 2) i 5k+1 | bk+1bk . . . b1

Kako je bk+1bk . . . b1 = bk+110
k + bk . . . b1 = 5k[bk+12

k + 5`−kB] imamo
slede²a dva sluqaja:
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1◦ ` > k i tada biramo bk ∈ {0, 5} sa odgovaraju²om parno71u;
1◦ ` = k i tada je potrebno da 5 deli bk+12

k +B. Sada, sistem kongru-
encija

bk ≡ k + 1 (mod 2) i bk+12
k +B ≡ 0 (mod 5)

ima rexeǌe po Kineskoj teoremi o ostacima, jer su 2k i 5 uzajamno
prosti. Tako±e, rexeǌe bn+1 mo¼e biti izabrano iz skupa {0, 1, . . . , 9},
kao xto je potrebno. ♦

Primetimo da smo Lemom 2 pokazali tvr±eǌe i za n = 5k, jer je
malopre konstruisani alterniraju²i sadr¼alac broja 2 ·5k i sadr¼a-
lac broja n = 5k.

Prelazimo na opxti sluqaj n = 2α5βm, gde je m uzajamno prost sa
10. Ako n nije deǉiv sa 20 onda je 2α5β stepen broja 2, stepen broja 5,
ili broj oblika 2 · 5β. Prema Lemama 1 i 2, u svim sluqajevima 2α5β

ima paran alterniraju²i sadr¼alac M sa parnim brojem (2k) cifara.
Jasno je da su i svi brojevi oblika MM . . .M tako±e alterniraju²i
sadr¼aoci broja 2α5β. Dokaza²emo da je neki od ǌih i sadr¼alac
broja n = 2α5βm. Razmotrimo brojeve

C` = 1 + 102k + . . .+ 102k(`−1), ` = 1, 2, . . . ,m+ 1.

Neka dva od ǌih, C`1 i C`2 , `1 < `2, su kogruentna po modulu m prema
Dirihleovom principu. Tada m deli ǌihovu razliku:

m | C`2 − C`1 = C`2−`1 · 102k`1 .

Kako je m uzajamno prost sa 10, sledi da m deli C`2−`1 . Odatle di-
rektno sledi da je C`2−`1 ·M , koji je broj oblika MM . . .M , tra¼eni
alterniraju²i sadr¼alac broja n.
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Rexeǌa probnih takmiqe-
ǌa u 2004.

Prvo interno takmiqeǌe

Nedeǉa, 7. decembar 2003.

Prvi razred

319. Iz a(bcd− 1) = 1235, b(acd− 1) = 235, c(abd− 1) = 35, d(abc− 1) = 5
dobijamo da su svi a, b, c, d neparni, ali bi onda broj abcd − a = 1235
bio paran xto je kontradikcija, pa ne postoje takvi celi brojevi.

320. Oznaqimo sa t = x−1
x+3 . Tada je tx + 3t = x − 1, odakle nalazimo

x = 3t+1
1−t . Time smo polaznu jednakost sveli na f(t) + 2f( 1

t ) = 3t+1
1−t .

Ako ovde svako t zamenimo sa 1
t dobijamo f( 1

t ) + 2f(t) =
3 1
t
+1

1− 1
t

= 3+t
t−1 .

Tako smo dobili sistem f(t) + 2f( 1
t ) = 3t+1

1−t , 2f(t) + f( 1
t ) = 3+t

t−1 . Kada

od dvostruke druge jednaqine oduzmemo prvu dobijamo 3f(t) = 7+5t
t−1 , a

odatle je f(t) = 7+5t
3t−3 .

321. ⇐: Trougao 4ABC je jednakokrak sa kracima AB = AC ⇒
4AMB ∼= 4AMC (AM = AM , AB = AC i ^BAM = ^CAM = α

2 ), a
za podudarni trouglovi imaju jednake polupreqnike upisanih krugo-
va: r1 = r2.

⇒: Neka su S1 i S2 centri upisanih krugova u trouglove 4ABM i
4AMC. Neka su A1 i A2 dodirne taqke tih krugova i stranice BC,
a D1 i D2 dodirne taqke tih krugova i simetrale AM i S1S2 ∩AM =
{N}. 4S1D1N ∼= 4S2D2N (^S1ND1 = ^S2ND2 – unakrsni uglovi,
^S1D1N = ^S2D2N = 90◦ i S1D1 = r1 = r2 = S2D2) ⇒ S1N = S2N . AN
je simetrala ugla ^S1AS2 (jer je ^S1AN = ^S2AN = α

4 ) i ta simetrala
polovi naspramnu stranicu S1S2 ⇒ trougao 4S1AS2 je jednakokrak i
AN ⊥ S1S2 (odnosno taqke D1, D2 i N se poklapaju). Iz qiǌenice da je
qetvorougao A1A2S2S1 pravougaonik (S1A1 = r1 = r2 = S2A2, S1A1 ⊥ BC
i S2A2 ⊥ BC) dobijamo i da je AM ⊥ BC, xto nam daje 4AMB ∼=
4AMC (AM = AM , ^BAM = ^CAM = α

2 i ^BMA = ^CMA = 90◦)
⇒ AB = AC, pa je trougao 4ABC jednakokrak, q.e.d.
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A

B A1 M A2 C

D1

D2

S1 S2N

α
4

α
4

α
4

α
4

A B

CD

K L

A B

CD

K M

322. Rexeǌe 1 : Oznaqimo sa ~a =
−−→
AB i ~b =

−−→
AD. Tada je

−−→
AK = 1

4
~b

i
−→
AL = 1

5

−→
AC = 1

5 (~a + ~b). Odatle je
−−→
KB =

−−→
AB − −−→AK = ~a − 1

4
~b i

−−→
KL =

−→
AL − −−→AK = 1

5 (~a + ~b) − 1
4
~b = 1

5~a − 1
20
~b. Kako je

−−→
KB = 5

−−→
KL do-

bijamo da su taqke K, L i B kolinearne.

Rexeǌe 2 : Isto kao u prethodnom naqinu dobijemo
−→
AL = 1

5 (~a+
~b). Kako

je
−→
AL = 1

5 (~a+
~b) = 1

5

−−→
AB + 4

5

−−→
AK i 1

5 + 4
5 = 1 dobijamo da su taqke B, L i

K kolinearne.

Rexeǌe 3 : Du¼i KB i AC se seku i neka je KB ∩ AC = {M}. Tada
imamo sliqne trouglove 4AKM ∼ 4CBM (^AMK = ^CMB – un-
akrsni uglovi, ^AKM = ^MBC i ^MAK = ^MCB – uglovi sa par-

alelnim kracima) pa je
AM

MC
=
AK

CB
=

1
4AD

AD
=

1

4
, pa je MC = 4AM , a

kako je LC = 4AL dobijamo da je M = L, odnosno L ∈ KB, tj. taqke K,
L i B su kolinearne.

323. a) Oba sluqaja su mogu²a.
Ukoliko je u poqetnoj poziciji 20 belih figura jedna do druge, a
zatim 20 crvenih figura u svakom potezu ²e prvi igraq uzimati 2
crvene sa granice, a drugi igraq ²e u svakom potezu uzimati 2 bele
figure. Igra ²e tada te²i na slede²i naqin

p.p. I II I II I . . . I II I

crvene 20 18 18 16 16 14 2 2 0

bele 20 20 18 18 16 16 4 2 2

i na kraju ostaju samo 2 bele.

b)Rexeǌe 1 : Ukoliko je u poqetnoj poziciji 19 belih figura jedna do
druge, a zatim 21 crvena figura u svakom potezu ²e prvi igraq uzi-
mati 2 crvene sa granice, a drugi igraq ²e u svakom potezu uzimati
2 bele figure, dok na kraju ne ostane po jedna figura i tada drugi
igraq uzima posledǌu belu kuglicu i ostaje samo 1 crvena. Igra ²e
tada te²i na slede²i naqin

p.p. I II I II I . . . II I II

crvene 21 19 19 17 17 15 3 1 1

bele 19 19 17 17 15 15 1 1 0

.
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Rexeǌe 2 : Ukoliko je u poqetnoj poziciji 19 crvenih figura jedna do
druge, a zatim 18 belih figura me±u kojima su jox 3 razdvojene cr-
vene u prvom potezu ²e prvi igraq uzeti 5 crvenih (2 sa granice i sve
3 izdvojene), a zatim ²e drugi igraq u svakom potezu uzimati 2 bele
figure, a prvi igraq ²e u svakom potezu uzimati 2 crvene sa granice.
Igra ²e tada te²i na slede²i naqin

p.p. I II I II I . . . II I II

crvene 22 17 17 15 15 15 3 1 1

bele 18 18 16 16 14 14 2 2 0

i na kraju ostaje samo 1 crvena.

Ponedeǉak, 1. decembar 2003.

Drugi razred

324. Neka je ~a =
−−→
BC, ~b =

−→
CA i ~c =

−−→
AB.

Tada je
−−→
KL =

−−→
KA+

−−→
AB+

−→
BL =

‖~c‖
‖~b‖

~b+~c+
‖~c‖
‖~a‖~a = ‖~c‖ ·

(
~a

‖~a‖ +
~b

‖~b‖
+

~c

‖~c‖

)
.

Sasvim sliqno se dokazuje da je
−−→
PQ = ‖~a‖ ·

(
~a

‖~a‖ +
~b

‖~b‖
+

~c

‖~c‖

)
, odakle

sledi da je KL‖PQ. Sasvim sliqno se dokazuje i da je KL‖MN odakle
sledi tvr±eǌe u celini.

A B

C

L

K

P

Q

325. Neka su A′ i C ′ taqke u kojima prave AR i CS seku krug k po drugi
put. Prave AA′ i CC ′ su normalne na PQ, i kako je AC ′ normalno na
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CC ′ zakǉuqujemo da su prave RS i AC ′ paralelne. Sasvim sliqno
zakǉuqujemo da je i A′C‖RS i qetvorougao AA′CC ′ je pravougaonik.
Neka je l prava koja sadr¼i centar kruga k i normalna je na A′C.
Tada je l osa simetrije pravougaonika A′CC ′A i osa simetrije kruga
k odakle sledi da je SQ = PR.

326. Neka je n = pα1
1 ·. . .·pαkk pri qemu su pi prosti brojevi a αi prirodni

brojevi (1 6 i 6 k). Neka je d = pβ1

1 · . . . · pβkk proizvoǉan delilac
broja n2. Tada je 0 6 βi 6 2αi. Ovom deliocu broja n

2 pridru¼i²emo
ure±eni par f(d) = (u, v) na slede²i naqin: u = pγ1

1 ·. . .·pγkk , v = pδ11 ·. . .·pδkk
pri qemu je

γi = min{αi, βi} , a δi =

{
βi − αi, γi = αi,
αi, γi < αi.

Jasno je da je NZS (u, v) = n i da za svaki par (u, v) kome je najmaǌi
zajedniqki sadr¼alac jednak n postoji taqno jedan delilac d broja
n2 takav da je f(d) = (u, v). Na taj naqin smo napravili bijekciju
izme±u skupa svih ure±enih parova (u, v) kojima je NZS jednak n i
svih delilaca broja n2 odakle sledi tra¼eno tvr±eǌe.

327. Za a, b ∈ N definiximo broj ab na slede²i naqin: a1 = 1 i
ab+1 = aab , za b ∈ N.

Doka¼imo slede²e pomo²no tvr±eǌe: Ako je p > q i ap

p > bq

q , tada
va¼i:

ap > bq i
aa

p

ap
>
bb
q

bq
.

Zaista, iz polaznih pretpostavki odmah dobijamo da je bq < q
pa

p <
ap. Va¼i i:

bb
q

bq
= bb

q−q = (bq)
bq

q
−1

<

(
q

p
ap
) ap

p
−1

< (ap)
ap

p
−1 =

aa
p

ap
.

Primeǌuju²i dokazano pomo²no tvr±eǌe na brojeve ap > bq i aa
p

ap >

bb
q

bq , dobijamo da je a
ap > bb

q

i aa
ap

aa
p > bb

bq

bb
q . Specijalno, kako je 33 > 1

i 333

> 1001, koriste²i prethodno tvr±eǌe mnogo puta dobijamo da je
3101

3100
> 10099

10098
(xto nam nije mnogo potrebno) i 3100 > 10098. Deo da je

10099 > 3100 se lako dokazuje indukcijom. Prema tome m = 99.

328. Oznaqimo sa B taqku u kojoj buba zavrxava put. Posmatrajmo
opxti graf u kome se svaka ivica poliedra posmatra kao dvostruka.
Ako su A i B razliqite, dopuǌavaǌem grafa dodatnom ivicom BA
dobijamo graf sa Ojlerovom konturom (to je putaǌa bube dopuǌena
ivicom BA) u kome A i B imaju neparne stepene, xto je nemogu²e (jer
po teoremi koja karakterixe Ojlerove grafove imamo da graf ima
Ojlerovu konturu ako i samo ako je povezan i svaki qvor ima paran
stepen). Sledi da je B = A, pa zavrxna taqka ne zavisi od puta.
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Tre²i razred

329. Neka je H ortocentar trougla ABC. Neka je Q taqka prave PH
takva da je PH ·HQ = AH ·HK. Tada taqka Q pripada krugu opisanom
oko trougla AHK. Kako je PH ·HQ = AH ·HK = BH ·HL = CH ·HM
zakǉuqujemo da taqka Q pripada i krugovima opisanim oko trouglova
BKL i CKM .

330. Primenimo inverziju sa centrom C. Prava PQ se preslikava
u pravu P ∗Q∗, krug k se preslikava u krug k∗ koji je, ponovo, or-
togonalan na PQ, a to znaqi da je P ∗Q∗ preqnik kruga k∗. Krug l se
preslikava u pravu l∗ paralelnu sa P ∗Q∗ koja dodiruje krug k∗. Prava
AB se preslikava u krug m∗ koji prolazi kroz taqke A∗ i B∗ i koji je
ortogonalan na P ∗Q∗ (tj. qiji se centar nalazi na pravoj P ∗Q∗). Kako
prava l∗ dodiruje im∗, zakǉuqujemo da su m∗ i k∗ podudarni. Poxto je
A∗ preseqna taqka krugova k∗ i m∗, dobijamo da je ∠A∗P ∗C = ∠A∗B∗C.
Jox ostaje da se vidi da je ∠A∗P ∗C jednak uglu izme±u kruga A∗P ∗C i
prave AC, i kao takav jednak je uglu ∠PAC. Sasvim sliqno se dokazuje
da je ∠A∗B∗C = ∠CAB, odakle sledi tra¼eno tvr±eǌe.

k∗

l∗

A∗

P ∗ C Q∗ B∗

331. Videti rexeǌe 336. zadatka (3. za qetvrti razred).

332. Neka je P proizvoǉna plava taqka (ako takva taqka ne postoji,
tvr±eǌe je dokazano). Posmatrajmo krug k sa centrom P . Taj ceo krug
mora biti crvene boje. Posmatrajmo proizvoǉan pravilan xestougao
ABCDEF koji pripada tom krugu. Neka je AB∩CD = X, CD∩EF = Y
i EF ∩AB = Z. Bar dve od taqaka X,Y i Z su plave boje. Rotirajmo
taqke A,B,C,D,E, F,X, Y i Z oko taqke P za takav ugao da dobijemo
A′, B′, . . . , Z ′ tako da bude XX ′ = 1, Y Y ′ = 1 i ZZ ′ = 1. Jasno je da
su bar dve od taqaka X ′, Y ′ i Z ′ plave boje pa je bar jedna od du¼i
XX ′, Y Y ′, ZZ ′ jediniqna du¼ sa plavim krajevima.
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333. Pretpostavimo da je P (x) ≡ Q(x)R(x). Kako je P (0) = p =
Q(0)R(0), mo¼emo uzeti bez smaǌeǌa opxtosti da je |Q(0)| = 1. Ako je

Q(x) =
∏k

i=1(x − αi), tada je |α1 . . . αk| = 1 odakle je i |αm1 . . . αmk | = 1,
pa poxto je na osnovu definicije polinoma P , αmi (αi − a)n = −p, va¼i
|Q(a)|n = |(α1 − a)n . . . (αk − a)n| = |∏k

i=1 α
m
i (αi − a)n| = pk. Me±utim,

|Q(a)| | p = |P (a)|, dakle |Q(a)| = 1 ili |Q(a)| = p. Prva mogu²nost
naravno otpada, znaqi |Q(a)| = p, pa odavde sledi pn = pk. Dakle
degQ = k = n, zbog qega je i degR = m. Sada iz poznate relacije
a | |Q(a)−Q(0)| = p± 1 dolazimo do kontradikcije.

Qetvrti razred

334. Neka je M sredixte luka BC koji ne sadr¼i A. Oznaqava²emo
sa ψ inverziju sa centrom u E, i sa X ′ sliku ψ(X) ma kog objekta
X. Ova inverzija slika pravu AB u sebe, pa su i taqke A′, E,M ′, D′

kolinearne, a prava BD se slika u krug EB′D′. Pri tom je ]EB′D′ =
]EDB = ]EAB+]EMB = ]EB′A′+]EB′M ′ = ]A′B′M ′. Slika kruga
χ je prava paralelna pravoj A′EM ′D′, i dodiruje krugove A′B′M ′ i
EB′D′, odakle zbog upravo izvedenog ]EB′D′ = ]A′B′M ′ dobijamo da
su ova dva kruga podudarna, pa su izme±u ostalog i trouglovi D′B′E
i A′B′M ′ podudarni. Sledi ]ED′B′ = ]EA′B′, dakle ]EBD = ]EBA.
Zakǉuqujemo da se E nalazi na simetrali ugla ABC, pa je to centar
upisanog kruga u 4ABC.

335. Ako a | b onda za razliqite prirodne brojeve u i v va¼i ua −
va | ub − vb. Neka je n = 32k − 22k . Dokaza²emo da n | 3n−1 − 2n−1.

Dovoǉno je dokazati da 2k | n − 1 = 32k − 22k − 1. Doka¼imo, sada,

indukcijom da 2k | 32k − 1. Za k = 1 ovo je oqigledno, a ako tvr±eǌe

va¼i za k, onda postoji prirodan broj l takav da je 32k = 2kl + 1, pa

je 32k+1 − 1 =
(
32k
)2

− 1 =
(
32k − 1

)(
32k + 1

)
= 2kl

(
32k + 1

)
. Posledǌi

broj je, oqigledno, deǉiv sa 2k+1.

336. Neka su p1, p2, . . . , p2004 razliqiti prosti brojevi. Uze²emo da
je n + 1 deǉiv sa p1

2, n + 2 sa p2
2,. . . , n + 2003 sa p2003

2, odnosno do-
bijamo sistem kongruencija n ≡ −1 (mod p1

2), n ≡ −2 (mod p2
2), . . . ,

n ≡ −2003 (mod p2003
2). Time smo ispunili uslov 2◦. Ako uzmemo da je

n ≡ −2004+ p2004 (mod p2004
2), tada imamo da je n+2004 deǉiv sa p2004,

a nije sa p2004
2, pa n + 2004 nije potpun stepen nekog prirodnog broja

i time smo ispunili i uslov 3◦. Svi ovi moduli su uzajamno prosti
pa po Kineskoj teoremi o ostacima postoji takav broj n, qak za n do-
bijamo beskonaqno mnogo rexeǌa n0 + t ·m, gde je m = p1

2p2
2 . . . p2004

2 i
t ∈ Z. Sada ²emo iskoristiti Dirihleovu teoremu:
T. U svakoj aritmetiqkoj progresiji at + b, t ∈ Z, (a, b) = 1 postoji
prost broj.
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Pogodnim izborom prostih brojeva pi (npr. svi ve²i od 2004) dobi-
jamo da su brojevi n0 (koji je izme±u 0 i m) i m uzajamno prosti, pa
nam u toj aritmetiqkoj progresiji postoji prost broj p i onda ²emo
uzeti n = p (time smo ispunili i uslov 1◦).

337. 1◦ Za n = 4 leva strana nejednakosti postaje
x1 + x3

x2 + x4
+
x2 + x4

x1 + x3
.

Me±utim
a

b
+
b

a
≥ 2 va¼i za svaka dva pozitivna realna broja a i b kao

direktna posledica nejednakosti izme±u aritmetiqke i geometrijske
sredine.

Doka¼imo da ako tvr±eǌe va¼i za neko n tada ono va¼i i za n +
1. Pretpostavimo da su x1, . . . , xn+1 dati brojevi takvi da je xn+1

najmaǌi (ili jedan od najmaǌih). Tada je
x1

xn+1 + x2
+

xn
xn−1 + xn+1

+

xn+1

xn + x1
>

x1

xn+1 + x2
+

xn
xn−1 + xn+1

≥ x1

xn + x2
+

xn
xn−1 + x1

i tra¼eno

tvr±eǌe direktno sledi.
2◦ Ako je x1 = x2 = 1 i xk = εk

2

za neko 0 < ε < 1/2, tada je
x1

xn + x2
+

x2

x1 + x3
+ . . .+

xn−1

xn−2 + xn
+

xn
xn−1 + x1

≤ 2+ ε3
2

+ ε4
2−32

+ ε5
2−42

+

· · · + εn
2−(n−1)2 ≤ 2 + ε9 + ε2·3 + ε2·4 + · · · + ε2·(n−1) ≤ 2 + ε9 + ε6 < 2 + ε.

Poxto je 0 < ε < 1/2 proizvoǉno, konstanta 2 je najboǉa mogu²a.

338. Iz konveksnosti skupa S sledi da, kad god S sadr¼i tri neko-
linearne taqke A,B,C, onda sadr¼i i sve unutraxǌe taqke trougla
ABC. Samim tim, S sadr¼i sve taqke proizvoǉne kru¼nice k u un-
utraxǌosti 4ABC.

Postoji beskonaqno mnogo pravilnih N-touglova upisanih u kru¼-
nicu k, pri qemu je N = (n − 1)p + 1. Po Dirihleovom principu, u
svakom od ovih N-touglova bar n temena ima istu boju. Ovako smo
svakom ovakvom N-touglu pridru¼ili jednobojni n-tougao. Kako su
temena svakog takvog n-tougla ujedno i temena nekog pravilnog N-
tougla fiksne stranice, to me±u pridru¼enim n-touglovima postoji
samo konaqno mnogo me±usobno nepodudarnih. Dakle, me±u pridru¼en-
im n-touglovima, kojih je beskonaqno mnogo, postoji beskonaqan skup
M me±usobno podudarnih (jednobojnih) n-touglova. Kako je skup boja
konaqan, postoji beskonaqno mnogo n-touglova iz skupa M koji su svi
obojeni istom bojom.

Drugo interno takmiqeǌe

Petak, 30. januar 2004.

339. a) Pretpostavimo da se, kada zlatnik pre±e iz ruku jednog viteza
u ruke drugog, prvi vitez potpixe na zlatniku. Zatim, ako neki vitez
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daje zlatnik svom susedu, pretpostavimo da mu on daje zlatnik pot-
pisan od strane obojice (ukoliko takav dr¼i u ruci). Na taj naqin
svaki zlatnik postaje zarobǉen izme±u dva viteza, i za n < 2005 pos-
toje dva suseda koji nikad ne²e razmeniti zlatnik. Zbog toga, postoji
vitez V koji je bio na potezu samo konaqan broj puta. Ako je ǌegov
sused igrao beskonaqno puta, onda bi V nakon svog posledǌeg poteza
samo akumulirao zlatnike beskonaqno dugo, xto je nemogu²e. Prema
tome, svaki vitez je na potezu bio samo konaqan broj puta.
b) da li se raspodela mo¼e zavrxiti ako je z = 2005?

340. Iz date jednaqine vidimo da je 0 = (BP 2 + PE2)− (CP 2 + PF 2) =
BF 2 − CE2, pa je BF = CE = x za neko x. Sliqno, postoje y i z takvi
da je CD = AF = y i BD = AE = z. Jednostavno se proverava da D,E
i F pripadaju segmentima BC,CA,AB.

Oznaqimo sa a, b, c du¼ine segmenata BC,CA,AB. Sledi da a =
z + y, b = z + x, c = x + y, pa su D,E, F taqke u kojima pripisani
krugovi dodirujuj ivice 4ABC. Dakle, P,D i SA are su kolinearne

i ∠PSAC = ∠DSAC = 90◦ − 180◦ − ∠ACB

2
=

∠ACB

2
. Na isti naqin

mo¼emo dobiti ∠PSBC =
∠ACB

2
i PSB = PSA. Analogno dobijamo

PSC = PSB xto znaqi da je P centar opisanog kruga trougla SASBSC .

341. Neka je SN = {(m,n) ∈ S | m+n = N} za proizvoǉan neparan broj
N > 1. Ako je f(m,n) = (m1, n1), onda je m1+n1 = m+n i m1 je neparan,
m1 6 n

2 <
N
2 < n1, xto znaqi da f slika SN u SN . Xta vixe, f je bijek-

tivna jer je za dato f(m,n) = (m1, n1) broj n jednoznaqno odre±en kao
jedinstven paran broj oblika 2km1 koji pripada intervalu [N+1

2 , N ].
Samim tim je i m jednoznaqno odre±eno.

Skup SN ima najvixe
[
N+1

4

]
elemenata, pri qemu jednakost va¼i ako

i samo ako je N prost. Prema tome, za svako (m,n) ∈ SN postoje s, r,
1 ≤ s < r ≤

[
N+5

4

]
takvi da je fs(m,n) = fr(m,n). Zbog bijektivnosti f

sledi f t(m,n) = (m,n) za t = r − s, 0 < t ≤
[
N+1

4

]
=
[
m+n+1

4

]
.

Neka je (m,n) ∈ SN i neka je t najmaǌi prirodan broj za koji je
f t(m,n) = (m,n). Pixemo (m,n) = (m0, n0) i f i(m,n) = (mi, ni) za i =
1, . . . , t. Tada postoje ai ∈ N takvi da je 2aimi = ni−1, i = 1, . . . , t. Kako
je mt = m0, mno¼eǌem ovih jednakosti dobijamo

2a1+a2+...+atm0m1 . . .mt−1 = n0n1 . . . nt−1 ≡ (−1)tm0m1 . . .mt−1 (mod N). (1)

Sledi da N | 2k ± 1 i odatle N | 22k − 1, gde k = a1 + · · · + at. S druge
strane, tako±e sledi 2k | n0n1 . . . nt−1 | (N − 1)(N − 3) · · · · · (N − 2[N4 ]).
Me±utim, iz jednakosti

(N − 1)(N − 3) · · · · · (N − 2[N4 ])

1 · 3 · · · · · (2[N−2
4 ] + 1)

=
2 · 4 · · · · · (N − 1)

1 · 2 · · · · N−1
2

= 2
N−1

2 ,

zakǉuqujemo 0 < k ≤ N−1
2 , pri qemu va¼i jednakost ako i samo ako
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{n1, . . . , nt} je skup svih parnih brojeva od N+1
2 do N − 1, i dakle t =

N+1
4 .
Ako je sada N - 2h − 1 za 1 ≤ h < N − 1, mora biti 2k = N − 1.

Zakǉuqujemo da je t = N+1
4 .

342. Imamo da je f(x + a + b) − f(x + a) = f(x + b) − f(x), za a = 1/6
i b = 1/7. Sabiraju²i ove jednakosti za x, x + b, . . . , x + 6b dobijamo
f(x+ a+ 1)− f(x+ a) = f(x+ 1)− f(x). Sabiraju²i nove jednaksoti za
x, x+ a, . . . , x+ 5a dobijamo:

f(x+ 2)− f(x+ 1) = f(x+ 1)− f(x).

Indukcijom zakǉuqujemo da je f(x+ n)− f(x) = n[f(x+ 1)− f(x)]. Ako
bi bilo f(x+1) 6= f(x), onda bi f(x+n)−f(x) po apsolutnoj vrednosti
moglo da bude ve²e od proizvoǉno velikog broja za dovoǉno veliko n,
xto protivreqi pretpostavci da je f ograniqena. Dakle f(x+1) = f(x)
za svako x.

Tre²e interno takmiqeǌe

Nedeǉa, 21. mart 2004.

Prvi i drugi razred

343. Neka su α, β, γ uglovi trougla kod temena A,B,C redom. Oznaqi-
mo sa I = BD ∩ CE centar upisanog kruga trougla ABC. Poxto je
180◦ − β/2 − γ/2 = ^BIC = ^DIE = 138◦, dobijamo β + γ = 84◦, pa je
dakle α = 96◦.

A

B C

D

E

I

E′ D′

S

Docrtajmo taqke D′ i E′ simetriqne taqkama D i E u odnosu na CE
i BD redom: ove taqke se naravno nalaze na stranici BC. Neka je S
presek pravih ED′ i BD. Tada je ^BDE′ = 24◦ i ^D′DE′ = ^D′DE −
^E′DE = 24◦, i prema tome DE′ je unutraxǌa simetrala ugla SDD′.
Tako±e, imamo da je ^E′SB = ^ESB = ^EDS + ^DES = 60◦, odakle
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sledi da je SE′ spoǉaxǌa simetrala ugla DSD′. Zakǉuqujemo da je
E′ centar spoǉa pripisanog kruga trougla DSD′, pa zato on le¼i na
spoǉaxǌoj simetrali ugla DD′S. Sada je lako izraqunati uglove
trougla ABC: imamo ^D′DC = ^DD′C = ^SD′E′ = 1

2 (180
◦ − 72◦) = 54◦,

pa je konaqno γ = 180◦ − 2 · 54◦ = 72◦ i β = 12◦.

344. Kako je trougao ABC jednakokrak znamo da je ]ABC = ]BCA.

Trougao QBP je jednakokrak pa
iz QP = QB i QS = QP , za-
kǉuqujemo da je QS = QB odak-
le sledi da je ]BSQ = ]SBQ.
Poxto je i ]SQR = ]PQR =
]QRA akǉuqujemo da je SQRA jed-
nakokraki trapez, pa je i ]ASQ =
]RAS.

A

B CP

Q

R
S

Sada je jasno da je ]BSA+]BCA = ]CBS+]CAS xto znaqi da je
BCAS tetivan.

345. (n+2)4−n4 =
(
(n+ 2)2 − n2

)
·
(
(n+ 2)2 + n2

)
= (4n+4)(2n2+4n+4) =

8(n + 1)(n2 + 2n + 2) = 8
(
(n+ 1)3 + (n+ 1)

)
= 8(k3 + k), gde je k = n + 1.

Broj k3 + k ne mo¼e biti potpun kub jer je k3 < k3 + k < (k + 1)3.

346. S2 = x2y2

z2 + y2z2

x2 + z2x2

y2 + 2(x2 + y2 + z2) = 1
2

(
x2y2

z2 + y2z2

x2

)
+

1
2

(
x2y2

z2 + z2x2

y2

)
+ 1

2

(
y2z2

x2 + z2x2

y2

)
+ 2 > 1

22y
2 + 1

22x
2 + 1

22z
2 + 2 = x2 + y2 +

z2 + 2 = 3. Dakle, S2 > 3, pa kako je S > 0, to je S >
√
3. Jednakost

va¼i za x = y = z =
√

3
3 .

347. Pretpostavimo da je to mogu²e. Neka je n broj qetvorouglova u
podeli. Oznaqimo sa S zbir svih uglova svih qetvorouglova. Jasno
je da je S = 360◦n.
Svaki od qetvorouglova ima po jedan nekonveksan ugao i teme svakog
od nekonveksnih uglova se nalazi u unutraxǌosti mnogougla. Svako
teme mo¼e biti teme samo jednog od nekonveksnih uglova. Prema tome,
broj temena nekonveksnih uglova je jednak n. Zbir svih uglova oko
tih temena je jednak 360◦n, i kako qetvorouglovi u podeli imaju jox
temena (temena mnogougla, i eventualno, temena na rubu mnogougla),
zakǉuqujemo da je S > 360◦n, xto je kontradikcija.



REXEǋA ZADATAKA 193

Ponedeǉak, 22. mart 2003.

Tre²i i qetvrti razred

348. Razre¼imo tetraedar du¼ ivica DA, DB, DC i razvijmo ga u
ravni trougla ABC. Drugim reqima, konstruiximo taqke Da, Db, Dc

u ravni ABC takve da su trouglovi DaBC, DbCA, DcAB redom podu-
darni trouglovima DBC, DCA, DAB i docrtani izvan trougla ABC.
Sada uslov zadatka znaqi upravo da su Db, A,Dc kolinearne i da su
Da, B,Dc kolinearne. Xtavixe, poxto je DbA = DcA = DA i DaB =
DcB = DB, taqke A i B su redom sredixta du¼i DbDc i DaDc. Sledi
da je AB = 1

2DaDb. Kako je, s druge strane, DaDb 6 CDa+CDb = 2CD,
zakǉuqujemo da je AB 6 CD.

349. Pretpostavimo da je an = 10q+ r (r ∈ {0, . . . , 9}) najve²i od datih
brojeva. Ako sve one brojeve 10q, 10q+1, . . . , 10q+9 me±u brojevima an
izbacimo, a umesto ǌih ubacimo q, polazno svojstvo ²e i daǉe va¼iti,

s tim xto ²e se zbir
n∑

i=1

1

ai
pove²ati. Nastavǉaju²i ovu proceduru,

mo¼emo posti²i da svi ai-ovi postanu jednocifreni, a da se pri tom
suma reciproqnih vrednosti stalno pove²ava. Kako je u sluqaju kad

su svi ai-ovi jednocifreni poqetna suma ne ve²a od 1 +
1

2
+ · · · + 1

9
,

tvr±eǌe zadatka sledi.

350. Primetimo da je polinom Q(x) = P (x) − x neopadaju²i poqev od
nekog M (inaqe ne bi mogao da bude pozitivan, a mora da bude ve²i
od 1 za svako n).
Jasno je da je P (x) > x+1 za svaki prirodan broj x. Ukoliko bi va¼ilo
P (x) = x+ 1 za beskonaqno mnogo x ∈ N, onda bi bilo P (x) = x+ 1 (jer
nenula polinom P (x)− x− 1 ne mo¼e da ima beskonaqno mnogo nula).
Prema tome, postoji indeks k ∈ N takav da je xk > M i P (xk)− xk > 2.
Tada za svako l > k va¼i P (xl)− xl > 2.
Doka¼imo da postoji prirodan broj m > k takav da P (xm) − xm ne
deli xm. U suprotnom bi P (xm) − xm bio delilac broja xm za svako
m > k, i kako xm → +∞, to je mogu²e jedino ako je P (x)− x konstanta
(ukǉuquju²i i 0) ili x. Sluqaj P (x) = x+ c je nemogu², jer je c > 2 i
xn = 1+ cn pa ni za jedno n, xn nije deǉiv sa c. U sluqaju P (x)−x = x
bi bilo P (x) = 2x i xn = 2n−1 i ni jedan od qlanova niza ne bi bio
deǉiv sa 3.
Neka je sada m prirodan broj takav da d = P (xm)−xm > 2 ne deli xm.
Imamo da je xm+1 ≡ xm (mod d) xto implicira da je P (xm+1) ≡ P (xm)
(mod d), odnosno xm+2 ≡ xm+1 (mod d). Indukcijom sledi da je xn ≡ xm
(mod d) za svako n > m, xto znaqi da d ne deli ni jedan od brojeva
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xn za n > m, a to je u kontradikciji sa qiǌenicom da za svako α ∈ N
postoji indeks n takav da dα | xn.

351. Oznaqimo sa z broj zlatnika. Konfiguracije ²emo pisati po
slede²em primeru: {5!, 2!, 4} koji oznaqava da je najjaqi predlo¼io da
on dobije 5, sredǌi 2 i najslabiji 4 zlatnika pri qemu su najjaqi i
sredǌi glasali za taj predlog, a najslabiji ne. Pirate ²emo oznaqa-
vati brojevima 1, 2, . . . (poqevxi od najslabijeg). Razmatrajmo dva
sluqaja:

• 2z > n. Za n = 2 najjaqi evidentno zadr¼ava sav plen za sebe.
Daǉe je po indukciji evidentno da ²e finalna raspodela biti
{z − k + 1!, 0, 1!, 0, . . . , 1!, 0} za n = 2k i {z − k!, 0, 1!, 0, . . . , 1!, 0, 1!} za
n = 2k+1 jer bi pirati koji su u raspodeli dobili jedan zlatnik
ostali praznih ruku kad bi odbili predlog a sa druge strane
najjaqi pirat je sebi obezbedio dovoǉno glasova uz minimalan
izdatak (u ovoj fazi poxto svako mo¼e da napravi spomenutu
podelu i da pre¼ivi nikome nije u intresu da podr¼i pirata
ako nije nixta dobio). Za n = z = 100 podela {51!, 0, 1!, 0, . . . , 1!, 0}
koju najjaqi predlo¼i bi²e izglasana.

• n = 2z + t. Za t = 1 i t = 2 se raspodela vrxi kao i u prvom
delu pri qemu najjaqi pirati ne mogu da priuxte deo plena (ako
im je ¼ivot mio). Kod t = 3 svih 2z + 2 slabijih pirata imaju
obezbe±enu deobu u kojoj pre¼ivǉavaju te im nije u intresu da
glasaju za podelu ako ne dobiju nexto plena. Kako je broj zlat-
nika z sledi da kod t = 2z + 3 najjaqi neizbe¼no strada. Zato za
t = 4 ²e za ǌega glasati i drugi pirat po jaqini iako nixta ne
dobija te najjaqi ima dovoǉno podrxke. Daǉe po indukciji za
2s+1 > t > 2s pirati od 2z + 1 do 2z + 2s ne²e glasati bez pod-
plate te ²e pirati od 2z + 2s + 1 do 2z + 2s+1 − 1 stradati te ²e
2z+2s+1 imati dovoǉno podrxke da pre¼ivi. Dakle za 2z+2s+1 >
n > 2z + 2s pirat sa brojem 2z + 2s pre¼ivǉava i da bi se osig-
urao predla¼e podelu {0! (2s−1 puta), 0 (2s−1 puta), 1!, 0, . . . , 1!, 0}
za 2 - s, {0! (2s−1 puta), 0 (2s−1 puta), 0, 1!, 0, . . . , 1!} za 2 | s >
0 i {0!, 0, 1!, 0, . . . , 1!} za s = 0. Za n = 2004 i z = 100
imamo da pirat sa brojem 1224 = 200 + 210 prvi pre¼ivl-
java (najjaqih 2004 − 1224 = 780 strada) predla¼u²i podelu
{0! (512 puta), 0 (512 puta), 0, 1!, 0, . . . , 1!}

Qetvrto interno takmiqeǌe

Prvi dan - subota, 26. jun 2004.
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352. Kako je
1

[ai, ai+1]
=

(ai, ai+1)

aiai+1
≤ ai+1 − ai

aiai+1
=

1

ai
− 1

ai+1
, zakǉuqujemo

da je
1

[a1, a2]
+ · · ·+ 1

[an−1, an]
≤ 1

a1
− 1

an
< 1.

353. Primenimo inverziju sa centrom u taqki C i proizvoǉnim
polupreqnikom. Pri ovoj inverziji taqke A,B,C,D, P,Q,K se slika-
ju u taqke A′, B′, C ′, D′, P ′, Q′,K ′ redom. Kako je ^PKC = ^K ′P ′C i
^QKC = ^K ′Q′C, nax zadatak se svodi na dokazivaǌe jednakosti
^K ′P ′C = ^K ′Q′C.

Krugovi γ1 i γ3 se slikaju u prave γ
′
1 i γ′3 i pri tom A′, B′ ∈ γ′1,

P ′, Q′ ∈ γ′3 i A′B′ ‖ P ′Q′. Prava kroz taqke A,B, P,Q se slika u
krug kroz taqke A′, B′, P ′, Q′, odakle zakǉuqujemo da je A′B′Q′P ′ jed-
nakokraki trapez. Krug γ2 se slika u krug γ

′
2 koji prolazi kroz A

′, B′

i dodiruje P ′Q′ u taqki D′. Kako se D′ nalazi na simetrali du¼i
A′B′, sledi da je D′ sredixte du¼i P ′Q′. Najzad, iz CK = CD/2 do-
bijamo CK ′ = 2CD′, tj. D′ je ujedno i sredixte du¼i CK ′. Sledi da
je CP ′K ′Q′ paralelogram (jer mu se dijagonale polove u taqki D′),
odakle je ^K ′P ′C = ^K ′Q′C xto je i trebalo pokazati.

*******
Videti koje je rexeǌe boǉe i da li staviti oba
******

Posmatrajmo inverziju u odnosu na taqku C kojom se taqka D pres-
likava u samu sebe. Oznaqava²emo sa X∗ sliku objekta X pri ovoj
inverziji. Kao prvo, CD = DK∗. Krugovi γ1 i γ3 se preslikavaju
u dve paralelne prave koje ne sadr¼e taqku C. Pri tome, prava γ∗3
sadr¼i taqku D. γ∗2 je krug koji sadr¼i taqke A

∗ i B∗ (sa prave γ∗1)
i pravu γ∗3 dodiruje u taqki D. Prava PQ se preslikava u krug koji
sadr¼i taqke A∗, B∗ i C. Taj krug seqe pravu γ∗3 u taqkama P

∗ i Q∗.
Lako se vidi da je DP ∗ = DQ∗. Treba dokazati da prava CD gradi
jednake uglove sa krugovima opisanim oko trouglova CK∗P ∗ i CK∗Q∗.
Me±utim, to je oqigledno jer su ova dva kruga simetriqna u odnosu
na pravu CD.
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C D

A∗

B∗

K∗

P ∗

Q∗

γ∗
3

γ∗
1

γ∗
2

354.

Lema. Ako su A i B skupovi od po k (resp. l) disjunktnih du¼i
na datoj pravoj, tada presek A ∩ B sadr¼i ne vixe od k + l − 1
disjunktnih du¼i.

Dokaz. Neka su [a1, b1], [a2, b2], . . . [ak, bk] du¼i iz skupa A (a1 < b1 <
a2 < b2 < · · · < ak < bk). Za svaku du¼ di skupa B (1 ≤ i ≤ l) uoqimo
dva broja: xi-broj du¼i iz A koje se seku sa di i yi- broj onih du¼i
(aj , bj) iz A qiji kraj bj pripada du¼i di. Ukupan broj du¼i u
preseku A∩B je jednak S = x1+x2+· · ·+xl. Oqigledno je xi ≤ yi+1,
a za posledǌu du¼ dl iz skupa B va¼i: xi ≤ yi. Sabiraǌem ovih
nejdnakosti se dobija: S = x1 + · · · + xl ≤ y1 + 1 + y2 + 1 + · · · + yl.
Kako je y1 + · · ·+ yl = k, sledi da je S ≤ k + l − 1.

Indukcijom po k sada direktno sledi da se u skupu A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Ak

nalazi ne vixe od kn− k + 1 du¼i.

Drugi dan - ponedeǉak, 28. jun 2004.

355. Iz (ai, a2i) = (i, 2i) = i zakǉuqujemo da i | ai, xto specijalno znaqi
da je (i, ai) = i. Tako±e imamo da ai | aai , pa je ai = (ai, aai) = (i, ai) = i.

356. Oznaqimo sa A2, B2 i C2 sredixta stranica BC, CA i AB tro-
ugla ABC.

Iz sliqnosti 4A1C2A ∼
4A1AB2 sledi da je A1A

2 = A1C2 ·
A1B2. To znaqi da su potenci-

je taqke A1 u odnosu na opisani
krug k oko 4ABC i u odnosu na
opisani krug e oko 4A2B2C2 (tj.
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Ojlerov krug 4ABC) jednake. To
znaqi da A1 pripada potencijal-
noj osi krugova k i e. A

O

A1

B C

C2

B2

E

A2

Sasvim sliqno se dokazuje da i taqke B1 i C1 pripadaju potenci-
jalnoj osi krugova k i e iz qega specijalno sledi da su A1, B1 i C1

kolinearne, a iz qiǌenice da je potencijalna osa normalna na pravu
koja spaja centre krugova (u ovom sluqaju to je Ojlerova prava) za-
kǉuqujemo da va¼i i drugi deo tvr±eǌa u zadatku.

357. Oznaqimo sa am,n, (m,n ∈ Z) elemente date tablice. Doka¼imo
prvo slede²e pomo²no tvr±eǌe:

Lema. Neka su a1,1, a2,2, . . . , a2k+1,2k+1 uzastopni elementi jedne di-

jagonale ove kvadratne tablice. Tada je a1−a2k+1 ≡ 2k (mod 2k+1).

Dokaz. Dokaza²emo slede²e: Ako su x1 = a2k+1,1, x2 = a2k+1,2, . . . ,
x2k+1 = a2k+1,2k+1 brojevi sa ”gorǌe katete” pravouglog trougla
kome je ”hipotenuza” niz brojeva a1,1, . . . , a2k+1,2k+1, tada je a1,1 =

2k+1Lk(x1, . . . , x2k)+x2k+1 +2k, pri qemu je Lk linearna funkcija.
Iz ovoga ²e tvr±eǌe leme direktno slediti.

Tvr±eǌe ²emo dokazati matematiqkom indukcijom po k. Oqigled-
no je da tvr±eǌe va¼i za k = 0. Pretpostavimo da tvr±eǌe va¼i
za k i doka¼imo ga za k + 1.

Posmatrajmo brojeve

x1 = a2k+1+1,1, x2 = a2k+1+1,2, . . . , x2k+1+1 = a2k+1+1,2k+1+1.

Na osnovu induktivne pretpostavke imamo:

a2k+1,1 = 2k+1Lk(x1, . . . , x2k) + x2k+1 + 2k, . . . , a2k+1,2k+1

= 2k+1Lk(x2k+1, . . . , x2k+1) + x2k+1+1 + 2k.

Primeǌuju²i induktivnu pretpostavku jox jednom, dobijamo:

a1,1 = 2k+1Lk
(
a2k+1,1, . . . , a2k+1,2k

)
+ a2k+1,2k+1 + 2k =

2k+1Lk

(
2k+1Lk(x1, . . . , x2k

) + x
2k+1

+ 2k, . . . , 2k+1Lk(x2k
, . . . , x

2k+1−1
) + x

2k+1 + 2k
)

+2k+1Lk(x2k+1, . . . , x2k+1) + x2k+1+1 + 2k + 2k =
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22k+2Lk

(
Lk(x1, . . . , x2k

), . . . , Lk(x2k
, . . . , x

2k+1−1
)
)

+ 2k+1Lk(2
k, . . . 2k)+

+2 · 2k+1Lk(x2k+1, . . . , x2k+1) + x2k+1+1 + 2k+1.

Time je pomo²no tvr±eǌe dokazano.

Doka¼imo sada da su am,m i an,n razliqiti za m 6= n. Neka je m > n i
m− n = 2k1 + 2k2 + · · ·+ 2kl za k1 > x2 > · · · > kl ≥ 0. Tada je, na osnovu
leme, an − an+2k1 ≡ 2k1 (mod 2k1+1). Analogno an+2k1 − an+2k1+2k2 ≡
2k2 (mod 2k2+1), . . . , an+2k1+···+2kl−1 − am ≡ 2kl (mod 2kl+1), xto znaqi da

je an − am ≡ 2kl (mod 2kl+1) pa je am 6= an.

Peto interno takmiqeǌe

Prvi dan - sreda, 30. jun 2003.

358. Ako je t bilo koji prirodan broj, primetimo da taqno dva od
brojeva 10t, 10t+ 1, . . . , 10t+ 9 imaju zbir cifara deǉiv sa 5.

1. Pretpostavimo suprotno, da samo konaqan broj elemenata niza
ima zbir cifara koji nije deǉiv sa 5. Tada postoji prirodan
broj m takav da je M = 10m ve²i od svakog elementa niza kome
zbir cifara nije deǉiv sa 5. Neka je sada k proizvoǉan prirodan
broj. Poxto su svi elementi niza razliqiti, postoji najmaǌe n
takvo da je an > 10k − 10. Neka je K = 10k. Svi oni qlanovi
niza koji se nalaze izme±u 10m i 10k imaju zbir cifara deǉiv

sa 5 pa je takvih najvixe
1

5
(10k − 10m) = 2k − 2m. Prema tome,

n ≤ 2k − 2m +M = 2k + 8m. Znamo da je an < an, tj. an ≤ 4n.
Sada je 10k − 10 < an ≤ 4n < 4(2k + 8) = 8k + 16, xto znaqi da
je 2k < 26 a to nije mogu²e jer je k proizvoǉan prirodan broj.
Kontradikcija!

2. U sluqaju n = 5, stavimo ai = i za 1 ≤ i ≤ 4, a za ostale
qlanove uzimamo, redom, sve prirodne brojeve kojima je zbir
cifara deǉiv sa 5. Treba dokazati da je za svako n ispuǌeno
an < 5n. Dovoǉno je dokazati da se u skupu {1, 2, . . . , 5n − 1}
nalazi bar n − 4 broja kojima je zbir cifara deǉiv sa 5. Na
osnovu razmatraǌa sa samog poqetka, u skupu {0, 1, 2, . . . , 9} ima 2
takva broja (s tim xto se jednom od tih brojeva i ne radujemo
bax preterano zato xto nije prirodan), u skupu {10, 11, 12, . . . , 19}
jox dva, itd., u skupu

{
10

([
5n

10

]
− 1

)
, . . . , 10

([
5n

10

]
− 1

)
+ 9

}
jox

dva. Kako imamo

[
5n

10

]
skupova od kojih svi (osim prvog) sadr¼e

po 2 elementa sa zbirom cifara koji je deǉiv sa 5, zakǉuqujemo
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da postoji bar 2 · [5n/10]−1 ≥ 2(5n/10−1)−1 = n−3 broja sa ovom
osobinom. Time je tvr±eǌe u potpunosti dokazano.

359. Obojimo (2n − 1) × (2n − 1) tablu kao xahovsku gde su ugaona
poǉa obojena crnom bojom. Svaki kvadrat 2 × 2 ima taqno dva dijag-
onalno spojena crna poǉa. Postoji bijekcija izme±u crnih poǉa na
(2n− 1)× (2n− 1) tabli i poǉa dijamanta reda n pri qemu dijagonal-
no spojena crna poǉa odgovaraju poǉima u dijamantu sa zajedniqkom
stranicom. Crna poǉa koje pokriva 2× 2 kvadrat se slikaju u dominu
na dijamantu i te domine se ne smeju preklapati, te svakom postavl-
jaǌu 2 × 2 kvadrata na (2n − 1) × (2n − 1) tabli iǌektivno odgovara
jedno postavǉaǌe domina na dijamantu reda n. Obrnuto ne va¼i jer
dve domine koje formiraju 2×2 kvadrat se slikaju u dva 2×2 kvadrata
sa zajedniqkim belim poǉem. Lako je za svako (n−1)2 > k > 2 konstru-
isati poklapaǌe u kome ovo postoji te stoga va¼i stroga nejednakost
(za k > (n− 1)2 nije uopxte mogu²e izvrxiti postavǉaǌa).

360. Posmatrajmo polinom P (X) = (X − a)(X − b)(X − c)(X − d) =
X4−σ1X

3+σ2X
2−σ3X+σ4, pri qemu koristimo oznake σ1 = a+b+c+d,

σ2 = ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd, σ3 = abc+ abd+ acd+ bcd, σ4 = abcd. Dato
nam je 3σ1 + 4σ3 = 8 i treba da doka¼emo σ2 ≤ 2.

Po Rolovoj teoremi, polinom P ′(X) = 4x3 − 3σ1x
2 + 2σ2x − σ3 ima

tri nenegativne realne nule koje oznaqavamo sa p, q, r. Tada va¼i 3σ1 =
4(p+ q+ r), 2σ2 = 4(pq+ qr+ rp) i σ3 = 4pqr, xto daje p+ q+ r+4pqr = 2.
Prema tome, dovoǉno je da poka¼emo da posledǌa nejednakost, zajedno
sa uslovom p, q, r ≥ 0, povlaqi pq + qr + rp ≤ 1.

Iz jednakosti p + q + r + 4pqr = 2 dobijamo r =
2− p− q
1 + 4pq

. S druge

strane, pq+ qr+ rp ≤ 1 je ekvivalentno sa r ≤ 1− pq
p+ q

. Sada je dovoǉno

dokazati da je
2− p− q
1 + 4pq

≤ 1− pq
p+ q

, tj. da (p+q)(2−p−q) ≤ (1−pq)(1+4pq).

Ako pretpostavimo bez smaǌeǌa opxtosti p ≤ q ≤ r, onda iz pqr ≤ 1
2

sledi pq ≤ 3
4 , a odavde sledi (1−pq)(1+4pq) ≥ 1. Kako je po nejednakosti

izme±u sredina (p+ q)(2− p− q) ≤ 1, ovo dokazuje tvr±eǌe.
*******
Videti koje je rexeǌe boǉe i da li staviti oba
******

Formirajmo polinom P (X) = (X − a)(X − b)(X − c)(X − d). Ovaj
polinom ima qetiri pozitivne nule, odakle sledi da polinom P ′(X) =
4X3−3(a+b+c+d)X2+2(ab+bc+ca+ad+bd+cd)X−(abc+abd+acd+bcd)
ima tri pozitivne nule. Oznaqimo ih sa α, β i γ. Na osnovu Vijetovih
formula dobijamo 3(a+b+c+d) = 4(α+β+γ), ab+bc+ca+ad+bd+cd =
2(αβ + βγ + γα) i abc + abd + acd + bcd = 4αβγ. Dovoǉno je dokazati
slede²e: Ako je

α+ β + γ + 4αβγ = 2, (1)
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tada je αβ+βγ+γα ≤ 1. Iz (1) dobijamo da je α+β ≤ 2 i γ =
2− α− β
1 + 4αβ

.

Treba dokazati da je

αβ + (α+ β)
2− α− β
1 + 4αβ

≤ 1.

Posledǌa nejednakost je ekvivalentna sa

4α2β2 + 2α+ 2β ≤ α2 + β2 + 5αβ + 1. (2)

Nejednakost (2) se elementarnim transformacijama mo¼e prevesti u
oblik (4αβ − 1)(αβ − 1) ≤ (α − 1)2 + (β − 1)2. Poxto je αβ ≤ 1 (jer je

αβ = (
√
αβ)2 ≤ ((α+ β)/2)

2 ≤ 1), u sluqaju da je 4αβ ≥ 1 nejednakost
(2) je trivijalno zadovoǉena. Pretpostavimo, zato, da je 4αβ < 1.
Tada je 4α2β2 < αβ. Da bismo dokazali (2) dovoǉno je da doka¼emo
nejednakost

2α+ 2β ≤ α2 + β2 + 4αβ + 1. (3)

Posledǌa nejednakost je ekvivalentna sa 0 ≤ α2 + β2 + (2α− 1)(2β − 1).
Ova nejednakost je zadovoǉena ako su i α i β maǌi od 1/2. Ako je,
me±utim, α ≥ 1/2, tada je α2+β2+4αβ+1 ≥ α2+β2+2β+1 ≥ 2α+2β+β2 ≥
2α + 2β iz qega opet sledi (3). Prema tome, nejdnakost (2) je taqna,
xto je trebalo dokazati.

Drugi dan - ponedeǉak, 5. jul 2004.

361. Neka su du¼ine stranica trougla redom a, b i c, a rastojaǌa
proizvoǉne taqke trougla do pravih koje sadr¼e te stranice redom x,
y i z. Iz nejednakosti Koxi-Xvarc-Buǌakovskog je

ax+ by + cz 6
√
a2 + b2 + c2

√
x2 + y2 + z2,

pa je
√
x2 + y2 + z2 >

2P√
a2 + b2 + c2

, tj. x2 + y2 + z2 >
4P 2

a2 + b2 + c2
, gde je

P povrxina trougla ABC.
Jednakost vredi akko a : b : c = x : y : z. Konstruiximo taqku M
unutar trougla ABC koja zadovoǉava ovaj uslov. Neka je N taqka
ugla ACB udaǉena a od BC i b od AC. Svaka taqka K poluprave CN
zadovoǉava oqigledno x(K) : y(K) = a : b. Obratno, taqka K ovog ugla
koja ovo zadovoǉava pripada polupravoj CN . U suprotnom prava kroz
K paralelna BC sekla bi CN u L, pa iz x(L) = x(K) sledi y(L) = y(K)
i odatle kontradikcija BC ‖ AC. Dakle poluprava CN je skup taqaka
ugla ACB za koji va¼i x : y = a : b. Sliqno, skup taqaka ugla ∠CAB
za koje je y : z = b : c je poluprava s vrhom A. Te dve poluprave seku

se u taqki M unutar trogla, za koju je x : z =
x

y

y

z
=

a

b

b

c
= a : c.



REXEǋA ZADATAKA 201

Taqka M zato zadovoǉava uslov, te je ona tra¼ena taqka za koju je
zbir kvadrata rastojaǌa do pravih koje sadr¼e stranice trougla ABC
minimalan.

362. Mogu²e je za sve brojeve n > 3, n 6= 4. Dokaz za ǌih ide induk-
cijom sa korakom 2 (baza 3 i 6 se vidi sa slike).
Ostaje jox da se poka¼e da je za n = 4 nemogu²e. Da bi iz svakog grada
moglo da se stigne u bilo koji drugi iz svakog grada mora odlaziti
bar 1 avio linija i u svaki grad mora dolaziti bar jedna avio linija.
Stoga za svaki grad imamo 2 mogu²nosti:
1◦ iz ǌega vode 2 linije, a u ǌega 1;
2◦ iz ǌega vodi 1 linije, a u ǌega 2.
Kako je suma svih brojeva odlaze²ih linija jednaka sumi svih brojeva
dolaze²ih linija, dobijamo da su taqno dva grada tipa 1◦ (A i B), a
taqno dva grada tipa 2◦ (C i D). Kako izme±u svaka dva grada pos-
toji jedna direktna linija, bez umaǌeǌa opxtosti, mo¼emo uzeti da
su linije B → A i D → C. Zbog tipa gradova dobijamo da je A → C,
A → D, B → D, C → B, ali tada iz qvora D najkra²i put do A vodi
sa 2 presedaǌa!

363. Radi jednostavnosti, pisa²emo a = 1001: tada je 1002000 = a2 − 1.
Za dato A pretpostavimo da je (x, y) celobrojno rexeǌe date jedna-

qine sa x, y ≥ 0 i najmaǌim x. Posmatrana jednaqina je ekvivalentna
sa (

x+ y
√
a2 − 1

)(
x− y

√
a2 − 1

)
= A.

Kako je
(
a+

√
a2 − 1

) (
a−

√
a2 − 1

)
= 1, sledi da je

(
ax− (a2 − 1)y

)2 − (a2 − 1)(ay − x)2 =

=
(
ax− (a2 − 1)y + (x− ay)

√
a2 − 1

)(
ax− (a2 − 1)y − (x− ay)

√
a2 − 1

)
=

=
(
x+ y

√
a2 − 1

)(
a−

√
a2 − 1

)(
x− y

√
a2 − 1

)(
a+

√
a2 − 1

)
= A.

Prema tome, (ax − (a2 − 1)y, ay − x) je tako±e rexeǌe posmatrane jed-
naqine. Poxto je ax − (a2 − 1)y > 0, na osnovu pretpostavke va¼i
ax− (a2 − 1)y ≥ x, xto povlaqi x ≥ (a+ 1)y. Sada je

A = x2 − (a2 − 1)y2 ≥ (a+ 1)2y2 − (a2 − 1)y2 = (2a+ 2)y2 ≥ 2a+ 2 = 2004

jer y 6= 0 (za y = 0 je A = x2, suprotno pretpostavci).
S druge strane, za A = 2004 postoji rexeǌe (x, y) = (1002, 1). Sledi

da je 2004 tra¼ena vrednost broja A.
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Rexeǌa susreta gimnazija
centralne Srbije

Prvi susreti gimnazija centralne Srbije

Prvi razred

364. Zarotirajmo kvadrat ABCD za ugao od −90◦ oko temena B i
oznaqimo sliku taqke M sa N , sliku taqke C sa C1 i sliku taqke D
sa D1. Tada je CN = AM = 7, BN = BM = 13 i trougao 4MBN je
jednakokrako-pravougli sa pravim uglom u B, odakle je MN = 13

√
2.

Kako je CN2 + CM2 = 72 + 172 = 338 =
(
13
√
2
)2
, ugao ^MCN je prav,

pa taqke M,B,N,C sve le¼e na krugu nad preqnikom MN . Sada iz
Ptolomejeve teoreme imamo

13
√
2·BC =MN ·BC =MB ·NC+NB ·MC = 13·7+13·17 ⇒ BC = 12

√
2.

Povrxina kvadrata ABCD je jednaka PABCD = BC2 = 288.

A B

CD

C1

D1

M

N

Napomena: U zadatku smo dobili da je AM +CM = AC, te se taqka M
nalazi na dijagonali AC.

365. Kako je xyz + xy + yz + zx + x + y + z + 1 = (x + 1)(y + 1)(z + 1), a
2001 = 3 ·23 ·29, jedina rexeǌa su (x, y, z) = (2, 22, 28) sa permutacijama:

(x, y, z) ∈ {(2, 22, 28), (2, 28, 22), (22, 2, 28), (22, 28, 2), (28, 2, 22), (28, 22, 2)}.

366. Taqno 30 gusara je saquvalo oba oka, 25 oba uha, 20 obe ruke i
15 obe noge, xto ukupno qini najvixe 90 gusara. Preostali, kojih je
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bar 100 − 90 = 10, su ostali bez oka, uha, ruke i noge. Jasno je da se
ovaj broj mo¼e dosti²i ako su svih navedenih 90 gusara razliqiti.

367. Me±u svim pravama odre±enim stranicama i dijagonalama
n−tougla, oznaqimo sa AB onu koja je na minimalnom rastojaǌu od
M (takvih, naravno, mo¼e biti vixe). Dokaza²emo da su A i B ona
dva temena koja tra¼imo.

Neka su C i D temena n-tougla susedna redom temenima A i B, sa
iste strane prave AB sa koje je taqka M . Ako se taqka M ne nalazi
unutar ugla ^ABC, onda je ǌeno rastojaǌe do prave AC maǌe od ras-
tojaǌa do AB, xto je nemogu²e. Prema tome, M se nalazi unutar ugla
^ABC, i analogno unutar ugla ^BAD. Neka je X presek pravih AB
i CD, I centar upisanog kruga u trougao ABX i O centar pravilnog
mnogougla. Kako je taqka M bli¼a pravoj AB nego pravoj AD, ona
le¼i unutar ili na kracima ugla ^BAI. Sliqno, M le¼i unutar
ugla ^ABI. Zakǉuqujemo da je

^MAB 6 ^IAB =
1

2
^DAB =

1

2
(
1

2
^DOB) = 180◦/2n

i analogno pokazujemo i ^MBA 6 ^IBA = 180◦/2n, odakle sledi
^AMB > 180◦ − 180◦/n (i naravno, ^AMB 6 180◦). Time smo pokazali

(
1− 1

n

)
180◦ 6 ^AMB 6 180◦.

Jednakost sa leve strane va¼i kada se taqka M nalazi na nekoj sime-
trali ugla odre±enog dvema uzastopinim dijagonalama (ili strani-
com i dijagonalom) iz istog temena, a jednakost sa desne strane va¼i
kada se M nalazi na nekoj dijagonali.

C

A

B

D

O

I
X

M
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Drugi razred

368. Na osnovu formule

1

1 + x
=

1

1 + x
· 1− x+ x2

1− x+ x2
=

1− x+ x2

1 + x3

dati razlomak je jednak

1

1 + 3 3
√
2 + 2 3

√
4

=
1(

1 + 3
√
2
) · 1−

3
√
2 + 3

√
4

1− 3
√
2 + 3

√
4
· 1(

1 + 2 3
√
2
) · 1− 2 3

√
2 + 4 3

√
4

1− 2 3
√
2 + 4 3

√
4

=

(
1− 3

√
2 + 3

√
4
) (

1− 2 3
√
2 + 4 3

√
4
)

3 · 17 =
−11 + 5 3

√
2 + 7 3

√
4

51
.

369. Mora biti x2 − 6x + 15 6= 0 i x2 − 8x + 15 6= 0 (da ne bi doxlo
do deǉeǌa nulom). Neka je A = x2 − 8x + 15. Tada se jednaqina mo¼e
zapisati u obliku

A− 2x

A+ 2x
=

3x

A
,

odnosno A2 − 2Ax = 3Ax+ 6x2 ⇔ (A− 3x)(A+ 2x) = 0.
Rexavamo jednaqine A − 3x = 0 i A + 2x = 0. Prva jednaqina postaje

x2− 11x+15 = 0 i ǌena rexeǌa su x1,2 =
11±

√
61

2
. Druga jednaqina je

ekvivalentna sa x2 − 6x + 15 = 0 i ǌena rexeǌa nisu rexeǌa polazne
jednaqine (to smo konstatovali na samom poqetku). Rexeǌa

x1,2 =
11±

√
61

2

zadovoǉavaju x2 − 6x+15 6= 0 i x2 − 8x+15 6= 0 pa su to jedina rexeǌa
polazne jednaqine.

370. Svakom konveksnom k-touglu koji ne sadr¼i taqku A mo¼emo
pridru¼iti konveksan k + 1-tougao koji sadr¼i taqku A (dodavaǌem
taqke A). Prema tome konveksnih mnogouglova koji sadr¼e taqku A
ima vixe ili jednako od onih koji je ne sadr¼e. Me±utim, u ovoj
korespondenciji trouglovi koji sadr¼e taqku A nemaju odgovaraju²e
mnogouglove koji ne sadr¼e A (jer bi to bili mnogouglovi sa dva
temena!), xto znaqi da ima vixe mnogouglova koji sadr¼e taqku A
nego onih koji je ne sadr¼e.

371. Posle zamene x =
1− 4y

2
tra¼ena nejednakost postaje ekvivalent-

na sa (1− 4y)2 + 4y2 >
1

5
. Ova nejednakost je ekvivalentna sa

100y2 − 40y + 4 > 0



REXEǋA ZADATAKA 205

odnosno sa (10y − 2)2 > 0 xto je taqna nejednakost.

Jednakost va¼i ako i samo ako je y =
1

5
, tj. za x =

1− 4y

2
=

1

10
.

Tre²i i qetvrti razred

372. Iz zadatih jednaqina dobijamo

a = log 196 = log(22 · 72) = 2 log 2 + 2 log 7,

b = log 56 = log(23 · 7) = 3 log 2 + log 7.

Rexavaǌem sistema po log 2 i log 7 nalazimo:

log 2 =
2b− a

4
, log 7 =

3a− 2b

4
.

Sada se jednostavno raquna:

log 0.175 = log
7

40
= log

7

22 · 10 = log 7− 2 log 2− log 10

=
3a− 2b

4
− 2b− a

2
− 1 =

5a− 6b

4
− 1.

373. Neka je ABC dati trougao. Pretpostavimo da je AB = AC = b i
BC = a. Neka je O centar opisanog a I centar upisanog kruga. Tada je
na osnovu Ojlerove teoreme ispuǌeno OI2 = R2 − 2Rr = 16, tj. OI = 4.
Neka je A1 sredixte du¼i BC (tada je A1 ujedno i podno¼je visine iz
temena A i dodirna taqka upisanog kruga sa stranicom BC). Postoje
dve mogu²nosti za raspored taqaka (sluqaj A− I −O−A1 je nemogu²,
jer je IO = 4 > 3 = IA1):

1◦ A−O−A1− I: Kako je OI = 4, OA = R = 8 i IA1 = r = 3 nalazimo
da je A1O = IO + IA1 = 7 i

AA1 = ha = AO +OA1 = 8 + 7 = 15.

Iz Pitagorine teoreme primeǌene na trougao 4BOA1 dobijamo
da je

a

2
= BA1 =

√
BO2 −A1O2 =

√
15,

odakle je a = 2
√
15. Iz relacije P =

abb

4R
=

(a+ b+ b)r

2
=

aha
2

dobijamo da je b = 4
√
15.

2◦ A− I −A1−O: Kako je OI = 4, OA = R = 8 i IA1 = r = 3 nalazimo
da je A1O = IO − IA1 = 1 i

A1A = ha = AO −A1O = 8− 1 = 7.
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Iz Pitagorine teoreme primeǌene na trougao 4BOA1 dobijamo
da je

a

2
= BA1 =

√
BO2 −A1O2 =

√
63 = 3

√
7,

odakle je a = 6
√
7. Iz relacije P =

abb

4R
=

(a+ b+ b)r

2
=

aha
2

dobijamo da je b = 4
√
7.

A1 C

A

B

I

O

A1
C

A

B

I

O

374. Neka je R polupreqnik lopte, a a i b, redom, polupreqnici maǌe
i ve²e osnove zarubǉene kupe. Neka je s du¼ina izvodnice zarubǉene
kupe. Popreqni presek ove zarubǉene kupe je tangentni trapez pa va¼i
2s = 2a+ 2b, odakle zakǉuqujemo da je s = a+ b. Kako je

VL =
4

3
R3π, VK =

2Rπ

3
· (a2 + ab+ b2), PL = 4R2π

PK = π · (a2 + b2 + s(a+ b)) = 2(a2 + b2 + ab)π,

tra¼ena jednakost, VL : VK = PL : PK , se neposredno proverava.

375. Ako je x = tg 5◦, y = tg 20◦ i z = tg 65◦, dokazati da je xy+yz+zx =
1.

Neka je α = 5◦, β = 20◦ i γ = 65◦. Tada je α + β + γ = 90◦. Poxto

va¼i tg(α+ β) =
tgα+ tg β

1− tgα tg β
, dobijamo da je 1− tgα tg β =

tgα+ tg β

tg(α+ β)
i

da bismo dokazali tra¼enu jednakost dovoǉno je dokazati
tgα+ tg β

tg(α+ β)
=

tg γ(tgα+tg β) xto je ekvivalentno sa tg(α+β) tg γ = 1 xto je oqigledno
poxto je α+ β + γ = 90◦.

Drugi susreti gimnazija centralne Srbije

Prvi razred
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376. Rexiti po x ∈ R jednaqinu:

x+ |x− |1− x|| = 2.

Oqigledno va¼i x ≤ 2. Za 1 6 x 6 2 jednaqina postaje x+ 1 = 2, tj.
x = 1. Za 1/2 6 x 6 1 imamo 3x − 1 = 2, xto daje ve² poznato rexeǌe
x = 1. Za x 6 1/2 imamo 1 − x = 2, xto daje rexeǌe x = −1. Jedina
rexeǌa su x = −1 i x = 1.

377. U dekadnom zapisu devetocifrenog broja, koji se zavrxava
cifrom 5, pojavǉuju se sve cifre osim nule. Dokazati da taj broj
ne mo¼e biti potpun kvadrat.

378. Jedan konveksan qetvorougao podeǉen je dijagonalama na qetiri
trougla qije su povrxine prirodni brojevi. Dokazati da je proizvod
ta qetiri broja potpun kvadrat.

Oznaqimo dati qetvorougao sa ABCD, i sa O taqku preseka di-
jagonala AC i BD. Neka su P1, P2, P3, P4 redom povrxine trouglova
OAB,OBC,OCD,ODA i ha, hc redom visine iz A i C na BD. Tada je
P1 = OB ·h1, P2 = OB ·h2, P3 = OD ·h2 i P4 = OD ·h1. Sledi P1P3 = P2P4,
pa je P1P2P3P4 = (P1P3)

2.

379. Izraqunati:

(24 + 22 + 1)(44 + 42 + 1)(64 + 62 + 1)(84 + 82 + 1)(104 + 102 + 1)

(14 + 12 + 1)(34 + 32 + 1)(54 + 52 + 1)(74 + 72 + 1)(94 + 92 + 1)
.

Za svako x je x4 + x2 + 1 = (x2 − x+ 1)(x2 + x+ 1) = f(x− 1)f(x), gde
je f(t) = t2 + t+ 1. Sledi da je zadati razlomak jednak

f(1)f(2)f(3) · f(10)
f(0)f(1)f(2) · f(9) =

f(10)

f(0)
= 111.

Drugi razred

380. Odrediti a tako da rexeǌa x1 i x2 jednaqine x
2 − x + a − 2 = 0

zadovoǉavaju uslov
x1

x2
+
x2

x1
+

1

2
x1x2 + 4 = 0.

Dati uslov se mo¼e napisati u obliku
x2

1 + x2
2

x1x2
+

1

2
x1x2 = −4. Vi-

jetove formule nam daju x1x2 = a − 2 i x1 + x2 = 1, pa dobijamo i
x2

1 + x2
2 = (x1 + x2)

2 − 2x1x2 = 5 − 2a. Sada dati uslov dobija oblik
5− 2a

a− 2
+
a− 2

2
= −4, xto se svodi na a2 − 2 = 0, a 6= 2. Rexeǌa su

a = ±
√
2.
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381. Dat je polukrug nad preqnikom AB. Kroz sredinu C luka ÂB
konstruisane su qetiri prave koje dati polukrug dele na pet delova
jednakih povrxina. Odrediti odnos du

382. ina odseqaka koje konstruisane prave grade na preqniku AB.
Neka je r polupreqnik polukruga. Povrxina svakog od pet delo-

va polukruga je r2π/10, pa je du¼ina sredixǌeg odseqka na preqniku
jednaka d = rπ/5. Kako je 3d < 2r, sve qetiri prave seku du¼ AB odse-
caju²i od ǌe tri jednaka i dva krajǌa, maǌa odseqka. Odnos odseqaka

je
2r − 3d

2
: d : d : d :

2r − 3d

2
= (10− 3π) : 2π : 2π : 2π : (10− 3π).

383. Dat je pravougaonik ABCD, takav da je AB = 3BC. Ako su E i
F taqke stranice AB takve da je AE = EF = FB, dokazati da je prava
DE tangenta kruga opisanog oko trougla FBD.

Kako je ugao izme±u tetive i tangente u jednoj ǌenoj krajǌoj taqki
jednak periferijskom uglu nad tom tetivom, dovoǉno je pokazati da
je ^EDF = ^DBF . Neka je G taqka izvan pravougaonika takva da
je GE = 1 i GE ⊥ AB. Trougao BGF je jednakokrako-pravougli sa
pravim uglom kod G, pa zbog podudarnosti trouglova AFD i EBG
va¼i ^EDF = 45◦ − ^AFD = 45◦ − ^EBG = ^FBD, xto je i trebalo
pokazati.

384. Rexiti jednaqinu:

(
3
√
3− 6

√
3

10
√
5 +

5
√
5)(x4 + x2 + 1) = (

3
√
3 +

6
√
3

10
√
5 +

5
√
5)(x4 − x2 + 1).

Oznaqimo a = 6
√
3 i b = 10

√
5. Zadatu jednaqina sada dobija oblik

(a2−ab+b2)(x4+x2+1) = (a2+ab+b2)(x4−x2+1). Primetimo da su sva
qetii qinioca strogo pozitivni brojevi. Zato smemo da prepixemo

jednaqinu kao
x4 − x2 + 1

x4 + x2 + 1
=

a2 − ab+ b2

a2 + ab+ b2
= k za neko k > 0. Tada je

(x2 − 1)2

x4 + x2 + 1
=

(a− b)2
a2 + ab+ b2

= 3k − 1 i
(x2 + 1)2

x4 + x2 + 1
=

(a+ b)2

a2 + ab+ b2
= 3 − k.

Deǉeǌem prve jednakosti drugom (primetimo da je to dozvoǉeno jer

razlomci nisu jednaki nuli) dobijamo
(x2 − 1)2

(x2 + 1)2
=

(a− b)2
(a+ b)2

, xto nam

daje
x2 − 1

x2 + 1
=
a− b
a+ b

ili
x2 − 1

x2 + 1
=
b− a
a+ b

.

U prvom sluqaju je x = ±
√
a/b, a u drugom x = ±

√
b/a. Lako je

proveriti da ova qetiri rexeǌa zaista jesu rexeǌa.

Tre²i i qetvrti razred

385. Rexiti jednaqinu sin4 x+ cos4 x = 1.
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Znamo da je sin2 x + cos2 x = 1, pa je
(
sin2 x+ cos2 x

)2
= 1 odakle

zakǉuqujemo da je sin4 x+cos4 x+2 sin2 x cos2 x = 1. Kako je 2 sin2 x cos2 x >

0, dobijamo da je sin4 x+ cos4 x 6 1, a jednakost va¼i ako i samo ako je
sinx cosx = 0, tj. ako i samo ako je sinx = 0 ili cosx = 0, tj. ako i samo
ako je x = kπ

2 za neko k ∈ Z.

386. Ako je 2n+1 prost broj, tada postoji prirodan broj k tako da je
n = 2k, n ∈ N . Dokazati.

Pretpostavimo suprotno, da je n = 2l ·m pri qemu je m neparan broj
ve²i od 1. Me±utim, kako je am+bm = (a+b)

(
am−1 − am−2b+ am−3b2 − am−4b3 + · · ·+ bm−1

)
,

va¼i 2n+1 =
(
22l
)m

+1m, zamenom a = 22l i b = 1, dobijamo da je 2n+1

predstavǉen u obliku proizvoda brojeva a+b i am−1−am−2b+am−3b2−
am−4b3 + · · · + bm−1. Me±utim, kako je prvi broj strogo ve²i od 1, a
maǌi od 2n+1, zakǉuqujemo da je 2n+1 slo¼en a to je kontradikcija.

387. Neka je n prirodan broj. Dokazati

(33 . . . 3︸ ︷︷ ︸
n

)2 + (55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n−1

44 . . . 4︸ ︷︷ ︸
n

)2 = (55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n−1

44 . . . 4︸ ︷︷ ︸
n−1

5)2.

Tra¼ena jednakost je ekvivalentna sa (33 . . . 3︸ ︷︷ ︸
n

)2 = (55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n−1

44 . . . 4︸ ︷︷ ︸
n−1

5)2−

(55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n−1

44 . . . 4︸ ︷︷ ︸
n

)2 = (55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n−1

44 . . . 4︸ ︷︷ ︸
n−1

5−55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n−1

44 . . . 4︸ ︷︷ ︸
n

)(55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n−1

44 . . . 4︸ ︷︷ ︸
n−1

5+55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n−1

44 . . . 4︸ ︷︷ ︸
n

) =

2 · 55 . . . 5︸ ︷︷ ︸
n−1

44 . . . 4︸ ︷︷ ︸
n

+1. Kako je 33 . . . 3︸ ︷︷ ︸
n

= 3 · 10
n − 1

9
i 55 . . . 5︸ ︷︷ ︸

n−1

44 . . . 4︸ ︷︷ ︸
n

=

5 · 10
2n−1 − 1

9
− 10n − 1

9
, dobijamo da je tra¼ena jednakost ekvivalentna

sa

(
3 · 10

n − 1

9

)2

= 2 ·
(
5 · 10

2n−1 − 1

9
− 10n − 1

9

)
+ 1 koja se jednostavno

proverava.

388. Da li postoje prirodni brojevi m i n tako da je (5 + 3
√
2)m =

(3 + 5
√
2)n?

Neka je (5 + 3
√
2)m = (3 + 5

√
2)n = A+B

√
2. Mo¼emo pretpostaviti

da su m i n uzajamno prosti (u suprotnom, skra²ivaǌem brojeva m i n
istim faktorom jednakost se ne naruxava). Pretpostavimo, prvo, da
je m neparan broj. Tada iz (5 + 3

√
2)m = A+B

√
2 zakǉuqujemo da je A

deǉivo sa 5, a iz (3+5
√
2)n = A+B

√
2 sledi da je A ≡ 3n (mod 5) xto je

kontradikcija. Sliqno postupamo i u sluqaju kada je n neparan broj
(a bar jedan od brojeva mora biti neparan jer smo pretpostavili da
su m i n uzajamno prosti).
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Tre²i susreti gimnazija centralne Srbije

Prvi razred

389. U pravilnom n−touglu A1A2 . . . An−1An je ^A3A1A4 = 6◦. Koliko
dijagonala ima taj mnogougao?

Poxto su ^A3A1A4 i ^A3A2A4 periferijski uglovi nad lukom
A3A4, oni su jednaki, a kako je trougao A2A3A4 jednakokrak dobijamo
da je ∠A2A3A4 = 180◦ − 2 · 6◦. Zakǉuqujemo da je spoǉaxǌi ugao mno-
gougla 12◦, pa je n =

360◦

12◦
= 30. Broj dijagonala je

n(n− 3)

2
=

30 · 27
2

.

390. Ako su x, y, z realni brojevi takvi da su xy, yz i zx racionalni
brojevi razliqiti od nule. Dokazati:
a) broj x2 + y2 + z2 je racionalan;
b) ako je x3 + y3 + z3 racionalan broj razliqit od nule, tada su i
brojevi x, y, z racionalni.

1. Poxto su xy i yz racionalni i ǌihov proizvod je racionalan,
tj. xy2z je racionalan. Poxto je i xz racionalan, zakǉuqujemo

da je i
xy2z

xz
= y2 racionalan. Sasvim sliqno dobijamo da su i

x2 i z2 racionalni, xto znaqi i da je x2 + y2 + z2 racionalan.

2. Broj xy · y2 je racionalan (kao proizvod dva racionalna broja).
Sasvim sliqno i xz3 je racionalan, pa je x(y3 + z3) racionalan.
Kako je i x4 = (x2)2 racionalan, dobijamo da je x4 + x(y3 + z3) =
x(x3+y3+z3) racionalan. Poxto je x3+y3+z3 ∈ Q\{0} zakǉuqujemo
da x ∈ Q. Analogno dobijamo da y, z ∈ Q.

391. Odrediti sve proste brojeve p, q i r za koje je ispuǌena jednakost
3(p+ q + r) = pqr.

Poxto je leva strana deǉiva sa 3 zakǉuqujemo da je i desna strana
deǉiva sa tri odakle sledi da je jedan od brojeva p, q, r jednak 3. Neka
je, ne umaǌuju²i opxtost, p = 3. Jednakost postaje 3(3 + q + r) = 3qr
odnosno 3 + q + r = qr.

Razmotrimo sluqajeve:

1◦ q = r: Sada je 3+2q = q2 ⇔ 0 = q2−2q−3 = (q−3)(q+1) xto znaqi
da je q = r = 3. Jednostavnom proverom se dobija da p = q = r = 3
zaista jeste rexeǌe.

2◦ q 6= r: Pretpostavimo da je q < r. Tada je 3 + q + r = qr pa je
3 + q deǉivo sa r. Ukoliko je 3 + q 6= r, tada je 3 + q > 2r a poxto
je r > q dobijamo 3 + r > 3 + q > 2r odnosno 3 > r. Me±utim, to
znaqi da su q i r prosti brojevi koji zadovoǉavaju q < r < 3 a
to je nemogu²e. Zbog toga je 3 + q = r. Ukoliko je q 6= 2, tada je
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q neparan prost broj, pa r mora biti paran i kao takav ne mo¼e
biti prost. Ukoliko je q = 2, tada je r = 5 i to jeste prost broj.
Lako se proverava da je (p, q, r) = (3, 2, 5) rexeǌe.

Prema tome, tra¼ene trojke prostih brojeva su {(3, 3, 3), (2, 3, 5), (2, 5, 3), (3, 2, 5), (3, 5, 2), (5, 2, 3), (5, 3, 2)}.

Drugi razred

392. Koliko ima prirodnih brojeva n takvih da je

100 < 3
√
n < 101 ?

Nejednakost je ekvivalentna sa 1003 < n < 1013. Prirodnih brojeva
izme±u 1003 i 1013 ima 1013−1003−1 = 1012+101 ·100+1002−1 = 10300.

393. Na²i vrednost izraza x6 + x3y3 + y6, ako realni brojevi x i y
zadovoǉavaju jednakosti

x2 + xy + y2 = 4 i x4 + x2y2 + y4 = 8.

Kvadriraǌem jednakosti x2 + xy + y2 = 4 i korix²eǌem jednakosti
x4 + x2y2 + y4 = 8 dobijamo da je 2xy(x2 + y2 + xy) = 8, i ako jox jednom
primenimo prvu jednakost dobijamo da je xy = 1. Sada je x6+x3y3+y6 =(
x23

+ y23
)
+ x3y3 = (x2 + y2)(x4− x2y2 + y4) + x3y3 = (4− xy)(8− 2x2y2) +

x3y3 = (4− 1)(8− 1) + 1 = 22.

394. Za svaki prirodan broj n, neka je S(n) zbir cifara broja n

(zapisanog u dekadnom sistemu). Dokazati da va¼i 9 | S(n3)− (S(n))
3.

Ako je n = akak−1 . . . a0, tada va¼i n = ak10
k + ak−110

k−1 + · · · + a0.
Poxto je 10 ≡ 1 (mod 9) va¼i 10i ≡ 1i ≡ 1 (mod 9) (za i = 1, 2, . . . , k) pa je

n = ak10
k + ak−110

k−1 + · · ·+ a0 ≡ ak + ak−1 + · · ·+ a0 = S(n) (mod 9). (1)

Iz relacije (1) dobijamo S(n)3 ≡ n3 (mod 9). Iz jednakosti (1) dobi-
jamo i da je S(n3) ≡ n3(mod 9), pa tra¼eno tvr±eǌe direktno sledi.

Tre²i i qetvrti razred

395. Data je kocka ABCDA1B1C1D1. Ako je povrxina piramide
ABCDA1 jednaka 1, izraqunati povrxinu date kocke.

Oznaqimo sa a du¼inu stranice kvadrata. ABA1 i ADA1 su
jednakokrako-pravougli trouglovi i povrxina svakog od ǌih je a2/2.
Trouglovi BCA1 i DCA1 su pravougli trouglovi sa katetama a i
a
√
2. Prema tome, povrxina omotaqa je a2 + a2

√
2 a povrxina baze je
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a2. Povrxina piramide je je a2(2+
√
2) = 1, iz qega sledi a2 =

1

2 +
√
2
.

Sada vidimo da je povrxina kocke 6a2 =
3

1 +
√
2
= 3(

√
2− 1).

396. U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina:

xz = y
8
3 , yz = x

2
3 , z = 4

√
x+ 4

√
9y.

Kao prvo, da bi prve dve jednaqine bile definisane mora biti
x, y > 0. Tre²a jednaqina odmah povlaqi da je i z > 0. Iz druge
jednaqine dobijamo da je x = y3z/2. Zameǌivaǌem ovog izraza u prvu
jednaqinu dobijamo:

y9z2/16 = y. (1)

Odmah vidimo da je y = 1 rexeǌe jednaqine (1) za svako z. U tom
sluqaju x = 1 i z = 1 +

√
3 i (1, 1, 1 +

√
3) je rexeǌe polaznog sis-

tema. Ako je y 6= 1, zbog iǌektivnosti stepene funkcije, jednaqina (1)

povlaqi da je
9z2

16
= 1 xto uz z > 0 daje z =

4

3
. Prva jednaqina daje

x = y2. Posledǌa jednaqina sada daje y =
1

9
i x =

1

81
.

397. Za koje vrednosti realnog parametra a jednaqina

1 + sin2 ax = cosx

ima jedinstveno rexeǌe?
Poxto je 1+ sin2 ax> 1> cosx data jednakost mo¼e biti zadovoǉena

samo ako je sin ax = 0 i cosx = 1. Kako je cosx = 1 ako i samo ako je
x = 2kπ za k ∈ Z zakǉuqujemo da je x = 2kπ rexeǌe polazne jednaqine
ako i samo ako je sin(2akπ) = 0, odnosno ako i samo ako postoji ceo
broj n takav da je 2akπ = nπ. n = 0 zadovoǉava posledǌu relaciju, i
takvo n je jedinstveno ako i samo ako je a iracionalan broj.



O takmiqeǌima u 2003. i
2004. godini

Me±unarodna takmiqeǌa sredǌoxkolaca u
2003. godini

Naxa ekipa za oba takmiqeǌa je, kao i prethodnih godina, odre±ena
na osnovu rezultata postignutih na Saveznom takmiqeǌu i dodatnom
takmiqeǌu za odre±ivaǌe reprezentacije (popularno Mala olimpija-
da). ǋu su saqiǌavali slede²i uqenici:

YUG 1. Aleksandar Ili², Nix,
YUG 2. Jelena Milanovi², Beograd,
YUG 3. Milan Novakovi², Beograd,
YUG 4. Marko Radovanovi², Beograd,
YUG 5. Aleksandar Pejqev, Beograd,
YUG 6. Aleksandar Brankovi², Beograd.

Aleksandar Ili² je uqenik Gimnazije Svetozar Markovi² iz Nixa,
dok su ostali qlanovi ekipe iz Matematiqke gimnazije u Beogradu.

20. BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA,
Albanija – Tirana, 2.–7. maj 2003.

Dvadeseta Balkanska matematiqka olimpijada (popularno Balka-
nijada) odr¼ana u Tirani, u Albaniji, od 2. do 7. maja 2003. go-
dine (organizatori su i trajaǌe Balkanijade, u odnosu na prethodne,
skratili za jedan dan!). Uqestvovalo je 9 zemaǉa: Albanija, Bivxa
jugoslovenska republika Makedonija, Bugarska, Grqka, Jugoslavija,
Kipar, Moldavija, Rumunija i Turska. Bila je predvi±ena i ekipa

213
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Bosne i Hercegovine, ali oni i ove godine nisu uqestvovali jer su
opet organizovali savezno takmiqeǌe nakon Balkanijade! Naxe ime je
zvaniqno bilo Jugoslavija, a doneta je i odluka da nam se od slede²e
godine i na Balkanijadama meǌa ime u Srbija i Crna Gora (na al-
banskom: Serbi Mali i Zi).

Vo±e naxe ekipe bili su §or±e Krtini², asistent Matematiqkog
fakulteta u Beogradu i predsednik Republiqke komisije za takmiqen-
ja iz matematike za uqenike sredǌih xkola i Vladimir Balti², asis-
tent Ekonomskog fakulteta u Beogradu.

Ministarstvo prosvete Srbije nije obezbedilo potrebna sredstva
za uqex²e naxe ekipe, a i JAT je odobrio popust od samo 25% (JAT se
reklamira da je glavni sponzor fudbalske reprezentacije naxe zem-
ǉe, a za matematiqku reprezentaciju nije mogao da obezbedi ni karte
na redovnoj JAT-ovoj liniji Beograd–Tirana!), tako da je naxa os-
moqlana ekipa putovala vozom do Podgorice, a zatim minibusom (koji
je obezbedilo Druxtvo matematiqara Crne Gore) do Tirane i na isti
naqin natrag. Jedina ekipa, pored naxe, koja nije doputovala avionom
na ovo takmiqeǌe je bila ekipa Makedonije. Naporan put, mo¼e biti
opravdaǌe za malo slabiji rezultat naxe ekipe.

Organizatori su napravili veliki broj propusta: nixta se ni-
je odvijalo po unapred utvr±enom rasporedu, neki ǌihovi qlanovi
¼irija nisu govorili engleski jezik nego samo ruski, imali su nek-
ih propusta u pregledaǌu zadataka (na naxu korist :), dok je vodiq
koja je bila dodeǉena naxoj ekipi bila potpuno nekorisna, izme±u
ostalog i zbog slabog korix²eǌa engleskog jezika. Glavni razlozi
tih propusta su xto je prvi put organizovana Balkanijada u Albani-
ji, ǌihova ekipa nije uqestvovala na svih 19 prethodnih takmiqeǌa,
a i tada ǌihovi vo±e ekipa nisu imali znaqajniju ulogu u izboru
zadataka, tako da je u svim aspektima preovladavalo neiskustvo.

Dinamika takmiqeǌa je bila slede²a:
2. maj — dolazak ekipa i smextaj,
3. maj — sveqano otvaraǌe takmiqeǌa (uz prigodan kulturno-umetniq-
ki program), kao i obilazak centra Tirane (neorganizovan i pexke),
4. maj — prepodne takmiqeǌe, a popodne i tokom no²i pregledaǌe za-
dataka,
5. maj — uqenici su ixli na izlet u Draq, a vo±e ekipa branili
zadatke pred ¼irijem koji su saqiǌavali doma²i matematiqari – na-
poran deo usaglaxavaǌa vrednosti (ne)ura±enih zadataka,
6. maj — izlet u Kruju, istorijsko mesto gde je pre koju deceniju
podignut kompleks posve²en Skenderbegu (Gjergj Kastrioti=§or±e Kas-
tratovi²), najve²em albanskom junaku, popodne sveqano zatvaraǌe (u
ǌihovoj skupxtini) i uveqe obilata veqera sa kulturno-umetniqkim
programom,
7. maj — odlazak ekipa u ranim jutarǌim qasovima.

Takmiqeǌe se sastojalo od 4 zadatka, svaki je nosio 10 poena i
radilo se 4 sata. Prva tri zadatka su se pokazali kao dosta lakxi od
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uobiqajenih, dok je qetvrti prectavǉao tvrd orah ve²ini takmiqara
(samo 12 uqenika je dobilo preko 5 poena). Zbog takvog izbora za-
dataka naxa ekipa nije uspela da napravi razliku u odnosu na ekipu
Moldavije, koja je uvek bila iza nas na me±unarodnim takmiqeǌima iz
matematike. To je dovelo i do qudnijih granica za nagrade: I nagradu
je dobilo samo xest uqenika koji su imali maksimalnih 40 poena, II
nagrada je bila od 39 do 33 poena, III nagrada od 32 do 18, a uqenici
koji su uradili potpuno taqno jedan zadatak, a nisu osvojili neku
od prve tri nagrade dobili su pohvalu. Ekipa Bugarske je suvereno
pobedila sa 232 poena (cela ekipa je izgubila samo 8 poena!), ali
plasmani ostalih reprezentacija su bili krajǌe neizvesni: Rumuni
su tek na posledǌem zadatku pretekli Turke, koji su imali maksimal-
nih 180 poena na prva tri zadatka, mi smo nesre²no iza Moldavije,
a i Makedonci su tesno pobedili Grke. Svi naxi takmiqari su se
vratili sa medaǉom, ali samo je Jelena Milanovi² osvojila drugu
nagradu, dok su ostala petorica dobili tre²u nagradu. Tabelarno po
zadacima, kao i ekipama to izgleda ovako:

1. 2. 3. 4.
∑

Jelena Milanovi² 10 10 10 3 33
Marko Radovanovi² 10 8 10 3 31
Aleksandar Ili² 10 10 8 2 30
Aleksandar Pejqev 10 8 10 2 30
Milan Novakovi² 10 10 7 0 27
Aleksan. Brankovi² 0 10 9 2 21

1. 2. 3. 4.
∑

1. Bugarska 59 60 60 53 232
2. Rumunija 52 58 60 44 214
3. Turska 60 60 60 30 210
4. Moldavija 46 60 49 21 176
5. Jugoslavija 50 56 54 12 172
6. BJRM 47 42 44 12 145
7. Grqka 34 54 48 7 143
8. Albanija 18 31 34 5 88
9. Kipar 14 12 18 5 49

Naxa ekipa je bila najboǉa u sportovima: koxarci, stonom tenisu i
bilijaru. Naxi uqenici i uqenica najvixe su se dru¼ili sa Make-
doncima i Turqinom Alijem (Ali Adali).
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44. ME§UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA,
Japan – Tokio, 11.–19. jul 2003.

Ovogodixǌa me±unarodna matematiqka olimpijada sredǌoxkola-
ca odr¼ana je u Tokiju (Japan) od 11. do 19. jula ove godine. Uq-
estvovalo je 87 zemaǉa sa svih kontinenata. Ekipe su bile smextene
u omladinskom olimpijskom selu u srcu Tokija, jednog od najve²ih
gradova na svetu. Tu je 13. i 14. jula odr¼ano i samo takmiqeǌe.
Za to vreme ¼iri je izmexten u obli¼ǌi gradi² Mukahari na obali
Tokijskog zaliva. ǈubazni doma²ini svojski su se trudili da ugoste
sve uqesnike. Tako smo brzo zaboravili probleme sa vizom, finan-
sijama i dugotrajni let preko Sibira. Uqesnicima su sa ponosom
pokazivali svoja tehniqka dostignu²a, oblakodere visoke preko 300
metara, puteve iznad puteva, saobra²ajne gu¼ve, a pomalo i delove
svoje drevne civilizacije. Iako smo se, zbog nepostojaǌa svakod-
nevnog leta od Amsterdama do Beograda, morali vratiti pre zavrxne
ceremonije zatvaraǌa, utisak koji smo sobom doneli je izvanredan.
Tome doprinosi i dobar rezultat koji je naxa xestoqlana ekipa pod
vo±stvom prof. dr §or±a Dugoxije, profesora Matematiqkog fakul-
teta iz Beograda i ǌegovog zamenika Krtini² §or±a, asistenta na
istom fakultetu, postigla – tri srebrne i jedna bronzana medaǉa i
dve pohvale.

Srebrne medaǉe osvojili su: Aleksandar Ili², Marko Radova-
novi² i Aleksandar Pejqev. Bronzanu medaǉu osvojila je Jelena
Milanovi², dok su Milan Novakovi² i Aleksandar Brankovi² za-
slu¼ili pohvale.

U generalnom plasmanu (koji se zvaniqno ne raquna), naxa ekipa
je dvadesettre²a (sa 101 bodom), xto je daleko boǉe nego plasmani
ostalih bivxih jugoslovenskih republika (slede Hrvat_ska 61. sa 80
bodova, Bosna i Hercegovina 65. sa 71 bodom itd.). Na opxte izne-
na±eǌe najboǉi rezultat na Olimpijadi ostvarila je ekipa Bugarske.
Rang prvih deset sa brojem osvojenih bodova izgleda ovako: BUGARS-
KA (227), KINA (212), VIJETNAM (172), KOREA (157), SAD (156),
RUMUNIJA (143), RUSIJA (142), TURSKA (132), JAPAN (131),
MA§ARSKA i VELIKA BRITANIJA (128). Iz ovih rezultata
sasvim je jasno da problemi zadati ove godine nisu ni malo bili
laki.
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Me±unarodna takmiqeǌa sredǌoxkolaca u
2004. godini

Naxu ekipu ove godine su saqiǌavali slede²i uqenici:

SCG 1. Marko Radovanovi², Beograd,
SCG 2. Milan Novakovi², Beograd,
SCG 3. Aleksandar Pejqev, Beograd,
SCG 4. §or±e Barali², Kragujevac,
SCG 5. Urox Rajkovi², Beograd,
SCG 6. Petra Stojsavǉevi², Novi Sad.

§or±e Barali² je uqenik Prve gimnazije iz Kragujevca, Petra Sto-
jsavǉevi² je bila uqenica Gimnazije ”Jovan Jovanovi² Zmaj” iz
Novog Sada, dok su ostali qlanovi ekipe iz Matematiqke gimnazi-
je u Beogradu.

Prva dvojica uqenika plasirala su se direktno nakon saveznog tak-
miqeǌa, dok su ostali uxli u ekipu nakon male olimpijade (takmiqen-
ja za izbor ekipe za Olimpijadu). Prva trojica su uqenici IV razre-
da (bili su najboǉi i na republiqkom takmiqeǌu: Milan Novakovi²
100 poena, Aleksandar Pejqev 95, Marko Radovanovi² 90, slede²i 62,
prosek 49), dok su ostali uqenici III razreda (Urox Rajkovi² je bio
najboǉi na republiqkom takmiqeǌu sa 70 poena, slede²i 62, prosek
28).

21. BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA,
Bugarska – Pleven, 5.–10. maj 2004.

Balkanijada je ove godine odr¼ana u Bugarskoj, u Plevenu, u pe-
riodu od 5. do 10. maja 2004. Vo±e naxe ekipe bili su Vladimir
Balti², asistent Ekonomskog fakulteta u Beogradu i §or±e Krti-
ni², asistent Matematiqkog fakulteta u Beogradu. Samo takmiqeǌe
je bilo u petak, 7. maja 2004. Svaki zadatak vredi 10 poena i radi se
za 4 1

2 sata.
Granice za nagrade: I nagradu je dobilo sedam uqenika koji su

imali od 40 do 37 poena (maksimalnih 40 poena je imalo troje uqeni-
ka - 2 Rumuna i 1 Bugarin, a pored ǌih zlato su dobili jox 2 Bugara,
1 Albanac i 1 Moldavac, koji je uzeo zlato i na Juniorskoj Balkani-
jadi, kao i na Olimpijadi!), II nagrada je bila od 36 do 30 poena, III
nagrada od 29 do 22, a uqenici koji su uradili potpuno taqno jedan
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zadatak, a nisu osvojili neku od prve tri nagrade dobili su pohvalu.
Ekipa Rumunije je za 1 poen pobedila doma²ine Bugarsku, dok smo
mi ponovo zauzeli peto mesto iza tre²e Moldavije i qetvrte Turske.
Svi naxi takmiqari su se vratili sa medaǉom, ali samo je Marko
Radovanovi² osvojio drugu nagradu, dok su ostalih petoro dobili
tre²u nagradu. Tabelarno po zadacima to izgleda ovako:

1. 2. 3. 4.
∑

Marko Radovanovi² 10 10 9 5 34
Milan Novakovi² 10 7 9 3 29
§or±e Barali² 10 7 7 4 28
Petra Stojsavǉevi² 10 9 8 1 28
Aleksandar Pejqev 9 8 5 5 27
Urox Rajkovi² 10 10 0 4 24

1. 2. 3. 4.
∑

1. Rumunija 60 59 54 34 207
2. Bugarska 59 56 51 40 206
3. Moldavija 56 55 42 38 191
4. Turska 60 59 48 14 181
5. SCG 59 51 38 22 170
6. Grqka 56 51 40 6 153
7. BJRM 51 24 19 8 102
8. Albanija 38 26 17 13 94
8. Kipar 49 26 9 10 94

45. ME§UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA,
Grqka – Atina, 9.–19. jul 2004.

Balkanijada je ove godine odr¼ana u Grqkoj, u Atini,u periodu
od 9. do 19. juna 2004. Vo±e naxe ekipe bili su §or±e Dugoxija,
profesor Matematiqkog fakulteta u Beogradu i Vladimir Balti²,
asistent Ekonomskog fakulteta u Beogradu. Takmiqeǌe se odr¼avalo
dva dana u prepodnevnim qasovima: ponedeǉak, 12. jul 2004. i utorak,
13. jul 2004. Svakog dana takmiqari su radili po tri zadatka (svaki
nosi po 7 poena) za 4 1

2 sata. Takmiqeǌe je obele¼ilo dosta orga-
nizacionih propusta: velika kaxǌeǌa, u takmiqeǌe se odr¼avalo u
holu fakulteta, bez klima ure±aja na 40◦C, veoma slabe komisije za
oceǌivaǌe zadataka... Nakon takmiqeǌa, dok su vo±e ekipa branile
zadatke, uqenici su ixli na nekoliko izleta: Mikena i Epidaurus,
kao i obilazak Atine – autobusom, uz razgledaǌe Akropoǉa i trgov-
aqkog centra, Plake.
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Naxa ekipa je na Me±unarodnoj matematiqkoj olimpijadi sred-
ǌoxkolaca osvojila dve srebrne i tri bronzanu medaǉa. Srebrne
medaǉe osvojili su: Marko Radovanovi² i Milan Novakovi². Bron-
zane medaǉe osvojili su Aleksandar Pejqev, §or±e Barali² i Urox
Rajkovi². Marko Radovanovi² je drugog dana imao maksimum poena
(21), ali zbog malo slabije ura±enog prvog dana je ostao bez zlatne
medaǉe (nedostajao mu je 1 poen!). Petra Stojsavǉevi² je ostala bez
pohvale, jer je usvojen qudan kriterijum za oceǌivaǌe 1. zadatka.
Granice za nagrade su: I nagrada je bila od 42 do 32 poena (45 uqeni-
ka), II nagrada od 31 do 24 poena (78 uqenika), III nagrada od 23 do 16
(120 uqenika), a uqenici koji su uradili potpuno taqno jedan zadatak,
a nisu osvojili neku od prve tri nagrade dobili su pohvalu.

Tabelarno po zadacima to izgleda ovako:

1. 2. 3. 4. 5. 6.
∑

Marko Radovanovi² 7 2 1 7 7 7 31
Milan Novakovi² 7 4 1 7 7 2 28
Aleksandar Pejqev 7 2 0 7 5 1 22
§or±e Barali² 6 1 2 7 3 1 20
Urox Rajkovi² 3 4 1 7 4 1 20
Petra Stojsavǉevi² 6 2 1 1 0 1 11

∑
36 15 6 36 26 13 132

U generalnom plasmanu naxa ekipa deli od dvadesetog do dvade-
settre²eg mesta (sa 132 bodom), xto je daleko boǉe nego plasmani
ostalih bivxih jugoslovenskih republika (40. Hrvatska sa 89 poena,
47. Makedonija sa 71, 48–49. Slovenija sa 69 i 70. BiH sa svega 40
poena), kao i nekih mnogo razvijenijih zapadnih zemaǉa (od balkan-
skih dr¼ava bili smo qetvrti - Moldavija je imala 8 poena vixe od
nas, dok je Turska ostala 14 poena iza nas). Za razliku od naxih
sportista na Olimpijadi koja se odr¼avala mesec dana kasnije (in-
teresantno je da se ove godine u Atini odr¼avaju 3 Olimpijade –
matematiqka u julu, sporcka u avgustu i informatiqka u septembru),
naxi matematiqari su bili najboǉi u sportovima – vaterpolu i fud-
balu (dobili smo Hrvate 5:0 i Meksikance 5:2 sa nekoliko igraqa
maǌe), kao i u kartama. Qlanovi naxe ekipe su se najvixe dru¼ili
sa takmiqarima iz bivxih jugoslovenskih republika. Najboǉi rezul-
tat na Olimpijadi ostvarila je ekipa Kine. Rang prvih deset sa
brojem osvojenih bodova izgleda ovako (u zagradi je raspored medaǉa
zlatne-srebrne-bronzane):

1. Kina 220 (6-0-0) 2. SAD 212 (5-1-0) 3. Rusija 205 (4-1-1) 4. Vijet-
nam 196 (4-2-0) 5. Bugarska 194 (3-3-0) 6. Tajvan 190 (3-3-0) 7. Mad-
jarska 187 (2-3-1) 8. Japan 182 (2-4-0) 9. Iran 178 (1-5-0) 10. Rumuni-
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ja 176 (1-4-1) 11. Ukrajina 174 (1-5-0) 12. Ju¼na Koreja 166 (2-2-2) 13.
Belorusija 154 (0-4-2) 14. Indija 151 (0-4-2) 15. Izrael 147 (1-1-4)
16. Poǉska 142 (2-1-1) 17. Singapur 141 (0-3-3) 18. Moldavija 140
(2-0-4) 19. Mongolija 135 (0-3-2) 20. Velika Britanija 134 (1-1-

4) 21-24. SCG 132 (0-2-3) , Brazil 132 (0-2-4), Kanada 132 (1-0-3),

Kazahstan 132 (2-0-2), 25. Nemaqka 130 (0-3-1).

INFORMACIJA O NAREDNIM ME§UNARODNIM
TAKMIQEǋIMA

Naredna Balkanijada se odr¼ava u Rumuniji poqetkom maja 2005.
godine, a nakon toga je na Kipru.

Naredna Olimpijada se odr¼ava u Kankunu u Meksiku od 1. do
12. jula 2005. (eto motiva za takmiqeǌe). Nakon toga je u Sloveniji
(ǈubǉana), zatim u Vijetnamu (Hanoj), a odre±ena su i naredna dva
doma²ina: Xpanija i Nemaqka (Bremen).


