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Zapis o Zreǌaninu

Eto Vas u gradu Zreǌaninu, prestonici Banata, koji se tokom svoje
duge istorije zvao Veliki Beqkerek i Petrovgrad, Xpanci su ga zvali No-
va Barselona, a mogli bismo ga mirne duxe zvati i ravangrad. Zreǌanin
se nalazi na proseqnoj nadmorskoj visini od 82m i nema iza qega sunce da
za±e, pa nam dan traje du¼e nego ostalima. Naseǉe, pa grad, meǌalo je
nazive i stanovnike koji su u ǌemu ¼iveli. Na moqvarne i ricke prostore
Marija Terezija i Josif II su, u vreme svoje vladavine (1740-1780-1790),
naseǉavali Nemce, Ma±are. Xpance, Francuze, Bugare, Rumune, Slovake,
Qehe, Rusine... Loxa klima, ricka zemǉa, puno insekata, bili su surovi
uslovi za ¼ivot, tako da su mnogi naseǉenici obolevali od malarije, kol-
ere, groznice i brzo bi umirali.

Srbi su preko Save i Dunava masovno doxli sa Arsenijem Qarnoje-
vi²em 1690. god. i na ovoj surovoj ravnici ostali i opstali zahvaǉuju²i
upornosti, radinosti i ¼eǉi da obezbede ogǌixta za pokoleǌa koja dolaze.
Danas u opxtini Zreǌanin ¼ivi najvixe Srba 75%, Ma±ara 11%, Rumuna
2 %, Slovaka 2%, a u selu Belo Blato na domak Zreǌanina ¼ivi 15 na-
cionalnosti, xto predstavǉa najxarolikuju zajednicu u zemǉi. Trag su u
namaostavili svi prethodni stanovnici i oni ǉuti Krajixnici koji su u
Banatu 1594. god digli prvu bunu protiv Turaka.

Danas je ravnica ukro²ena i pitoma. Moqvare su isuxene, meandri
banackog lepotana Begeja ispavǉeni ogromnim naporom hiǉada kuluqara
(od XVI – XVII veka, u doba Turaka ) i pretvoreni u prav, dubok, plovni
kanal, koji nas preko Tise povezuje sa Dunavom i svetom. Sistemi za
navodǌavaǌe suproctavǉuju se vetru i suxi i iz texke, masne, banacke
zemǉe bujaju industrijske biǉke: pxenica, kukuruz, xe²erna repa, soja,
suncokret. ”Ta i dugme da posejex niklo bi” , ka¼u Lale, xto je ime za
stanovnike Banata. Prerada industrijskih biǉaka obavǉa se u velikim
fabrikama za proizvodǌu hrane: uǉari, xe²erani, IPOK-u industriji
prera±evina od kukuruza mlekari, BEK-u mesnoj industriji, pivari... Ali
Zreǌanin ima i tradiciju tekstilne, hemijske, farmaceucke i maxinske
industrije.

Zreǌanin je, naroqito ǌegov centar, pun lepih starih zgrada na-
jqe71e baroknog stila. Lepotom se istiqe i daje peqat gradu, zgrada Opx-
tine (nekada ´upanijska zgrada), sagra±ena u prvoj polovini XIX veka od
opeke iz poruxene tvr±ave, koja je bila na tom istom mestu dok je posta-
jala opasnost od raznih osvajaqa. Ispred zgrade Opxtine, raste najlexa
i najstarija tisa u gradu, zasa±ena jox davne 1888. god. i pamti da je
preko trga ispred ǌe prolazio voz, da je na trgu stajao spomenik Kraǉu
Petru, pa ´arku Zreǌaninu, pa fontana i sada opet Kraǉ Petar, spomenik
ura±en po ugledu na onaj stari a postavǉen ove zime, godine 2005.

Mladi ǉudi se najqex²e i najradije okupǉaju na prostoru izme±u
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xkola: muziqke, ekonomske, gimnazije, elektrotehniqke i Kulturnog cen-
tra izme±u kojih je ure±eno jezero, nastalo pregra±ivaǌem begejskog me-
andra. Na taj naqin, nastala su tri jezera u samom centru grada. Pored
ovih xkola koncentrisanih oko jezera, u Zreǌaninu se nalaze i hemijska,
maxinska i poǉoprivredna xkola. Sve sredǌe xkole ukupno imaju nexto
maǌe od 7000 ±aka. Uqenicima koji u Zreǌaninske xkole dolaze iz drugih
mesta na raspolagaǌe je smextaj u domu uqenika sredǌih xkola, koji se
tako±e nalazi u samom centru grada. Zreǌanin je i grad studenata, na
Vixoj tehniqkoj xkoli i Tehniqkom fakultetu ”Mihajlo Pupin” ima oko
3000 studenata.

Svim ±acima i drugim gra±anima na raspolagaǌu su bogati kul-
turni sadr¼aji: Biblioteka, u kojoj su qesto kǌi¼evne veqeri, Muzej,
Pozorixte, sa svojom prelepom baroknom salom i redovnim repertoarom
na velikoj, maloj i lutkarskoj sceni, Savremena galerija, dva bioskopa,
Kulturni centar kao mesto okupǉaǌa mladih ǉudi. Naravno u gradu od
skoro 100 hiǉada stanovnika postoji mnoxtvo kafi²a, klubova, kafanica
i kafana sa razliqitim specifiqnostima, ali ostavǉamo Vam da nexto i
sami istra¼ite i da u tom istra¼ivaǌu u¼ivate.

Zreǌanin je inaqe grad bogate muziqke tradicije. U gradu postoji
nekoliko horova i pevaqkih druxtava koji neguju duhovnu muziku.

Priqu o naxem gradu ne mo¼emo da zavrximo a da ne pomenemo blis-
tavu sporcku tradiciju. Gotovo da nema sporta u kome tokom istorije
i u savremenom dobu nismo postizali vrhunske rezultate. Zreǌanin je
mo¼da poznatiji po sportu nego po bilo qemu drugom... Zreǌaninski pli-
vaqi, gimnastiqari,veslaqi,kajakaxi, koxarkaxi, fudbaleri, odbojkaxi,
karatisti, rvaqi, bokseri, rukometaxi, maqevaoci imaju dugu i bogatu
takmiqarsku tradiciju. Ovom prilikom posebno ²emo ista²i zreǌaninske
sportiste, nosioce olimpijskih medaǉa: Milan Grbi², Branislav Si-
mi², Zvonko Vujin, Milorad Stanulov, Momir Rni², Dejan Bodiroga,
Vladimir Grbi², Nikola Grbi².

Mogli bismo jox mnogo toga re²i o naxem gradu i o naxoj ravnici, o
tome kako nema na kugli zemaǉskoj lepxeg prizora od banackog ¼itnog mo-
ra, od nepreglednih suncokreta, od mo²nih, leǌih i opasnih ravniqarskih
reka, o Carskoj bari, o Kaxtelu u Eqki i likovnoj kloniji, ali onome ko
je ovde prvi put i ovoliko je previxe, a onome ko je ovde ve² bio, i ne
treba priqati.

Nekoliko reqi o xkoli doma²inu

Zreǌaninska gimnazija osnovana je 1846. godine i slede²e godine
obele¼ava 160 godina uspexnog rada. Od tih prvih dana, kada je u 6 razre-
da upisano 214 uqenika, pa do danas, kada broji 1296 uqenika u 42 odeǉeǌa,
proxla je kroz mnoge periode reformi, podela, udru¼ivaǌa i eksperimen-
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talnog rada. Xkolu je do sada zavrxilo oko 23 000 uqenika.

Danas je Zreǌaninska gimnazija jedna od najve²ih gimnazija u zemǉi,
a svakako je najve²a u Vojvodini.Uqenici se obrazuju po programu za gim-
naziju opxteg, druxtveno-jeziqkog i prirodno-matematiqkog smera. Nasta-
va se izvodi na srpskom i ma±arskom nastavnom jeziku, a u rad sa uqenicima
ukǉuqeno je 106 profesora i 3 struqna saradnika.

Rezultati koji se posti¼u u xkoli uvek su bili nadproseqni. Xto se
tiqe redovne nastave, 60% ±aka ima odliqan uspeh, a oko 30% ǌih vrlo do-
bar.Uqenici Zreǌaninske gimnazije ve² tradicionalno posti¼u znaqajne
rezultate na takmiqeǌima iz matematike, fizike, informatike, biologije,
sporckih disciplina, kao i na literarnim i likovnim konkursima.

U xkoli se naroqito vodi raquna o vannastavnim aktivnostima, kako
bi se uqenicima pru¼ila mogu²nost da se ispoǉe u svim oblastima in-
teresovaǌa. U okviru dodatnog rada,organizovane su sekcije iz skoro svih
predmeta, a osim ǌih u xkoli aktivno radi i ekoloxka, dramska, recita-
torska i novinarska sekcija koja ure±uje xkolski list ”Put”. Ime xkole
po celom svetu afirmixe i omladinski hor ”Koqa”, koji je qlan Svecke
federacije horova.

Znaqajan doprinos radu xkole daje §aqki parlament koji aktivno
radi od 2002. godine. §aqki parlament se bavi svim bitnim pitaǌima
vezanim za ¼ivot ±aka u xkoli, koordinira rad odeǉenskih zajednica,
organizuje humanitarne akcije, utiqe na kvalitetno kori71eǌe slobodnog
vremena uqenika, promovixe slobodu mixǉeǌa i govora i sl.

Od 2002. godine xkola postaje jedna od reformskih gimnazija u
zemǉi i ukǉuquje se u projekat Xkolskog razvojnog planiraǌa.Trenutno
se ovaj projekat, koji promovixe interaktivnu i interdisciplinarnu nas-
tavu, nalazi u fazi realizacije.

Naroqito su va¼ni projekti me±unarodne saradǌe, koji podrazumeva-
ju razmenu informacija, zajedniqke seminare i struqna putovaǌa uqeni-
ka i profesora. Ovakva saradǌa uspostavǉena je sa gimnazijom u Ptu-
ju, putem projekta ”Mladi i mediji” u koji su ukǉuqeni gimnazijalci iz
Poǉske, Italije, Nemaqke, Ma±arske i Slovenije. Zatim sa gimnazijom
iz grada Vos u Norvexkoj, a u toku je uspostavǉaǌe saradǌe i sa jednom
od moskovskih gimnazija.Tako±e, ve² nekoliko godina naxi ±aci i profe-
sori donose vredne nagrade sa me±unarodne smotre vannastavnih aktivnos-
ti ”Shuliexpo”, koja se organizuje u ma±arskom gradu ǋire±haz.

Zreǌaninska gimnazija 1996. godine bila je doma²in Republiqkog
takmiqeǌa iz fizike i stranih jezika. U smislu prepoznavaǌa pravih
vrednosti, ¼eǉa nam je da ponovo budemo dobri doma²ini i da podelimo
sa vama radost negovaǌa takmiqarskog duha na 47. Republiqkom takmiqeǌu
iz matematike.



4

REPUBLIQKA KOMISIJA

za takmiqeǌa iz matematike za uqenike sredǌih xkola

xkolska godina 2004/2005.

1. Ani² mr Ivan, Matematiqki fakultet, Beograd

2. Balti² Vladimir, Ekonomski fakultet, Beograd — predsednik
Republiqke komisije

3. Dolinka dr Igor, PMF, Novi Sad

4. Doroslovaqki dr Rade, FTN, Novi Sad — predsednik Druxtva
matematiqara Srbije

5. Dugoxija dr §or±e, Matematiqki fakultet, Beograd

6. §uki² Duxan, Univerzitet u Torontu, Kanada

7. Ikodinovi² mr Nebojxa, PMF, Kragujevac

8. Kne¼evi² Miǉan, Matematiqki fakultet, Beograd

9. Krtini² §or±e, Matematiqki fakultet, Beograd

10. Marinkovi² Rastko, Matematiqka gimnazija, Beograd

11. Mati² Ivan, Berkli, SAD

12. Mili²evi² §or±e, Prinston, SAD

13. Milosavǉevi² Milox, PMF, Nix

14. Ogǌanovi² mr Sr±an, Matematiqka gimnazija, Beograd

15. Petrovi² Nikola, Fiziqki fakultet, Beograd

16. Tanovi² dr Predrag, Matematiqki institut SANU

17. Tomi² Ivanka, Gimnazija, Vaǉevo

18. Quki² dr ǈubomir, Gra±evinski fakultet, Beograd
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE, 17. 12. 2004.

Prvi razred – A kategorija

1. Neka je K sredixte te¼ixne du¼i CC1 trougla 4ABC i neka je AK ∩
BC = {M}. Na²i odnos CM :MB.

2. Na²i sve proste brojeve p, q i r, kao i sve prirodne brojeve n, takve da

va¼i
1

p
+

1

q
+

1

r
=

1

n
.

3. Na²i sva rexeǌa jednaqine x2 + y2 + z2 = 2004 · x · y · z u skupu celih
brojeva.

4. Neka je dat skup S = {s, i, c, g}.
a) Koliko ima relacija u skupu S koje nisu simetriqne?
b) Koliko ima antisimetriqnih relacija u skupu S?

5. Dokazati ili opovrgnuti: Me±u proizvoǉnih 6 prirodnih brojeva uvek
je mogu²e na²i 3 tako da su svaka 2 uzajamno prosta ili 3 tako da sva 3
imaju zajedniqki delilac ve²i od 1.

Drugi razred – A kategorija

1. Neka je AB preqnik kruga k i neka se tetive AD i BC tog kruga seku u
taqki E. Dokazati da AE ·AD+BE ·BC ne zavisi od izbora taqaka C i D.

2. Neka je O centar kruga opisanog oko konveksnog qetvorougla ABCD i
neka je E presek dijagonala AC i BD. Ako su sredixta du¼i AD, BC i
OE kolinearne taqke dokazati da je tada ispuǌeno ili AB = CD ili je
^AEB = 90◦.

3. Na²i sva rexeǌa (a, b) u skupu racionalnih brojeva jednaqine:
(a+ b

√
2)2 = 11 + 14

√
2.

4. Za koje vrednosti realnog parametra m jednaqina
mx2 + (2m+ 1)x+ (m− 3) = 0 ima bar jedno negativno rexeǌe?
Kada ima dva negativna rexeǌa?

5. Posle svakog sastanka komisije, neki qlanovi (znaqi ǌih bar dvoje)
odlaze zajedno na ruqak. Tamo me±utim, svako od prisutnih se posva±a
sa svakim. Nakon toga posva±ani ne²e vixe oti²i u zajedniqkom druxtvu
na ruqak posle sastanka komisije. Sastanci komisije se odr¼avaju dokle
god je mogu²e oformiti druxtvo (od bar dvoje ǉudi) za odlazak na ruqak
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nakon sastanka.
a) Da li je mogu²e da je komisija koja broji 7 qlanova odr¼ala ukupno 10
sastanaka (tj. ruqkova)?
b) Da li je mogu²e da je komisija koja broji 11 qlanova odr¼ala ukupno 5
sastanaka (tj. ruqkova)?

Tre²i razred – A kategorija

1. U oxtrouglom trouglu 4ABC taqka D je podno¼je visine iz C, a taqka
E podno¼je visine iz D u 4BCD. Neka je F taqka du¼i DE takva da je
DF : FE = BD : DA. Dokazati da su prave CF i AE uzajamno normalne.

2. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu xlog2 3 + 3log2

√
x = 12.

3. Koliko rexeǌa u skupu nenegativnih celih brojeva ima jednaqina
[
100n

199

]

+

[
100n

201

]

= n?

4. Neka su a, b i c kompleksni brojevi takvi da su sva tri korena jednaqine
x3 + ax2 + bx + c = 0 modula 1. Dokazati da su sva tri korena jednaqine
x3 + |a|x2 + |b|x+ |c| = 0, tako±e, modula 1.

5. Posle svakog sastanka komisije, neki qlanovi (znaqi ǌih bar dvoje)
odlaze zajedno na ruqak. Tamo me±utim, svako od prisutnih se posva±a
sa svakim. Nakon toga posva±ani ne²e vixe oti²i u zajedniqkom druxtvu
na ruqak posle sastanka komisije. Sastanci komisije se odr¼avaju dokle
god je mogu²e oformiti druxtvo (od bar dvoje ǉudi) za odlazak na ruqak
nakon sastanka.
a) Da li je mogu²e da je komisija koja broji 8 qlanova odr¼ala ukupno 15
sastanaka (tj. ruqkova)?
b) Da li je mogu²e da je komisija koja broji 13 qlanova odr¼ala ukupno 7
sastanaka (tj. ruqkova)?

Qetvrti razred – A kategorija

1. Bisektrisa unutraxǌeg ugla u temenu A trougla 4ABC seqe stranicu
BC u taqki K. Centri upisanog kruga trougla 4ABK i opisanog kruga
trougla 4ABC se poklapaju. Na²i uglove trougla 4ABC.

2. Na²i sva preslikavaǌa f : R → R, koja su ”na” (surjekcije) i za koja
va¼i: f

(
f(x− y)

)
= f(x)− f(y) za ∀x, y ∈ R.

3. Data je funkcija f(x) = lim
n→∞

x

1 + xn
, x > 0. Odrediti nule i znak

funkcije f(x), ispitati monotoniju, a zatim nacrtati grafik funkcije f(x).
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4. Videti 4. zadatak za tre²i razred A kategorije.

5. U ravni je zadat n-tougao qija temena imaju celobrojne koordinate, a
stranice su du¼ine

√
2005. Za koje n ∈ N (n> 3) je to mogu²e?

Prvi razred – B kategorija

1. Videti 1. zadatak za prvi razred A kategorije.

2. Videti 2. zadatak za prvi razred A kategorije.

3. Na²i trocifren broj abc ako je qetvorocifren broj abc1 tri puta ve²i
od qetvorocifrenog broja 2abc.

4. Koliko ima ima dijagonala konveksnog 15-tougla koje spajaju po dva
ǌegova temena izme±u kojih se (posmatrano u oba mogu²a smera) nalaze
bar tri druga temena?

5. Visina AD iz temena A trougla 4ABC deli stranicu BC u odnosu
BD : DC = 3 : 1. Ako je ^ABC = 30◦, dokazati da je trougao 4ABC
pravougli.

Drugi razred – B kategorija

1. Dokazati da je broj A =
(
6√
9 + 4

√
5 +

3√
2 +

√
5
)

· 3√
2−

√
5 ceo i na²i

ǌegovu vrednost.

2. Videti 2. zadatak za prvi razred A kategorije.

3. Na²i sve cele brojeve x i y za koje va¼i x2 − 6xy + 13y2 = 100.

4. Videti 4. zadatak za drugi razred A kategorije.

5. U trapezu ABCD kra²a dijagonala AC normalna je na osnovicama AB =
a i CD = b. Ako je ^DAC + ^ACB = 90◦, na²i du¼ine krakova BC i AD.

Tre²i razred – B kategorija

1. Neka su α, β i γ uglovi takvi da va¼i β = 60◦+α i γ = 60◦+β. Dokazati
da je vrednost izraza tgα tg β + tg β tg γ + tg γ tgα ceo broj.

2. Videti 2. zadatak za tre²i razred A kategorije.

3. Na²i sve cele brojeve x i y za koje va¼i x2 + 8xy + 25y2 = 225.
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4. Dat je paralelogram ABCD sa oxtrim uglom od 60◦. Odrediti odnos
du¼ina stranica paralelograma AB : AD, ako je odnos du¼ina dijagonala
AC : BD =

√
19 :

√
7.

5. U pravilnoj trostranoj piramidi, qija je ivica osnove a, ugao izme±u
ivica pri vrhu jednak je α (α690◦). Odrediti povrxinu preseka piramide
i jedne ravni koja sadr¼i jednu ivicu osnove i normalna je na naspramnu
boqnu ivicu.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Tri realna broja, razliqita od nule, obrazuju aritmetiqki niz, a
kvadrati tih brojeva u istom poretku, obrazuju geometrijski niz. Na²i
koliqnik tog geometrijskog niza.

2. Videti 2. zadatak za tre²i razred A kategorije.

3. Videti 3. zadatak za qetvrti razred A kategorije.

4. Izraqunati limn→∞
(

1
1·5 + 1

5·9 + . . .+ 1
(4n+1)·(4n+5)

)

.

5. Dokazati da jednaqina sin ( 1
7 arccosx) = 1 nema realnih rexeǌa.

OKRU´NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE, 19. 02. 2005.

Prvi razred – A kategorija

1. Prava kroz centar opisanog kruga i ortocentar trougla 4ABC (Ojlero-
va prava), seqe unutraxǌost stranica CA i CB u taqkama M i N , redom,
takvim da je CM = CN . Dokazati da je ^ACB = 60◦.

2. Na²i sve taqke P na krugu opisanom oko trougla 4ABC za koje je zbir
PA+ PB + PC minimalan.

3. Neka su x i y celi brojevi, takvi da 90 deli x2 + xy + y2.Dokazati da
onda 900 deli xy.

4. Neka su x, y i z realni brojevi, takvi da je x2+y2+z2 = 18 i xy+
yz + zx = 9. Izraqunati vrednost izraza |x|+ |y|+ |z|.

5. Ana i Branko su stavili neki broj ¼etona na poǉa xahovske table 8×8.
Ana je zapisala brojeve ¼etona u svakoj vrsti, a Branko brojeve ¼etona u



9

svakoj koloni. Ana je zapisala sve razliqite brojeve. Da li je mogu²e da
su svi Brankovi brojevi razliqiti od Aninih?

Drugi razred – A kategorija

1. U konveksnom qetvorouglu ABCD taqka O je presek dijagonala. Neka su
E,F i G redom projekcije taqaka B,C i O na AD. Dokazati da je povrxina

qetvorougla ABCD jednaka
AD ·BE · CF

2OG
.

2. Rexiti nejednaqinu
√
2x− 1 +

√
x+ 2 > 3 +

√
x+ 6.

3. Neka su x i y realni brojevi, takvi da je x2 + y2 6 25. Odrediti najve²u
i najmaǌu vrednost izraza x2 + y2 + 12x− 16y.

4. Koji je od brojeva 2

√
log2 2004

i 2004

√
log2004 2

ve²i? (Obrazlo¼iti
odgovor!)

5. Dat je niz prirodnih brojeva 1 = x1 < x2 < . . . < xn < . . . sa osobinom
da je xn+1 6 2n za svako n ∈ N. Da li postoje indeksi i i j takvi da je
xi − xj = 2005?

Tre²i razred – A kategorija

1. U trouglu 4ABC, taqka D je sredixte stranice BC, a taqka E na
stranici AB takva da je AE = 2EB. Ako je ^ADC = ^BDE, na²i ugao
^ACB.

2. Neka je dat prirodan broj a. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo
parova prirodnih brojeva (b, c) takvih da su ab+1, ac+1 i bc+1 potpuni
kvadrati.

3. Neka su a, b, c stranice proizvoǉnog trougla i α, β uglovi naspram
stranica a i b. Dokazati da va¼i a cosα+ b cosβ 6 c.

4. Neka su x1, . . . , xn pozitivni realni brojevi takvi da je x1+x2+ . . .+xn =

1. Na²i minimalnu vrednost izraza −x
2
1

2
+

n∑

i=1

x2
i −

n−1∑

i=1

xixi+1.

5. Date su tri taqke u ravni. Na²i krug najmaǌeg polupreqnika, koji
sadr¼i ove taqke.
(Pod krugom se podrazumeva kru¼nica i ǌena unutraxǌost)
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Qetvrti razred – A kategorija

1. Neka je u trouglu 4ABC taqka H ortocentar, M sredina BC, D presek
AM sa opisanim krugom oko 4ABC i E simetriqna taqka taqke D u odnosu
na M . Dokazati da je prava EH normalna na pravu AM .

2. Odrediti posledǌe 3 cifre broja 32005.

3. Na²i minimum funkcije f(x) =
√
x2 − 4x+ 8 +

√
x2 − 10x+ 41. Za koje

vrednosti x se dosti¼e taj minimum?

4. U datom trouglu 4ABC konstruisati taqku M qiji je zbir kvadrata
rastojaǌa do pravih AB, BC i CA minimalan.

5. Da li je mogu²e skup prirodnih brojeva podeliti na dva disjunktna sku-
pa, tako da ni jedan od ǌih ne sadr¼i beskonaqnu aritmetiqku progresiju,
kod koje nisu svi elementi me±usobno jednaki?

Prvi razred – B kategorija

1. Neka je ABCDEF konveksan xestougao kod koga je AB ‖ DE. Neka su
M , P , N i Q redom sredixta stranica BC, CD, EF i FA, a K i L redom
sredixta du¼i MN i PQ. Dokazati da se taqke K i L poklapaju ako i
samo ako je AB = DE.

2. Tetive AB i AC kruga k su jednake, a tetiva AD seqe BC u taqki E.
Dokazati da je ^BEA = ^ABD.

3. Videti 3. zadatak za prvi razred A kategorije.

4. Odrediti sve prirodne brojeve a i b takve da broj

√
2 +

√
a√

3 +
√
b
bude

racionalan.

5. Videti 5. zadatak za prvi razred A kategorije.

Drugi razred – B kategorija

1. Tetive AB i MN kruga k(O, r) seku se u unutraxǌosti kruga u taqki C.

Ako je OC =
3

5
r, taqka C sredixte tetive AB i MC : CN = 4 : 9, odrediti

sinus ugla ^ACM .

2. Rexiti jednaqinu
√
2x− 1− 3 =

√
x+ 6−

√
x+ 2.
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3. U skupu kompleksnih brojeva rexiti jednaqinu z2 − (3 + 2i)z + 5 + i = 0.

4. Videti prvi deo 3. zadatka za drugi razred A kategorije.

5. Videti 5. zadatak za prvi razred A kategorije.

Tre²i razred – B kategorija

1. Dokazati da ni za koja tri vektora ~a, ~b i ~c ne mogu istovremeno da va¼e
slede²e tri nejednakosti:

√
3 · |~a| < |~b−~c |,

√
3 · |~b| < |~c−~a|,

√
3 · |~c | <

|~a−~b|.

2. U zavisnosti od realnih parametara α i β rexiti sistem

x + y + βz = α+ 2β
x + αy + z = α2 + β + 1
x + y + 2βz = α+ 3β .

3. Videti 3. zadatak za tre²i razred A kategorije.

4. Videti 4. zadatak za drugi razred A kategorije.

5. Ravan romba ABCD i ravan pravouglog trapeza DCEF su me±usobno

normalne (DC ⊥ DF , DC ‖ EF , DC > EF ) i va¼i cos^BCE =
1

3
,
DF

CE
=

√
3

2
.

Na²i odnos stranice romba i polupreqnika upisanog kruga romba.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Odrediti sve prirodne brojeve, n takve da je broj 2n + n2 deǉiv sa 7.

2. U poluloptu polupreqnika R upisana je pravilna qetvorostrana prizma
maksimalne zapremine, tako da doǌa osnova prizme pripada osnovi polu-
lopte, a temena gorǌe osnove prizme pripadaju povrxi polulopte. Odred-
iti visinu te prizme.

3. Videti 3. zadatak za qetvrti razred A kategorije.

4. Ispitati monotonost niza {an}, koji je dat sa an = 1
n+1 + 1

n+2 + . . . +
1

3n−1 + 1
3n .

5. Me±u kompleksnim brojevima z koji zadovoǉavaju jednakost

∣
∣
∣
∣

z − i
z − 2i

∣
∣
∣
∣
=

1

2
odrediti onaj koji ima najve²i moduo.
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REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE, 19. 03. 2005.

Prvi razred – A kategorija

1. Koliko ima jednakokrakih trapeza sa celobrojnim stranicama qiji je
obim 2005?

2. Neka je 4ABC jednakokraki trougao sa AB = AC. Data je taqka D
na stranici AC, takva da je CD = 2AD i taqka P na du¼i BD. Ako je
^APC = 90◦, dokazati da je ^ABP = ^PCB.

3. Neka su A1, A2, . . . , A501 proizvoǉne, me±usobno razliqite taqke u ravni.
Dokazati da na bilo kojoj kru¼nici polupreqnika 4 postoji taqka M za
koju je ispuǌeno da je zbir du¼ina du¼i MA1,MA2, . . . ,MA501 ve²i ili
jednak 2004.

4. Za realne brojeve a i b dokazati slede²u nejednakost:
a(1 + b2) + b(1 + a2) 6 (1 + a2)(1 + b2).

5. Na tabli je napisano 2005 jedinica. Dozvoǉeno nam je da izbrixemo dva
od zapisanih brojeva i umesto ǌih napixemo qetvrtinu ǌihove sume. Ovaj
postupak ponavǉamo dok na tabli ne ostane samo jedan broj. Dokazati da
posledǌi preostali broj nije maǌi od 1/2005.

Drugi razred – A kategorija

1. Neka su a, b, c prirodni brojevi takvi da je
1

a
+

1

b
=

1

c
. Ako je d najve²i

zajedniqki delilac brojeva a, b, c, dokazati da je abcd potpun kvadrat.

2. Neka je H ortocentar oxtrouglog trougla 4ABC. Na du¼ima BH i CH
odre±ene su taqke B1 i C1 takve da je ^AB1C = ^AC1B = 90◦. Dokazati da
je AB1 = AC1.

3. Neka je P taqka unutar oxtrouglog trougla 4ABC, AC < BC, takva da je

^PAC = ^PBC. Prava CP seqe AB u taqki D. Dokazati da je
AD

DB
<
AC2

CB2
.

4. Data su 2 kvadratna polinoma sa realnim koeficijentima, P1(x) = x2 +
a1x+b1 i P2(x) = x2+a2x+b2, pri qemu va¼i: (b1−b2)2+(a1−a2)(a1b2−a2b1) < 0.
Dokazati da tada oba polinoma imaju realne korene i da se izme±u dva
korena svakog od tih polinoma nalazi koren onog drugog.

5. Koliko ima permutacija π skupa {1, 2, . . . , n} takvih da je proizvod (π1 −
1)(π2 − 2) . . . (πn − n) neparan broj?
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Tre²i razred – A kategorija

1. Neka S(n) oznaqava zbir cifara prirodnog broja n. Na²i sve brojeve n
takve da je S(n) = S(2n) = . . . = S(n2).

2. Neka su E i F taqke na stranicama AC i AB trougla 4ABC takve da
je EF ‖ BC. Dokazati da preseqne taqke krugova nad preqnicima BE i CF
pripadaju visini iz temena A.

3. U qetvorouglu ABCD je ^DAB = 150◦, ^DAC +^ABD = 120◦ i ^DBC −
^ABD = 60◦. Na²i ^BDC.

4. Neka za pozitivne realne brojeve x i y va¼i x2 + y3 > x3 + y4. Dokazati
da je x3 + y3 6 2.

5. Dokazati da se za svako n ∈ N, me±u svim prirodnim brojevima koji
sadr¼e u svom dekadnom zapisu samo cifre 1, 9 i 2 (i pri tom se svaka od
ǌih bar jednom pojavǉuje u tom zapisu) mo¼e na²i bar jedan koji je deǉiv
sa 2n.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Neka su a, b ∈ Z i za svako n ∈ N broj a·2n+b je potpun kvadrat. Dokazati
da je a = 0.

2. U krug k je upisan xestougao ABCDEF , pri qemu su stranice AB, CD
i EF jednake polupreqniku kruga k. Dokazati da sredixta preostale tri
stranice predstavǉaju vrhove jednakostraniqnog trougla.

3. Ako su 1 = d1 < d2 < . . . < dk = n svi delioci prirodnog broja n > 1,
dokazati da je d1 + d2 + . . .+ dk > k

√
n.

4. Niz {ai} zadat je rekurentno: a1 = a2 = 1, an+2 =
a2
n+1 + 2

an
, za n > 1.

Dokazati da su svi qlanovi tog niza celi brojevi.

5. Unutar jediniqnog kruga data je 801 taqaka, od kojih je jedna centar
kruga i ona je obojena plavo, a ostale su crvene. Poznato je da se me±u
datim taqkama ne nalaze 3 kolinearne. Dokazati da mala Angelina mo¼e
na²i kru¼ni iseqak od 45◦ koji sadr¼i taqno 100 crvenih taqaka. Mala
Angelina ne sme da seqe krug po pravama koje sadr¼e neku od crvenih taqa-
ka.

Prvi razred – B kategorija
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1. Videti 1. zadatak za prvi razred A kategorije.

2. Neka su A1, B1, C1 redom preseqne taqke simetrala unutraxǌih uglova
iz temena A,B,C trougla 4ABC sa opisanim krugom oko trougla 4ABC.
Dokazati da je centar upisanog kruga trougla 4ABC ortocentar trougla
4A1B1C1.

3. Neka su a, b i c razliqiti celi brojevi. Pokazati da je i m =
a3(b2 − c2) + b3(c2 − a2) + c3(a2 − b2)

a2(b− c) + b2(c− a) + c2(a− b) tako±e ceo.

4. Dokazati da se broj 11...11
︸ ︷︷ ︸

2005

22...22
︸ ︷︷ ︸

2005

mo¼e napisati kao proizvod dva uza-

stopna prirodna broja.

5. Kvadrat 2× 2 podeǉen je na 4 kvadrati²a 1× 1. Svaki od kvadrati²a je
obojen crvenom, plavom ili belom bojom.
a) Koliko ima razliqitih bojeǌa?
b) Koliko ima razliqitih bojeǌa u kojima se sve tri boje pojavǉuju?

Drugi razred – B kategorija

1. Dokazati da je broj 1 000 . . . 00
︸ ︷︷ ︸

22004+21000−1

1 slo¼en.

2. Videti 2. zadatak za drugi razred A kategorije.

3. Realni brojevi x i y zadovoǉavaju sistem jednakosti

x+ y +
x

y
= 10

x(x+ y)

y
= 20.

Prona±ite sumu svih mogu²ih vrednosti izraza x+ y.

4. Rexiti nejednaqinu
√
4x− x2 − 3 >

√
x2 − 7x+ 12−

√
x2 − 5x+ 6.

5. Dokazati da za sve prirodne brojeve n va¼i 3√n+ 1 + 3√n− 1 < 2 3√n.

Tre²i razred – B kategorija

1. Rexiti jednaqinu
√
xx = x

√
x u skupu pozitivnih realnih brojeva.

2. Neka je funkcija f : R → R, data sa f(x) =
2x2 + 6x+ 6

x2 + 4x+ 5
, za svako x ∈ R.

Odrediti maksimalnu vrednost (ako postoji) date funkcije.
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3. Videti 3. zadatak za tre²i razred A kategorije.

4. Ako va¼i x sin2 α + y cos2 α = 1, x cos2 ϕ + y sin2 ϕ = 1, x tgα = y tgϕ, x 6= y
dokazati da va¼i x+ y = 2xy.

5. Dokazati da za sve prirodne brojeve n > 3 va¼i logn−1 10 + logn+1 10 >
2 logn 10.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Rexiti nejednaqinu

√

5− 2 sin
x

6
> 6 sin

x

6
− 1.

2. Dokazati da je lim
n→∞

(
1

2
· 3
4
· . . . · 2n− 1

2n

)

= 0.

3. Videti 3. zadatak za qetvrti razred A kategorije.

4. Dokazati nejednakost:
1√
1
+

1√
2
+

1√
3
+ . . .+

1√
n

>
√
n, n ∈ N.

5. Izraqunati povrxinu pravilne qetvorostrane prizme zapremine
V = 12

√
3 kod koje je zbir du¼ina svih ivica najmaǌi.
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REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

1. Rexeǌe 1 : Taqka K je sredixte du¼i CC1, te je
−−→
AK =

−→
AC +

−−→
AC1

2
. Vek-

tori
−−→
AK i

−−→
AM su kolinearni, tj.

−−→
AK = λ

−−→
AM i kako je C1 sredixte du¼i

AB, tj.
−−→
AC1 = 1

2

−−→
AB, prethodna jednakost dobija oblik λ

−−→
AM = 1

2

−→
AC + 1

4

−−→
AB,

odnosno
−−→
AM = 1

2λ

−→
AC + 1

4λ

−−→
AB. Kako su taqke C, M i B kolinearne to je

1
2λ + 1

4λ = 1, tj. λ = 3
4 , pa je

−−→
AM = 2

3

−→
AC + 1

3

−−→
AB, odnosno CM :MB = 1 : 2.

A B

C

K

M

C1

A B

C

K

M

C1

N

D

Rexeǌe 2 : Neka je N taqka na pravoj AC, takva da je BN ‖ CC1 i neka je

AM ∩ BN = {D}. Tada je CK

KC1
=
ND

DB
, pa je ND = BD i

AC1

C1B
=

AC

CN
, pa

je AC = CN . Du¼i BC i AD su te¼ixne du¼i trougla 4ABN , pa je M
te¼ixte tog trougla, odakle sledi da je CM :MB = 1 : 2.

2. Pretpostavimo da su prosti brojevi p, q i r me±usobno razliqiti. Tada,
iz uslova zadatka imamo pqr = n(pq + qr + rp), a kako su p, q i r razliqi-
ti prosti brojevi, oni su i uzajamno prosti, te dobijamo da p | n, q | n
i r | n, tj. n = kpqr, za neki prirodan broj k. Me±utim, tada dobijamo
1 = k(pq + qr + rp), xto je nemogu²e.
Pretpostavimo da su taqno dva od prostih brojeva p, q i r me±usobno jed-
naka. Bez umaǌeǌa opxtosti mo¼emo uzeti da je p = q 6= r. Tada dobijamo
pr = n(p + 2r). Kako su prosti brojevi r i p uzajamno prosti dobijamo
(r, p) = 1 ⇒ (r, p + 2r) = 1. Stoga mora da r | n, odnosno n = rl za neki
prirodan broj l. Kako je p + 2r > 1, to iz p = l(p + 2r) dobijamo p + 2r = p,
xto je nemogu²e.
Dakle, p = q = r, xto kad uvrstimo u polaznu jednaqinu dobijamo da je
p = 3n, a p je prost broj, te nalazimo jedino rexeǌe (p, q, r, n) = (3, 3, 3, 1).

3. Jednaqina ima trivijalno rexeǌe x = y = z = 0. Poka¼imo da nema
drugih rexeǌa. Pretpostavimo suprotno da ima neko rexeǌe (x0, y0, z0) 6=
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(0, 0, 0). Bez umaǌeǌa opxtosti mo¼emo uzeti da je x0 6= 0 i neka je 2k

najve²i stepen broja 2 koji deli x0. Izraz na desnoj strani je deǉiv sa
4. Kako taqan kvadrat daje ostatke 0 i 1 pri deǉeǌu sa 4 dobijamo da
sva tri broja, x0, y0, z0, moraju biti parni: x0 = 2x1, y0 = 2y1 i z0 = 2z1.
Ukoliko ovo uvrstimo u polaznu jednakost dobijamo 4(x1

2 + y1
2 + z1

2) =
2004 ·8x1y1z1, odnosno x1

2+y1
2+z1

2 = 4008x1y1z1. Sada analognim postupkom
dobijamo i da su svi brojevi x1, y1, z1 parni. Ponavǉaju²i ovaj postupak
k + 1 puta dobijamo da je broj x0 deǉiv sa 2k+1, xto je u kontradikciji
sa pretpostavkom da je 2k najve²i stepen broja 2 koji deli x0, qime smo
pokazali da jednaqina ima samo trivijalno rexeǌe.

4. a) |S| = 4. Svaka 2 elementa iz S×S mogu biti u relaciji ρ ili ne biti
u relaciji. Stoga je ukupan broj relacija jednak:
2|S×S| = 24·4 = 216 = 65536.
Kod simetriqnih relacija kada odredimo da li su u relaciji elementi sa
glavne dijagonale i iznad ǌe u tablici potpuno je odre±eno da li su u
relaciji i elementi ispod glavne dijagonale. Stoga je ukupan broj simet-
riqnih relacija jednak 24+3+2+1 = 210 = 1024, a ukupan broj nesimetriqnih
relacija dobijamo kada prethodni broj oduzmemo od ukupnog broja relaci-
ja: 216 − 210 = 65536− 1024 = 64512.
b) Za elemente sa glavne dijagonale imamo 2 mogu²nosti (ili su u relaciji
ili nisu, tj. a ρ a ili a 6ρ a), a za svaki par simetriqnih mesta u odnosu na
glavnu dijagonalu, (a, b) i (b, a), imamo 3 mogu²nosti (ili je aρb i b 6ρ a, ili
je b ρ a i a 6ρ b, ili je a 6ρ b i b 6ρ a). Stoga je ukupan broj antisimetriqnih
relacija jednak 24 · 33+2+1 = 16 · 729 = 11664.

5. Opovrgnu²emo tvr±eǌe. Kontraprimer je xestorka 2 · 3, 2 · 5, 3 · 5, 7 · 11,
7 · 13, 11 · 13, koja ne zadovoǉava nijedan uslov zadatka.

Drugi razred – A kategorija

1. Koristimo da su trouglovi 4BCA i 4ADB pravougli, kao i potenciju
taqke E u odnosu na krug k: AE ·ED = BE ·EC. Stoga imamo da je AE ·AD =
AE2+AE ·ED = AC2+EC2+AE ·ED = AC2+EC2+BE ·EC = AC2+EC(EC+
BE) = AC2 +EC ·BC = AC2 + (BC −BE) ·BC = AC2 +BC2 −BE ·BC, pa je
AE ·AD +BE ·BC = AB2.

A B

C

E

O

D



18

A

B C

D

E

M

PQ

N

O

R

2. Dovoǉno je pokazati – Ako je ^AEB 6= 90◦, onda je AB = CD. Neka je
^AEB 6= 90◦.
Ako je O ≡ E, tada je ABCD pravougaonik, pa va¼i AB = CD.
Pretpostavimo da je O 6≡ E. Neka su M , N , P , Q sredixta du¼i AD, BC,
AC, BD, redom, i neka je R presek normala iz taqaka P i Q redom na BD
i AC.
Qetvorouglovi MPNQ i OPRQ su paralelogrami, pa se du¼i MN , OR i
PQ seku u jednoj taqki koja ih i polovi. Poxto sredixte du¼i OE le¼i
na MN imamo da je RE ‖MN . S druge strane, R je ortocentar 4PQE, pa
je RE ⊥ PQ. Dakle, MN ⊥ PQ, tj. MPNQ je romb. Sada je lako pokazati
da je AB = 2PN = 2NQ = CD.

3. Ekvivalentnim transformacijama dolazimo do: a2 + 2b2 − 11 = (14 −
2ab)

√
2. Sada imamo dva sluqaja: ako je 2ab 6= 14, dobijamo da je

√
2 =

a2 + 2b2 − 11

(14− 2ab)
, xto je nemogu²e, jer je

√
2 iracionalan broj, a izraz sa desne

strane racionalan. Druga mogu²nost je da va¼i 2ab = 14. Tada va¼i i
a2 + 2b2 = 11, pa je (a − 2b

√
2)2 = a2 + 2b2 − 2ab

√
2 = 11 − 14

√
2 < 0. Ovo je

kontradikcija, pa zadatak nema rexeǌa.

4. Rexeǌe 1 : Za m = 0 polazna jednaqina je linearna jednaqina x− 3 = 0 i
ona ima samo pozitivno rexeǌe (x = 3).
Za m 6= 0 to je kvadratna jednaqina i da bi ona imala realna rexeǌa
potrebno je da je ǌena diskriminanta D = 16m + 1 > 0, xto daje uslov
m> −1

16 .
Oba rexeǌa su negativna, ukoliko va¼i D > 0, x1 + x2 < 0 i x1 · x2 > 0:

x1+x2 = − b
a
= −2m+ 1

m
< 0 za m ∈ (−∞,− 1

2 )∪(0,+∞), x1 ·x2 =
b

a
=
m− 3

m
> 0

za m ∈ (−∞, 0) ∪ (3,+∞), te presek uslova m > −1
16 sa ova dva uslova daje

m ∈ (3,+∞).
Ako je taqno jedno rexeǌe negativno onda je drugo pozitivno ili 0. Jedno
rexeǌe je negativno, a drugo pozitivno, ukoliko va¼i D > 0 i x1 · x2 < 0:

x1 · x2 =
b

a
=

m− 3

m
< 0 za m ∈ (0, 3) i presek uslova m > −1

16 sa ovim

uslovom daje m ∈ (0, 3). Jedno rexeǌe je negativno, a drugo 0, ukoliko
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va¼i: D > 0, x1 + x2 < 0 i x1 · x2 = 0: x1 + x2 = − b
a

= −2m+ 1

m
< 0 za

m ∈ (−∞,− 1
2 ) ∪ (0,+∞), x1 · x2 =

b

a
=
m− 3

m
= 0, tj. za m = 3 (to je rexeǌe

jer je 3 > −1
16 i 3 ∈ (−∞,− 1

2 ) ∪ (0,+∞)). Znaqi, jednaqina ima taqno jedno
negativno rexeǌe za m ∈ (0, 3].
Jednaqina ima bar jedno negativno rexeǌe za m ∈ (0,+∞), a dva za m ∈
(3,+∞).

Rexeǌe 2 : Za m = 0 polazna jednaqina je linearna jednaqina x−3 = 0 i ona
ima samo pozitivno rexeǌe (x = 3).
Za m 6= 0 to je kvadratna jednaqina i da bi ona imala realna rexeǌa
potrebno je da je ǌena diskriminanta D = 16m + 1 > 0, xto daje uslov
m> −1

16 . ǋena rexeǌa su data formulom

x1,2 =
−(2m+ 1)±

√
16m+ 1

2m
.

Ispitajmo kada je |2m+1| <
√
16m+ 1. Kvadriramo i dobijamo nejednaqinu

m2 − 3m < 0, xto je ispuǌeno za m ∈ (0, 3). Onda je |2m + 1| >
√
16m+ 1 za

m ∈ (−∞, 0) ∪ (3,+∞).
Ako je m ∈ [−1

16 , 0) onda su i imenilac (2m < 0) i brojilac (−(2m + 1) −√
16m+ 1 < 0) za oba rexeǌa negativni, pa su oba rexeǌa pozitivna.

Ako je m ∈ (0, 3] onda je imenilac pozitivan (2m > 0), dok je brojilac
jednom pozitivan (−(2m + 1) +

√
16m+ 1 > 0), a jednom negativan (−(2m +

1)−
√
16m+ 1 < 0), pa je jedno rexeǌe pozitivno, a drugo je negativno.

Ako je m ∈ (3,+∞) onda je imenilac pozitivan (2m > 0), dok su brojioci
za oba rexeǌa negativni (−(2m + 1) ±

√
16m+ 1 < 0), pa su oba rexeǌa

negativna.
Jednaqina ima bar jedno negativno rexeǌe za m ∈ (0,+∞), a dva za m ∈
(3,+∞).

5. a) Mo¼e. Nije texko konstruisati primer. Oznaqimo brojevima 1-7
qlanove. Ukupno ima

(
7
2

)
= 21 parova, pa ²e ruqkova biti maksimalno ako

stalno idu po dva qlana. Ako idu tri tu se ve² izgube 2 budu²a ruqka, ako
idu qetiri gubi se 5 ruqkova, sa 5 gubi se 9 itd. Mi treba da izgubimo 11
ruqkova. To mo¼emo npr. ako na poqetku idu {1, 2, 3, 4, 5}, {5, 6, 7}, a ostalih
8 ruqkova su svi sa po dva qlana, koji jox parovi fale:
{1, 6}, {1, 7}, {2, 6}, {2, 7}, {3, 6}, {3, 7}, {4, 6}, {4, 7}.

Napomena: Mo¼e na jox jedan naqin sa 1× 4, 3× 3 i 6× 2.

b) Ne mo¼e. Naime, parova ima ukupno
(
11
2

)
= 55. Pretpostavimo da je

mogu²e. Trebalo bi da za svaki par osoba postoji taqno jedan ruqak na
kome su bile zajedno. Na ruqku za k osoba ”potroxi” se

(
k
2

)
parova. Kako

je
(
5
2

)
= 10, a 5 · 10 < 55, jasno je da od tih 5 ruqkova bar na jednom od ǌih

je moralo biti prisutno 6 ili vixe osoba (u suprotnom bi ostao neki par
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qlanova koji nije nikad bio zajedno na ruqku, tj. i nakon tih 5 ruqkova bilo
bi mogu²e organizovati jox neki). Tako±e nemogu²e je da su preostalih
4 ruqkova svi dvoqlani jer bi opet ostao neki par koji nije bio na ruqku
zajedno (jer oqigledno najvixe

(
10
2

)
+ 4 < 55 razliqitih parova qlanova je

bilo zajedno na ruqku). Znaqi imamo bar jedan ruqak sa 6 i vixe osoba,
i jedan sa 3 i vixe. No ta dva ruqka imaju najvixe 1 zajedniqog qlana.
Onda znaqi imamo bar 5 osoba sa prvog ruqka koje jox nisu ruqale sa bar
2 osobe sa drugog ruqka. Za to je potrebno je organizovati bar jox 5 ·2 = 10
ruqkova da bi svako od ǌih ruqao sa svakim. Kontradikcija.

Tre²i razred – A kategorija

1. Neka je M taqka stranice BC takva da je DM ‖ AE. Tada je EM :
MB = AD : DB = EF : FD, pa je MF ‖ AB, a onda i MF ⊥ CD. Kako
je i DE ⊥ BC, dobijamo da je taqka F ortocentar trougla 4CDM , pa je
CF ⊥ DM , a time i CF ⊥ AE.

A B

C

E

F

D

M

2. Za x > 0 su svi logaritmi i stepeni definisani. Kako je 3log2

√
x =

3
1

2
log2 x =

√

3log2 x i xlog2 3 = 3log2 x, to je data jednaqina ekvivalentna

jednaqini t2 + t− 12 = 0 (smena t =
√

3log2 x), qija su rexeǌa t1 = −4 < 0 i

t2 = 3. Zbog t > 0 imamo
√

3log2 x = 3, pa je log2 x = 2, tj. x = 4.

3. Neka su a i b redom ostaci pri deǉeǌu 100n sa 199 i 201. Zadata 3.
jednaqina postaje 100n−a

199 + 100n−b
201 = n, xto se nakon svo±eǌa na zajedniqki

imenilac svodi na n = 201a+ 199b.
S druge strane, za sve a = 0, 1, . . . , 198 i b = 0, 1, . . . , 200, n = 201a+199b

je rexeǌe jednaqine. Zaista, ostaci pri deǉeǌu 100n = 20100a + 19900b sa

199 i 201 su redom a i b, pa sad lako proveravamo da je

[
100n

199

]

+

[
100n

201

]

= n.

Kako se za razliqite vrednosti brojeva a i b dobijaju razliqite vrednosti
za n, rexeǌa ima onoliko koliko ima parova (a, b), a ovih ima taqno 199 ·
201 = 39999.

4. Neka su z1, z2 i z3 koreni jednaqine x
3 + ax2 + bx + c = 0, a w1, w2 i w3

koreni jednaqine x3+ |a|x2+ |b|x+ |c| = 0. Tada, koriste²i Vietove formule,
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nalazimo da va¼i

|a| = | − a| = |z1 + z2 + z3| 6 |z1|+ |z2|+ |z3| = 3,

|b| = |z1z2 + z2z3 + z3z1| = |z1z2z3||
1

z1
+

1

z2
+

1

z3
|

= |z̄1 + z̄2 + z̄3| = |z1 + z2 + z3| = |z1 + z2 + z3| = |a|,
kao i |z1z2z3| = |−c| = |c| = 1. Sa druge strane, primenom Vietovih formula
na drugu jednaqinu i qiǌenica |a| = |b| i |c| = 1, dobijamo da je w1 = −1
rexeǌe iste. Dakle, druga jednaqina je ekvivalentna jednaqini

x3 + |a|x2 + |a|x+ 1 = (x+ 1)(x2 + (|a| − 1)x+ 1) = 0,

pa su w2 i w3 koreni kvadratne jednaqine x
2 +(|a|−1)x+1 = 0 (iz Vietovih

formula imamo da je w2w3 = 1 – treba²e nam kasnije). Me±utim, kako je
0 6 |a| 6 3, to za diskriminantu ove jednaqine va¼i D = (|a|+1)(|a| − 3) 6 0.
Ako je |a| = 3 tada je w2 = w3 = −1, odnosno |w1| = |w2| = |w3| = 1. Za
0 6 |a| < 3 je D < 0 pa imamo dva konjugovano kompleksna korena, w3 = w2 ,
i za ǌih va¼i |w2|2 = w2w2 = w2w3 = 1, kao i |w3|2 = w3w3 = w3w2 = 1.
Time smo pokazali da je u svakom sluqaju |w1| = |w2| = |w3| = 1.

5. a) Mo¼e. Nije texko konstruisati primer.Oznaqimo brojevima 1-8
qlanove. Ukupno ima

(
8
2

)
= 28 parova, pa ²e ruqkova biti maksimal-

no ako stalno idu po dva qlana. Ako idu tri qlana tu se ve² izgube
2 budu²a ruqka, ako idu qetiri gubi se 5 ruqkova, sa pet qlanova gu-
bi se 9 itd. Mi treba da izgubimo 13 ruqkova. To mo¼emo npr ako idu
{1, 2, 3, 4, 5}, {5, 6, 7}, {1, 6, 8}, a ostalih 12 ruqkova svi po 2 qlana koji jox
parovi fale.
b) Ne mo¼e. Naime, parova ima ukupno

(
13
2

)
= 78. Pretpostavimo da je

mogu²e. Trebalo bi da za svaki par osoba postoji taqno jedan ruqak na
kome su bile zajedno. Na ruqku za k osoba ”potroxi” se

(
k
2

)
parova. Kako

je
(
5
2

)
= 10, a 7 · 10 < 78, jasno je da od tih 7 ruqkova bar na jednom od ǌih

je moralo biti prisutno 6 ili vixe osoba (u suprotnom bi ostao neki par
qlanova koji nije nikad bio zajedno na ruqku, tj. i nakon tih 7 ruqkova bilo
bi mogu²e organizovati jox neki). Tako±e, nemogu²e je da su preostalih
6 ruqkova svi dvoqlani jer bi opet ostao neki par koji nije bio na ruqku
zajedno (jer oqigledno najvixe

(
12
2

)
+ 6 < 78 razliqitih parova qlanova je

bilo zajedno na ruqku). Znaqi imamo bar jedan ruqak sa 6 i vixe osoba,
i jedan sa 3 i vixe. No ta dva ruqka imaju najvixe 1 zajedniqog qlana.
Onda znaqi imamo bar 5 osoba sa prvog ruqka koje jox nisu ruqale sa bar
2 osobe sa drugog ruqka. Za to je potrebno je organizovati bar jox 5 ·2 = 10
ruqkova da bi svako od ǌih ruqao sa svakim. Kontradikcija.
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Qetvrti razred – A kategorija

1. Oznaqimo sa O taqku koja je istovremeno i centar upisanog kruga u
4ABK (polupreqnika ρ) i centar opisanog kruga oko 4ABC (polupreqnika
r). Neka su N , L i P , respektivno, taqke u kojima upisani krug u 4ABK
dodiruje stranice AB, BK i KA. Tada su podudarni pravougli trouglovi
4APO ∼= 4ANO ∼= 4BNO ∼= 4BLO (hipotenuze su im jednake R, katete r i
ugao naspram ve²e stranice je 90◦). Odatle imamo da je ^BCO = ^KAO =
^BAO = β

2 . Kako je AK simetrala ugla dobijamo da je ^CAK = ^KAb = β.
Ugao ^AOC je centralni za ugao ^ABC = β pa je ^AOC = 2β. Iz trougla
4AOC nalazimo da je ^ACO = 180◦− 7

2β, ali kako je taj trougao jednakokrak
(AO = CO = R) dobijamo da je β = 36◦. Odatle direktno dobijamo da su
uglovi u trouglu 4ABC jednaki ^ABC = 36◦, ^BCA = 72◦ i ^CAB = 72◦.

A B

C

K

O

N

L
P

ρ

ρ

r r

r

β/2
β/2β/2

β/2

β/2

β
2β

3β/2

2. Oznaqimo sa (∗) uslov zadatka f
(
f(x − y)

)
= f(x) − f(y) za ∀x, y ∈ R.

Kako je f(x) ”na”, onda za svako x ∈ R postoji neko a ∈ R takvo da je
x = f(a). Sada iz (∗) imamo f(x) = f

(
f(a− 0)

)
= f(a)− f(0) = x− f(0). Kada

ovde stavimo x = 0 dobijamo f(0) = 0, pa je f(x) = x za svako x ∈ R.
Lako se proverava da ova funkcija zadovoǉava jednaqinu (∗).

3. f(x) =







x, 0 6 x < 1
1
2 , x = 1
0, x > 1

.

-

6

0 1 2 x

1
2

1
f(x)

t

t

¡
¡
¡
¡
¡

¡
¡
¡
¡
¡

¡
¡
¡
¡
¡

p p p p p p p p p p

p p p p p p p p p p

p
p
p
p
p
p
p
p
p
p

Nule funkcije su x = 0 i svi brojevi x > 1. f(x) > 0 za 0 < x6 1, a f(x) < 0
nije nikad. Funkcija f(x) je rastu²a za 06x < 1, u x = 1 ima taqku prekida,
a za x > 1 je konstantna.

4. Videti rexeǌe 4. zadatka za tre²i razred A kategorije.

5. Kad se pomerimo iz jednog temena u susedno promeni se parnost zbira
koordinata. Stoga, ako je n neparan broj, kada krenemo iz jednog temena i
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obi±emo ostala i vratimo se u polazno, parnost zbira koordinata bi bila
promeǌena xto nije mogu²e, te za n neparno ne postoji takav n-tougao.
Za n parno, 2005 treba da predstavimo kao zbir dva kvadrata. Kako je
2004 = 5 · 401 = (22 + 1) · (202 + 1), korix²eǌem formule

(x2 + y2)(a2 + b2) = (ax+ by)2 + (ay − bx)2 = (ax− by)2 + (ay + bx)2

dobijamo predstavǉaǌa 2005 = 412 +182 = 392 +222 (mo¼e se pokazati da su
ona i jedina). Stoga stranicu du¼ine

√
2005 mo¼emo dobiti kao hipotenuzu

pravouglih trouglova sa katetama 41 i 18 (ili 39 i 22). Rexeǌe je dato
kao na slici:

. . .

. . .

41

18

18

41

A1

A2

A3

A4

Ak−2

Ak−1

Ak

A2k

A2k−1

A2k−2

A2k−3

Ak+3

Ak+2

Ak+1

Prvi razred – B kategorija

1. Videti rexeǌe 1. zadatka za prvi razred A kategorije.

2. Videti rexeǌe 2. zadatka za prvi razred A kategorije.

3. Va¼i: a · 103 + b · 102 + c · 10 + 1 = 3 · (2 · 103 + a · 102 + b · 10 + c). Kako
se broj 3c zavrxava jedinicom, to je c = 7, te dobijamo 1000a + 100b + 71 =
6000 + 300a+ (3b+ 2) · 10 + 1. Kako je b cifra (06 b6 9), bi²e 26 3b+ 26 29.
Broj 3b + 2 se zavrxava cifrom 7, pa je 3b + 2 ∈ {7, 17, 27}. Mogu²e je samo
b = 5. Sada je 1000a+571 = 6000+ (3b+1) · 100+ 71. Kako je i a cifra, bi²e
1 6 3a+ 1 6 28 i 3a+ 1 se zavrxava cifrom 5, te je 3a+ 1 = 25, tj. a = 8.
Tra¼eni broj je 857.

4. Svako od temena ne mo¼e biti spojeno sa samim sobom i sa susednih
6 temena (po 3 sa svake strane). Dakle, svako od 15 temena mo¼e biti
spojeno sa preostalih 8 temena, a kako na ovaj naqin svaku dijagonalu
brojimo 2 puta (kod svakog od temena po jednom) dobijamo da je tra¼eni

broj dijagonala jednak
15 · 8
2

= 60.

5. Neka je AE simetrala ugla ^BAD = 90◦ − ^ABC = 60◦. Tada je 4AEB
jednakokraki trougao (^BAE = 30◦ = ^ABE) i AE = BE. Kako je i 4AED
polovina jednakostraniqnog trougla imamo da je ED =

AE

2
=
BE

2
, odnosno

BD =
3

4
BC, te je CD = DE =

1

4
BC. Sada iz podudarnosti 4ADC ∼= 4ADE

dobijamo AC = AE, a kako je AE = BE =
1

2
BC = EC, nalazimo da je trougao
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4AEC jednakostraniqan. Prema tome, ^BAC = ^BAE+^EAC = 30◦+60◦ =
90◦.

A

B CDE

30
◦

30
◦

30
◦

60
◦

60
◦

Drugi razred – B kategorija

1. Kako je 9 + 4
√
5 = 4 + 4

√
5 + 5 = (2 +

√
5)2, imamo da je

A =
(
3√
2 +

√
5 +

3√
2 +

√
5
)

· 3
√

2−
√
5 = 2 3

√

(2 +
√
5)(2−

√
5) = −2.

2. Videti rexeǌe 2. zadatka za prvi razred A kategorije.

3. Rexavaǌem polazne jednaqine po x nalazimo x = 3y±2
√

25− y2, pa je |y|6
5 i

√

25− y2 treba da bude ceo broj. Dakle, imamo da je y ∈ {0,±3,±4,±5}.
Rexeǌa su:
(x, y) ∈ {(10, 0), (−10, 0), (−1,−3), (−17,−3), (1, 3), (17, 3), (−6,−4),
(−18,−4), (6, 4), (18, 4), (−15,−5), (15, 5)}.

4. Videti rexeǌe 4. zadatka za drugi razred A kategorije.

5. Neka je E podno¼je normale iz D na pravu AB. Tada je EACD
pravougaonik, stoga i zbog uslova zadatka je ^ECB = ^ECA + ^ACB =
ϕ + θ = ^DAC + ^ACB = 90◦. U pravouglom trouglu 4CEB je EC2 =
EB ·EA = (a+ b) · b i CB2 = EB ·AB = (a+ b) · a, pa je AD = EC =

√

b(a+ b)

i BC =
√

a(a+ b).

A B

CD

E b

b

a

ϕ

ϕ θ

Tre²i razred – B kategorija

1. Neka je tgα = a. Tada je tg β = tg(α+60◦) =
a+

√
3

1− a
√
3
i tg γ = tg(α+120◦) =
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a−
√
3

1 + a
√
3
. Sada imamo tgα tg β + tg β tg γ + tg γ tgα =

a2 + a
√
3

1− a
√
3

+
a2 − 3

1− 3a2
+

a2 − a
√
3

1 + a
√
3

=
9a2 − 3

1− 3a2
= −3.

2. Videti rexeǌe 2. zadatka za tre²i razred A kategorije.

3. Rexavaǌem polazne jednaqine po x nalazimo x = −4y ± 3
√

25− y2,

pa je |y| 6 5 i
√

25− y2 treba da bude ceo broj. Dakle, imamo da je
y ∈ {0,±3,±4,±5}. Rexeǌa su:
(x, y) ∈ {(15, 0), (−15, 0), (24,−3), (0,−3), (−24, 3), (0, 3), (25,−4),
(17,−4), (−25, 4), (−17, 4), (20,−5), (−20, 5)}.

4. Oznaqimo AB = CD = a, AD = BC = b, BD = d1 =
√
7 · k, AC =

d2 =
√
19 · k, ^BAD = α (za koji treba da vidimo da li je 60◦ ili 120◦),

^ABC = 180◦ − α. Primenimo kosinusnu teoremu na trouglove 4ABD i
4ABC: d1

2 = a2 + b2 − 2ab cosα, d2
2 = a2 + b2 − 2ab cos(180◦ − α), pa kako je

d1 < d2 dobijamo da je α = 60◦. Dakle, d1
2 = a2 + b2− ab, d2

2 = a2 + b2 + ab, pa

je
d2

2

d1
2 =

a2 + b2 + ab

a2 + b2 − ab =
19

7
, tj.

(
a
b

)2
+ 1 + a

b
(
a
b

)2
+ 1− a

b

=
19

7
, odakle nalazimo kvadratnu

jednaqinu 12
7

(
a
b

)2 − 26
7

(
a
b

)
+ 12

7 = 0. Kad je reximo dobijamo da je a
b = 3

2 ili
a
b = 2

3 .

A B

CD

a

b b

180
◦
− αα

A

B

C

D

E

S

α α

a
a

5. Oznaqimo sa A,B,C temena osnove i sa S vrh piramide. Neka je D sre-
dixte ivice BC (BD = 1

2a) i neka je E presek ravni koja sadr¼i BC i nor-
malna je na AS. Tada je BE ⊥ AS, pa iz pravouglog trougla 4BES imamo
BE = a cos α2 . Visinu DE dobijamo iz Pitagorine teoreme za 4BDE: DE =
√
BE2 −BD2 = a

√

cos2 α
2 − 1

4 . Stoga je P4BCE =
BC ·DE

2
=
a2

2

√

cos2 α
2 − 1

4 .
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Qetvrti razred – B kategorija

1. Neka su to brojevi a, b, c. Tada je 2b = a+ c i b4 = a2c2. Ako kvadriramo
prvu jednaqinu i iskoristimo da je b2 = |ac|, dobijamo a2 + 2ac+ c2 = 4|ac|.
Ako je ac > 0 dobijamo a2 − 2ac+ c2 = 0, pa je a = c i a2 = c2, dakle q1 = 1.
Ako je ac < 0 dobijamo jednakost a2 + 6ac + c2 = 0, odakle je c

a = −3 ±
√
8.

Kako je c2

a2 = q2 = (−3±
√
8)2 i q > 0 (jer su kvadrati), bi²e q2,3 = 3±

√
8.

Koliqnik tog niza mo¼e biti q1 = 1, q2 = 3 +
√
8 ili q3 = 3−

√
8.

2. Videti rexeǌe 2. zadatka za tre²i razred A kategorije.

3. Videti rexeǌe 3. zadatka za qetvrti razred A kategorije.

4. Tra¼ena graniqna vrednost je lim
n→∞

(
1

1·5 + 1
5·9 + . . .+ 1

(4n+1)·(4n+5)

)

= lim
n→∞

1
4

(
1
1 − 1

5 + 1
5 − 1

9 + 1
9 − 1

13 + 1
13 − 1

17 + . . .+ 1
4n+1 − 1

4n+5

)

= lim
n→∞

1
4

(
1
1 − 1

4n+5

)

=

1
4 .

5. Iz 1
7 arccosx = π

2 + 2kπ, (k ∈ Z) sledi arccosx = ( 7
2 + 14k)π. Ta relacija

nije ispuǌena ni za jedno k ∈ Z budu²i da va¼i
( 7
2 − 14)π < 0 6 arccosx6 π < 7

2π.

REXEǋA ZADATAKA OKRU´NOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

1. Oznaqimo sa H ortocentar trougla, sa O centar opisanog kruga, sa A′ i
C ′ podno¼ja normala iz A i C na naspramne stranice BC i AB i sa A1 i B1

sredixta stranica BC i AC. Neka je ^BAC = α, ^CBA = β i ^ACB = γ.
Poka¼imo prvo da je α oxtar. Pretpostavimo suprotno.
1◦ Ukoliko bi α bio prav, tada bi teme A istovremeno bilo i ortocentar,
pa bi to bilo i presek Ojlerove prave i stranice AC (tj. A ≡ H ≡M), xto
je nemogu²e jer M pripada unutraxǌosti stranice.
2◦ Ukoliko je α tup, tada je taqka H van trougla 4ABC (tj. imamo redosled
taqaka A′−A−H) i kako Ojlerova prava OH seqe unutraxǌosti stranica
AC i BC imamo redosled A′ − N − C, te je ugao ^A′NH oxtar, tj. ugao
^CNH = ^CNM je tup. Ali to povlaqi da je CM > CN (jer je naspram
ve²eg ugla u trouglu 4CNM ve²a stranica), xto je u suprotnosti sa
uslovom zadatka da je CN = CM .

Time smo dobili kontradikciju u oba sluqaja, te je ugao α oxtar.
Analogno se pokazuje da i uglovi β i γ moraju biti oxtri, te je 4ABC
oxtrougli i ǌegovoj unutraxǌosti se nalazi ortocentar H.
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Sada iz pravouglog trougla 4ACC ′ dobijamo ^ACC ′ = 90◦−α. Kako je
^CAB periferijski ugao nad lukom BC dobijamo da je ^COA1 = 1

2^COB =
1
2 ·2 ·^CAB = α, a odatle je ^OCB = ^OCA1 = 90◦−α. Stoga va¼i ^HCA =
90◦ − α = ^OCB.
Iz jednakokrakog trougla 4CNM imamo

CN = CM ⇒ ^CMN = ^CNM .
Odatle sledi podudarnost 4HMC ∼= 4ONC (usu: ^MCH = 90◦ − α =
^NCO, CM = CN , ^CMN = ^CNM), odnosno HC = OC. Sada imamo
da je 4HA′C ∼= 4OB1C (suu: HC = OC, ^HCA′ = ^HCO + 90◦ − α =
^OCH + 90◦ − α = ^OCB1, ^HA′C = 90◦ = ^OB1C) iz qega sledi CA′ =
CB1. No kako je 4AA′C pravougli, a B1 sredixte hipotenuze (i centar
opisanog kruga) te je CB1 = B1A

′, dakle 4A′CB1 je jednakostraniqan, znaqi
^B1CA

′ = ^ACB = 60◦.

A

B CA′

O

H

M

N

A

B CA′

C′

O

H

M

NA1

B1

2. Pretpostavimo da se taqka P nalazi na unutraxǌosti luka BC (koji
ne sadr¼i A). Tada je PB + PC > BC, dok je PA ve²e ili jednako maǌoj
od dve stranice BA,CA: bar jedan od uglova ^PBA i ^PCA nije oxtar,
bez umaǌeǌa opxtosti mo¼emo uzeti da je to ^PBA, i tada je PA najve²a
stranica u 4PBA (naspram ve²eg ugla ide ve²a stranica), tj. PA > BA.
Prema tome, zbir PA+ PB + PC nije maǌi od zbira neke dve stranice.

S druge strane, ako se P poklapa sa temenom najve²eg ugla trougla
4ABC, onda je PA+ PB + PC jednako zbiru dve najmaǌe stranice.

Sledi da je tra¼ena taqka P
teme najve²eg ugla (odnosno, jedno
od temena, ako je takvih vixe za
sluqaj jednakokrakog ili jednakos-
traniqnog trougla).

Na osnovu prethodnog vidimo
da je posmatrani zbir strogo ve²i
za svaki drugi polo¼aj taqke P . A

BC

P

3. Doka¼imo da su brojevi x i y deǉivi sa 30, odakle ²e slediti tra¼eno
tvr±eǌe. Kako 9 | x2 + xy + y2 = (x − y)2 + 3xy imamo 3 | (x − y)2, odnosno
3 | x − y. Zato 3 | xy, te kako i 3 | x − y, dobijamo da 3 | x i 3 | y. Poxto
10 | x2+xy+y2 | x3−y3, to se brojevi x3 i y3 zavrxavaju istom cifrom, xto
je mogu²e samo ako se i brojevi x i y zavrxavaju istom cifrom (ovo treba
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proveriti!). Otuda je 0 ≡10 x
2 + xy + y2 ≡10 3x2, pa 10 | x i 10 | y. Ovim smo

dokazali da 30 | x i 30 | y, te 900 | xy.

4. Rexeǌe 1: Iz jednakosti (x + y + z)2 = x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2zx =
18 + 2 · 9 = 36, nalazimo da je |x + y + z| = 6. Doka¼imo da su brojevi
x, y i z istog znaka, odakle ²e slediti da je |x| + |y| + |z| = 6. Kako je
0 = 18− 2 · 9 = x2 + y2 + z2 − 2(xy + yz + zx) = (x+ y − z)2 − 4xy, to je xy > 0.
Analogno prethodnom dobija se i yz > 0 i zx> 0. Iz qiǌenica da je xy> 0,
yz> 0 i zx> 0 zakǉuqujemo da su brojevi x, y i z istog znaka (nulu mo¼emo
smatrati brojem sa proizvoǉnim znakom), pa je |x|+ |y|+ |z| = 6.
Rexeǌe 2: Iz jednakosti (x+y+z)2 = x2+y2+z2+2xy+2yz+2zx = 18+2·9 = 36,
nalazimo da je |x+ y + z| = 6. Sada razlikujemo slede²a dva sluqaja:
1◦ x+ y + z = 6. Dokaza²emo da su x, y i z nenegativni brojevi, odakle ²e
slediti da je |x|+ |y|+ |z| = 6. Ukoliko bi taqno jedan od brojeva x, y i z bio

negativan, recimo z, onda bi imali da je x2 + y2 >
(x+y)2

2 > 62

2 = 18, xto je
nemogu²e. Ako bi pak taqno dva od brojeva x, y i z bili negativni, recimo
y i z, onda bi bilo x > 6 i ne bi moglo da va¼i x2 + y2 + z2 = 18. Ovim smo
dokazali da su brojevi x, y i z nenegativni (jasno je da zbog x+ y + z = 6,
ne mogu sva tri da budu negativna).
2◦ x+ y + z = −6. Neka je x′ = −x, y′ = −y i z′ = −z. Tada je x′ + y′ + z′ = 6
i za brojeve x′, y′ i z′ va¼i x′2 + y′2 + z′2 = 18 i x′y′ + y′z′ + z′x′ = 9, pa iz
prvog sluqaja zakǉuqujemo da je |x′| + |y′| + |z′| = 6. Zato je |x| + |y| + |z| =
|x′|+ |y′|+ |z′| = 6.
Na ovaj naqin smo dokazali da je pod datim uslovima vrednost izraza
|x|+ |y|+ |z| jednaka 6.

5. Ako je Ana zapisala sve razliqite brojeve, ona je zapisala 8 brojeva iz
skupa {0, 1, 2, . . . , 7, 8}. Znaqi svi Brankovi brojevi bi morali biti me±u-
sobno jednaki (oznaqimo ih sa b). Kako i zbir svih Aninih brojeva i zbir
svih Brankovih brojeva predstavǉa ukupan broj ¼etona na tabli to su oni

me±usobno jednaki, tj. (
9∑

k=0

k)− b = 8 · b, odakle nalazimo da mora biti b = 4.

Sada jox ostaje da konstruixemo primer:

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦
◦ ◦
◦

8
7
6
5
3
2
1
0

4 4 4 4 4 4 4 4B

A

A B

E

F

G

O

C

D



29

Drugi razred – A kategorija

1. Oznaqimo sa S1, S2, S3 i S4 redom povrxine trouglova AOB, BOC, COD
i DOA. Oznaqimo sa p, q i r slede²e povrxine: p = S4ABD = S1 + S4 =
1
2BE · AD, q = S4ACD = S3 + S4 = 1

2CF · AD, r = S4 = 1
2OG · AD. Kako je

S2 =
S1S3

S4
iz prethodnih relacija mo¼emo izraziti Sj preko p, q i r:

S1 = p− r, S3 = q − r, S4 = r, ⇒ S2 =
(p− r)(q − r)

r
.

Sada dobijamo da je povrxina qetvorougla ABCD jednaka

S1 + S2 + S3 + S4 = p− r + (p− r)(q − r)
r

+ q − r + r =
pq

r

odakle sledi tvr±eǌe zadatka: SABCD =
AD ·BE · CF

2OG
.

2. Sva tri korena su definisana kada je x > 1
2 (prvi za x > 1

2 , drugi x > 6
i tre²i x> 2). Transformiximo datu nejednaqinu na oblik

(1)
√
2x− 1− 3 >

√
x+ 6−

√
x+ 2 > 0,

jer je x+ 6 > x+ 2. Da bi ova nejednaqina imala rexeǌa potrebno je i da
leva strana bude pozitivna, tj.

√
2x− 1−3 > 0, xto nam daje x > 5. Kako su

obe strane nejednaqine (1) pozitivne, mo¼emo je kvadrirati, te dobijamo
√

(x+ 2)(x+ 6) > 3
√
2x− 1.

Kako su i u ovoj nejednaqini obe strane pozitivne opet mo¼emo kvadrirati
te dobijamo kvadratnu nejednaqinu x2 − 10x + 21 > 0. ǋeno rexeǌe je x ∈
(−∞, 3] ∪ [7,+∞), xto sa svim prethodnim uslovima daje konaqno rexeǌe
x ∈ [7,+∞).

3. Neka je S(x, y) = x2 + y2 + 12x− 16y. Kako je
S(x, y) = 2(x+ 3)2 + 2(y − 4)2 − (x2 + y2)− 50 >−75,

to je najmaǌa vrednost datog izraza jednaka −75 i dosti¼e se za x = −3 i
y = 4.

Iz nejednakosti S(x, y) + S(−x,−y) = 2(x2 + y2) 6 50, a na osnovu toga
xto je S(−x,−y) >−75, nalazimo da va¼i

S(x, y) 6 50− S(−x,−y) 6 50− (−75) = 125.
Otuda je najve²a vrednost datog izraza jednaka 125 i dosti¼e se za x = 3
i y = −4.

4. Ovi brojevi su jednaki jer je log 2
√

log
2
2004 =

√
log2 2004 · log 2 =

√
log 2004√
log 2

·

log 2 =
√
log 2004 · log 2 i log 2004

√
log

2004
2 =

√
log2004 2 · log 2004 =

√
log 2√

log 2004
·

log 2004 =
√
log 2 · log 2004.

5. Dokaza²emo opxtije tvr±eǌe da za svako k postoje indeksi i i j takvi
da je ispuǌena jednakost xi − xj = k.
Pretpostavimo suprotno i podelimo skup {1, 2, 3, . . . , 2k − 1, 2k} u k parova
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brojeva {(1, k+1), (2, k+2), . . . , (k, 2k)}. Tada se u svakom paru nalazi najvixe
jedan qlan niza {xn}, pa se u skupu {1, 2, 3, . . . , 2k − 1, 2k} nalazi najvixe k
brojeva iz niza. Ovo je kontradikcija sa qiǌenicom da je xk+1 6 2k.
Time smo pokazali da za svako k ∈ N (pa i k = 2005) postoje indeksi i i j
takvi da je ispuǌena jednakost xi − xj = k.

Tre²i razred – A kategorija

1. Neka je F sredixte du¼i AE. Tada je BE = EF = FA. Kako je i
BD = DC, prave ED i FC su paralelne, pa po Talesovoj teoremi CF polovi
AD. Oznaqimo sa M sredixte AD. Iz uslova zadatka je ^BCF = ^BDE =
^ADC, pa dobijamo da je trougao 4MCD jednakokrak, tj. MC =MD =MA.
Dakle, C je na polukrugu nad preqnikom AD, tj. ^ACB = ^ACD = 90◦.

A

B CD

E

F

M

2. Pretpostavimo da su k i l prirodni brojevi takvi da je ab+1 = (ka+1)2

i ac + 1 = (la + 1)2. Tada je b = k(ka + 2) i c = l(la + 2), pa je bc + 1 =
(kla)2 + 2kl(k + l)a+ 4kl + 1 = (kla+ k + l)2 + 1− (k − l)2.
Ako stavimo l = k + 1, tada je bc+ 1 potpun kvadrat. Prema tome,

(b, c) =
(
k(ka+ 2), (k + 1)((k + 1)a+ 2)

)

zadovoǉava uslov zadatka za svaki prirodan broj k.

3. Iz sinusne teoreme je a = 2R sinα, b = 2R sinβ, c = 2R sinC, pa je data
nejednakost ekvivalentna sa sinα cosα+ sinβ cosβ 6 sin γ, tj. sin 2α+ sin 2β 6

2 sin γ. Me±utim,

sin 2α+ sin 2β = 2 sin(α+ β) cos(α− β) = 2 sin(π − γ) cos(α− β)
= 2 sin γ cos(α− β) 6 2 sin γ.

Jednakost va¼i kada je cos(α−β) = 1, odnosno za jednakokraki trougao, kod
koga je α = β.

4. Oznaqimo dati izraz sa I. Tada je I =
1

2
(
n−1∑

i=1

(xi − xi+1)
2 + x2

n).

Koristimo nejednakost Koxi-Xvarc-Buǌakovskog i dobijamo: (12 + 22 +
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. . .+ n2) · (
n−1∑

i=1

(xi − xi+1)
2 + x2

n) > 1 · (x1 − x2) + 2 · (x2 − x3) + 3 · (x3 − x4) + . . .+

(n− 1) · (xn−1 − xn) + n · xn = x1 + x2 + . . .+ xn = 1, te je minimalna vrednost
izraza I jednaka

Imin =
1

2
· 1

12 + 22 + . . .+ n2
=

3

n(n+ 1)(2n+ 1)
.

Ostaje da na±emo za koje xi se ona dobija. Znak jednakosti u nejed-
nakosti K-X-B va¼i kada su odgovaraju²i elementi proporcionalni, tj.
kad je

x1 − x2

1
=
x2 − x3

2
=
x3 − x4

3
= . . . =

xn−1 − xn
n− 1

=
xn
n

= α.

Odavde nalazimo

xn = nα, xn−1 − xn = (n− 1)α, . . . , xk−1 − xk = (k − 1)α, . . . , x1 − x2 = 1 · α.
Sabiraǌem prvih (n+1−k) jednaqina dobijamo xk = [n+(n−1)+ . . .+k]α =
[
n∑

i=1

i−
k−1∑

i=1

i

]

α =

[
n(n+ 1)

2
− k(k − 1)

2

]

α.

Sada α dobijamo iz jednakosti

1 = x1 + x2 + . . .+ xn =

[

n · n(n+ 1)

2
− 1

2

n∑

i=1

i2 +
1

2

n∑

i=1

i

]

α

=

[
n2(n+ 1)

2
− n(n+ 1)(2n+ 1)

12
+
n(n+ 1)

4

]

α, odakle je:

α =
6

n(n+ 1)(2n+ 1)
. Konaqno imamo

xk = 3 ·
[
n(n+ 1)− (k − 1)k

n(n+ 1)(2n+ 1)

]

=

6
n∑

j=k

j

n(n+ 1)(2n+ 1)
.

5. Preqnik tra¼enog kruga ne mo¼e biti maǌi od rastojaǌa prozvoǉne
dve od datih taqaka, pa i dve najudaǉenije. Ako date taqke formiraju
tupougli ili pravougli trougao, ili su kolinearne, ovaj krug sadr¼i i
preostalu taqku datog skupa, pa je krug kod koga je preqnik du¼ koja spaja
najudaǉenije od te tri taqke tra¼eni krug.

Kod oxtrouglog trougla tra¼eni krug je krug opisan oko tog trougla
(neka je ǌegov centar O, a polupreqnik R). Da bi ovo pokazali pret-
postavimo suprotno, da je tra¼eni krug polupreqnika x < R. Ako krug
polupreqnika x pokriva trougao onda bi i tri kruga polupreqnika x sa
centrima u temenima kruga pokrivali ceo trougao. Kako to nije taqno (jer
je O na rastojaǌu R > x od temena, ta taqka bi ostala nepokrivena), sledi
da je tra¼eni krug krug opisan oko datog oxtrouglog trougla.
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Qetvrti razred – A kategorija

1. Neka je F podno¼je normale iz A na BC i neka je P presek AH sa opisan-
im krugom oko trougla 4ABC. Dovoǉno je dokazati da je qetvorougao teti-
van, zbog ^HEM + ^HFM = 180◦. Pokaza²emo da je AE · AM = AH · AF ,
odakle sledi da su taqke H,E, F,M kocikliqne.
AE ·AM = (AM−MD) ·AM = (AM−ME) ·AM = AM 2−MD ·AM , gde smo ko-
ristili da je ME =MD (iz uslova zadatka). Daǉe, zbog potencije taqaka
M i F u odnosu na krug opisan oko 4ABC i Pitagorine teoreme primen-
jene na pravougli trougao 4AMF dobijamo: AE · AM = AM 2 −MB ·MC =
AF 2 + FM2 −MB2 = AF 2 + (FM −MB) · (FM +MB) = AF 2 − BF · FC =
AF 2 − AF · FP = AF · (AF − FP ) = AF · AH, zbog poznate qiǌenice da je
HF = FP , jer su trouglovi 4BCH i 4BCP podudarni sa zajedniqkom
stranicom i jednakim uglovima.

A

B C

P

F M

D

E

H

A

B

X
0 1 2 3 4 5 6 7 x

1

2

3

4

y

−1

−2

2. Rexeǌe 1: Funkciju f mo¼emo predstaviti u obliku

f(x) =
√

(x− 2)2 + (−2)2 +
√

(5− x)2 + 42.

Tada vidimo da funkcija f predstavǉa zbir rastojaǌa od taqaka A(2,−2) i
B(5, 4) do taqke X(x, 0). Ovo rastojaǌe je minimalno kada taqka X pripada
du¼i AB (zbog nejednakosti trougla) i to je ispuǌeno za x = 3. Minimum
funkcije je fmin = f(3) = 3

√
5.

Rexeǌe 2: Kako je

f ′(x) =
(x− 5)

√
x2 − 4x+ 8 + (x− 2)

√
x2 − 10x+ 41√

x2 − 4x+ 8 ·
√
x2 − 10x+ 41

f ′(x) = 0 kad je (x − 2)
√
x2 − 10x+ 41 = (5 − x)

√
x2 − 4x+ 8. Obe strane

prethodne nejednakosti su istog znaka samo ukoliko je x ∈ (2, 5)! Tek sada
smemo da kvadriramo prethodnu jednakost. Nakon sre±ivaǌa dobijamo 12 ·
(x2 − 2x − 3) = 0 i ǌena rexeǌa su x1 = 3 i x2 = −1 (ali ovo otpada jer
x2 6∈ (2, 5)). Ispitivaǌem znaka kvadratne jednaqine dobijamo da je f ′(x) < 0
za x ∈ (2, 3) i f ′(x) > 0 za x ∈ (3, 5), xto sa f ′(x) < 0 za x ∈ (−∞, 2] i f ′(x) > 0
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za x ∈ [5,+∞), konaqno daje f ′(x) < 0 za x ∈ (−∞, 3) i f ′(x) > 0 za x ∈ (3,+∞).
Stoga za x = 3 imamo minimum i fmin = f(3) = 3

√
5.

3. Rexeǌe 1: Sve operacije radimo po modulu 1000. 32005 ≡ 3 · 32004 =
3 · (10− 1)1002 = 3 · (

(
1002

0

)
101002(−1)0 + . . .+

(
1002
999

)
103(−1)999+

(
1002
1000

)
102(−1)1000 +

(
1002
1001

)
101(−1)1001 +

(
1002
1002

)
100(−1)1002) ≡

3 · (
(
1002
1000

)
102(−1)1000 +

(
1002
1001

)
101(−1)1001 +

(
1002
1002

)
100(−1)1002) =

3 · ( 1002·1001
2 · 100− 1002 · 10 + 1) ≡ 3 · (100− 20 + 1) = 243.

Rexeǌe 2: Prema Ojlerovoj teoremi imamo da je
3ϕ(1000) = 3400 ≡ 1 (mod 1000),

te je 32005 =
(
3400

)5 · 35 ≡ 15 · 35 = 243 (mod 1000).

4. Neka su du¼ine stranica trougla redom a, b i c, a rastojaǌa proizvoǉne
taqke trougla do pravih koje sadr¼e te stranice redom x, y i z.

A

B C

M

a

bc

x

yz

Iz nejednakosti Koxi-Xvarc-Buǌakovskog je

ax+ by + cz 6
√

a2 + b2 + c2
√

x2 + y2 + z2,

pa je
√

x2 + y2 + z2 >
2P√

a2 + b2 + c2
, tj. x2 + y2 + z2 >

4P 2

a2 + b2 + c2
, gde je P

povrxina trougla ABC.
Jednakost vredi akko a : b : c = x : y : z. Konstruiximo taqku M unutar
trougla ABC koja zadovoǉava ovaj uslov. Neka je N taqka ugla ^ACB
udaǉena a od BC i b od AC. Svaka taqka K poluprave CN zadovoǉava
oqigledno x(K) : y(K) = a : b. Obratno, taqka K ovog ugla koja ovo zado-
voǉava pripada polupravoj CN . U suprotnom prava kroz K paralelna BC
sekla bi CN u L, pa iz x(L) = x(K) sledi y(L) = y(K) i odatle kontradik-
cija BC ‖ AC. Dakle poluprava CN je skup taqaka ugla ^ACB za koji
va¼i x : y = a : b. Sliqno, skup taqaka ugla ^CAB za koje je y : z = b : c je
poluprava s vrhom A. Te dve poluprave seku se u taqki M unutar trogla,

za koju je x : z =
x

y

y

z
=
a

b

b

c
= a : c. Taqka M zato zadovoǉava uslov, te je ona

tra¼ena taqka za koju je zbir kvadrata rastojaǌa do pravih koje sadr¼e
stranice trougla 4ABC minimalan.

5. Mogu²e je.
Prvih nekoliko brojeva stavimo u A (prvi skup), narednih nekoliko u B
(drugi), pa opet nekoliko u A itd. Pustimo da broj uzastopnih prirodnih
brojeva u tim skupovima neograniqeno raste.
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Jedan mogu²i primer je:

A = {n | (2k)2 < n 6 (2k + 1)2, k ∈ N0}

B = {n | (2k + 1)2 < n 6 (2k + 2)2, k ∈ N0},
odnosno A = {1, 5, 6, 7, 8, 9, 17, 18, . . . }, B = {2, 3, 4, 10, 11, . . . }.
Tada ne mo¼e biti ni jedne aritmetiqke progresije. Pretpostavimo
suprotno da npr. A sadr¼i beskonaqnu aritmetiqku progresiju {ai} sa ra-
zlikom qlanova d i prvim qlanom a1. Ali tada postoji j ∈ N, takav da za
broj aj = a1 + (j − 1)d va¼i (2d + 1)2 < aj 6 (2d + 2)2 (me±u ovih 2d + 3 uza-
stopnih prirodnih brojeva postoji broj koji daje isti ostatak pri deǉeǌu
sa d kao i a1), odnosno va¼i aj ∈ B, xto je u suprotnosti sa pretpostavkom
da su svi qlanovi aritmetiqke progresije {ai} u A.

Prvi razred – B kategorija

1. Neka je O proizvoǉna taqka. Tada je
−−→
OK = 1

2 (
−−→
OM+

−−→
ON) = 1

2

(
1
2 (
−−→
OB+

−−→
OC)+

1
2 (
−−→
OE+

−−→
OF )

)
= 1

4 (
−−→
OB+

−−→
OC+

−−→
OE+

−−→
OF ) i sliqno

−→
OL = 1

4 (
−−→
OC+

−−→
OD+

−−→
OF +

−→
OA),

pa je
−−→
OK =

−→
OL ako i samo ako je

−−→
OB+

−−→
OE =

−−→
OD+

−→
OA, tj.

−−→
OB−−→OA =

−−→
OD−−−→OE,

odnosno
−−→
AB =

−−→
ED, xto je i trebalo dokazati.

A B

C

DE

F

M

P

Q

N

KL

A

B
C

D

E

k

2. Kako je ^ABC = ^BCA = ^BDA, to su u trouglovima 4ABE i 4ABD
dva ugla jednaka odgovaraju²im uglovima, pa i za tre²i par uglova ^BEA
i ^ABD va¼i da su jednaki.

3. Videti rexeǌe 3. zadatka za prvi razred A kategorije.

4. Oznaqimo

√
2 +

√
a√

3 +
√
b

= α ∈ Q. Odavde je
√
a − α

√
b = α

√
3 −

√
2, pa se

kvadriraǌem dobija a+ α2b− 2α
√
ab = 3α2 − 2− 2α

√
6, tj.

√
ab = β +

√
6, gde

je β ∈ Q. Nakon jox jednog kvadriraǌa imamo ab = β2 +6+2β
√
6, pa je β = 0

i ab = 6. Postoje 4 mogu²nosti.

1◦ a = 1, b = 6: α =

√
2 + 1√
3 +

√
6
=

1√
6
6∈ Q; 2◦ a = 2, b = 3: α =

2
√
2

2
√
3
=

√
6

3
6∈ Q;
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3◦ a = 3, b = 2: α =

√
2 +

√
3√

3 +
√
2
= 1 ∈ Q; 4◦ a = 6, b = 1: α =

√
2 +

√
6√

3 +
√
1
=
√
2 6∈ Q.

Dakle, a = 3 i b = 2.

5. Videti rexeǌe 5. zadatka za prvi razred A kategorije.

Drugi razred – B kategorija

1. Iz trougla 4AOC , pomo²u Pitagorine teoreme, dobijamo da je AC =
4

5
r, a iz sliqnosti trouglova 4ACM i 4NCB imamo AC · CB = MC · CN ,

tj.
16

25
r2 = 36x2, pa je x =

2

15
r. Neka je D sredixte tetive MN . Kako je

MD =
13

2
x, to je CD =MD−MC =

5

2
x =

r

3
. Konaqno, nalazimo sin^ACM =

cos^OCD =
r

3
:
3r

5
=

5

9
.

3

5
r

O

A BC

M

N

r

D

4x

9x

2. Sva tri korena su definisana kada je x > 1
2 (prvi za x > 1

2 , drugi x > 6

i tre²i x > 2). Kako je
√
x+ 6 −

√
x+ 2 > 0 (jer je x + 6 > x + 2), da bi

ova nejednaqina imala rexeǌa potrebno je i da leva strana bude pozitiv-
na, tj.

√
2x− 1 − 3 > 0, xto nam daje x > 5. Sada, kako imamo da su obe

strane polazne jednaqine pozitivne, mo¼emo je kvadrirati, te dobijamo
√

(x+ 2)(x+ 6) = 3
√
2x− 1. Kako su i u ovoj jednaqini obe strane pozitivne

opet mo¼emo kvadrirati te dobijamo kvadratnu jednaqinu x2− 10x+21 = 0.
ǋena rexeǌa su x = 3 i x = 7, xto sa svim prethodnim uslovima daje samo
jedno rexeǌe x = 7.

3. Rexeǌe 1: Datu jednaqinu ²emo rexavati kao kvadratnu jednaqinu:

z1,2 =
3 + 2i±

√

(3 + 2i)2 − 4(5 + i)

2
=

3 + 2i±
√
−15 + 8i

2
. Koren u = x + iy iz

−15+8i ²emo izvaditi tako xto ²emo rexavati jednaqinu (x+iy)2 = −15+8.

ǋen imaginarni deo je 2xy = 8, odnosno y =
4

x
, xto kad ubacimo u ǌen re-

alni deo x2 − y2 = −15 daje x4 + 15x2 − 16

x2
= 0. Bikvadratna jednaqina
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x4+15x2−16 = 0 se rexava smenom t = x2. Rexeǌa jednaqine t2+15t−16 = 0
su t = −16 (koje otpada jer je x ∈ R, pa je t = x2 > 0) i t = 1, koje daje dva
rexeǌa x1 = 1 (tad je y1 = 4, pa je u1 = 1 + 4i) i x2 = −1 (tad je y2 = −4,
pa je u2 = −1 − 4i). Odavde dobijamo rexeǌa date jednaqine z1 = 2 + 3i i
z2 = 1− i.
Rexeǌe 2: Isto kao i u prethodnom rexeǌu zadatka dolazimo do z1,2 =

3 + 2i±
√
−15 + 8i

2
. Kada transformixemo potkoreni izraz dobijamo: z1,2 =

3 + 2i±
√

1 + 2 · 1 · 4i+ (−16)
2

=
3 + 2i±

√

(1 + 4i)2

2
, tj. z1,2 =

3 + 2i± (1 + 4i)

2
,

odakle dobijamo dva rexeǌa date jednaqine z1 = 2 + 3i i z2 = 1− i.
Rexeǌe 3 – za 3. razred: Isto kao i u prethodna dva rexeǌa dolazimo do

z1,2 =
3 + 2i±

√
−15 + 8i

2
. Izvadimo koren u iz −15+8i standardnim postup-

kom: lako dobijamo da je |−15+8i| = 17, kao i tgϕ = − 8

15
(obratite pa¼ǌu da

je argument ϕ u II kvadrantu, pa ²e
ϕ

2
biti u I kvadrantu!), ali sada moramo

da upotrebimo dosta trigonometrijskih transformacija: tg
ϕ

2
=

√
1− cosϕ

1 + cosϕ

(od znaka ± uzimamo + jer je
ϕ

2
u I kvadrantu), cosϕ =

−1
√

1 + tg2 ϕ
(od znaka

± uzimamo − jer je ϕ u II kvadrantu). Iz ove dve formule dobijamo da je

tg
ϕ

2
=

√√

1 + tg2 ϕ+ 1
√

1 + tg2 ϕ− 1
= 4. Sada iz qiǌenica da je |u| =

√
17 i tg arg u = 4

dobijamo da je u = 1+4i. Kada to ubacimo u formulu za rexeǌa kvadratne

jednaqine dobijamo z1,2 =
3 + 2i± (1 + 4i)

2
. Tra¼ena rexeǌa date jednaqine

su: z1 = 2 + 3i i z2 = 1− i.
Rexeǌe 4: Zadatak se mo¼e uraditi i direktnom zamenom z = a + ib. Kada
zamenimo u polaznu jednaqinu imaginarni deo nam daje 2ab− 2a− 3b+1 = 0,

tj. b =
2a− 1

2a− 3
, xto kad zamenimo u realni deo a2 − b2 − 3a+ 2b+ 5 = 0 dobi-

jamo jednaqinu
4a4 − 24a3 + 69a2 − 99a+ 50

(2a− 3)2
= 0. Kada faktorixemo polinom

4a4−24a3+69a2−99a+50 dobijamo (a−1)(a−2)(4a2−12a+25) i kako je diskrim-
inantna kvadratnog trinoma D = −256 < 0 imamo da je 4a2 − 12a + 25 > 0
za svako a, te dobijamo da su jedina rexeǌa a1 = 1 i a2 = 2, xto nam daje
rexeǌa z1 = 1− i i z2 = 2 + 3i.

4. Videti prvi deo rexeǌa 3. zadatka za drugi razred A kategorije.

5. Videti rexeǌe 5. zadatka za prvi razred A kategorije.
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Tre²i razred – B kategorija

1. Kvadriramo sve tri relacije, a zatim ih saberemo (vode²i raquna da
za svaki vektor va¼i |~x|2 = ~x · ~x). Dobija se

3(|~a|2 + |~b|2 + |~c|2) < 2(|~a|2 + |~b|2 + |~c|2)− 2(~a ·~b+~b · ~c+ ~c · ~a),
pa bi va¼ilo (~a+~b+ ~c)2 < 0, xto je nemogu²e.

2. Vrednosti odgovaraju²ih determinanti su:
∆ = β(α− 1), ∆x = β2(α− 1), ∆y = αβ(α− 1) i ∆z = β(α− 1).

1◦ za α 6= 1, β 6= 0 sistem ima jedinstveno rexeǌe x = β, y = α, z = 1.
U naredna dva sluqaja su sve determinante jednake 0 i onda ne znamo da
li sitem ima vixestruko rexeǌe ili nema rexeǌa. To moramo ustanoviti
Gausovim sistemom eliminacije.

2◦ za β = 0 dobija se sistem
x + y = α
x + αy + z = α2 + 1
x + y = α ,

koji ima vixestruko rexeǌe x = t, y = α− t, z = αt− t+ 1, t ∈ R.

3◦ za α = 1 dobija se sistem
x + y + βz = 1 + 2β
x + y + z = 2 + β
x + y + 2βz = 1 + 3β ,

koji ima vixestruko rexeǌe x = t, y = β + 1− t, z = 1, t ∈ R.

Napomena: Mi smo u 2◦ i 3◦ uzeli da je x slobodna promenǉiva i dodelili
joj vrednost parametra: x = t, t ∈ R. Mogu²e je i dodeliti i bilo kojoj
drugoj promenǉivoj vrednost parametra i tad se dobija isto rexeǌe, samo
malo drugaqije zapisano.

3. Videti rexeǌe 3. zadatka za tre²i razred A kategorije.

4. Videti rexeǌe 4. zadatka za drugi razred A kategorije.

5. Neka je EP visina trapeza i M podnozje normale iz taqke P na BC. Po
Teoremi o tri normale va¼i EM ⊥ BC. Iz pravouglih trouglova 4CPM ,
4ECM i 4ECP dobijamo

cos^BCD = cos^MCP =
CM

CP
=
CM

CE
· CE
CP

=
cos^MCE

cos^PCE
,

odnosno cos^BCD =
cos^BCE

cos^DCE
=

1/3

1/2
=

2

3
, jer je sin^DCE =

DE

CE
=
DF

CE
=

√
3

2
, pa je cos^DCE =

1

2
. Sada nalazimo visinu romba h = a · sin^BCD =

a
√
5

3
, pa je r =

h

2
=
a
√
5

6
i
a

r
=

6
√
5

5
.
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A B

EF

P
CD

M

Qetvrti razred – B kategorija

1. Ostaci pri deǉeǌu sa 7 brojeva 2n su 1, 2 ili 4, a ostaci pri deǉeǌu
sa 7 brojeva n2 su 0, 1, 2 ili 4. Dakle, broj 2n + n2 ne mo¼e biti deǉiv sa
7.

2. Oznaqimo sa H tra¼enu visinu prizme, a sa a stranicu osnove prizme.
Ako se postavi ravan kroz dijagonalu prizme normalno na ravan osnove,
u preseku se dobija pravougaonik stranica a

√
2 i H upisan u polukrug

polupreqnika R. Tada je
a2

2
= R2 − H2, pa je V = a2H = 2(R2H − H3) i

V ′ = 2(R2 − 3H2). Za H <
R√
3
bi²e V ′ > 0, a za H >

R√
3
bi²e V ′ < 0, pa je

zapremina prizme maksimalna kada je H =
R√
3
.

H

a
√

2

2

R

A

B

X
0 1 2 3 4 5 6 7 x

1

2

3

4

y

−1

−2

3. Videti rexeǌe 3. zadatka za qetvrti razred A kategorije.

4. Kako je an+1− an = 1
3n+3 + 1

3n+2 + 1
3n+1 − 1

n+1 = 9n+5
(3n+3)(3n+2)(3n+1) > 0, niz je

rastu²i.

5. Neka je z = x + iy. Iz

∣
∣
∣
∣

x+ (y − 1)i

x+ (y − 2)i

∣
∣
∣
∣
=

1

2
dobijamo

√

x2 + (y − 1)2 =

1

2

√

x2 + (y − 2)2, te nakon kvadriraǌa 3x2 + 3y2 − 4y = 0, odnosno x2 +
(
y − 2

3

)2
=

(
2
3

)2
. Od svih kompleksnih brojeva na ovom krugu najve²i moduo

ima broj z0 =
4

3
i.



39

REXEǋA ZADATAKA REPUBLIQKOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

1. Neka su a, c, b, c stranice trapeza, pri qemu je b maǌa, a a ve²a osnovica,

a c su krakovi. Kako je a < c + b + c dobijamo a <
2c+ a+ b

2
= 2005

2 . Za

fiksirano a iz skupa {1, 2, . . . , 1002}, mo¼emo uzeti bilo koje b maǌe od a i
razliqite parnosti od a, xto daje

[a

2

]

mogu²ih izbora (tada je c jednoz-

naqno odre±eno, a samim tim i jednakokraki trapez je jednoznaqno odre±en
du¼inama svojih stranica.).

Tra¼eni broj trapeza je jednak

1002∑

a=1

[a

2

]

= 0 + 1 + 1 + 2 + 2 + . . .+ 499 + 499 + 500 + 500 + 501

= 2 · 500 · 501
2

+ 501 = 5012 = 251 001.

2. Neka je Q sredina stranice BC i S taqka takva da je AQCS
pravougaonik. Sada je AS = QC = BQ i AS ‖ QC. Iz odnosa stranica
BC : CD = AS : AD = 2 : 1 i jednakosti uglova ^BCD = ^SAD, zakǉuqu-
jemo da su trouglovi 4BDC i 4SDA sliqni, odnosno da su B, D i S
kolinearne. Zbog ^APC = ^AQC = ^ASC = 90◦ imamo da su taqke A, P ,
Q, C, S na istom krugu (to je krug nad preqnikom AC). Iz paralelogra-
ma ABQS imamo da je ^ABP = ^BSQ, a ^PSQ = ^PCQ, kao uglovi nad
tetivom PQ. Iz posledǌe dve jednakosti dobijamo ^ABP = ^PCB.

A

B C

S

D

P

Q

3. Neka je k proizvoǉna kru¼nica polupreqnika 4 i neka su M1 i M2 dve
dijametralno suprotne taqke te kru¼nice, razliqite od taqaka Ai. Tada
na osnovu nejednakosti trougla imamo 8 = M1M2 6 M1Ai + M2Ai, za i =
1, 2, . . . , 501. Sabiraǌem ovih nejednakosti dobijamo

4008 6 (M1A1 +M1A2 + . . .+M1A501) + (M2A1 +M2A2 + . . .+M2A501).
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Odatle sledi da je bar jedan od izraza u zagradama ve²i ili jednak 2004.
Prema tome za jednu od taqaka M1, M2 je taqno tvr±eǌe zadatka.

4. Rexeǌe 1: Iz nejednakosti A-G sredine imamo
a2 + 1

2
> a, odakle je

a(b2 + 1) 6
(a2 + 1)(b2 + 1)

2
. Analogno se dobija i b(a2 + 1) 6

(a2 + 1)(b2 + 1)

2
,

odakle direktno sledi tra¼ena nejednakost.

Rexeǌe 2: Po±imo od oqigledne nejednakosti: (ab− b)2 +(ab−a)2 +(a− 1)2 +
(b− 1)2 > 0, odakle se razvijaǌem dobija: 1+ a2 + b2 + a2b2 > a+ ab2 + b+ ba2,
odakle sledi tvr±eǌe zadatka.

5. Dovoǉno je primetiti da se pri zameni pozitivnih brojeva a i b brojem
a+ b

4
zbir reciproqnih vrednosti svih napisanih brojeva ne pove²ava, jer

iz nejednakosti aritmetiqke i harmonijske sredine dobijamo
1

a
+

1

b
>

4

a+ b
.

Napomena: Mo¼e se pokazati da kako god brisali brojeve i zapisivali

nove, ne mo¼emo do²i do broja
1

2005
.

Drugi razred – A kategorija

1. Data jednakost je ekvivalentna sa c(a + b) = ab. Neka je e = NZD(a, b),
a = ep i b = eq. Dobijamo c(p+ q) = epq, pri qemu su p i q uzajamno prosti,
pa je NZD(p+q, pq) = 1. Sledi da p+q | e. Ako stavimo e = t(p+q), dobijamo
a = tp(p+ q), b = tq(p+ q), c = tpq. Budu²i da je NZD(pq, p(p+ q), q(p+ q)) = 1,
sledi da je d = t. Sada je abcd = t4p2q2(p+ q)2.

2. Oznaqimo sa B2 i C2 podno¼ja visina iz B i C na naspramne stranice.
Tada imamo slede²e sliqnosti: 4AB1C ∼ 4AB2B1, 4ABB2 ∼ 4ACC2,
4AC1B ∼ 4AC2C1. Odatle dobijamo AB1

2 = AB2 · AC = AC2 · AB = AC1
2,

odnosno AB1 = AC1.

A

B

C

H

C2

B2

B1

C1

A

C

B

P

D
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3. Oznaqimo uglove trougla kod temena A,B,C redom α, β, γ, i oznaqimo x =
^PAC i u = ^ACP , v = ^BCP . Na osnovu sinusnih teorema u trouglovima

4ACD i 4BCD imamo
AD

DB
=
AD

CD
· CD
DB

=
sinu sinβ

sinα sin v
. S druge strane, imamo

sinu

sin v
=

sinu

sinx
· sinx
sin v

=
AP

CP
· CP
BP

=
AP

BP
=

sin(β − x)
sin(α− x) <

sinβ

sinα
,

pri qemu posledǌa nejednakost va¼i jer je ekvivalentna (nakon svo±eǌa na
zajedniqki imenilac i korix²eǌa adicione formule) sa sinα cosβ sinx >
sinβ cosα sinx, tj. sa sin(α− β) > 0. Prema tome,

AD

DB
=

sinβ

sinα
· sinu
sin v

<
sin2 β

sin2 α
=
AC2

CB2
.

4. Prvo odmah mo¼emo primetiti da grafici ovakva 2 kvadratna polinoma
mogu imati ili 0 ili 1 taqku preseka, ili bi se eventualno poklapali
(obzirom da im je najstariji koeficijent isti, tj. 1, f(x) = P1(x)−P2(x) je
linearna funkcija, tj. prava). Oznaqimo sa x0 tu taqku u kojoj eventualno

va¼i P1(x0) = P2(x0). Lako se dobije da je x0 =
b2 − b1
a1 − a2

. Ako bi bilo

a1 = a2, tada grafici ne bi imali presek (ili bi se eventualno poklapali,
ako b1 = b2), no taj sluqaj nam nije ni interesantan, jer tada ni ne va¼i data
poqetna nejednakost. Ostaje da izraqunamo P1(x0), xto posle kra²eg raquna
prime²ujemo da je P1(x0) < 0 ekvivalentno upravo polaznoj nejednakosti

(zapravo to je upravo data nejednakost samo pomno¼ena sa
1

(a1 − a2)2
, koje

je svakako pozitivno, pa se ne²e promeniti smer nejednakosti) . A kako
je koeficijent uz x2 pozitivan, jasno je da ²e oba ova polinoma imati po
dve realne nule (i to po jednu ve²u od x0, a jednu maǌu od x0). Oznaqimo
ih redom x11 i x12 (x11 < x12), za prvi, odnosno x21 i x22 (x21 < x22), za
drugi. Jasno mora biti x11 < x21 < x12 < x22, ili x21 < x11 < x22 < x12,
(tj. nemogu²e je da su oba korena jednog izme±u oba korena drugog jer bi u
protivnom imali npr. x11 < x0 < x12, f(x0) = 0 dok bi f(x11) i f(x12) bili
istog znaka, xto nije mogu²e, jer je grafik f(x) = P1(x)−P2(x) prava, kako
smo na poqetku uoqili.

5. Da bi proizvod bio neparan potrebno je da su svi faktori neparni
brojevi.
1◦ sluqaj: n je neparan broj. U ovom sluqaju je to nemogu²e.
I naqin Kako je n neparno i svi qinioci neparni to je i zbir tih qini-
laca neparan. Me±utim, taj zbir je (π1 − 1) + (π2 − 2) + · · · + (πn − n) =
(π1 + π2 + · · ·+ πn)− (1 + 2 + · · ·+ n) = 0.
II naqin n = 2k + 1. Tada me±u brojevima 1, 2, . . . , n (pa i me±u brojevima
π1, π2, . . . , πn) ima k + 1 neparnih i k parnih. Me±u brojevima πi − i mora
biti bar jedan paran, jer se bar jednom mora desiti da su i i i πi neparni
(Dirihleov princip).
2◦ sluqaj: n je paran broj. n = 2k. Svaki od brojeva π2i mora biti neparan, a
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svaki od π2i+1 paran. Stoga brojevi (π1, π3, . . . , π2k−1) qine jednu permutaci-
ju skupa {2, 4, . . . , 2k}, a brojevi (π2, π4, . . . , π2k) qine jednu permutaciju skupa
{1, 3, . . . , 2k − 1}.
Takvih permutacija ima k! · k! =

([n

2

]

!
)2

. Ukupan odgovor je n! ako je n

neparan broj, odnosno n!−
([n

2

]

!
)2

ako je n paran.

(Ukupan odgovor je 0 ako je n neparan broj, odnosno
([n

2

]

!
)2

ako je n paran.)

Tre²i razred – A kategorija

1. Pretpostavimo da n = ak . . . a1a0 zadovoǉava uslove zadatka. Oqigledno
n ne mo¼e biti jednako 10k, pa zato va¼i 10k + 1 6 n. Posmatrajmo broj
m = (10k + 1)n. Posledǌih k cifara broja m su jednake redom ak−1, . . . , a0.
Preostale cifre qine broj x = ak . . . a1a0 + ak. Me±utim, zbir cifara
broja x po uslovu zadatka mora biti jednak ak. Ako je prva cifra broja x
jednaka ak ili ak+1, to nije mogu²e. Prema tome, broj x mora biti oblika
1000 . . . 0a, pri qemu je cifra a jednaka ak − 1. Tada je oqigledno ak = 9,
odakle lako dobijamo n = 999 . . . 9. Zaista, ovi brojevi zadovoǉavaju uslov
zadatka.

2. Oznaqimo sa F ′ i E′ podno¼ja normala iz F i E na stranice AC i AB.
Poxto je FEF ′E′ tetivan zakǉuqujemo da je AF ′ ·AE = AE′ ·AF . Koriste²i
i
AE

AC
=

AF

AB
, dobijamo da je AF ′ · AC = AF ′ · AE · AC

AE
= AE′ · AF · AB

AF
=

AE′ · AB odakle zakǉuqujemo da taqka A pripada radikalnoj osi krugova
sa preqnicima BE i CF , xto odmah implicira da su taqke A, M i N
kolinearne pri qemu su M i N preseqne taqke ovih krugova. Jox ostaje
da primetimo da je zajedniqka tetiva MN normalna na pravu koja spaja
centre datih krugova, tj. na sredǌu liniju trapeza BCEF a samim tim i
na BC. Ovime je tvr±eǌe u potpunosti dokazano.

A

B C

E

E′

F

F ′

M

N

A B

C

D

α30◦+α

120
◦
− α

ϕ

60
◦
− α
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3. Neka je ^ABD = α i ^BDC = ϕ. Tada je ^DAC = 120◦ − α, ^BAD =
150◦ − (120◦ − α) = 30◦ + α, ^BDA = 30◦ − α, ^DBC = 60◦ + α. Iz sinusnih

teorema primeǌenih na trouglove 4ABC, 4BCD i 4ACD dobijamo
BC

AC
=

sin(30◦ + α)

sin(60◦ + 2α)
=

1

2 cos(30◦ + α)
,
DC

BC
=

sin(60◦ + α)

sinϕ
i
AC

DC
=

sin(30◦ − α+ ϕ)

sin(120◦ − α) .

Kako je sin(60◦+α) = sin
(
180◦−(60◦+α)

)
= sin(120◦−α), kada izmno¼ime gorǌe

tri jednakosti dobijamo da je sin(30◦−α+ϕ) = 2 cos(30◦+α) sinϕ = sin(30◦+
α+ϕ)−sin(30◦+α−ϕ), tj. sin(30◦−α+ϕ)+sin(30◦+α−ϕ) = sin(30◦+α+ϕ), xto
kad sredimo daje cos(ϕ−α) = sin(30◦+α+ϕ). sin(90◦−ϕ+α)−sin(30◦+α+ϕ) =
0 ⇒ 2 cos(60◦+α) sin(30◦−ϕ) = 0. Ako bi bilo cos(60◦+α) ⇒ α = 30◦ onda bi
u trouglu 4ADS (S je presek dijagonala AC i BD) imali dva prava ugla:
^DAC = ^DAS = 120◦ − α = 90◦, ^DSA = ^SAB + ^ABS = 30 + α+ α = 90◦,
xto je nemogu²e. Zbog toga je sin(30◦ − ϕ) = 0, odnosno ϕ = 30◦.

4. Iz y2 + y4 > 2y3 i uslova zadatka imamo x2 − x3 > y4 − y3 > y3 − y2, a
odavde standardno i 21/3(x3 + y3)2/3 > x2 + y2 > x3 + y3.

5. Najpre uoqimo da je broj 192 = 3·26, tra¼eni broj za sve n 6 6 (mada je to
i vixe nego xto nam treba). Dokaza²emo zapravo, da se me±u n-tocifrenim
brojevima koji u dekadnom zapisu sadr¼e samo 1, 9 i 2, nalazi bar jedan
koji je deǉiv sa 2n. I to indukcijom, najlakxe. Oqito za n = 3, broj 192
je taj koji zadovoǉava uslov zadatka. Neka sada va¼i da za neko n imamo
n-tocifren broj zapisan iskǉuqivo pomo²u 1-ica, 9-ki i 2-ojki (i pri tom
se svaka od ǌih bar jednom pojavǉuje u tom zapisu), koji je deǉiv sa 2n,
nazovimo ga a. Primetimo da broj 10n je svakako deǉiv sa 2n, a nije sa
2n+1. Ako je broj a bio deǉiv sa 2n, a nije sa 2n+1, onda jasno broj 10n + a
ili 9 · 10n+ a ²e biti deǉiv sa 2n+1, a u zapisu ²e sadr¼ati samo cifre 1,
9 i 2 (i svaku bar jednom, jer se ve² u a svaka cifra pojavǉuje bar jednom).
Ako pak 2n+1 | a, onda ²e broj 2 · 10n + a biti deǉiv sa 2n+1, a u zapisu ²e
sadr¼ati samo cifre 1, 9 i 2. Time je dokaz okonqan.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Neka je xn =
√
a · 2n + b ∈ N i pretpostavimo da je a razliqito od 0,

xto povlaqi a > 0 (za a < 0 poqev od nekog qlana izraz pod korenom bi
bio negativan). Tada va¼i 4xn

2 − xn+2
2 = 3b, a sa druge strane imamo

4xn
2 − xn+2

2 = (2xn + xn+2)(2xn − xn+2). Kako u ovom proizvodu prvi qlan
raste (jer je xn =

√
a · 2n + b) poqevxi od nekog n0 ∈ N drugi qlan bi²e ve²i

od |3b|. Ovo povlaqi da je 2xn − xn+2 = 0, odnosno xn+2 = 2xn poqevxi od
nekog n0 ∈ N, jer su svi xn prirodni brojevi. Daǉe dobijamo a · 2n+2 + b =
4(a · 2n + b), odakle sledi da je b = 0, xto je kontradikcija sa polaznom
pretpostavkom (a i 2a ne mogu biti kvadrati). Zakǉuqujemo da je a = 0 i b
je potpun kvadrat.
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Napomena: Qiǌenicu xn+2 = 2xn mogli smo da poka¼emo i korix²eǌem

graniqnih vrednosti: lim
n→∞

(xn+2 − 2xn) = lim
n→∞

(
√

a · 2n+2 + b− 2
√
a · 2n + b) =

lim
n→∞

−3b√
a · 2n+2 + b+

√
a · 2n + b

= 0.

2. Rexeǌe 1 (Trigonometrijom): Oznaqimo sa O centar tog kruga. Dak-
le uglovi ^AOB = ^COD = ^EOF = 60◦. Oznaqimo preostale cen-
tralne uglove ^BOC = ϕ, ^DOE = θ, ^FOA = ψ. Tako±e oznaqi-
mo sa M , N i P sredixta AF , BC i DE redom. Izraqunajmo npr
du¼inu MN iz trougla MON , primenom kosinusne teoreme. Lako se vi-
di da je ^MON = 60◦ + ϕ

2 + ψ
2 . Tako±e vidi se da je MO = r cos ψ2 , a

NO = r cos ϕ2 , gde smo sa r oznaqili polupreqnik kruga. Iz kosinusne teo-

reme MN2 = MO2 + NO2 − 2MO · NO cos (60◦ + ϕ
2 + ψ

2 ) = r2(cos2 ψ
2 + cos2 ϕ

2 −
2 cos ψ2 cos ϕ2 cos (60◦ + ϕ

2 + ψ
2 )). No kako je

ϕ
2 + ψ

2 + θ
2 = 90◦, izraz u zagradi

mo¼emo napisati: cos2 ψ
2 + cos2 ϕ

2 + 2 cos ψ2 cos ϕ2 cos( θ2 + 30◦) . Sledi ”kra²i”

trigonometrijski raqun: cos2 ψ
2 + cos2 ϕ

2 + 2 cos ψ2 cos ϕ2 (cos
θ
2 ·

√
3

2 − 1
2 · sin θ

2 ) =

cos2 ψ
2 + cos2 ϕ

2 +
√
3 cos ψ2 cos ϕ2 cos θ2 − cos ψ2 cos ϕ2 cos ϕ+ψ

2 =
√
3 cos ψ2 cos ϕ2 cos θ2 +

cos2 ψ
2 + cos2 ϕ

2 − cos2 ψ
2 cos2 ϕ

2 + cos ψ2 cos ϕ2 sin ψ
2 sin ϕ

2 =
√
3 cos ψ2 cos ϕ2 cos θ2 +

cos2 ϕ
2 (1 − cos2 ψ

2 ) + 1 − sin2 ψ
2 + cos ψ2 cos ϕ2 sin ψ

2 sin ϕ
2 =

√
3 cos ψ2 cos ϕ2 cos θ2 +

1 + cos2 ϕ
2 sin2 ψ

2 − sin2 ψ
2 + cos ψ2 cos ϕ2 sin ψ

2 sin ϕ
2 =

√
3 cos ψ2 cos ϕ2 cos θ2 + 1 −

sin2 ψ
2 sin2 ϕ

2 +cos ψ2 cos ϕ2 sin ψ
2 sin ϕ

2 =
√
3 cos ψ2 cos ϕ2 cos θ2+1−sin ψ

2 sin ϕ
2 cos ϕ+ψ

2 =√
3 cos ψ2 cos ϕ2 cos θ2 + 1− sin ψ

2 sin ϕ
2 sin θ

2 .
I kao xto vidimo dobijeni izraz za MN :

MN = r(
√
3 cos ψ2 cos ϕ2 cos θ2 + 1− sin ψ

2 sin ϕ
2 sin θ

2 ).
ne²e zavisiti od permutovaǌa ψ, ϕ, θ, tj. zakǉuqujemo da ²emo i pri raqu-
naǌu MP i NP dobiti ovaj isti rezultat, tj. MN = MP = NP , odnosno
4MNP je jednakostraniqan, xto je i trebalo dokazati.

O

A

B

C

D

E

F

M

N

P

K

L

S

O

A

B

C

D

E

F

M

N

P

K

L

S

R

Rexeǌe 2 (Elementarnom geometrijom): Kao i u prvom rexeǌu oznaqi²emo
sa M , N i P sredixta AF , BC i DE redom. Tako±e, oznaqi²emo sa K,L
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i S sredixta AB,CD i EF . Qetvorouglovi ABCD, CDEF i EFAB su
jednakokraki trapezi (npr. AB = CD i ^ACB = ^DAC = 30◦ ⇒ BC ‖ AD).
Sada imamo slede²u sliqnost: 4KBN ∼= 4LCN (BN = CN , KB = LC =
AB
2 = CD

2 , dok je ^ABN = ^LCN , jer je trapez ABCD jednakokrak). Kako
je KN sredǌa linija 4ABC imamo da je ^KNB = 30◦. Analogno je i
^LNC = 30◦. Ako sada opixemo kru¼nicu sa centrom u N i polupreqnikom
NL = NK, dobijamo da je periferijski ugao koji odgovara luku LK (onaj
koji se nalazi unutar xestougla) jednak 60◦, jer je centralni ugao LNK =
120◦. Analogno, primenimo na trapez CDEF i opixemo luk LS, sa centrom
u P i polupreqnikom PL = PS. Oznaqimo sa R drugu preseqnu taqku lukova
LK i LS. Jasno je da va¼i ^LRK = ^LRS = 120◦. Onda je i ^KRS = 120◦,
odnosno R je i na luku KS sa centrom u M i polupreqnikom MS = MK,
odnosno sva tri luka imaju zajedniqku taqku R. LR je zajedniqka tetiva
kru¼nica sa centrima N i P , pa je PN ⊥ LR. Analogno je i PM ⊥ SR i
MN ⊥ KR. Sada mo¼emo izraqunati da su ^MNP = ^NPM = ^PMN =
60◦, odnosno 4MNP je jednakostraniqan.

3. Neka je S = d1 + d2 + · · · + dk. Ako je d delilac broja n, onda je i
n

d
delilac broja n, pa je dk−i =

n

di
, a kako je n > 1, to je, bar za jedno i,

dk−i 6=
n

di
. Odavde i iz nejednakosti izme±u aritmetiqke i geometrijske

sredine, dobijamo: 2S =

k∑

i=1

(di + dk−i) =
k∑

i=1

(di +
n

di
) > 2k

√
n.

4. Pokaza²emo da ovaj niz ima jednu mnogo zgodniju rekurentnu vezu (od
ove kojom je zadat u zadatku). Posmatraǌem prvih nekoliko qlanova ovog
niza: 1,1,3,11,41,153... naslu²ujemo da je ta veza: an+2 = 4an+1 − an iz qega
²e odmah slediti tvr±eǌe zadatka (jer ²emo imati linearnu rekurentnu
jednaqinu u kojoj su svi koeficijenti celobrojni, a prva dva qlana su
celobrojna ⇒ svi qlanovi niza su celi brojevi). Da ova veza zaista va¼i
proveri²emo indukcijom. Videli smo da za n = 3 ova veza va¼i. Neka
sad ova rekurentana veza va¼i za sve k 6 n, dokaza²emo da onda va¼i i za

n + 1. Ako u formulu kojom je zadat niz u zadatku: an+1 =
a2
n + 2

an−1
ubacimo

an = 4an−1 − an−2, xto imamo prema induktivnoj pretpostavci dobijamo:

an+1 =
(4an−1 − an−2)

2 + 2

an−1
=

16a2
n−1 − 8an−1an−2 + a2

n−2 + 2

an−1
= 16an−1−8an−2+

a2
n−2 + 2

an−1
= 16an−1 − 4an−2 − 4an−2 + an−3 = 4an − an−1, xto smo i hteli da

poka¼emo. Iz ovoga sada izvlaqimo ve² gore pomenuti zakǉuqak, odnosno
svi qlanovi ovog niza su zaista celi brojevi.

5. Treba pokazati da postoji centralni ugao od 45 stepeni koji sadr¼i
taqno 100 crvenih taqaka. Podelimo proizvoǉno dati krug sa qetiri preq-
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nika na 8 jednakih lukova od 45 stepeni; ovo je uvek mogu²e, jer taqaka ima
konaqno. Pretpostavimo da se ni u jednom iseqku ne nalazi taqno 100 taqa-
ka i bez gubǉeǌa opxtosti se u nekom delu A nalazi vixe, a u nekom delu
B maǌe od 100 taqaka. Uvedimo funkciju f koja broji crvene taqke unutar
centralnog ugla od 45 stepeni. Dakle, f(A) > 100 i f(B) < 100. Rotiraǌem
centralnog ugla oko centra kruga dolazimo do slede²ih mogu²nosti: (i)
nova taqka ulazi u dati ugao; (ii) neka taqka izlazi iz ugla; (iii) jedna
ulazi, a druga izlazi; (iv) nema promene taqaka. Dakle, f se ili pove²ava
za 1, ili smaǌuje za 1 ili ostaje konstantna pri rotiraǌu od dela A ka B.
Kako funkcija f na delu A uzima vrednost ve²u od 100, a na delu B je maǌa
od 100, to postoji trenutak pri rotiraǌu od A ka B kada se u centralnom
uglu nalazi taqno crvenih 100 taqaka.

Prvi razred – B kategorija

1. Videti rexeǌe 1. zadatka za prvi razred A kategorije.

2. Oznaqimo {D} = AA1 ∩ B1C1, {E} = BB1 ∩ C1A1 i {F} = CC1 ∩ A1B1 i
uglove trougla 4ABC sa α, β, γ. Tada je ^C1B1B = ^C1CB = γ/2, ^BB1A1 =
^BAA1 = α/2, ^AA1B1 = ^ABB1 = β/2. Sada iz trougla 4A1B1D dobijamo
da je ugao kod temena D jednak ^A1DB1 = 180◦ − (α/2 + β/2 + γ/2) = 90◦.
Analogno dobijamo da su i B1E i C1F visine u trouglu 4A1B1C1, pa je
centar upisanog kruga trougla 4ABC ortocentar trougla 4A1B1C1.

A

B C

A1

B1

C1

D

E F

3. Rransformisaǌem dobijamo m =
a2b2(a− b)− c2(a3 − b3) + c3(a2 − b2)
ab(a− b)− c(a2 − b2) + c2(a− b) =

a2b2 − a2c2 + abc2 + b2c2 + ac3 + bc3

ab− ac+ bc+ c2
=
a2(b2 − c2) + bc2b− c) + ac2(b− c)

(b− c)(a− c) =

ac(a− c) + b(a2 − c2)
a− c = ab+ ac+ bc ∈ Z.
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4. 11...11
︸ ︷︷ ︸

100

22...22
︸ ︷︷ ︸

100

= 11...11
︸ ︷︷ ︸

100

·10100 + 2 · 11...11
︸ ︷︷ ︸

100

= 10100−1
9 · 10100 + 2 · 10100−1

9 =

(10100−1)·(10100+2)
9 = 10100−1

3 · 10100+2
3 = 33...33

︸ ︷︷ ︸

100

· 33...34
︸ ︷︷ ︸

100

.

5. a) Svako poǉe mo¼emo obojiti na 3 naqina, pa ukupno bojeǌa ima 34 = 81.
b) Kada se sve boje pojavǉuju imamo 2 poǉa obojena jednom bojom i jox po
jedno poǉe obojeno preostalim bojama. Ta 2 poǉa mo¼emo odrediti na
(
4
2

)
= 6 naqina, a boju za ta 2 poǉa na

(
3
1

)
= 3 naqina i ostala 2 poǉa

mo¼emo obojiti na jox 2! = 2 naqina, xto nam daje ukupno 6 · 3 · 2 = 81
bojeǌa u kojima se sve boje pojavǉuju.

Drugi razred – B kategorija

1. Dati broj je jednak broju 10(22004+21000) + 1 =
(

1021000

)21004+1

+ 1, a to

je slo¼en broj (ako je n neparan a a proizvoǉan prirodan broj, tada je
an + 1 = (a+ 1)(an−1 − an−2 + an−3 − · · ·+ 1) i to je deǉivo sa a+ 1).

2. Videti rexeǌe 2. zadatka za drugi razred A kategorije.

3. Prema Vijetovim formulama, x+y je jedan od korena kvadratne jednaqine
x2 − 10x + 20 = 0. Kako ova jednaqina ima diskriminantu D = 20, ona ima
dva mogu²a rexeǌa. Zbir ta dva rexeǌa je 10. Moramo jox da proverimo
da li je jedno od tih rexeǌa 11, jer se prva jednaqina sistema mo¼e svesti

na y =
x+ y

11− (x+ y)
. Kako to nije sluqaj, konaqno rexeǌe je 10.

4. Nejednaqina se mo¼e napisati u obliku (za x ∈ [1, 2] ∪ {3}):
√

(x− 1)(3− x) +
√

(2− x)(3− x) >
√

(x− 1)(3− x).
Oqigledno je x1 = 3 rexeǌe. Posle skra²ivaǌa sa

√

(3− x) > 0 dobija se√
x− 1 +

√
2− x >

√
x− 1. Nakon dva kvadriraǌa imamo 2

√

(x− 1)(2− x) >

3 − x, odnosno 5x2 − 18x + 17 6 0. U ovom sluqaju nema rexeǌa (kako je
diskriminanta D < 0, a koeficijent a > 0 dobijamo da je 5x2 − 18x+ 17 > 0
uvek ispuǌeno).
Jedino realno rexeǌe date nejednaqine je x1 = 3.

5. Data nejednakost je ekvivalentna sa (kada kubiramo):

2n+ 3 3√n2 − 1( 3
√
n+ 1 + 3√n− 1) < 8n, tj. 3√n2 − 1( 3

√
n+ 1 + 3√n− 1) < 2n.

Ako oznaqimo a = 3√n+ 1, b = 3√n− 1, posledǌa nejednakost postaje ab(a +
b) < a3 + b3, a ona je ekvivalentno sa (a + b)(a − b)2 > 0, xto je taqno jer
n ∈ N ⇒ a > 0, b> 0.
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Tre²i razred – B kategorija

1. Neophodno je da bude x > 0. Logaritmovaǌem obe strane jednaqine
dobijamo 1

2x · log x =
√
x · log x, tj. (x − 2

√
x) log x = 0, odakle je x = 2

√
x ili

log x = 0, tj. x2 = 4x ili x = 1. Zbog uslova x > 0 rexeǌa su x1 = 4 i x2 = 1.

2. Treba videti da li postoji realan broj a, takav da je
2x2 + 6x+ 6

x2 + 4x+ 5
6

a za svako x ∈ R, i ako postoji prona²i ǌegovu najmaǌu vrednost. Ova
nejednaqina ekvivalentna je sa nejednaqinom 06a(x2+4x+5)− (2x2+6x+6),
(poxto je x2+4x+5 = (x+2)2+1 > 0 za svako x ∈ R), odnosno sa nejednaqinom
06 (a− 2)x2 +(4a− 6)x+5a− 6. Neka je g(x) = (a− 2)x2 +(4a− 6)x+5a− 6. Za
a = 2 funkcija g(x) je linearna i oqigledno je za neke realne brojeve ǌena
vrednost negativna (kada je x < −2). Ako je a 6= 2, tada je g(x) kvadratna
funkcija, koja treba da bude nenegativna za svako x ∈ R. To je ostvareno
akko je a−2 > 0 i 0>D = (4a−6)2−4(a−2)(5a−6) = −4a2 +16a−12, odnosno
ako je a > 2 i a ∈ (−∞, 1]⋃[3,∞), dakle za a> 3. Na ovaj naqin smo dokazali
da je f(x)63, za svako x ∈ R, a jednakost se dosti¼e samo za x = −3. Iz svega
navedenog zakǉuqujemo da data funkcija ima maksimum i da je on jednak 3.

3. Videti rexeǌe 3. zadatka za tre²i razred A kategorije.

4. Iz prve dve jednakosti dobija se x sin2 α + y cos2 α = sin2 α + cos2 α,
x cos2 ϕ+y sin2 ϕ = sin2 ϕ+cos2 ϕ, tj. (x−1) sin2 α = (1−y) cos2 α, (x−1) cos2 ϕ =

(1 − y) sin2 ϕ, odakle je tg2 α =
1− y
x− 1

i tg2 ϕ =
x− 1

1− y . Iz tre²e jed-

nakosti dobijamo x2 tg2 α = y2 tg2 ϕ, pa va¼i
x2(1− y)
x− 1

=
y2(x− 1)

1− y , odnosno

x2(1 − y)2 = y2(x − 1)2, tj. x(1 − y) = ±y(x − 1), tj. x + y = 2xy ili x = y.
Posledǌa relacija je nemogu²a, pa je x+ y = 2xy.

5. Iz nejednakost harmonijske i aritmetiqke sredine
1

a
+

1

b
>

4

a+ b
imamo

logn−1 10 + logn+1 10 =
1

log10(n− 1)
+

1

log10(n+ 1)
>

4

log10(n− 1) + log10(n− 1)
=

4

log10(n
2 − 1)

>
4

log10(n
2)

=
4

2 log10 n
=

2

log10 n
= 2 logn 10.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Uslov 5− 2 sin
x

6
> 0, tj. sin

x

6
6

5

2
je oqigledno uvek ispuǌen, tj. koren je

definisan za svako x ∈ R. Uvosjeǌem smene t = sin
x

6
, dobijamo iracionalnu

nejednaqinu
√
5− 2t> 6t− 1. Imamo dva sluqaja.

1◦ t6
1

6
:
√
5− 2t> 0 > 6t− 1, pa su svi t6

1

6
rexeǌa;
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2◦ t >
1

6
: ovde su oba qlana pozitivni, pa smemo da kvadriramo i dobijamo

kvadratnu nejednaqinu 18t2 − 5t− 26 0. ǋena rexeǌa su t ∈ [−2

9
,
1

2
], xto sa

uslovom daje rexeǌe t ∈ [
1

6
,
1

2
].

Zajedno ova dva sluqaja daju t6
1

2
, odnosno sin

x

6
6

1

2
. Odatle dobijamo da je

x

6
∈

⋃

k∈Z

[
5π

6
+2kπ,

13π

6
+2kπ], te je konaqno rexeǌe x ∈

⋃

k∈Z

[5π+12kπ, 13π+12kπ].

2. Oznaqimo An =

(
1

2
· 3
4
· . . . · 2n− 1

2n

)

. Kako va¼i
1

2
<

2

3
,
3

4
<

4

5
, . . . ,

2n− 1

2n
<

2n

2n+ 1
, bi²e An <

(
2

3
· 4
5
· . . . · 2n

2n+ 1

)

=
1

An
· 1

2n+ 1
, odnosno va¼i

An <
1√

2n+ 1
, pa zbog lim

n→∞
1√

2n+ 1
= 0, va¼i i lim

n→∞
An = 0.

3. Videti rexeǌe 3. zadatka za qetvrti razred A kategorije.

4. 1◦ Za n = 1 imamo da je
1√
1
= 1 =

√
1. X

2◦ Pretpostavimo da tvr±eǌe va¼i za n = k:
1√
1
+ . . .+

1√
k

>
√
k.

3◦ Poka¼imo da tvr±eǌe va¼i i za n = k + 1: Kako je
√

k(k + 1) >
√
k2 = k

imamo

1√
1
+ . . .+

1√
k
+

1√
k + 1

>
(2◦)

√
k+

1√
k + 1

=
1 +

√

k(k + 1)√
k + 1

>
1 + k√
k + 1

=
√
k + 1. X

Stoga je po principu matematiqke indukcije
1√
1
+

1√
2
+

1√
3
+ . . . +

1√
n

>

√
n, n ∈ N.

5. Neka je x osnovna ivica i H visina prizme. Iz V = B ·H =
3
√
3x2

2
·H

dobijamo da va¼i H =
2V

3
√
3x2

=
8

x2
. Zbir du¼ina svih ivica prizme je

f(x) = 12x + 6H = 12x +
48

x2
. Kako je f ′(x) = 12 − 96

x3
, to funkcija f ima

minimum za x = 3
√
8 = 2 (zbog f ′′(x) =

288

x4
> 0). Tada je H =

8

x2
= 2 i

P = 3
√
3x2 + 6xH = 12

√
3 + 24.
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SPISAK UQESNIKA 47. REPUBLIQKOG TAKMIQEǋA

I razred – A kategorija

1. Jeli² Marija, Beograd
2. Nikoli² Vladimir, Beograd
3. Lazi² Bojan, Kragujevac
4. Lazovi² Iva, Beograd
5. Petrovi² Ivana, Beograd
6. Otaxevi² Nikola, Beograd
7. Gluxqevi² Milan, Beograd
8. Bogdanovi² Miroslav, Beograd
9. Mojsilovi² Jelena, Vaǉevo
10. Damjanovi² Aleksandar, Beog.
11. Stanixi² Stasja, Beograd
12. Banovi² Milan, Vaǉevo
13. Slobodan Draxkovi², Kraǉevo
14. Gombar Tamax, Senta
15. Kne¼evi² Jovana, Beograd
16. Kabiǉo Maja, Beograd

17. Kalmar Gergeǉ, Senta
18. Marjanovi² Aǉoxa, Beograd
19. Radosavǉevi² Jovan, Nix
20. Milosavǉevi² Nikola, Nix
21. Milovanovi² Igor, Beograd
22. Ili² Janko, Beograd
23. Risti² Kosta, Beograd
24. Radovanovi² Jelena, Beograd
25. Isailovi² Duxan, Kragujevac
26. Leki² Marija, Beograd
27. Anastasijevi² Ana, Beograd
28. Juhas Andor, Senta
29. §ur±evac Ana, Beograd
30. Gavrilovi² Ivan, Beograd
31. Qizmadija Laura, Subotica

I razred – B kategorija

32. Radosavǉevi² Mirjana, Po¼ega
33. Radenkovi² Lazar, Nix
34. Pixtiǌat Neda, Zreǌanin
35. Bara² Branko, Zreǌanin
36. Milentijevi² Petar, B. Baxta
37. Puri² Sofija, Jagodina
38. Razumeni² Ivan, Vrxac
39. Milenkovi² Stefan, Nix
40. §or±evi² Nikola, Kruxevac
41. Baǉozovi² Milox, Leskovac
42. Sedlar Sara, Sr. Mitrovica
43. Qeperkovi² ´eǉka, Vr. Baǌa
44. Igri² Predrag, Beograd
45. Xapoǌi² Nevena, Beograd
46. Levaja Igor, Po¼arevac

47. Pavlovi² Aleksandar, Po¼ar.
48. Filipovi² Aǉoxa, Panqevo
49. Radovanovi² Milan, Kruxevac
50. Rudakijevi² Nataxa, Novi Sad
51. Veliqkovi² Dejana, Obrenovac
52. Doji² Milica, Novi Sad
53. Mihajlovi² Miǌa, Novi Sad
54. Qutovi² Ivan, G. Milanovac
55. Me±o Danilo, Zreǌanin
56. Markovi² Urox, Kragujevac
57. Koqinac Vlada, Aleksandrovac
58. Mixi² Aleksandar, Loznica
59. §uriqi² Sne¼ana, Sm. Palanka
60. Eri² Petar, Loznica
61. Cvetkovi² Marija, Vlad. Han

II razred – A kategorija

62. Radojevi² Mladen, Vaǉevo
63. Jevremovi² Marko, Kraǉevo
64. Krpi² Danijel, Beograd

65. Smailagi² Marijana, Beograd
66. Rankovi² Sandra, Beograd
67. Panti² Mladen, Vaǉevo
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68. Kosti² Milan, Beograd
69. Popovi² Gorica, Beograd
70. Noji² Marko, Jagodina
71. Janoxev Igor, Beograd
72. Miloxevi² Bojana, Beograd
73. Karabaxevi² An±ela, Beograd
74. Andri² Jelena, Beograd
75. Mitrovi² Dejan, Leskovac
76. Radiqevi² §or±e, Nix
77. Trokici² Aleksandar, Nix
78. Vukmirovi² Nenad, Beograd
79. §oki² Tatjana, Novi Sad
80. Miloxevi² Milana, Beograd
81. Kati² Vojin, Beograd
82. Pajovi² Jelena, Beograd
83. Srbulovi² Tamara, Beograd
84. Stojanovi² Ivan, Nix
85. Mici² Milan, Kragujevac

86. ¨opi² Milan, Beograd
87. Davidovi² §or±e, Vaǉevo
88. Jankovi² Urox, Beograd
89. Stankovi² Ivan, Beograd
90. Trajkovi² Aleksandra, Nix
91. ¨iri² Marko, Kragujevac
92. Staji² Obrad, Nix
93. Xubi² Viktor, Beograd
94. Strezoski Reǉa, Novi Sad
95. Qizmadi ´olt, Senta
96. Kne¼evi² Marko, Novi Sad
97. Stojanov Marica, Novi Sad
98. Todorovi² Sǌe¼ana, Novi Sad
99. Miloxevi² Milox, Beograd
100. Duǌi² Stefan, Beograd
101. Anti² Milox, Beograd
102. Trpqevski Mladen, Beograd
103. Stojkovi² Nenad, Sombor

II razred – B kategorija

104. Jankovi² Strahiǌa, Kruxevac
105. Lakatox Zoltan, Subotica
106. Veǉkovi² Nikola, Pirot
107. Markovi² Svetlana, Vr. baǌa
108. Mihajlovi² Milox, K. Mitr.
109. Arsi² Duǌa, Novi Sad
110. Petrovi² Lenka, Ivaǌica
111. Todosijevi² Raca, Trstenik
112. Toxi² Milena, Velika Plana
113. Mijailovi² Nemaǌa, N. Pazar
114. Mili² Ugǉexa, Smederevo
115. Panti² Gavro, Qaqak
116. Nikoli² Nikola, Ivaǌica
117. Veǉi² Vladimir, Nix
118. ¨iri² Zdravko, Pirot
119. Dini² Vladimir, B. Palanka
120. Milenkovi² Danijela, Para².
121. Ferenc Tamara, Sr. Mitr.
122. Pavlovi² Vladan, Nix
123. Mak Robert, Novi Sad
124. Paunovi² Aleksandar, Po¼ar.
125. Daskalovi² Vukaxin, Vlasot.
126. Pavlovi² Ivan, Panqevo
127. Razumeni² Jovana, Vrxac

128. Tomi² Zoran, Kruxevac
129. Goqanin Bojana, Vr. Baǌa
130. Stoli² Aleksandra, Prokupǉe
131. Arsenovi², Aleksandar, Beog.
132. Stojilkovi² Milox, Lebane
133. Todorovi² Branislav, Qaqak
134. Petrovi² Jelena, Para²in
135. Bogdanovi² Nikola, Jagodina
136. §or±evi² Zorana, Jagodina
137. Baji² Buda, N. Kne¼evac
138. Xomo±i Huba, Subotica
139. Pakoci Edvin, Zreǌanin
140. Draxkovi² Darko, Vrxac
141. Mileti² Bojan, Nova Varox
142. Mutavdzin Slavica, Panqevo
143. Gostovi² Nikola, Novi Sad
144. Karliqi² Marko, Nix
145. Stojiǉkovi² Marko, Surdul.
146. Parezanovi² Lena, Vraǌe
147. Mili²evi² Nemaǌa, Subotica
148. Ostoji² Vladimir, Sombor
149. Dimitrijevi² Sara, Vrxac
150. Babi² Mladen, Xabac
151. Mati² Ivana, Aran±elovac
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152. Vojvodi² Milica, Surdulica 153. Medi² Dorijana, Apatin

III razred – A kategorija

154. Kovaqevi² Tijana, Beograd
155. Jovanovska Iskra, Beograd
156. Ili² Andreja, Nix
157. Jankovi² Stevan, Kruxevac
158. Nikoli² Miroslav, Novi Sad
159. Jankovi² Marija, Vaǉevo
160. Stojqi² Petar, Beograd
161. Radanovi² Branko, Novi Sad
162. Filipovi² Dimitrije, Beog.
163. Serafimovi² Ana, Leskovac
164. Stanojevi² Milica, Kruxevac
165. Kozi² Nadica, Kruxevac
166. Blagojevi² Milovan, Kraǉevo
167. Ninkovi² Igor, Beograd
168. Kvrgi² Sr±an, Novi Sad
169. Jovanovi² Andrija, Beograd
170. Jovanovi² Natalija, Beograd

171. Stevanovi² Duxan, Beograd
172. Marinkovi² Ivana, Beograd
173. Matkovi² Milox, Novi Sad
174. Peji² Petar, Nix
175. Opsenica, Slobodan, Beograd
176. §ori² Milox, Beograd
177. Nikoli² Branko, Beograd
178. Danilovi² Dajana, Vaǉevo
179. Jankovi² Ratko, Beograd
180. Petrovi² Dalibor, Novi Sad
181. Milovanovi² Vukaxin, Krag.
182. Stojadinovi² Milana, N. Sad
183. Xkoric Nemaǌa, Novi Sad
184. Mitrovi² Slobodan, Novi Sad
185. Popovi² Nemaǌa, Novi Sad
186. §uri² Nikola, Beograd

III razred – B kategorija

187. Kovaqki Neven, Zreǌanin
188. Dimitrievska Mirjana, Bor
189. Grozdani² Jovana, Panqevo
190. Trobok Bojan, Novi Sad
191. Pavlovi² Marko, Pirot
192. Trailovi² Stefan, Smederevo
193. ´ivkovi² Stefan, Zajeqar
194. Beli² Jovana, Novi Pazar
195. §uri² Jelena, Krupaǌ
196. Jorgaqevi² Ivan, Vlad. Han
197. Keki² Marija, Bor
198. Kostadinovi² Jelena, Krupaǌ
199. Pantovi² Jasmina, Beograd
200. Malenov Duxan, Vrxac
201. Petrovi² Duxan, Vr. Baǌa
202. Todorovi² Milan, Zajeqar
203. Tomanovi² Jelena, Beograd
204. Milinkovi² Branislava, Xab.
205. Ran±elovi² Jasmina, Prokup.
206. Cveti²anin Nikola, Sm. Pal.
207. Stankovi² Milena, Nix

208. Miladinovi² Ana, Jagodina
209. Bogu²anin Elmedina, N. Pazar
210. Zeqevi² Nikola, Zreǌanin
211. Vasiǉevi² Ru¼ica, Kurxum.
212. Ran±elovi² Marina, Nix
213. Blaznavac Aleksandra, Lazar.
214. Fratri² Ivana, Sombor
215. §or±evi² Milan, Leskovac
216. Pexi² Dimitrije, Leskovac
217. Jovanovi² Dragana, Kos.
Mitr.
218. Krsti² Mladen, Xabac
219. Stankovi² Sla±ana, Vlad. Han
220. Jexi² Nedeǉko, Po¼ega
221. Nikoli² Vesna, Zajeqar
222. Poklopi² Vladan, Prijepoǉe
223. Boxkovi² Nikola, Trstenik
224. Vojnovi² Ivana, Ruma
225. Fejsov Vladimir, Sombor
226. Xoti Valentin, Subotica
227. Popovi² Tamara, Kragujevac
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IV razred – A kategorija

228. Baxi² Bojan, Novi Sad
229. Stojsavǉevi² Petra, Beograd
230. Rajkovi² Urox, Beograd
231. Kabiǉo Igor, Beograd
232. Miloxevi² Vojislav, Beograd
233. Nikolov Jovana, Nix
234. Koxqica Marko, Beograd
235. Krsti² Sr±an, Nix
236. Stojanov Ivana, Novi Sad
237. Rozgi² Dejan, Beograd
238. Mani² Ana, Beograd

239. Trifunovi² Luka, Beograd
240. Nikoli² Duxan, Beograd
241. Barali² §or±e, Kragujevac
242. Alimpi² Mixa, Kragujevac
243. Veǉkovi² Nenad, Beograd
244. Luki² Nikola, Beograd
245. Dobrota Milan, Novi Sad
246. Radulaxki Marina, Beograd
247. §ureti² Jovana, Beograd
248. Mladenovi² Ana, Nix

IV razred – B kategorija

249. Stojanovi² ǈiǉana, Leskovac
250. Mari² Sla±ana, Loznica
251. Latinovi² Aleksandar, Zreǌ.
252. Skuli² Jelena, Beograd
253. Spasi² Ana, Lazarevac
254. Gvozdenovi² Nikola, N. Varox
255. Risti² Jelena, Trstenik
256. Jovanovi² Pavle, Pirot
257. Jankovi² Jelena, Vr. Baǌa
258. Jovanovi² Aleksandar, Xid
259. Dragax Jelena, Beograd
260. Jovi² Aleksandar, Vlad. Han
261. ´ivoti² Nemaǌa, Mladenovac
262. Radovanovi² Sr±an, Beograd
263. Mi²ovi² Ivan, Beograd
264. Bogdanovi² Milox, Bor
265. Pavlovi² Marko, Bor
266. Petkovi² Milica, Kǌa¼evac
267. Luki² Nikola, Ub
268. §orovi² Olivera, Kos. Mitr.
269. Todorovi² Jelna, Kos. Mitr.
270. Banti² Katarina, Loznica
271. Damǉanovi² Milan, Ivaǌica
272. Vuji² Vukan, Nix
273. Timko Nataxa, Vrǌaqka Baǌa
274. Tikvicki Dejan, Subotica
275. Subaxi² Milox, Ruma
276. Vujani² Marija, Ruma

277. Kontrec Darijan, Xid
278. Nikoli² Danko, U¼ice
279. Bende Igor, Subotica
280. Vujiqi² ǈubo, Nova Varox
281. Jeremi² Dario, U¼ice
282. Stevaneti² Sr±an, N. Varox
283. Kladarin Bojan, Loznica
284. Jovanovi² Kosta, Qaqak
285. Miladinovi² Ivica, V. Plana
286. Mla±enovi² Duxan, Smeder.
287. Vasili² ´eǉko, Beograd
288. Vukovi² Milox, Beograd
289. Kosti² Marko, Bor
290. Paji² Saǌa, Po¼arevac
291. Striqevi² Nebojxa, Sombor
292. Radovi² Slavko, U¼ice
293. Miti² Marija, Babuxnica
294. Jeliqi² Jovana, Brus
295. Vuqkovi² Nenad, Kurxumlija
296. Radulovi² Milox, Sombor
297. Tanaskovi² Marko, Vaǉevo
298. Lapqevi² Branimir, Blace
299. Isajlovi² Miroslav, Kraguj.
300. Stojanqevi² Maja, Sombor
301. Luki² Ru¼ica, Kragujevac
302. Krsti² Marija, Kragujevac
303. Marinkov Sava, Novi Sad
304. Samar­i² Nataxa, Novi Sad
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