JAPYIITBO MATEMATNYAPA
CPBMJE

MATEMATUYKA TAKMUYEA
CPE I OIIIKOJIAIIA
2004,/2005.

Beorpan — 3pemanur 2005



Opranu3anujy TaKMUUYEHA Cy MOMOTJIN:

[Tokpajunckm cekperapujar 3a obpasoBame u Kyarypy, Hosu Can
Omnmruaa 3pemanuH

HUNC — Hadrarac, Hosu Can

Iyunas ocurypame, 3pemaHuH

Continental 6anka, 3pemanuu

A.Il. NujamanT, 3pemanuu

®oro crynno " benka”, Hosu Can

Bama ”"Pycanna”, Menunmm

Owmnamuucka 3anpyra ’ ®enurc”, 3pemanus
W.II. "Beorpan”

IIIOP Hosu Can, ¢punujana 3pemanna
T.A. ”Musnoc”, 3pemanun

I1.0O. ”Lingva Educo”, 3pemanun
Kyarypuu nenrap, 3pemanun

C.P. 7 An Soft”, 3pemanun

C.T.P. ” CrpasxkuninoBo” , 3pemanus

11.0.0. ”"M.B.”, 3pemanun

Cepsuc bupoomnpeme " Komuja”, 3pemanun
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10.
11.
12.
13.
14.
15.

OPTAHVM3AIIMOHU OIBOP
47. PEITYBJINYKOT TAKMUYEIHLA 13 MATEMATHURE

. Bamannu Cranuma, navenauk [IIroacke ynpase 3pemaHun

Hopocnosaurku np Pane, npencenuur IMC

Kojuuh Anbenuja, mupexrop 3pemaHUHCKE TUMHA3Mje
Muma Korkopa Cnepanna, noMmohHuK nupekropa 3pemaHuHCKEe TUMHA3Uje
Mebo Munan, npodecop 3pemaHUHCKE TUMHA3NjE

Toamau Bojun, npodecop 3pemaHUHCKE TUMHA3N]jE
Manurona I'opan, npodecop 3pemaHnHCKe TIMHA3L]E
JoBannh Mapurna, mpopecop 3pemaHuHCKe TUMHA3M]E
Panowmuh Bocumka, npodecop 3pemaHnHCKe TIMHA3K]E
Oxronuman Tomop , mpodecop 3pemaHNHCKE TUMHA3K]E
Bakymuh /lymanka, mpodecop 3pemaHUHCKE TMMHA3NjE
Kum Mapwuja, npodecop 3pemaHUHCKe TUMHA3N]jE
Camomnosan Cama, npodecop 3pemaHuHCKe TUMHA3MU]e
Kocosan Kmesuh Bepa, npodecop 3pemanuncke ruMmuasuje

Kosauesuh Cuobomanka, mpopecop 3pemaHUHCKE TUMHA3W]E

Penmaknuja u obpana:

Baamuvup Baaruh



3anuc o 3pemaHuHY

Ero Bac y rpany 3pemanuny, npecronuiin Lanara, KOju Ce TOKOM CBOje
nyre ucropuje 38a0 Beauku Beureper u [lerposrpan, [llmannu cy ra 3saau Ho-
Ba Bapcenona, a Moriu OMCMO ra MUpHE OyIlle 3BATU Y PABAHIPA. 3PeHhaHUH
Cce HaJIa3” Ha TPOCEYHO] HAAMOPCKOj BUCUHU OI 82M M HEMa MU3a Yera CYHIE Ia
3abe, ma HaMm maH Tpaje myske Hero ocrajmuma. Hacesme, ma rpan, MEmAJIo je
Ha3VBE U CTAHOBHUKE KOJU Cy y HmeMy kuBeiu. Ha MouBapHe u puuke IpocTrope
Mapuja Tepesuja u Jocu¢ II cy, y Bpeme cBoje Buanasuue (1740-1780-1790),
nacesmaBaau Hemme, Mabape. [lnaune, ®pannyse, Byrape, Pymyne, Cunosake,
Yexe, Pycune... Jloma kamMa, punka 3eMiba, IyHO MHCEKATa, OUIN Cy CYPOBU
YCJIOBU 3a KUBOT, TAKO & CYy MHOTU HACEJFEHUIM 000JIeBAIM O MaJlapuje, KOJI-
epe, rpo3Huie u 6pP30 O yMUpAIIA.

Cp6u cy npeko Case u lynasa macosHo goumuiu ca Apcenujem Yapuoje-
Buhem 1690. ron. u Ha 0BOj CYPOBOj PAaBHUIM OCTAJIM U OICTAJIN 3aXBaJsbyjyhn
YIOPHOCTHU, PAIUHOCTY U sKeJbU na 00e30eme OrBUINTa 38 IIOKOJIeHha KOja H0Ia3e.
Ianac y onmTuan 3pemanud xusu Hajsume Cpba 75%, Mabapa 11%, Pymyna
2 %, Cunosara 2%, a y cexy Deso Buarto ma momak 3pemanuHa xuBz 15 Ha-
[MOHAJIHOCTH, IITO MIPEACTAB/bA HAJIIAPONUKY]Y 3ajeHUIY ¥ 3eMbu. Tpar cy y
HaAMaOCTaBUJIM CBU IPETXOMHU CTAHOBHUIM W OHU JbYTU KpajulmHunu Koju cy y
Banary 1594. ron nurau npBy Oyuy mporusB Typaxka.

IHanac je paBuuna ykpohena u nutoma. MouBape cy ucymieHe, MEaHIPU
baHankor JenoraHa bBereja nMCHaB/beHM OIPOMHUM HAIIOPOM XWJbala KyIydapa
(om XVI — XVII Beka, y mob6a Typaka ) u IpeTBOPEHU y IpaB, AyOOK, IJIOBHU
KaHaJ, Koju Hac mpero Twuce mosesyje ca IlymaBom m cBerom. Cucremu 3a
HaBOMHABaMme CYIPOLTABBY]Yy Ce BETPY U CYNIM M U3 TEIIKe, MacHe, OaHalke
3eMipe Oyjajy MHAyCTpUjCKe Om/bKe: IIIeHWIA, KyKypy3, mehepra pema, coja,
cyanokper. "Ta mu myrme ma mocejem Hukiao 6wm” , kaxky Jlase, mro je ume 3a
cranoBHuke Banara. IIpepana maaycrpujckux OGuibaka 006aBba Ce y BEIUKUM
dhabpurama 3a mpowmsBonmy xpane: ymwapu, mehepanu, UITOK-y wmanycrpuju
npepabeBuna on Kykypysa miekapu, BEK-y mecuoj unaycrpuju, nusapu... Aau
3pemaHuH UMa U TPAOUANN]y TEKCTUIHE, XeMHUjCKe, (papMaleyIKe U MAIIMHCKEe
WHIYCTPUje.

3pemaHul je, HAPOYUTO IHErOB I[EHTAp, IMyH JENUX CTapuxX 3rpala Ha-
jueTle Gapoknor cruia. JlemoroMm ce uctuue m nmaje medvar rpamy, srpaga Ormm-
tune (mexana sKynanujcka srpana), carpabena y npsoj mosnosuan XIX Beka on
omeke m3 nopymene TBpbhaBe, Koja je OmMiia Ha TOM MCTOM MECTY IOK j€ IOCTa-
jaja omacHOCT on pa3HuX ocBajada. Mcmpen srpame Omnmrune, pacre Hajiema
1 Hajcrapuja Tuca y rpany, 3acabema jom maBme 1888. rom. m mamTm ga je
IPEKO TPra UCIPEX e MPOoJa3uo BO3, Oa je Ha TPy CTajao CIOMeHUK Kpasmy
[Terpy, na Kapky 3pemanuny, na gourana u cama onet Kpasm Ilerap, cromenux
ypabeHn mo yriemy Ha OHAj CTApU a MOCTaBJhEH OBe 3ume, roguue 2005.

Maamn myou ce Hajuemhe m Hajpauje OKyIJ/bajy Ha TpocTOpy mamebhy



IKOJIA: MY3WYKE, €KOHOMCKE, TMMHA3Uje, €JeKTPOTeXHUYKEe M KyJITypHOr IeH-
Tpa u3melhy kojux je ypebeno jesepo, macramo nperpabuBamem Oerejckor me-
apnpa. Ha raj mauwn, HacTasa Ccy Tpu jesepa y caMoM IeHTPyY rpana. llopen
OBUX IIKOJIA KOHIIEHTPUCAHUX OKO je3epa, y 3pemaHrHy Cce Hajla3e U XeMUjCKa,
MAaIlIMHCKA W MOJLONpUBpenHa mkojga. CBe cpemme IMKOJe YKYIHO MMAjy HEIITO
mame on 7000 Daka. YueHurmMa Koju y 3pemaHUHCKE MIKOJIE T0Ja3€ U3 APYTUX
MeCTa Ha paclojarame je CMeNTaj y AOMY YUEeHUKa CPEeNlmUX IIK0JIa, KOJU Ce
takobhe HaNA3M y caMOM LEHTPY Tpala. ISPEHmaHUH je U Ipaj CTyaeHaTa, Ha
Bumoj rexunukoj mkonu u Texnuukom ¢akynarery ”Muwuxajno Ilynua” mma oko
3000 crynenara.

CeuMm bammma m gpyrum rpabanmMa Ha pacnonaramy cy Ooraru Kyii-
TypHU canp:kaju: DbubamoTera, y KOjO] Cy UeCTO KimIKeBHE Beuepu, Mysej,
Ilozopumre, ca cBojoM mpesemnoM DAPOKHOM CaJIOM U PENOBHUM PENEePTOaApPOM
Ha BEJIMKOj, MaJioj U JyTKapckoj cuenu, CaBpeMena rajepuja, IBa OUOCKOIA,
KynrypHu nesnrap Kao MecTto OKyI/bama MIaaux Jbyau. HapaBHo y rpamxy on
cropo 100 xmmmana CTaHOBHMKA IIOCTOjU MHOIITBO Kadumha, ki1yboBa, KadaHua
u KadaHa ca Pa3IndUTAM CIeNU(PUYIHOCTHAMA, aJIM OCTaB/haMO BaMm na HemTo u
CaMM UCTPAKUTE U A Y TOM UCTPAKUBAY Y/KUBATE.

3pemaHuH je nHaYe rpal dorare My3wWdyke Tpaaulmje. Y Ipamy OOCTOjU
HEKOJIMKO XOPOBa W MEBAUYKUX APYIITABA KOjU HETYjy OYXOBHY MY3UKY.

IIpruay o HameMm rpany He MOKEMO Ia 3aBPIIMMO a na HE IOMEHEeMO Oinc-
TaBy CHOPIKY Tpamunujy. l'oToBo ma HemMa cmopra y KOME TOKOM HCTOpHje
U y CcaBpeMeHOM OO0y HMCMO IOCTH3aJU BPXYHCKE pe3yjiarare. I3PEHmAHUH je
MOKIa MO3HATHUJU MO CIOPTY HEro MO OUJI0 YeMy APYTOM... 3PEHAHUHCKU ILJIU-
BauM, T’UMHACTAYAPU,BECTIAYN,KajaKaIl, KOmapKramy, ¢pyadasepr, oq00jKalIn,
KapaTucTu, pBaunM, OOKCEPH, PYKOMeTAIld, MavyeBaouud MMajy IOyry u boraty
TakMuYapcky Tpamunujy. OBom npunukoMm nocebno hemo ncrahwu 3pemaHuHCKe
CIOPTHUCTE, HOCHOLE OJaMMINjCKnX Menasma: Mwuman ['pouh, Bpamucnas Cu-
vmuh, 3Bouko Byjun, Mwumnopan Cramymnos, Momup Puwuh, Ilejan Bonmupora,
Baamuvmup I'pouh, Hurkona I'pouh.

Moraun 6ucmo jom muHOrO Tora pehu o Hamem rpafgy u O HAIIOj PABHULU, O
TOME KAaKO HEMa Ha KYTJIM 3€MaJbCKO] JIEMIIer IPU30Pa 04 OAHAIKOT KUTHOL MO-
pa, O Hemperje HuXx CYHIOKPeTa, 01 MONHUX, JEHBUX U ONACHUX PABHUYAPCKUX
peka, o Ilapckoj 6apu, o Ramreny y Eyku u TUKOBHO] KIOHUjU, a1 OHOME KO
je OBlIle IPBU MyT U OBOJIMKO je IpeBUINe, a OHOME KO je oBae Beli Omo, u He
Tpeba mpuyaTu.

Hexommko peun o mkosau gomahuny

3pemaHnHCKa T'MMHA31ja OCHOBaHa je 1846. rommue m caemehe romuue
obenexxaa 160 roguua ycmemuor pana. O Tux IpBUX maHa, Kana je y 6 paspe-
na ynucano 214 yJyeHwuka, ma 10 maHac, kanga opoju 1296 yuenura y 42 onesmema,
IPOILIA je KPO3 MHOre mnepuoe pedopMu, IogeNla, yAPYRKUBAKHA U €KCIEPUMEH-



tanaor pazga. llkony je mo cama 3aBpmuiao oko 23 000 yueHUKA.

ITanac je 3pemaHnHCKa TUMHA3Uja jeqHa Ol HajBehnX ruMHA3Mja y 3eMibu,
a cBakako je Hajseha y BojBomunu.Y yenuru ce ob6pa3yjy mo mporpamMy 3a TUM-
Ha3Ujy OIIITET, APYIITBEHO-jE€3UYKOT U MPUPOTHO-MATEMATUYKOT cMepa. Hacta-
Ba Ce U3BOAU HA CPICKOM U MahapCKOM HACTABHOM jE3UKY, & ¥ PaJ Ca YUICHUIINMA
yEmBydeHO je 106 mpodecopa 1 3 cTpydHa capaIHUKA.

Pesynraru koju ce mocTmky y mrosau yBek cy 6miau Hannpoceuyru. Illto ce
Tuye penosHe Hactase, 60% bHaka mma ommnuan ycnex, a oko 30% mux BpJso mo-
Gap.Yvenunu 3pemaHUHCKE TMMHA3Mje Bell TpaauIMoOHANIHO TMOCTILKY 3HAUAjHE
pe3yJiTaTe Ha TAKMUYEHUMa U3 MATEMATUKE, (U3UKe, HHPOPMATHUKE, OUOIOTHUjeE,
CTIIOPUKUX MUCHUAIINHA, KAO U HA JUTEPAPHUM U JIUKOBHUM KOHKYPCUMA.

Y WIKOJW Ce HAPOYUTO BOAY PAUyHA O BAHHACTABHUM AKTUBHOCTUMA, KAKO
Ou ce yuyeHMIUMA MPY:KUIa MOTYNHOCT ma ce MCIoJ/be y CBUM OOJIacTUMAa WH-
TepecoBama. Y OKBUPY IONATHOT Pajaa,0pPraHU30BaHE CY CEKIUje U3 CKOPO CBUX
IpeaMeTa, a OCUM BUX y MIKOJIM aKTUBHO PAAU U €KOJIOMIKA, APAMCKA, PEnUTa-
TOPCKA M HOBMHAPCKA Ceknuja koja ypebyje mkosncku nuct "Ilyt”. Wme mrome
IO IIeJIOM CBeTy aupMuile u oMIaguHCKu xop ~Koua”, roju je unan Cseure
(enepanuje XopoBa.

3HauajaH JOUPUHOC Paay IIKoJe naje Dhaukum mapiaMeHT KOju aKTUBHO
pamu on 2002. romuue. ‘Dauku mapiaameHT ce O0aBM CBUM OWTHUM OUTABUMA
BE3aHUM 33 JKMBOT DHaka y MIKOJM, KOOPIWHUPA PAaL ONEJFEHCKUX 3ajeTHUIA,
OpraHm3yje XyMaHUTapHE akluje, yTU4Ye Ha KBAJUTETHO KOpuT7leme ciobomHOT
BpeMeHa YYeHUKa, IPOMOBUIIE CI000LYy MUIIbEHA U TOBOPA U CJI.

On 2002. romwee IMKOJA HOCTAaje jemHa O PEPOPMCKUX TUMHA3UjA Yy
3eMJbU U YEMBYyUdyje ce y mpojerar IIIkosckor paspojuor miaanupamma.TperHyTHO
ce OBaj MPOjeKaT, KOJU IPOMOBUIIE MHTEPAKTUBHY U WHTEDAUCHUIIIUNHAPHY HAC-
TaBy, HaJla3u y pa3u peaausanuje.

Hapounto cy Baskuu npojerru mehyHapomse capaime, KOju Ioapa3yMeBa-
jy pa3Meny mHopManuja, 3ajelHUYKE CEMWHAPE M CTPYUYHA IIyTOBaMma ydYeHU-
ra u mpodecopa. OBakBa capanma yCHoCTaB/beHA je ca ruMuHasujom y IlTy-
jy, myreMm mpojekra "Miaamu m Memuju”’ y KOjU Cy YK/bYUYEHU T'MMHA3UjAIIN U3
[Mosmwcre, Uranuje, Hemaure, Mabapcke u CroBenuje. 3aruMm ca I'MMHA3U]OM
u3 rpana Boc y Hopsemkoj, a y TOKy je yCHmoCTaB/bame CAPAMIME U Ca jeTHOM
on MOCKOBCKuX rumHasuja.Takobe, Beh nHerkonuko rogmua mamm Hanu m npode-
copu IOHOCE BpenHe Harpale ca MehyHapomHe cMOTpe BAHHACTABHUX AKTUBHOC-
tu 7 Shuliexpo”, koja ce opranusyje y mabapckom rpany Hbupebxas.

3pemanuncka ruMmuasuja 1996. romuae 6una je momahwmu Pemy6auukor
TaKMUYemha U3 (U3NKe U CTPAHUX je3uKa. & CMUCIY [PENO3HaBama INPaBUX
BPEIHOCTH, Kejba HAM je na MOHOBO OymeMo mobpu momahwrum m na momeammo
ca BaMa pPagoCT HErOBama TAKMUYAPCKOT nyxa Ha 47. PenyOamykoM TakMUYeny
13 MaTeMaTUKe.



PEIIYBJIMYUKA KOMNCNJA
3a TaKMUUYeH:a U3 MATEMATUKE 33 yUYEHUKE CPeIbUX IIKOJIa

mroJIcka romuaa 2004 /2005.

1. Auuh mp Usan, Matematnukn ¢akynrer, Beorpan

. Banruh Bnamumup, Exonomcku daxynrer, Beorpan — mpencensux

Penybauuke xomucuje

. Hommura ap Urop, IIM®, Hosu Can
. Hopocnosauru np Pane, ®TH, Hosu Canx — npencennur Ipymrea

maremaTuuapa CpbOuje

. IOyromuja np Bopbe, Maremaruuku darynarer, Beorpan

. DByruh Hyman, Yuusepsurer yv Toponry, Kanana

. Urkomuuosuh mp Hebojma, IIM®, Kparyjesa

. Kuesxkeruh Mwussan, Marematnuru ¢axynarer, Beorpan

. Kprunrh DHopbe, Maremarnuru ¢paxymnrer, Georpan

. Mapunkosuh Pactrko, Maremaruuka rumuasuja, Beorpan
. Marunh Wsan, Beprau, CAII

. Munuhesuh bHopbe, IIpuncron, CA Il

. Munocasmesuhi Muaom, [TM®, Hum

. OrmanoBuh Mmp Cpban, Maremarnura rumuasuja, beorpan
. llerpoBuh Hukosna, Pusnuru dpakynrer, Georpan

. Tanmosuh np Ipenpar, Maremarnurn nacturyr CAHY

. Tomuh Upsanra, 'mmuazuja, Bameso

. YUykuh np JbyGomup, I'pabeBuncku darynrer, Beorpan



OINIINITVHCKO TAKMMWYEILE N3 MATEMATUWERKE, 17.12.2004.

ITpBu pa3pen — A kareropwuja

1. Heka je K cpemumre teskumue ny:xku CChp tpoyria AABC u merka je AK N
BC = {M}. Hahin omnoc CM : M B.

2. Hahu cBe mpocte 6pojese p, ¢ u 7, Ka0 U CBe IPpUPOAHE OPOjeBe N, TaKBe 1a
1 1 1 1

BakM — + — + — = —.

p g T N
3. Hahu cBa pemema jemmaumme x2 + y2 4+ 22 = 2004 -2 -y - 2 ¥ CKYIy IEIHX
OpojeBa.

4. Herka je mar ckyn S = {s,i,¢,g}.
a) Konuko nma penanmja y ckymy S koje HuCy cumerpuyse?
6) Koauko nma aHTUCUMETPUYHUX pesanuja y cKRymy S?

5. llokasatu nau onmoBpruytu: Meby mpousBomuux 6 npupomauux 6pojeBa yBek
je moryhe mahu 3 tako ma cy cBaka 2 y3ajaMHO OpOCTa MM 3 TaKO aa CBa 3
uMajy 3ajennuuku menuian sehwu on 1.

Ilpyru pa3spen — A kareropmja

1. Heka je AB npeunuk kpyra k u neka ce teruse AD u BC Tor kpyra cery y
raukn F. Ilokazatu na AE-AD + BE - BC ue 3aBucu on uzbopa tavaka C' u D.

2. Hera je O umenrap Kpyra OmmcaHOT OKO KOHBEKCHOr uerBopoyraa ABCD u
meka je E mpecek mujaromana AC u BD. Axo cy cpemumra ny:xu AD, BC u
OF ronvHeapHe Tayke INOKa3aTW na je Tana ucnymeno mnmu AB = CD unu je
<AEB = 90°.

3. Hahwu cBa pemema (a,b) y ckyny pauronaisux GpojeBa jeHaduHe:

(a+bv2)? =11+ 14V/2.

4. 3a KOje BPEeIHOCTU PEaHOr ImapaMeTpa 1 jeqHadnHa
ma? + (2m + 1)z + (m — 3) = 0 uma Gap jemIHO HETATUBHO pemiere’?
Kana mva nBa HeratmBHa perrema?

5. Tlocse cBakor cacraHka KOMUCHje, HEKM UIAHOBU (3HAuUM HUX Oap aBoje)
omia3e 3ajenHo Ha pydak. Tamo mehyrtmm, cBako ox mpucyTHux ce mocsaba
ca cBaxkuM. Hakon tora nmocsabann mehe Bume otrhu y 3ajeHUYKOM APYIITBY
Ha pydYak mocJse cacrtanka xkomucuje. CacTaHI KOMUCHje Ce OAP/KABAjy MOKJIE
rox je moryhe opopmuru apymrso (ox 6ap ABOje byIu) 3a OIJIA3AK HA PyYaK



HaKOH CaCTaHKA.
a) Ila au je moryhe ma je komucuja kKoja 6poju 7 unanoBa ogpskasia yKymHO 10
cacranaka (Tj. py4ukoBa)?
6) Ha s je moryhe na je komucuja koja 6poju 11 unanosa oxpskaza yKymHO 5
cacranaka (Tj. pydYKoBa)?

Tpehu paspen — A kareropuja

1. ¥ omrpoyriaom tpoyray AABC tauka D je nomuoskje sucune u3z C, a Tavka
E nomuoxkje Bucuue uz Dy ABCD. Heka je F Tauka nysku DFE TakBa na je
DF : FE=BD : DA. Ilokazaru ga cy npase C'F u AFE y3ajaMHO HOpMAJHe.

2. Y cryny peasHux OpojeBa PEMIUTHU jeTHAYUNHY 10823 + 3logy Vo 12.

3. FKoumko pemema y CKyIny HEHEraTUBHUX I€IUX OpojeBa mMa jeTHauumHa

100n N 100n I
199 201 |

4. Heka cy a, b u ¢ koMIIIeKCHU OPOjEBU TAaKBU A4 Cy CBa TPU KOPEHA jeIHAYWHE
2% 4+ ax? + bxr + ¢ = 0 momyna 1. Jloka3aTu ma Cy CBa TPU KODEHA jeIHAUMHE
23 + |alz? + |blz + |¢| = 0, Takobe, momyna 1.

5. Ilocise cBakor cacTraHka KOMUCHUje, HEKM WIAHOBU (3HAUYM HBUX Oap ABOje)
omna3e 3ajemHo Ha pydak. Tamo mehyTwmMm, CBakO On MPUCYTHUX ce mocBaba
ca ceaxkuM. Harxon tora nmocsabanm mHehe Bume otuhu y 3ajeJHUYKOM APYIITBY
Ha pydJak mocie cacranka komucuje. CacTaHnu KOMUCHje Ce OOP:KaBajy MOKJIE
roxn je moryhe opopmuru apymrso (o4 6ap ABOje Jbyau) 3a OMIA3aK HA PyYaK
HAKOH CACTAHKA.

a) Ila au je moryhe ma je komucuja koja 6poju 8 umanoBa ogpskaa YKyIHO 15
cacranaka (Tj. PydYKOBa)?

6) Ha su je moryhe na je komucuja Koja Gpoju 13 unanosa oxpskasza yKymHO 7
cacranaka (Tj. py4uroBa)?

YerspTu paspen — A kareropuja

1. Bucekrpuca yumyrpammer yria y teMeny A tpoyriaa AABC ceue cTpaHuiy
BC y mauku K. llenTpu ymucamor kpyra tpoyria AABK w omucasor xKpyra
tpoyriia AABC ce noknanajy. Hahu yraose tpoyraa AABC.

2. Hahwu cBa mpecnukaBama f : R — R, koja cy "ua” (cypjekuuje) u 3a kroja
BayKU: f(f(a:—y)):f(x)—f(y) 3a Vr,y € R.

3. Hara je ¢ymrmuja f(x) = nh_}n(io T x> 0. OgpemuTtu Hyjde U 3HAK

¢yurumje f(x), ncouraTy MOHOTOHU]Y, & 3aTUM HaUPTATU rpaduk dyuruuje f(z).



4. Bugneru 4. 3anatak 3a tpehu paszpen A kareropuje.

5. Y paBHU je 3aIaT N-TOyrao ymja TeMeHa MMAa]jy eJ00pojHe KoopAuHATe, a
crpanune cy xyssuae /2005, 3a xkoje n € N (n > 3) je To moryhe?

Ilpeu pa3pen — B kareropuja

1. Bumeru 1. 3amarak 3a npsBu paspen A kareropuje.
2. Bumeru 2. 3amarak 3a npsu paspen A kareropuje.

3. Hahu tpomudpen 6poj abc axo je uerBopomudppen 6poj abcl Tpu myrta Behn
onx yerBoponudperor opoja 2abc.

4. Koamko mma mMa gujaroHajia KOHBEKCHOI 15-Toyria Koje cmajajy mo IBa
merosa teMmena maMeby kojux ce (mocmarpamo y oba moryha cmepa) namasze
Oap Tpu Opyra TtemeHa?

5. Bucunma AD u3 temena A tpoyraa AABC pmenu crpanuny BC y omHocy
BD : DC = 3 : 1. Aro je <ABC = 30°, mokazatu ma je tpoyrao AABC

IPaBOYIJINU.

Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. Jlokazatu ma je 6poj A = (6\3/9—1—4\/54— Z\)’/Q—i— \/3) . i%/2 — /5 neo u mahu

HETOBY BPEIHOCT.
2. Bumeru 2. 3amarak 3a npsu paspen A kareropuje.

3. Hahu cBe mese 6pojeBe = u y 3a Koje Baxu 2 — 6y + 13y% = 100.
4. Bugneru 4. 3amartak 3a qpyru pazpen A kareropuje.

5. ¥ rpanesy ABCD kpaha mujaromamna AC mopmasina je Ha ocHOBUIlaMa AB =
aun CD =0b. Axko je <DAC + <ACB = 90°, nahu nysxune xkpaxkosa BC u AD.

Tpehu paspen — B kareropuja
1. Hera cy «, § u 7y yraosu TakBu ma Baxku § = 60°+« u v = 60°+ (. lorazartu
Ia je BpemHOCT m3pasa tgatg S+ tgftgy + tgvytga meo 6poj.
2. Bugeru 2. 3anmarar 3a Tpehu paspen A rareropuje.

3. Hahu cBe mese 6pojeBe = u y 3a Koje Baxu x2 + Sxy + 25y% = 225.



4. Jlar je mapaaenorpam ABCD ca omrpum yraom ox 60°. Oxpemuru omHOC
Iy:KMHA cTpaHuna mapaJenorpama AB : AD, ako je OOHOC Iy:KWHA IWjaroHaja

AC : BD =+/19: V7.

5. Y mpaBWIJIHOj TPOCTPAHOj MUPAMUIN, YKja je UBUIA OCHOBE a, yrao mameby
vBMNa Opu BPxy jemaak je o («<90°). OapenuTy MOBPIIUHY IPECEKA IUPAMULE
U jeIHe PABHU KOja CAIPYKU jeIHY WMBUIY OCHOBE M HOPMAJIHA je Ha HACIpPaMHY
OOUHY WBUILY.

UYersptu pa3pen — b kareropuja

1. Tpwu peanna Opoja, pazauuura On HyJde, 00pa3zyjy ApUTMETUUKU HU3, a
KBAIpaTU TUX OpoOjeBa y MCTOM HOpPETKYy, oOpa3yjy reomerpujcku Hu3. Hahwu
KOJIMYHUK TOI T€OMETPHjCKOI HU3A.

2. Bugeru 2. 3amarak 3a tpehu paspen A rareropuje.

3. Bupmeru 3. 3amatak 3a yerBpTH paspen A kareropuje.

4. Uzpagynartu lim,_, o (1% + 5%9 +...+ m).

)

5. JlorkazaTy ma jemHavyuHa Sin (% arccos z) = 1 HeMa peaHUX Pelema.

OKPYXHO TAKMUYEILE U3 MATEMATWEKE, 19.02. 2005.

Ilpeu pa3penm — A kareropuja

1. IIpaBa kpo3 uyenTap onucaxor kpyra u oprouesrap rpoyria AABC (Ojrepo-
Ba mpaBa), ceue yHyrpammoct crpanuna CA u CB y taukama M u N, penowm,
takBuM na je CM = CN. Ioxrazaru na je <ACB = 60°.

2. Hahwu cBe taure P Ha kpyry omnucanoMm oko tpoyria AABC 3a koje je 30up
PA+ PB+ PC vunuMamna.

3. Heka cy x u y nenu 6pojesu, taxsu aa 90 memu x2 + xy + y2. dokasatu na
ogna 900 menu zy.

4. Hexa cy x, y u z peanqnu 6pojeBu, Taksu na je x2+y2+2%2 = 18 u zy+
yz + zx = 9. Vspauynaru Bpensoct uspasa |z| + |y| + |z].

5. Ana u Bpanro cy craBunu Heku 6POj sKETOHA HA TOJbA MAXOBCKe Tabie 8 X 8.
Ana je zanucana OGpojeBe ;KeTOHa y CBAaKO] BPCTU, a bpaHKO OpojeBe :KeToHA Yy



cBakoj kKoJoHU. AHa je 3ammcaina cse pasnuuute Opojese. Jla au je moryhe ma
cy cBu BpankoBu OpojeBu pasiauuutu on AHuHuxX?

JIpyru pa3spen — A rareropuja

1. Y romBercuHoM yerBopoyriy ABCD rtauka O je npecek mujaronana. Heka cy

E, F u G penom npojernuje tadaka B,C u O va AD. Ilokaszatu na je mOBPIIUHA
AD-BE-CF

20G
2. Pemuty vHejemunaunny 2z — 1+ vz +22>23++z+6.

3. Hexa cy = u y peanuu 6pojesn, Taxsu xa je 2 +y? < 25. Onpenntu najsehy
U HajMamy BpemHOCT u3pasa 2 + y2 + 12z — 16y.

\/ log, 2004 v/ 1089004 2
u 2004 Be

yerBopoyrina ABCD jenmaka

4. Koju je om 6pojesa 2
oxrosop!)

hu? (OGpaszmoxurn

5. IHat je mu3 mpuponHux 6pojeBa 1 =z < 29 < ... < T, < ... ca OCODMHOM
na je xp41 < 2n 3a cako n € N. Jla gu mocroje MHIEKCH ¢ M j TaKBU 14 je
Ti— Tj = 20057

Tpehu pa3zpen — A kareropuja

1. Y rpoyray AABC, tauka D je cpemumre crpanune BC, a tauka F Ha
crpaunnu AB takBa nma je AE = 2EB. Arxo je <ADC = <BDE, nahu yrao
<ACB.

2. Hexka je mat mpuponman 0poj a. loka3zatu ma mocToju OECKOHAYHO MHOTO
naposa npupoauux opojesa (b, ¢) raksux na cy ab+1, ac+1 wu be+1 normysn
KBaJIPATU.

3. Hexka cy a,b,c¢ crpanune npom3BoOJbHOr TpOyria U «, ( YIJIOBU HACIPaM
crpanuna a u b. Ilokazaru ma Baxku acosa + bcos (3 < c.

4. Hexka cy z1,...,T, TIO3UTUBHUA PEAJHU OPOjEeBU TAKBU 14 je Ti+xo+...+ T, =
n—1

n
i 2
1. Hahu MmuauMasny BpemHOCT M3pasa Y + E Ty — E TiTig1-
i=1 i=1

5. Iare cy Tpm Tauke y paBru. Halwm kpyr HajMamer HOJIynpedYHUKA, KOjU
CcanpyKU OBE TAUKe.
(Tlom KpyroMm ce moApa3yMeBa KPY:KHUIA U HEeHA YHYTDAIIHOCT )
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YerBpTu paspen — A Kareropuja

1. Heka je y Tpoyry AABC tauka H opromnenrap, M cpemuna BC, D mpecek
AM ca onucauum kpyrom oko ANABC u E cumerpuuna tauka tauke D y omHOCY
wa M. Iorazatu na je npasa EH mopmasna Ha nmpaBy AM.

2. Oxpemutu mocaemme 3 mudpe Gpoja 32000,

3. Hahu mumumym ¢ymrmuje f(r) = Va2 — 4z +8 + Va2 — 10z + 41. 3a xoje
BPENHOCTU T C€ MOCTUKE Ta] MUHUMYM?

4. Y pmarom tpoyriy AABC kouctpyucaru tauky M uumju je 30up KBaapara
pacrojama mo npasux AB, BC u C A MmuHUMAaIaH.

5. Ila nu je moryhe ckyn Ipupomgaux OpojeBa IONENIUTH HA OBA JUCjVHKTHA CKY-
ma, TAKO Oa HU jelaH OX HBUX He CAAP/KU DECKOHAUHY apUTMETUUKY IPOTPECH]y,
KOJl KOje HUCY CBU ejeMeHTu MeDycoOHO jemHaru?

IlpBu paspen — b kareropuja

1. Hera je ABCDEF kousekcan mecroyrao kox xora je AB || DE. Heka cy
M, P, N u QQ penom cpemumra crpanuna BC, CD, FF u FA, a K u L pexom
cpenumra nyxku MN u PQ. Ilorkazatu ma ce tauke K u L morsamnajy ako u
camo ako je AB = DE.

2. TeruBe AB u AC xpyra k cy jemnake, a tetuBa AD ceue BC y tauru E.
Ilorkazaru na je <BEFA = <ABD.

3. Bugmeru 3. 3amatak 3a mpBu pazpen A kareropuje.

4. Ogpenutu cBe mpupomHe OpojeBe a u b TakBe ma Opoj \\;__ \\;__
paIvOHAJIAH.

5. Bunmeru 5. 3amartak 3a npBu paspen A rareropuje.

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

1. Teruse AB u MN xpyra k(O,r) cery ce y yHyTpammoctu kpyra y tauku C.

3
Axo je OC = gr, tauka C cpemumre tetuse AB u MC : CN =4 :9, onpeautu
cunyc yriaa <ACM.

2. Pemurn jemmauuny 2x —1 -3 =+vx+6 -z +2.
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3. Y CKyIly KOMIUIEKCHUX GpojeBa pemuTu jemraumny z2 — (34 2i)z +5+1i = 0.
4. Bunmeru npBu meo 3. 3amaTka 3a Apyru paspen A kareropuje.

5. Bunmeru 5. 3amarak 3a npBu paszpen A kareropuje.

Tpehu paspen — B kareropuja

1. IlokazaTu Aa HU 3a KOja TPH BEKTOpa d, bu e MOLY MCTOBPEMEHO Ja Baske
cnenehe Tpu mejemnakoct: \/3 - |d@ < |b—c], V3-b| < |é—al, V3-|E| <
@ — bl

2. Y 3aBUCHOCTU O PEAJIHUX IapamMeTapa « U (3 PEIIUTU CUCTEM

r + y + [z = a+2p
x + oy + z = a?+p3+1
r + y 4+ 28z = a+38

3. Bugeru 3. 3amarak 3a tpehu paszpen A kareropuje.
4. Buneru 4. 3amarak 3a qpyru paspen A kareropuje.

5. Pasaum pomba ABCD u pasau mpasoyrior tpanesa DCEF cy mebhycobuo

1 DF 3
wopmanue (DC L DF, DC || EF, DC > EF) u Baxu cos <BCE = 3 OB %
Hahwu ommoc cTpanume poMba U MOJMYyIPEYHUKA YIUCAHOT KPyra poMba.

UYerepTH; pa3pen — b kareropuja

1. Ozpenuru cBe mpupomue 6pojese, n Takse na je 6poj 2" +n? memwus ca 7.

2. Y monynonry mosynpeynrka R ynucana je mpaBuiiHa 4eTBOPOCTPAHA IPU3MA
MaKCHUMaJIHe 3aIlpEMMHE, TAKO Oa MOHa OCHOBA NpU3Me NIPUIANa OCHOBU IIOJY-
JIONITE, & TeMEHa TOPH:e OCHOBE IpU3Me Npumanajy moppmu mnosaynonre. Onpen-
UTV BUCUHY Te IpPU3MeE.

3. Bugmeru 3. 3anmarak 3a yerBpTHU paspen A kareropuje.

o _ 1 1
4. Vcmwratm MOHOTOHOCT Hu3za {a,}, KOJU je maT ca an = g + nyg + .- +
1 1
a1 1 30
z—1 1

5. Meby rommiiekcarM O6pojeBuMa 2z KOjU 3a00BOJBABAJY j€THAKOCT 3

z— 24
OIOpenuTy OHaj KOoju mMa HajBehum momyo.
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PEIIYBJIMYUKO TAKMUWYEILE N3 MATEMATUKE, 19.03. 2005.

IlpBu pa3pen — A kareropuja

1. Koaumko mma jegHakKOKpakKMX Tpalesa ca MeJOOpPOjHMM CTpaHUIAMa JUju je

obum 20057

2. Heka je AABC jemmarkokpaku tpoyrao ca AB = AC. Ilara je tauka D
wa crpanunu AC, takBa na je CD = 2AD u tauka P wa nysku BD. Axo je
<APC =90°, morazaru na je <ABP = <PCB.

3. Heka cy A1, Ao, ..., Asg1 mpousBosbHe, Me)ycoOHO pa3iuunTe TaUKe y PABHMU.
IlokazaTu na Ha OWI0O KOjOj KPY:KHUIM moaynpevnuka 4 mocroju tauxka M 3a
KOjy je mcmymeHo na je 36up myskmHa nysxu MA;, MAs, ..., MAsy Behn unnm
jemnax 2004.

4. 3a peanne OpojeBe a u b norkazartu ciaenelly HejeTHAKOCT:
a(l+b%) +b(1+a?) < (1+a?)(1 + b?).

5. Ha tabau je manucano 2005 jemuuuna. Jlo3Bomeno HaM je ma m3bpumemMo aBa
OJI 3aIIMCAHUX OPOjeBa U yMECTO HbUX HANUIIEMO YeTBPTUHY Hmuxose cyme. OBaj
MIOCTYIAK IMOHABJHAMO IOK Ha Tabium He ocTraHe camo jemaH 6poj. lokaszaru ma
nociuenmy npeoctanu 0poj Huje Mamu ox 1/2005.

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1
1. Heka cy a,b,c npuponuu GpojeBu TakBu na je — + — = —. Axko je d najsehn

b

3ajeIHUYKU mejumiial 6pojesa a,b,c, moka3aru ma je abcd mOTIyH KBaIpaT.

2. Heka je H oprouenrap omrpoyrior tpoyriaa AABC. Ha ny:xkuma BH v CH
onpebene cy rauke By u Cy Takse na je <AB;C = <AC1B =90°. Jlokasatu na
je ABl = ACl

3. Hexa je P tauka yuyTap omrpoyrior tpoyriaa AABC, AC < BC, taksa na je
AD  AC?
<PAC = «PBC. Ilpaa CP ceue AB y taukn D. [lokazatu 1a je — < ——-.
P Y WA pp S B2
4. Ilara cy 2 KBaJpaTHA MOJUMHOMA Ca PEAJHUM Koedurmjentuma, Pi(r) = 2 +
a17+by u Py(z) = 22 +asx+by, mpu uemy Baskm: (by—bo)?+(a1—az)(arba—asby) < 0.
Ilora3zaTu ga Tana oba HOJIMHOMA MMajy peasiHe KOpeHe M na ce m3MeDy nBa
KOpEeHa CBAKOI' O]l TMX IIOJIMHOMAa HaJla3l KOPDEH OHOI' JPYIOr.

5. Konuko uma nepmyrammja 7 ckyna {1,2,...,n} takBux na je mpousBon (my —
1)(mg — 2)...(m, —n) Henapau Gpoj?
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Tpehu pa3zpen — A kareropuja

1. Heka S(n) o3sauasa 30up nudapa npupoguor 6poja n. Hahwu cse Gpojese n
takse ma je S(n) = S(2n) =...= S(n?).

2. Heka cy F u F rtaure ma crpanunama AC u AB tpoyraa AABC rtakse na
je EF || BC. Ilora3zaru ma mpecedne Tauke Kpyrosa Haz npeunmimuma BE u CF
OpUNanajy BUCUHUA U3 TeMeHa A.

3. ¥ uerBopoyray ABCD je <DAB = 150°, <DAC + <ABD = 120° u <DBC —
<ABD = 60°. Hahu <BDC.

4. Heka 3a mosutusHe peasane Gpojese x u y Basu 2 +y° > 3 +y*. JlokasaTu
na je 22 + 1% < 2.

5. Ilokazaru ma ce 3a cBako n € N, mehy cBum mpupomaum OpojeBuMa KoOju
canpske y CBOM HEKaJHOM 3amucy camo nudpe 1, 9 u 2 (1 upu ToM ce cBaka o
BUX 6ap jenqHoM mojaBibyje y TOM 3anucy) moxke Hahu 6ap jeman xoju je nemus
ca 2".

UYerBpTH pa3pen — A kareropuja

1. Hera cy a,b € Z u 3a cBako n € N 6poj a-2"+b je nornyn kBaapar. Jlokazaru
na je a =0.

2. Y kpyr k je ymucan mectoyrao ABCDEF | upu yemy cy crpanune AB, CD
u EF jennake nomynpeuvHury kpyra k. lokazaTtu ma cpemumra mpeocTaje Tpu
CTpAHUIE NPEACTABIHA]Y BPXOBE jeTHAKOCTPAHUYHOL TPOYIJIA.

3. Akocy 1 =dy < dy < ... < dp = n cBu geauonu mpupomgHor 6poja n > 1,
mokazatu ma je di +ds + ...+ di > ky/n.

2
. aniq+2
4. Hus {a;} 3amat je pekypenTHo: a1 = as = 1, o = == zan>1.
(275
IorkazaTu na Cy CBU YIAHOBU TOT HU3a IeJIU OPOjEeBU.

5. Ywuyrap jemuauunor kpyra narta je 801 Tauaka, oI KOjUX je jemHa IEeHTaApP
Kpyra m oHa je obojeHa miaBo, a ocrajie cy upsBene. Ilosmato je ma ce mebhy
JaTUM TavykKaMa He Hajsaze 3 koauHeapue. JlokaszaTu ga Masia AHresuHa MOKE
Hahwu kpyxHU ucevyak on 45° koju canpskm tavno 100 npBermx tayakra. Mama
AnrenmHa He cMe Ia cedve KPYT MO MpaBaMa Koje Caapike HeKY O IIPBEHUX Tada-
KA.

IlpBu pa3pen — b kareropuja
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1. Bugeru 1. 3amarak 3a npsu paspen A kareropuje.

2. Hera cy A, Bi,C] penoMm mpeceuyHe Tauke CUMETPajia YHYTPAIIbLUX YrIoBa
u3 temena A, B,C tpoyraa ANABC ca omucasum kpyrom oko Tpoyriaa AABC.
Iokazatu na je menrap ymnucanor kpyra tpoyriaa AABC opTomeHTap TpOyTria
ANA1B1C.

3. Heka cy a, b u ¢ pazmuuntu nenu OpojeBu. I[lorkazatu na je m m =
a3(b? — ) + b3(c — a?) + (a2 — b?)
a?(b—c)+ b (c—a)+c?(a—0D)

takobe 1eo.

4. opoj 11...1122...22 -
Ilora3zaTu na ce O6poOj MOK€ HalMCaTU Kao IPOU3BOJ IBa y3a

2005 2005
CTONHA TpUpoaHa Gpoja.

5. Keampar 2 X 2 monemen je ua 4 kpaaparuha 1 x 1. Caku on kBanparuha je
000j€eH NPBEHOM, IIABOM MU OesoM GOjoM.

a) Konuko uma pasziauuurtux 6ojema?

0) Konuko nma paszmumuurux 60jema y kojuma ce c¢Be Tpu 0oje mojaBmyjy?

Ipyru paspen — B kareropuja

1. lokazatu ma je 6poj 1000...00 1 cmoxen.
—

22004 4 91000 _1

2. Bugeru 2. 3amatak 3a apyru paspen A karteropuje.

Q:+y+E:10
Yy

3. Peannu 6pojeBu x m y 3aTOBOJbABAjYy CHUCTEM jEIHAKOCTU vrty) 2
7y .

IIponabure cymy cBux mMoryhux BpemaHOCTU m3pasa T + .

4. Pemury vejemmaunay V4x — 22 — 3 = Va2 — T + 12 — /a2 — 5z + 6.

5. Jlokaszatw ma 3a cBe mpupoaHe DpojeBe n BaKu \3/n + 1+ \3/n -1<2 %
Tpehu paspen — B kareropuja

1. Pemuru jemgnaunny va L = zﬁ Yy CKyIy NMO3UTUBHUX PeaHUX OpojeBa.

222 +6x +6
2. H j j 'R R =
eKa je Qpymknmja f — R, mara ca f(z) PR

OxpenuTu MakCUMAJIHY BpeIHOCT (akKo MOCTOjU) maTe (yHKOUje.

, 3a cBako x € R.
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3. Bugeru 3. 3amarak 3a Tpehu paszpen A karteropuje.

4. Axo Bazm zsin®a +ycos?a =1, rcos?p +ysinp =1, ztga = ytgp, © £y
MOKA3aTU Na BaXU T + Y = 2TY.

5. IlokasaTu ma 3a cBe mpuponHe Opojese n > 3 Bawu log, 110+ log, ;10 >
2log,, 10.

UYerBpTH; pa3pen — b kareropuja

1. Pemmuru HejeqHauyuny 4/5 — 2sing > GSin% —1.

1 3 2n —1
2. je li — = =0
IlokasaTu ma je Jim <2 1 o >
3. Bumeru 3. 3amarak 3a yerBpTH paspen A kareropuje.
. 1 1 1
4. IokasaTu HEjeTHAKOCT: — + —=+ —=+ ...+ — > /n, n € N.

f\f\f\/ﬁ

5. M3pauyHaTu NOBPIIVHY NMPABUJIHE YETBOPOCTPAHE MPU3Me 3alPEMUHE
V = 12v/3 kox Koje je 36up my:KMHA CBUX MBUIA HAJMAHH.
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PEIMTEIHA 3AIJATARKA OINIITVHCRKOI' TAKMUYEIHA N3
MATEMATHWRE

IIpBu pa3pen — A kareropuja

AC + AC
—
1. Pewewe I: Taura K je cpemumre ny:xu CCq, Te je AK = fl

TOpU AK u AM CY KOJIMHEAPHH, Tj. AK = AAM u raxo je C’_1>cpej_u/1mTe Ay @
AB, Tj. A01 1AB HpeTXO,Z[Ha jemmakocT mobuja obaur AAM = 1AC’ + 1AB

OTHOCHO AM = LAC + KAB. Kako cy tauke C, M u B konuHeapue TO je

. Bek-

1 AN 27 12B
ﬁ+4A 1, Tj. )\—Z,HaJeAM=§AC+§AB, omaocao CM : MB =1:2.
C
M
K
A Ch B

Peweme 2: Hera je N tauka ma npasoj AC, taksa ma je BN || CCi u meka je

CK ND ACh
AMNBN ={D}. T j = — je ND = BD = —
N {D}. Tana je el pp 1@ e u B~ ON’ mna
je AC = CN. Hysxwu BC u AD cy rtexumne ny:xu tpoyriaa AABN, na je M

TERKUIITE TOT Tpoyria, omnakie cienu na je CM : MB =1:2.

2. IIpernocraBumo ma cy npoctu 6pojeBu p, ¢ u r mehycobuo pazmuuutu. Tana,
13 yCJoBa 3amaTka uMaMo pqr = n(pq + qr + rp), a KAKO Cy p, ¢ U I PA3IUAYUU-
T TpocTH OpOjeBu, OHU Cy W y3ajaMHO mpocTw, Te mobmjamo ma p | n, q | n
ur | n, tj. n = kpgr, 3a Hegn npuponan 6poj k. Mebyrum, tana mobujamo
1 = k(pg + gr + rp), wro je memoryhe.

IIpernocraBuMo ma cy TadyHO mOBa OX MPOCTUX OpojeBa p, ¢ u r mehycobHo jen-
Haka. De3 ymMamema ONIITOCTA MOKeMO y3eTu na je p = q # r. Tana nobujamo
pr = n(p + 2r). Kako cy mpoctu GpojeBu T M p y3ajaMHO HPOCTU LOGUjaMO
(r,p) =1 = (r,p+2r) =1. Crora Mopa ma r | n, omHOCHO N = 1l 3a HEKHU
npupogan 6poj . Kako je p+ 2r > 1, To uz p = l(p + 2r) mobujamo p + 2r = p,
mTo je memoryhe.

Iakne, p = ¢ = r, WTO Kaa YBPCTUMO y IMOJA3HY jeTHAUYMHY no0OujaMo mna je
p =3n, a p je npoct OpoOj, Te HAJIA3UMO jeqUHO pewewme (p,q,r,n) = (3,3,3,1).

3. Jemmaumna mva TpuBujasHO pememe r = y = z = 0. Iloraxkmmo ma mHema
ADPYrUX pemema. lIpernocTaBuMo CympoTHO Aa MMa HEKO peueme (o, Yo, 20) 7



17

(0,0,0). DBes ymamema ONIITOCTA MOMXEMO y3eTH ma je Tog # 0 u Heka je 2F
najBehu cremen Opoja 2 roju meam xg. M3pa3 Ha mEeCHO] CTPAHU je OEBUB Ca
4. Karo Tauanm xBaapar maje ocratke 0 m 1 mpum mememy ca 4 mobujamo ma
cBa Tpu Opoja, o, Yo, 20, MOPajy Outu mapHU: o = 221, Yo = 2y1 U 2o = 227.
YKONUKO OBO YBPCTUMO y ToJasHy jemrakocT nobujamo 4(z12 + 112 + 212) =
2004-8x1y121, OMHOCHO 12 +1412 4+ 212 = 4008217y, 2,. Cazna aHAJIOTHUM HOCTYIKOM
nmobujamo m nma cy cBu OpojeBu x1,Yy,2; napuu. llomaBmajyhu oBaj mocrymak
k + 1 myra mobujamo ma je 6poj zo memus ca 281 mro je y komTpamuknmin
ca mpermocTaBroM na je 2F majsehm cremenm Gpoja 2 Koju menum Ty, YUME CMO
IOKA3aJIM Ia jeTHAUYMHA MMa CAMO TPUBUjAJHO Pellerhe.

4. a) |S| = 4. Csaxra 2 esxemenTa u3 S x S MOry Outu y pesanuju p uiv He 6UTH
y peaamuju. Crora je ykyman 6poj penanuja jenHax:

21981 = 244 = 216 — 65536.

Kon cumerprunnx pesanuja Kaja OAPEANMO Oa JU CY Y Pejlaluju eJIeMeHTH ca
rJaBHE OUjaroHalie W M3HAL Be y Tabiunu moTnyHO je ompebemo ma mw cy y
peJanyju U eJieMeHTU UCIo[ TiaaBHe aujaroHase. Crora je ykymadH Opoj cumer-
puunnx peramuja jemmax 243241 = 210 — 1024, a yxymam 6poj HecuMeTpHUHIX
pesanuja nobujamMo Kajna IPETXOTHM Opoj OAy3MeMO O YKYIHOT Opoja pesamu-
ja: 216 — 210 = 65536 — 1024 = 64512.

6) 3a enemente ca riaBHe AujaroHase umamo 2 Moryhuoctu (uau cy y penanuju
WY HUCY, Tj. @ pa WIK afa), & 33 CBAKU AP CUMETPUYHUX MECTa y OJHOCY Ha
riaaBHy qujaronadny, (a,b) u (b, a), mmamo 3 moryhinocru (unu je apb u by a, unn
jebpan apgb, nunn je a gb u b ga). Crora je ykynan 6Gpoj aHTUCUMETPUYIHIX
penanuja jemmak 24 - 332+ = 16 . 729 = 11664.

5. Onosprayhemo tBpbheme. Konrpanpumep je mecropra 2-3, 2-5, 3-5, 7-11,
7-13, 11 - 13, koja He 3aI0BOHABA HUjEaH YCIOB 3aaTKA.

Ilpyru pa3spen — A kareropmja

1. Kopuctumo na cy tpoyriaosu ABCA u AADB upaBoyrau, Kao U MOTEHIN]Y
tauke F y ommocy Ha kpyr k: AE-ED = BE-EC. Crora umamo na je AE-AD =
AE?+AE-ED = AC?+EC?+AE-ED = AC?>+EC?*+BE-EC = AC>4+EC(EC+
BE) = AC? + EC - BC = AC? + (BC — BE) - BC = AC? + BC? — BE - BC, na je
AE - AD + BE - BC = AB?.

D
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2. JlosomHo je moraszatu — Axo je <AEB # 90°, ouna je AB = CD. Heka je
<AEB # 90°.

Axo je O = E, tana je ABCD upasoyraonuxk, na saxku AB = CD.
IIpernocrasumo na je O # E. Heka cy M, N, P, QQ cpemumra nyxu AD, BC,
AC, BD, penom, u Heka je R mpecek mopmaia u3 tadaka P u Q pemom Ha BD
u AC.

Yersopoyraosu MPNQ nu OPRQ cy napasemsorpamvu, na ce ny:xxu MN, OR u
PQ cery y jemHoj tauku kKoja ux u monoBu. llomro cpemumre nysku OF nexu
Ha M N umamo na je RE | MN. C gpyre crpane, R je oprouentap APQE, na
je RE 1 PQ. Harme, MN 1 PQ, tj. MPNQ je pomG6. Cana je mako mokasaru
na je AB=2PN =2NQ@ =CD.

3. ExBuBaseHTHUM TpaHCOpMamujama modazumo mno: a’ + 2b% — 11 = (14 —
2ab)\/2. Canma mvamo mBa ciydaja: axo je 2ab # 14, mobujamo ma je 2 =
2 2 _
a®+2b° — 11
(14 — 2abd)
crpare parmoHasaH. [lpyra moryhuoct je ma Basku 2ab = 14. Tana Baku u
a? +2b? = 11, ma je (a — 2b6v/2)? = a® + 20> — 2abv/2 = 11 — 14y/2 < 0. Oso je

KOHTPAAUKIM]a, Ia 3aaTak HEMa pellena.

, mTo je memoryhe, jep je V2 npanmonanan 6poj, a u3pas ca mECHE

4. Pewemwe I: 3a m = 0 nmoJsasHa jeqHauyuHa je JuHeapHa jemHauvHa r —3 =0 u
OHa UMa CaMO TIO3UTUBHO pememne (r = 3).

3a m # 0 TO je KBaApaTHA jeoHAUMHA U O OU OHA WMAJA PeasiHa Pelema
norpebHO je ma je meHa auckpmMmmHanta D = 16m + 1 > 0, mrTo maje ycmaos
m = I—g.

O0a pemema cy HeraTuBHa, YKOJMKO Basku D >0, x1 + 20 < 0 u z1 - zo > O:
Tty = b 2mAl <03am € (—o0, —3)U(0,400), 21 22 = g = ng >0
3a m € (—00,0) U (3,400), Te mpecek ycaosa m > 1—61 ca oBa MBa yCJIOBa 1aje
m € (3,+00).

Axo je TAUHO jemHO peleHe HeraTUBHO OHOA je Apyro mo3utuBHO wiau 0. JemHo

pelieme je HeraTuBHO, & APYTO MO3UTUBHO, YROIUKO Baxku D >0 u x1 - x5 < O:
m—3 -1
< 0 3a m € (0,3) m npecek ycaoBa m > 75 Ca OBUM

Xryp + T2 =

SRS

m
ycaosoMm maje m € (0,3). JemHo pememe je HeraTuBHO, a APYro 0, YKOJIKUKO
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b 2 1
Baski: D >0, 1 +20 < 0may 20 =0 29 +29 = —— = — mt < 0 3a
a m
1 b m—3 . .
m € (—00,—5) U (0,4+00), 122 = — = —— =0, 1j. 32 m = 3 (10 je pememe
a m

jep je 3= I—é u 3 € (—o00,—3) U (0,+00)). 3Haunm, jennaurHa MMa TauHO jeIHO
HeraTtusHO pememe 3a m € (0, 3].

Jemnaunna nma 6ap jemHo HeratwBHO pememe 3a m € (0,+00), a nBa 3a m €
(3, +00).

Pewewe 2: 3a m = 0 nmosasna jennauuna je suHeapHa jenHauuba x—3 = 0 u oHa
“Ma CaMo MO3UTUBHO pememne (x = 3).

3a m # 0 TO je KBaapaTHA jeNHAUMHA U Ja OU OHA WMAJA PEATHA PENICHA
moTpebHO je ma je meHa muckpmMmmHanta D = 16m + 1 > 0, mrTo maje ycmaos
m > ;—é. Hena pemema cy mara dpopmyiom

—(2m+1) £ 16m + 1

2m

T12 =

UNenmrajmo kana je |2m+1] < +/16m + 1. Kpagpupamo n nobujamo HejenHAUUHY
m? —3m < 0, mro je ucnymeno 3a m € (0,3). Omza je [2m + 1| > /16m + 1 3a
m € (—00,0) U (3, +00).

Aro je m € [14,0) onma cy u mmenunan (2m < 0) u Gpojunan (—(2m + 1) —
V16m + 1 < 0) 3a oba pememna HEraTUBHY, Ia Cy 00a pelema MO3UTUBHA.

Axo je m € (0,3] onma je mMmenwsan nosutuBaH (2m > 0), mok je Gpojuman
jemaom mosmrmsan (—(2m + 1) ++/16m+1 > 0), a jemmom Heratusan (—(2m +
1) —v/16m + 1 < 0), na je jenHo pemieme NO3UTUBHO, & APYLO j€ HEMaTUBHO.
Axko je m € (3,+00) onzma je umenunan nosurusad (2m > 0), mok cy Gpojuonm
3a 06a pemema meratuBHu (—(2m + 1) £ /16m +1 < 0), ma cy oba pemema
HETaTUBHA.

Jennauuna uma Gap jenno HeratuBHO pememe 3a m € (0,+00), a aBa 3a m €
(3, +00).

5. a) Moxe. Huje Temko rocrpyucaru npumep. Osnauumo Gpojesmma 1-7
4jaHOBe. Y KYyIHO UMa (;) = 21 maposa, na he pydJroBa OUTH MAKCUMAJHO AKO
CTaJHO Uy IO nBa wiaHa. Aro umxy Tpu Ty ce Beh msrybe 2 6yayhia pydka, ako
uny yetupu rybum ce b pyurona, ca 5 ryou ce 9 ura. Mu tpeba ga usrybumo 11
pyuroBa. To mokxeMo HIp. ako Ha mouetky uny {1,2,3,4,5},{5,6,7}, a ocrammx
8 pyuKOBa Cy CBHU ca IO IBa YjaHa, KOJU JOII MapoBU (aJe:

{1,6},{1,7},{2,6},{2,7},{3,6},{3,7},{4,6},{4,7}.
Hanomena: Moske Ha jorn jeman Hauwmu ca 1 x4, 3 x 3 u 6 X 2.

6) He moxe. Haumme, mapoBa mMa yKyIHO (121) = 55. IlpermocraBumo ma je

moryhe. TpebGaso 6u ma 3a cBaku map ocoba HOCTOjU TAYHO jelaH Pydak Ha
roMe cy Owuite 3ajemuo. Ha pyuxry 3a k ocoba "morpommu” ce (’;) mapoBa. Kako
je (g) =10, a 5-10 < 55, jacHo je ma om Tux D pyduKoBa Oap Ha jeTHOM OJ HUX
je MopaJyio Gutu npucyTHO 6 nau Bume ocoba (y CyIpOTHOM 61 OCTAO HEKU IIap
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YJIAaHOBA KOjU HUje HUKAL OMO 3ajeJHO HA PYYKY, Tj. U HAKOH TUX D PYYKOBa OMIIO
6u moryhe opranusoBaru jom Heku). Tarobe memoryhie je ma cy mpeocramux
4 pyuyKOBa CBUW IBOUJIAHU jep OM OmeT OCTAao HEKU Iap KOju HUje OMO Ha PYUKY
3ajequo (jep ouursienHo HajBuIIe (120) + 4 < 55 paznuuuTux IapoBa YJIAHOBA je
6uiio 3ajemHO Ha PyUKy). 3HAUM mMaMo 0ap jeman pydak ca 6 u Bume ocoba,
u jemaH ca 3 u Bume. Ho Ta mBa pyuka mMmajy HajBume 1 3ajeqHIYOr 4YjaHA.
Omnpna 3sauyn umamMo 6ap 5 ocoba ca mpPBOT pydYKa KOje oIl HUCY pydaJe ca dap
2 ocobGe ca qpyror pydka. 3a To je moTpebHO je opranu3oBaTu H6ap jom 5-2 = 10
pyudkoBa ma 6m CBAKO On HUX PYyYao Ca CBAKMM. KOHTDAIUKIIN]A.

Tpehu pa3spen — A kareropuja

1. Heka je M rtauka crpamuune BC rtakBa na je DM || AE. Tama je EM :
MB = AD : DB = EF : FD, na je MF || AB, a ouma u MF L CD. Kaxo
jem DE 1 BC, mobujamo na je tauka F opromentap tpoyraa ACDM, na je
CF 1. DM, a tume u CF | AE.

2. 3a x > 0 cy cBu sorapuT™Mu U CTeneHM nepuHUCAHU. Kako je 3108, Vo _

gslogyz _ /310827 5 ploga3 — 30827 15 jo nara jemmauwmna exsusamentma
jemmaunam t2 +t — 12 = 0 (cmena t = V 310g2$)7 umja cy pemema t; = —4 <0 n
ts = 3. 360r ¢ >0 mmamo V319827 = 3. na je logy x = 2, Tj. = 4.

3. Heka cy a u b pemom ocramu mpu agemewmy 100n ca 199 m 201. 3anara
jeqHaunHAa IocTaje 10?39_“ + 10%1_(’ = n, WTO ce HAKOH CBODema Ha 3ajeTHUYKM
uMenumaarn csoau Ha n = 201a + 199b.

C mpyre crpasne, 3a cee a =0,1,...,198 mub=0,1,...,200, n = 201a+ 1995
je pememe jenHaumHe. 3awncrta, octanmy npu gesmbeny 100n = 20100a 4+ 199006 ca
100n} [10071

199 201
Kako ce 3a paszauuure Bpenaoctu 6pojeBa a u b nobujajy pazniuuure BPegHOCTHU
3a n, pelema UMa OHOJIMKO KOJIUKO uMa naposa (a,b), a oBux uma tayao 199 -

201 = 39999.

199 u 201 cy penoMm a u b, ma cazx 1axo IpoBepaBaMo 1a je [

4. Hexka cy z1, 2o U z3 KOperu jenaumue x° + ax? +bxr +c =0, a wy, wy 1 w3
kopenu jemmaunse x5 + |a|z? 4 |b|lz +|c| = 0. Tana, kopuctehu Buetose dpopmyie,
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HaJa3nMO Oa BarKN

‘CL| = | _CL| = |Zl+22+z3| < ‘Zl| +|22|+|Z3‘ =3,
1 1 1

|b| = |2122+2223+Z3Z1‘ = |212223||— + — + _|
21 22 23

=|51+22+53|=|Zl+22+23‘=|21+22+23|=|a‘,

Kao U |z12223| = |—¢| = |¢| = 1. Ca mpyre crpase, npumenom Buerosux dpopmyia
Ha IPYTY jeqHauyuHy u umieHuna |a| = [b| u |¢| = 1, nobujamo ma je w; = —1
pememse ucre. Ilakne, npyra jeaHadunHa je €KBUBAJEHTHA jeTHAYNHU

2® +laj2® + |alz + 1= (z +1)(2® + (|a| = Dz +1) =0,

ma cy we W w3 KopeHn kBaapatae jemnaunse 12+ (la| — 1)z +1 = 0 (u3 Buerosux
popmysa mmamo ma je wows = 1 — Tpebahe mam racumje). Mebyrnwm, rako je
0 < |a| € 3, o 3a muckpuMuHanTy oBe jemHauunse Baxku D = (Ja|+ 1)(|a| —3) < 0.
Axo je |a|] = 3 Tama je wy = w3z = —1, ogHocHo |wi| = |wa| = |ws] = 1. 3a
0 < Ja| <3 je D <0 ma uMamo [Ba KOHjyrOBAaHO KOMILUICKCHA KOPEHA, W3 = wWs
U 33 BUX BaEKU |wo|? = wowy = wows = 1, ka0 u |w3|? = wzws = wzwy = 1.
Tume CMO TOKA3aIM 4 je y CBAKOM caydajy |wi| = |ws| = |ws| = 1.

5. a) Mowxe. Huje remko roncrpyucaru npumep.OssHaurmo OpojeBuma 1-8
yjaHoBe. Y KYIHO uUMa (g) = 28 mapoBa, ma he pydYKOBa OWUTU MaKCUMAJ-
HO aKO CTaJIHO WAy IO nABa wiaHa. Ako may Tpu diasa Ty ce Beh wm3srybe
2 6ynyha pyuka, ako mmay dvertupu rybu ce 5 pPydKOBa, Ca IET YIAHOBA Iy-
6u ce 9 uran. Mwu Tpeba ma uzrybumo 13 pyuroBa. To MoskeMO HIOpP arko Uy
{1,2,3,4,5},{5,6,7},{1,6,8}, a ocramux 12 pyukoBa CBM HO 2 UjaHa KOjU jOLI
mapoBu ¢aJe.

6) He moke. Haumme, mapoBa mMa yKyIHO (123) = 78. IlpermocraBumo na je
moryhe. TpebGaso 6u ma 3a cBaku map ocoba MOCTOjU TAYHO jelaH PydakK Ha
roMe cy Ouite 3ajemuo. Ha pyury 3a k ocoba "morpommu” ce (g) mapoBa. Kako
je (g) =10, a 7-10 < 78, jacHo je ma om Tux 7 pydkoBa Oap Ha jeTHOM OJ HUX
je MopaJyio Gutu npucyTHO 6 nau Bume ocoba (y CyIpOoTHOM 61 OCTAO HEKU IIap
YJAHOBA KOjU HUje HUKAI OMO 3ajeIHO HA PYUKY, Tj. U HAKOH TUX 7 PYYKOBa OUIIO
6u moryhe opranmsosaru jom Herku). Tarobe, Hemoryhe je ma cy mpeocramamx
6 pyd4kroBa CBM JBOUJAHU jep Ou omeT OoCcTao HEKU map KOju Huje OMo Ha PYUKY
3ajeqHo (jep OYUIVIEOHO HAjBUIIE (122) + 6 < 78 pa3zanunTUX MapoBa UJIAHOBA je
6ui0 3ajenHO Ha PYUKy). 3Hauu uMmamo bap jeman pydak ca 6 u Bume ocoba,
u jeman ca 3 u Bume. Ho Ta mBa pyura uMmajy HajBumme 1 3ajeqHuvor UIaHa.
Onna 3Hauyn nMaMo Gap 5 ocoba ca mMpBOT pydUkKa KOje joml HUCY pydaje ca Gap
2 ocobe ca apyror pydka. 3a TO je moTpebHO je opranu3zoBaru 6ap jom 5-2 = 10
PYYKOBa ma OM CBAKO OX BUX Pydao ca CBakuM. KOHTpaIukuuja.
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YerBpTu paspen — A Kareropuja

1. Osmaummo ca O Tauky KOja jeé MCTOBPEMEHO W IEHTAp yHOUCAHOT Kpyra y
AABK (nmonynpeunuka p) u nearap omucasor kpyra oko AABC (monynpeunuka
r). Herka cy N, L u P, pecnektuBHO, Tauke y Kojuma ymmcann Kpyr y AABK
nonupyje crpanune AB, BK u KA. Tana cy moaynapHu IPaBOyTJId TPOYTIOBU
AAPO 2 ANANO =2 ABNO = ABLO (xumorenyse cy um jemuake R, karere r u
yrao macupam Behe crpanune je 90°). Ongarne umamo na je <BCO = <K AO =
<BAO = g Kako je AK cumerpada yriaa mobujamo ma je <CAK = <K Ab= (.
Yrao <AOC je nenrpannu 3a yrao <ABC = (§ na je <AOC = 28. N3 Tpoyria
AAOC nanazumo na je <ACO = 1800—56, aJid KakKo je Taj TPOyrao jeIHaKOKpPakK
(AO = CO = R) mobujamo ma je [ = 36°. Omarae muperTHO nobujaMo ma Cy
yraosu y Ttpoyriay AABC jemnaku <ABC = 36°, <BCA =72° u <CAB = 72°.

2. Osmaummo ca (x) ycnos samatka f(f(z —y)) = f(z) — f(y) 3a Vz,y € R.
Kako je f(x) "ma”, omma 3a cBako z € R mocroju mexko a € R rTakBo ma je
z = f(a). Cana us (x) mmamo f(z) = f(f(a—0)) = f(a) — f(0) =z — f(0). Kana
osze crasumo z = 0 mobujamo f(0) =0, ma je f(r) =z 3a cBako z € R.

Jlako ce mpoBepaBa na oBa QYHKIMja 3aM0BOJLABA jeqHAUMHY ().

z, 0<z<1
3. fla)=4q 3 z=1
0, >1

Hyue ¢yurumje cy © =0 u cBu 6pojesu > 1. f(z) >03a0<z <1, a f(z) <0
muje auran. Pymrmuja f(z) je pacryha 3a 0<z < 1, y = 1 uma Tauky npernma,
a 3a r > 1 je KOHCTaHTHA.

4. Buneru pememe 4. 3anaTtka 3a Tpelin paspen A kareropuje.

5. Kan ce momepmMo m3 jemHOr TeMeHa y CyCeOHO IPOMEHU Ce HAapHOCT 30upa
koopauHaTta. Crora, ako je n Hemapad 6poOj, KaZa KPEHEMO U3 jeIHOr TeMeHa U
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obubemMo ocTasa M BpaTuMO ce y MOJIA3HO, MAPHOCT 30upa KoopauHaTa Ou buia
IpOMEHEHA IITO HUje Moryhe, Te 3a N HEmapHO He MOCTOjU TAKAB N-TOYTao.
3a n mapuo, 2005 Ttpeba ma mpencraBuUMO Kao 30up ABa KBagpara. KRako je
2004 = 5-401 = (22 + 1) - (202 + 1), kopmmhemenm doprmye

(2% +y?)(a® +0%) = (az + by)? + (ay — bx)? = (ax — by)* + (ay + bz)?
nobujamo mpencTasbama 2005 = 412 + 182 = 392 + 222 (moxe ce moKazaTH ma cy
ona u jemuna). Crora crpanuny xyskuse v/2005 MOKeMO GOOUTU KAO XUIOTEHY 3y
npaBoyriux Tpoyriaosa ca karerama 41 u 18 (uwmm 39 u 22). Pememe je maro
KA0 Ha CJIUIN:

A1 Agg_3 Agqo

Ap—2 Ay 18

ITIpeu pa3pen — B kareropuja

1. Bugmetu pememe 1. 3amaTka 3a npsBu paspen A rareropuje.
2. Bunmeru pememe 2. 3amaTka 3a npBu paspen A kareropuje.

3. Bawm: a-10° +b-1024+¢-10+1=3-(2-10°+a-102 +b-10 + ¢). Kako
ce Opoj 3c 3aBpmasa jenuuuioM, To je ¢ = 7, te mobujamo 1000a + 1000 + 71 =
6000 + 300a + (3b+2) - 10 + 1. Kako je b mudppa (0<b<9), oulie 2<3b+2<29.
Bpoj 3b+ 2 ce 3aspmasa uudpom 7, na je 3b+ 2 € {7,17,27}. Moryhe je camo
b=>5. Cana je 1000a + 571 = 6000+ (3b+1) - 100 + 71. Kako je u a uu¢ppa, 6uhie
1<3a+1<28 u 3a+ 1 ce 3aBpmasa mudppom 5, te je 3a+ 1 =25, tj. a =8.
Tpaskenu 6poj je 857.

4. Cpako oI TeMeHa He MOKe OUTU CIIOjEeHO Ca CaMUM CODOM M Ca CyCemHUX
6 Temena (mo 3 ca csake crpame). Ilakme, cBako ox 15 TemeHa MoOke OuTn
CIIOjEHO Ca MPEeOoCTANUX 8 TEeMEHa, a KAKO Ha OBaj HAYUH CBAKY NUjaroHAIY

6pojumo 2 myrta (KOI CBAKOI ON TEMEHa IO jemHOM) HoOUjaMo ma je TPaKeHU
15-8
= 60.

Opoj mujaroHaJia jemHaK

5. Heka je AE cumerpaina yraa <BAD = 90° — <ABC = 60°. Tana je ANAEB
jemnarokpaku Tpoyrao ({BAFE = 30° = <ABF) u AE = BE. Kako je u AAED

. . AE BE
MOJIOBUHA € THAKOCTPAHUUHOT TPOyrJya uMamo na je ED = —5 = 5 ORHOCHO
3 1
BD = ZBC’ Te je CD = DE = ZBC’. Cana u3 nonynapuoctu NADC =2 NADE

1
nobujamo AC = AF, akako je AR = BE = §BC = FEC, Hama3umo na je Tpoyrao
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NAEC jemmarocrpaunuan. [Ipema tome, <BAC = <BAE+<FAC = 30°+60° =
90°.

Ilpyru paspen — B kareropuja

1. Kaxo je 9—1—4\/5:44—4\/5—1—5:(2—|—\/5)27 “MaMo 1a je
A= (Vo B+ V21 v5) - V- vh =2+ vB2- vB) = -2

2. Bugeru pememe 2. 3amarka 3a IpBu paspen A rareropuje.

3. PemaBameM nona3ne jeqHAUMHE TIO T HAIA3UMO T = 3y+24/25 — y2, ma je |y|<
5 u /25— y? Tpeba na Gyme meo 6poj. Hakiae, mmamo na je y € {0, £3, +4, +5}.
Pemema cy:

(z,y) € {(10,0), (—-10,0), (—-1,-3),(-17,-3),(1,3),(17,3), (-6, —4),

(7183 74)’ (67 4)3 (187 4)a (715’ 75)7 (157 5)}

4. Buneru pememe 4. 3amaTka 3a qpyru paspen A kareropuje.

5. Heka je E momuoxkje HopMmase m3 D ma mpaBy AB. Tama je FACD
NpaBOyTaoHUK, cTora u 300T ycuaosa 3anatka je <FKCB = <FCA 4+ <ACB =
0+ 60 = <DAC + <ACB = 90°. Y mpasoyriom tpoyray ACEB je EC? =
EB-EA=(a+b)-buCB?>=EB-AB = (a+b)-a, na je AD = EC = \/b(a +b)

u BC = \/a(a +b).

>
S

C

71

AN

|
|
|
I
|
|
|
I
|
|
|
!
A

b —=mmmmmmmmmm—

a B

Tpehu paspen — B kareropuja

a—i—\/g
1—aVv3

1. Hexka je tga = a. Tana je tg 8 = tg(a+60°) = u tgy = tg(a+120°) =
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a—\/g a2+a\/§ a?—3
——— . Caga umamo tgat + tgftgy + tgvtga = + +
T+ av3 gatgl +tgftgy +tgte —av3 " 1-3a
az—a\/§_9a2—3_7
1+ayv3 1-3a2

2. Bugmern pememe 2. 3amartka 3a Tpehu paspen A kareropuje.

3. Pemapamem moJsasHe jemHaumHe TO T HagazumMo xr = —4y + 34/25 — g2,
na je |y| <5 m /25— y? Tpeba na Oyme meo 6poj. Ilakme, mmamo ma je
y € {0,£3, £4, £5}. Pemema cy:

(x,y) € {(15,0),(—15,0), (24, -3), (0, -3), (—24, 3), (0, 3), (25, —4),
(17,-4),(—25,4),(—17,4), (20, -5),(—20,5)}.

4. Ossaunmo AB = CD = a, AD = BC = b, BD = d, = V7 -k, AC =
dy = V19 -k, <BAD = « (3a xoju Tpeba ma Bumumo ma mu je 60° mam 120°),
<ABC = 180° — . Ilpumenumo rocunuycHy Teopemy Ha Tpoyriose AABD u
AABC: d\* = a® +b* — 2abcos o, dy® = a® + b — 2abcos(180° — a), ma kako je
dy < dy mobujamo ma je o = 60°. Ilakaie, di? =a2 412 — ab, do? = a2+ % +ab, ma
Cd? a4 4ab 19 (874148 19

je d_12 =2 e T Tj. m = =, ONAKIe HANA3UMO KBAAPATHY

12 a 3

26

b

7

jeTHAYUHY % (9)2 -2 (%) ++ = 0. Kan je pemumo nobujamo na je § = 5 uiam
a_ 2

b~ 3"

5. Osumauumo ca A, B,C temena ocuose u ca S Bpx nupamune. Heka je D cpe-
mure usuune BC (BD = %a) u Heka je F mpecek paBuu koja canpsku BC u HOp-
mauiaa je Ha AS. Tanma je BE 1 AS, ma u3 npasoyraor tpoyria ABES umamo
BE = acos §. Bucuny DE nobujamo u3 Ilutaropune reopeme 3a ABDE: DE =

BC-DFE 2
VBE? — BD? = a4/cos? § — i. Crora je PApce = CT = %1/0082 g — i.
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Yerspru paspen — B kareropuja

1. Hexa cy To 6pojesu a,b,c. Tana je 2b = a + ¢ u b* = a®c?>. Axo xBampupamo
IPBY jelHAUMHY UM MCKOpUCTMMO mAa je b? = |ac|, mobujamo a? + 2ac + ¢ = 4|ac|.
Axo je ac > 0 mobujamo a? — 2ac+ c? =0, na je a = ¢ u a® = %, naxne q; = 1.
Axo je ac < 0 mobujamo jemmaxoct a? + 6ac + c? = 0, omakie je =3+ V8.
Kako je Z—z =¢>=(-3++8)2u ¢ >0 (jep cy xBaaparu), 6uhe g2 3 = 3 + V8.

Komuunuk Tor Hmsa Mmoxke outu ¢1 =1, ¢o = 3 + V8 unn g3 =3 — V8.
2. Bugeru pememe 2. 3amarka 3a Tpehu paspen A rareropuje.

3. Bugmeru pememe 3. 3amaTka 3a yeTBpTU paszpen A kareropuje.

4. T Ha TPAHUYHA B Hoct je lim (A 4+ 4 +... 4+ —~—— ) = lim
paskeHa rpa a BpemHoCcT Je hm | 75 + 55 + - + gDy @nrs) o
1(1_ 1,1 1,1 _ 1,1 _ 1 1 1N o L1 1\
z(I—5+5—§+§—ﬁ+ﬁ—ﬁ+~-~+4n+1—4n+5>—nhjfgo4(1 4n+5)—
1
Z.

5. U3 Larccosz = § + 2km, (k € Z) cnemu arccosz = (§ + 14k)w. Ta penaumja
HUje MCIyHeHa HU 3a jenuo k € Z oynyhu na Baxwn
(% —14)r < 0 <arccosx < < %ﬂ'.

PEIMTEIBHA 3AJATARKA ORKPYERHOI' TAKMUUYEIHA 3
MATEMATHWRE

IlpBu paspenm — A kareropuja

1. Ozmaunmo ca H opToumenTap Tpoyria, ca O HeHTap omucaHor Kpyra, ca A’ u
C'" nomro:xja HopMadaa uz A u C na macnpamue crpanune BC u AB u ca Ay u By
cpenumra crpanuna BC u AC. Heka je <BAC = o, <CBA = [ u <ACB = 7.
Tlokasxkumo mpBO ma je o omrap. IIpeTmocTaBuMO CYIpPOTHO.
1° ¥Yromnuko 6u o Ouo mpas, Tana Ou Teme A MCTOBpEMEHO OMJIO U OPTOILEHTAP,
na 6u To 6uio u npecek Ojiepose npase u crpanune AC (tj. A= H = M), wro
je memoryhe jep M mpumana yHYTPamEBOCTU CTPAHUIE.
2° Yronuko je « Tym, Tana je tauka H Ban tpoyriaa AABC (Tj. umamo pemociern
rayaka A’ — A— H) u kaxo Ojneposa npasa OH cede yHyTPAIIHOCTHA CTPAHUIA
AC u BC umamo penocinen A’ — N — C, Te je yrao <A’NH omrap, Tj. yrao
<CNH = <«CNM je tyu. Anu to nosnauu na je CM > CN (jep je Hacupam
seher yraa y tpoyrnmy ACNM seha crpanuna), mro je y CYOPOTHOCTH Ca
ycaoBoM 3anarka ma je CN = CM.

Tume cMo mobmnum KOHTPAIUKIWjy y oba ciydaja, Te je yrao « OHITAap.
Amnasoruo ce mokasyje ma u yriosu  u v Mopajy Outu omtpu, te je AABC
OIITPOYIJVIM U HErOBOj YHYTPAIIHOCTU Ce Hajia3u oproreHTap H.
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Cana u3 npasoyrior tpoyriaa AACC’ nobujamo <ACC’ = 90°—a. Kako je
<CAB nepugpepujcku yrao man xyrom BC mobujamo na je <COA; = %<ICOB =
%~2-<ICAB = @, a omatie je <OCB = <OCA; = 90° —a. Crora Bazgu <HCA =
90° — a = <OCB.

W3 jemmarokpakor tpoyraa ACNM umamo

CN=CM = <CMN =<CNM.

Opatae canenu noxymapuoct AHMC =2 AONC (ycy: <MCH = 90° — « =
INCO, CM = CN, «CMN = «CNM), omsocao HC = OC. Canma umamo
ma je AHA'C =2 ANOB:C (cyy: HC = OC, <HCA' = <HCO + 90° — a =
<OCH +90° — o = <OCB;, <HA'C = 90° = <OB;C) u3 uera caequ CA =
CB;. Ho raxo je AAA'C npasoyrau, a B; cpemmmre xunorenyse (u meHTap
onucanor kpyra) te je OBy = B1A’, nakne AA'CBj je jemnakocTpaHudaH, 3HaAYN
<4B1CA" = <ACB = 60°.

2. TIpermocraBumo ga ce Tauka P Hasasu Ha yHyTpammoctu dyka BC (koju
e canpsxu A). Tama je PB+ PC > BC, nok je PA sehe unu jemnako mMamoj
on nee crpanune BA,CA: 6ap jemanm on yruosa <{PBA u <PCA nuje omrap,
6e3 yMamema OMIMITOCTH MOKeMO y3etu na je to <PBA, u tana je PA najseha
crpanuna y APBA (macupam Beher yrua une seha crpamuna), tj. PA > BA.
IIpema tome, 36up PA+ PB + PC uuje mamu o1 30Upa HEKE IBE CTPAHUIE.

C mpyre crpane, ako ce P mokmana ca temenoMm Hajsehier yraa tpoyria
AABC, ouna je PA+ PB+ PC jenuako 306upy IBe HajMame CTPAHUIE.

Cunemu nma je Tpaskena tauka P
teme Hajseher yrma (ommocmo, jemuo
Ol TEeMEeHa, AaKO je TAKBUX BUIIE 34
CIyYa] jeTHAKOKPAKOT WJN jeIHAKOC-
TPAHUYHOI TPOYIJIA).

Ha ocHOBY mperxomHor BUAMMO
na je mocMmarpanu 30up crporo Behm
3a CBAKM OPYTU IOJIOkaAj Tauke P.

3. llokaskmmo ma cy 6pojeBu x u y memuBu ca 30, omakie he cienuTy TparKeHO
tepbeme. Kako 9 | 22 + 2y + y? = (v — y)? + 32y umamo 3 | (z — y)?, omrocHO
3| x—y. 3ato 3 | 2y, Te kako u 3 | x — y, nobujamo ma 3 | x u 3 | y. Homro
10 | 22+ 2y +y? | 2% — 9>, To ce 6pojesu z° u y* 3aBpmasajy mcTom madpowm, mTo
je moryhe camo ako ce u GpojeBu x u y 3aBpmaBajy ucToM IudpoMm (0Bo Tpeba
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nposeputu!). Otyna je 0 =10 22 + 2y + y? =10 322, ma 10 | 2 n 10 | y. OBunm cmo
nmokazaau xa 30 | z u 30 |y, Te 900 | xy.

4. Pewewe 1: VI3 jemmarkoctu (z +y + 2)? = 22 + y? + 22 + 20y + 2yz + 222 =
18 +2-9 = 36, manasumo ma je |z +y + z| = 6. Iorasmkumo ma cy 6pojeBu
Z, Yy U Z UCTOT 3HaKa, ojakie he ciuemutu na je |z| + |y| + |2] = 6. Kaxro je
0=18-2-9=a?+y?+22 2@y +yz+22) = (v +y — 2)? — 4oy, 0 je zy > 0.
Amnasoruo nperxomaoMm nobuja ce u yz =0 u zx > 0. V3 uumenuna na je xy = 0,
yz>20u zx >0 3akmydyjemMo ma cy OpojeBu &, Yy U z UCTOT 3HAKa, (HyJy MOKEMO
cmarpar 6pojeM ca IPOM3BOJBHUM 3HAKOM), Ia je |z| + |y| + |z| = 6.

Peweme 2: N3 jemmarxoctu (v+y+2)% = 224y + 224+ 20y+2y2+2z22 = 18+2-9 = 36,
Haswa3uMo 1a je |z +y + z| = 6. Canma pasnuryjemo caenehia msa caydaja:

1° ¢+ y+ 2z = 6. Ilokazahemo ma cy x, y u z HeHeraTUBHU OpOjeBU, omakae he
caemuty na je |z|+|y|+]|z| = 6. Yrouauro 6u TauHo jemax ox 6pojesa x,y u z 610
HeraTUBaH, PEIUMO 2z, OHAa O0u uMamu aa je x2 +y? > % > % = 18, mTo je
memoryhie. Ako Ou mak TauyHo OBa OX OpojeBa T, y U z OWJIM HETATUBHU, PEIUMO
Yy U z, OHAa Ou 6umo x > 6 u He Ou Morio ga Baxu x° + 32 + 22 = 18. OBuM cMo
IoKa3aauM ma cy Opojesu x, y u z HeHeraTusHU (jacHO je ma 36or x +y + z = 6,
HEe MOr'y CBa Tpu A& OyIy HErATUBHA).

2°x4+y+2=-6. Herka je o' = -z, 9y = —yuz' = —2 Tamajez +y +2 =6
u 3a 6pojese 2',y u 2’ Bamm 2’2 +y? + 22 =18 u a'y + /2 + 22’ =9, na us3
npBOr cayuaja 3akmyuyjemo xa je |z'| + |y'| + |2'| = 6. 3aTo je |z|+ |y + |z| =
'] + |y'[ + ]| = 6.

Ha oBaj HaumH cMO nmoka3anu na je HOJ DATWM YCJIOBMMa BPEAHOCT M3pasa
|z| + y| + |z| jennaka 6.

5. Ako je Ama samucana cBe pasnuuure 6pojeBe, OHa je 3amucaJia 8 6pojeBa u3

cryna {0,1,2,...,7,8}. 3uauu cBu BpankoBu GpojeBu 6u mopanu Gutu mebhy-

cobuo jemuaku (o3HauuMo ux ca b). Kako u 30up cBux Anunux 6pojeBa u 36up

cBux BpanroBux 6pojeBa mpeacTaB/ba YKyIaH Opoj skeToHa Ha Tabau TO Cy OHU
9

mebycobuo jemmaru, Tj. (Z k) —b = 8-b, omakie Hamaszumo Ia Mopa ourtu b = 4.

k=0
Cana jom ocraje na KOHCTPYUIIEMO MPUMED:

B 44444444

0

1

O| 0| 2

O| 0| 0| 3

O[O|O| 0| O 5
O[ 0| 0| O| 0| O 6
O| 0| O|O| 0| 0| O 7
O| 0| 0| O| O] O| O O] 8
A
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Ipyru pa3spen — A rareropuja

1. Osmauwnmo ca Si, Sz, S3 u Sy penom nospumue Tpoyraosa AOB, BOC, COD
u DOA. Osmaummo ca p, ¢ u r ciaenelie moppmune: p = Saapp = S1+ 5S4 =
%BE -AD, q = Spacp = S5+ 54 = %C’F -AD, r =84 = %OG - AD. Kako je

193 .
So = 13 OIPETXOMHUX pellallija MOKEeMO M3pa3uTu S; IPEKO p, ¢ U T

Sy
Vg —r
Si=p-m Sz=q-—r, Sy=r, = Szzw_
r
Cana nmobujamo ma je mospmwuna yerBopoyriaa ABCD jenmaka

51+SQ+S3+S4:p_r+w_i_q_r+r:%

AD-BE-CF

omakie ciemu TBpheme 3amaTka: Sapop = 50C

2. Csa Tpu KOpeHa Cy AedUHUCAHA Kala je & > % (upBu 3a x > %, apyru z 2 6

u tpehu z > 2). TpanchopMummmMo naTy HejerHAUMHY HA OOJIUK
(1) vV2r—1-32Vz+6 -V +2>0,
jep je x +6 >z 4+ 2. [la 6bu oBa HejemHAUNHA MMaJia pPellewma MOTPEOHO je U na
JeBa cTpaHa Oyne mo3uTuBHA, Tj. v2x — 1 —3 > 0, mro Ham naje x > 5. Kako cy
06e crpane HejenHaunHe (1) HO3UTMBHE, MOKEMO je KBaApUpaTu, Te 100mjamo
V(z+2)(z +6) =32z — 1.

Kako cy n y 0BOj HejenHaunHn 06€e cTpaHe MO3UTUBHE OMET MOKEMO KBAaAPUPATHU
Te mobujamo kBanpaTHy Hejemmaumny r2 — 10x + 21 > 0. Ibeno pememe je x €
(—00,3] U [7,400), IITO ca CBUM HPETXOMHUM YCJIOBAMA Aaje KOHAYHO DEMICHE
x € [7,400).

3. Hera je S(x,y) = 22 + y* + 122 — 16y. Kaxo je
S(x,y) =2(x +3)2 +2(y — 4)® — (2? +y?) — 50 > 75,

TO je HajMama BPEOHOCT AATOT M3Pala jedHaka —75 U HOCTIWKE Ce 33 & = —3 U
y=4.

U3 mejemnaroctu S(x,y) + S(—x, —y) = 2(2? + y?) <50, a HA OCHOBY TOTa
wro je S(—xz,—y) > —75, Hana3uMo na BasKU

S(xz,y) <50 — S(—z, —y) <50 — (=75) = 125.

Oryna je majseha Bpemmoct maror uszpasa jemsaka 125 u moctmke ce 3a ¢ = 3
uy=—4.

/ log 2004

4. Ou 6pojesu cy jemmaru jep je log 2V 10822004 — | /log, 2004 -log 2 = E.
Viog2
Viog 2

log2 = /Iog2004 -Tog2 u log 2004V 1820042 = | /1085004 2 - 10g 2004 = _voss |

v1og 2004
log 2004 = +/log 2 - log 2004.
5. Ilorazahemo ommruje TBpheme ma 3a cBako k IOCTOje MHIOEKCHU i U j TAKBU

Jla je UCIy’eHa jeTHAKOCT x; — Tj = k.
IIpernocrasumo cynporHo n momeaumo ckyn {1,2,3,...,2k — 1,2k} y k maposa
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6pojesa {(1,k+1),(2,k+2),...,(k,2k)}. Tama ce y cBaKOM mapy HAJIA3U HAjBUIIE
jeman unan Hu3a {x,}, na ce y crymy {1,2,3,...,2k — 1,2k} manasu najsume k
6pojeBa u3 Huza. OBO je KOHTPAAUKIM]a CA YUEHEHUIIOM Ia je Tpi1 < 2k.

Tume cMo mokasanu na 3a cBako k € N (ma u k = 2005) nocroje unmexcu i u j
TAKBHU Ja je UCIYHCHA jeTHAKOCT T; — T; = k.

Tpehu pazpen — A kareropuja

1. Heka je F cpemumre nysxu AE. Tana je BE = EF = FA. Kako je u
BD = DC, upase ED u FC cy napasnenue, na no Tasnecosoj reopemu C'F momosu
AD. Osumauumo ca M cpemumre AD. W3 ycnoBa 3anatka je <BCF = <BDFE =
<ADC, na nobujamo na je tpoyrao AMCD jemuaxokpak, tj. MC = MD = MA.
Haxrne, C je na nonykpyry uan npeuraukom AD, 1j. <ACB = <ACD = 90°.

2. Tlpernocrasumo na cy k u | mpupoaam 6pojesn Taksu xa je ab+1 = (ka+1)2
uac+1 = (la+1)2 Tama je b= k(ka+2) uc=1I(la+2), na je be+1 =
(kla)? 4+ 2kl(k +1)a+ 4kl +1 = (kla+ k+1)> +1— (k= 1)2.
Axo craBumo | = k + 1, Tana je bc+ 1 mornyu gBanpar. IIlpema ToMme,

(b,c) = (k(ka+2), (k+1)((k + 1)a + 2))
3a,10BOJbaBa YCJIOB 3aJaTKa 34 CBAKU MIPUPOAaH 6poj k.

3. W3 cunycue teopeme je a = 2Rsina, b = 2Rsin 3, ¢ = 2RsinC, na je mara
HEjeTHAKOCT eKBUBAJIEHTHA Ca sin a cos a + sin G cos F < sinvy, Tj. sin2a + sin 20 <
2siny. Mebyrum,

sin2a+sin28 = 2sin(a+ 8) cos(a — B) = 2sin(m — 7) cos(a — )
= 2sinycos(a — ) < 2sinn.

Jennaroct Baskn kana je cos(a— () =1, OAHOCHO 3a jeIHAKOKPAKU TPOYTAO, KOX
Kora je a = 3.

n—1
4. Ozmaunmo patu uspas ca I. Tana je [ = 5(2(901 —xi1)? +22).
i=1
Kopuctumo mejemnaxkoct Komu-IlIBapr-BymakoBckor n mobujamo: (12 +22 4+
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n—1
..—I—nz)-(Z(Jci—xiH)Q—i—mi)}1-(901 —29)+2- (k2 —x3)+3-(x3—24)+... +
i=1
(n—1)-(zp—1—zp)+n -, =x1+22+... +x, =1, Te je MUHUMAIHA BPEIHOCT
uspasa I jemnaka
1 1 3

2 242+ . +n2 na+D)2n+1)

Ocraje ma mabhemo 3a koje z; ce oHa mobuja. 3HAK jeTHAKOCTU Yy HEjen-
makoctu KR-III-B Baskm razma cy omrosapajyhu ejeMeHTH MPOMOPHUOHAJIHU, Tj.
Kam je

Imin =

T1-Tp _T2—Ty _ Ty—T4_ _Tno1 =% _Tn _
1 2 3 n—1 n '
OmaBre HaJIa3MMO

Ty =N T —Tp=M—1Da,...;z 1 —xr=(k—Da,..., 21 —xz2=1- .
Cabupamem npsux (n+1—k) jexmaumnna nobujamo z; = [n+(n—1)+...+kla =
n k—1

. 1 [nn+1)  k(k-1)
> zzl o= [ . —a

i=1
Cana « nobujaMo U3 je IHAKOCTHU

1 1 & 1<
l=z1+a0+...4+x, = nm_izl2+§zl a

2
i=1 i=1
n?(n+1) nn+1)2n+1) nn+1) )
= { 5 - 12 + 1 } a, OJaKJIe je:
6
a= . Korauno umamo

nn+1)2n+1)
627
j=k

n+1)(2n+1)

T =

fnn+1)—(k=1k] _
3 [ nn+1)2n+1) }_n(

5. IIpeunur TpaskeHOT Kpyra He MOKe OUTH MambU Ol PACTOjama IPO3BOJHHE
IBE OJ NATUX Tavaka, Ia W ABE HajyaasseHuje. Ako mare Tauke popMmupajy
TYHOYTJIV WAV MPAaBOYIJIU TPOYrao, WJIN CYy KOJUHEApHE, OBaj KPYr CAIDKU U
IIPEeOCTAJy TayKy HATOr CKyla, IIa je KPyr KOJX KOra je MPEYHUK YK KOja CIaja
HajyoaJbeHuje ON T€ TPU TauKe TPAKEHU KPYT.

Koz omrpoyrior Tpoyraa TpakeHr KpyTr je KPyr OIMCAH OKO TOT TPOYIJIa
(ueka je meroB menrap O, a moaynpeunur R). Ila 6u 0BO mokaszaau mper-
[IOCTABMMO CYIPOTHO, A je TpaskeHW KPyr noaynpeuvnunka x < R. Axro kpyr
IOJNIYIPEYHNKA X IOKPUBA TPOyrao OHZa Ou M TpW Kpyra HOJYOPEYHUKA T Ca
NEHTPUMa Yy TEMEHUMa KPyTra MOKPUBAJM 1Ie0 Tpoyrao. Kako To muje Tauno (jep
je O ma pacrojamy R > x om TemeHa, Ta Tauyka OU OCTAJIa HEMOKPUBEHA), CJIEIN
[a je TpaKeHW KPYyr KPYT OMKUCAH OKO HATOr OMTPOYIJIOT TPOYIJIA.
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YerBpTu paspen — A Kareropuja

1. Heka je F nmonuosxkje nHopmaie u3 A ua BC u mera je P npecex AH ca onucan-
uM Kpyrom oko tpoyriaa AABC. IToBOBHO je mOKa3aTu Ja je 4eTBOPOYTrao TEeTU-
BaH, 36or <HEM + <HFM = 180°. Ilorazahemo ma je AE - AM = AH - AF,
omakJsie ciaenu na cy tauke H, F, F, M rouukiuvme.

AE-AM = (AM —MD)-AM = (AM —ME)-AM = AM?—-MD-AM, rae cMO Ko-
puctunu na je ME = MD (u3 ycnosa 3anmatka). Jlame, 300r IOTEHIMje Tadaka
M un F y ommocy ua kpyr omucan oko AABC u Iluraropune Teopeme mpuUMeH-
jeme ma mpaBoyriu Tpoyrao AAMF nobujamo: AE - AM = AM? — MB-MC =
AF? + FM? — MB? = AF? + (FM — MB) - (FM + MB) = AF? - BF - FC =
AF? — AF - FP = AF - (AF — FP) = AF - AH, 360r nosHarte udibeHUIE A je
HF = FP, jep cy tpoyranosu ABCH u ABCP nonymapHu ca 3ajeTHIYKOM
CTPAHUIIOM U jeIHAKUM YTJIOBUMA.

2. Pewewe 1: dyurnujy f MOKEMO IPEICTABUTUA y OOJIUKY

f@)= V@27 + (27 + G- + P,

Tana Bumumo na ¢pyuruuja f npexncrasia 36up pacrojama onx ravaka A(2, —2) u
B(5,4) no rauke X (x,0). OBo pacrojame je MUHUMAJHO Kaja Tadyka X npunazna
nysxu AB (360r HejeqHAKOCTH TPOYTJIA) W TO je UCHYHeHO 3a & = 3. MuHnMywm
Gyrrnmie je fmin = f(3) = 3v/5.

Pewewe 2: Kako je

(x —=5)Va? —4x + 8+ (z — 2)va? — 10z + 41
V2 —4x +8-vx2 — 10z + 41

fl(x) = 0 razm je (x —2)vVa? —10x+41 = (5 — z)vVa? —4z+8. O6e crpane
OPEeTXOHE HejeHAKOCTH Cy MCTOT 3HaKa caMO YyKOJIuko je x € (2,5)! Ter cana
CMeMO Ja KBaAPUPAaMO NPETXOAHy jenHarocT. Hakon cpebusama mobujamo 12 -
(2?2 — 22 — 3) = 0 u mena pemema cy 1 = 3 u r3 = —1 (aqm oo ormaza jep
zo & (2,5)). NcnuruBameM 3HaKa KBaIpaTHe jemnaunte nobujamo na je f'(x) < 0
3ax € (2,3)u f'(x) >03ax € (3,5), mro ca f'(z) <03az € (—00,2| u f'(z) >0

@) =
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3a x € [5,+00), korauro xaje f'(r) <03az € (—00,3) u f'(z) > 03ax € (3,+00).
Crora 3a ¢ = 3 uMaMo MUHUMYM U fmin = f(3) = 3v/5.

3. Pemene 1: CBe omepamuje pazumo mo moxymy 1000. 32005 = 3. 32004 —

3+(10 = 1)1002 = 3. ((*P?)101002(—1)0 + .+ (he)103(=1)2994

(1000) 107 (=) + (3g02) 10* (= 1)1 + (3505)10°(~1)1902) =
3+ ((1p0) LOP(=1)19% + (jo7) 101 (= 1) + (505) 10°(~1)100%) =
3. (19021001 . 100 — 1002 - 10 + 1) = 3 (100 — 20 4 1) = 243.
Pewemwe 2: TIpema OjimepoBoj TeopeMu umMamo 1a je

3#(1000) — 3400 = 1 (mod 1000),

Te je 32005 — (3400)° .35 = 15.35 — 243 (mod 1000).

4. Heka cy ay:kume cTpaHuia Tpoyria peaoM a, b 1 ¢, a pacTojama IPOU3BOJbHE
TauyKe TPOYTIJIa N0 IMPABUX KOje CAIPKe Tg CTPAHUIE PEIOM T, Y U 2.

B C

N3 nejennaroctu Komu-IIIBapu-BymakoBckor je

aerberczg\/a2+b2+02\/x2+y2+22,

ma je \/x2 +y2 422 > __ Tj. 22 Fy? 4+ 22 > A rae je P
Va2t te R

nospmuHa Tpoyraa ABC.

JemmakocT Bpemm akko a : b :c = x :y: 2. Komcrpymmmmo tauxy M ymyTap
tpoyraa ABC koja 3amoBosmaBa oBaj yciaoB. Heka je N rtauka yraa <ACB
yvnamerna a on BC u b on AC. Csara tauka K moaynpase C'N 3amoBosbaBa
ounrnenuo z(K) : y(K) = a : b. O6parno, tauka K oBOr yria Koja OBO 3a10-
BoJbaBa mpunana noaynpasoj CN. Y cynporaom npasa kpo3 K mapasenna BC
cexsa 6u CN y L, na u3 (L) = 2(K) caemu y(L) = y(K) u onarie KOHTDa,IUK-
muja BC || AC. Hakne monynpaBa C'N je ckyn tadaka yraa <ACB 3a koju
Baxku x : Yy = a : b. Canuno, ckyn tavaka yraa <CAB 3a koje je y:z =0b:c je

monynpasa ¢ Bpxom A. Te nBe momympase ceky ce y Tauku M yHyTap Tporia,

.. zy ab )
3a KOjy jex:z=—== bo = a:c. Tauka M 3aTo0 3am0BOJHLABA YCIOB, TE je OHA
Yz c

TpaskeHa TadKa 3a KOjy je 30up KBagpaTa pacTojama A0 IPABUX KOje Caapike
crpanune tpoyriaa AABC MunuMasau.

5. Moryhe je.

ITpBux HEKOIUKO OpojeBa cTaBuMO y A (IPBU CKyIl), HAPEIHUX HEKOJIUKO y B
(npyru), na oner Heroauko y A urn. Ilyctumo na 6poj y3aCTONHUX IPUPOTHUX
OpojeBa y TUM CKYNOBMMA HEOrDAHWUYEHO DACTE.
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Jenan moryhu npumep je:
A={n|(2k)* <n < (2k+1)%k € Ny}

B={n|(2k+1)> <n< (2k+2)2 k€ Ny},
omrocuo A = {1,5,6,7,8,9,17,18,...}, B = {2,3,4,10,11,...}.

Tana He Moke OWTM HU jemHe apurMmMeTudke nporpecuje. I[IpermocraBumo
cynpotHo ma Hup. A canpsku GeckoHauHy apurTMeTudky nporpecujy {a;} ca pa-
3JIMKOM WJIAHOBA d M IPBUM 4YIaHOM 1. Aswm tama mocroju j € N, TakaB ma 3a
6poj a; = a1 + (j — 1)d Bamu (2d 4+ 1)? < a; < (2d + 2)? (meby osux 2d + 3 y3a-
CTOIHVX IPUPOIHUX OpojeBa mocToju 6POoj KOjU faje UCTU OCTATAK IPU AeJLeHy
ca d KA0 U a1), OQHOCHO Ba/KU @; € B, WTO je y CYIPOTHOCTHU Ca NPETIOCTABKOM
a Cy CBU YJAHOBU apuTMmeTuuke nporpecuje {a;} y A.

IIpBu paspen — b kareropuja

1. HeKaJe ) WPOM3BOLES TATK. TanaJe OK = 2(OM+ON) = %(%(O—I§+O—))+
— —_— s
(OE+OF)) (OB+OC'+OE+OF)MCJII/I11H00 = 1(OC+0D+OF +0A),

— —>—>—>—E>

ma je OK;OLE{_? U CaMoO aKo je OB+OE = O—D>+OA, 1j. OB—OA=0D—
omuocao AB = ED, mto je u TpebaJio MOKa3aTu.

2. Kako je <ABC = «BCA = «BDA, 10 cy y tpoyraosuma NABE u NABD
aBa yria jemHaka oarosapajyhwmwm yriosmma, ma u 3a tpehu map yrnosa <BFEA
u <ABD Ba:ku na cy jeaHaku.

3. Bugeru pememe 3. 3amarka 3a npBu paspen A rareropuje.

\é_m = a € Q. Onasgme je \/E—a\/E: aV3 — V2, ma ce
kBaApupameM nobuja a + a?b — 2avab = 302 — 2 — 2a/6, 1j. Vab= 3+ V6, rue
je # € Q. Hakon jom jemsor kBaapupama umamo ab = 32 +6425v6, na je 5 =0
u ab = 6. Ilocroje 4 moryhuocTu.

V2+1 1 2v2 V6
1°a=1,0=6: «

=5 ﬁg@g; 2°a=2,b=3: a:m:?¢(@;

4. O3HAYMMO
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V24V

3a=3,b=2: a=—— = _\/§+\/6
2\/3—1-\&

1€Q; 4°a=6,b=1: a=——
V3+v1

=V2¢Q.

Harmne, a =3 u b=

5. Bunmeru pememe 5. 3amaTka 3a npBu paspen A kareropuje.

Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. U3 tpoyraa AAOC , nomohy Iluraropune teopeme, nobujamo na je AC =
4
—r, a u3 cauu"octu tpoyriosa NACM u ANCB umamo AC -CB = MC -CN,

5
16 2
Tj. %7’2 = 3622, ma je v = = Hexka je D cpemumre tetuse MN. Kako je
13 5
MD = 5% T0 jeCD=MD-MC = 5% = g Konauno, namazumo sin <KACM =
r 3r b
OCD=—-:—=—.
cos < 3°75 9

2. Csa Tpu KOpeHa Cy Ae(UHUCAHA KaJa je T > % (upBu 3a x > %, opyru z 2= 6
u tpehin z > 2). Karo je Vo +6 —+v/z+2 >0 (jep je x +6 > =+ 2), na 6u
OBa HejeNHAUYMHA MMaJja pellermha IOTPEOHO je U Oa jJeBa CTpaHa Oyae MO3UTUB-
Ha, Tj. V2x —1 —3 > 0, mrro Ham maje x > 5. Canma, Kako uMamo zma cy obe
CTpaHe TOJIa3HE jelTHAYWHE TO3UTUBHE, MOKEMO je KBaJIpupaTu, Te mobmjamMo
V(z +2)(z 4+ 6) = 3v/2z — 1. Kako cy u y 0Boj jennauunu obe cTpane NO3UTUBHE
OIleT MOEMO KBaIPUPATU Te mobujaMo KBaapaTHy jemHaumay x2 — 10z + 21 = 0.
Hoena pemema cy © =3 u x = 7, mITO Ca CBUM MPETXOIHUM YCIOBUMA Taje CaAMO
jemno pememe r = 7.

3. Pewemwe I: Hary jemmaumny hemo pemaBaTu Kao KBaAPATHY jeTHAUNHY:
3+ 2+ \/(3+2i)2 —4(5+14)  3+2ix/-15+8i
B - 2

21,2 7 . Kopern v = x + iy u3
—15+8i hemo usBamuTy Tako mTo hemo pemasaTu jeanaunny (z+iy)? = —15+8.
4
Hen umarunapuu neo je 2xy = 8, OMHOCHO y = —, IMTO Kaa yOaImMoO y HEH pe-
4 2
T 15z — 16
amEu gmeo x? — y? = —15 naje R L 0. DBukBazmpaTHa jemHadmHA

2
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2% +152%2 —16 = 0 ce pemasa cmenom t = x2. Pemema jemnauune t? + 15t —16 = 0

cy t = —16 (koje ormama jep je # € R, ma je t = 22 > 0) u t = 1, Koje maje mBa
pemema x1 = 1 (tazx je y1 = 4, na je uy = 1+ 4i) u 9 = —1 (razg je yo = —4,
na je ug = —1 — 4i). OpmaBne mobujamo peutema nare jemHauuHe z1 = 2+ 3i 1
Z9 = 1—q.

Peweme 2: VcTo Kao M y HPETXOAHOM pellelmhy 3aJaTka MOJa3UMO IO 2192 =
34 2i++/—15+8i
2
3+2ij:\/1+2~1o4i+(—16) 3+2i+/(1+40)2 | 34 2i + (1 + 4i)

= T). 2120 = ——— )

2 2 ’ ’ 2

OoaKJe moOUWjaMO IOBa peEIIeHa maTe jemHavuHe 21 =2+ 3t u 29 = 1 — 1.
Pewewe 3 — 3a 3. pasped: VcTo Kao M y NPETXOAHA ABA PEMICHA TOJAZUMO 0

34+2i+£+/-154+8¢
2

8
KOM: JIaKO mobujamo nma je |—1548i| = 17, kao m tg ¢ = BT (oBGpaTuTe kLY 14

je apryment ¢ y Il kBanpanTy, na he g 6utu y I kBagpanry!), anu camga mopamo

. . © 1—cosp
[a ymnoTpebmMo JocTa TPUTOHOMETPUjCKUX TpaHchopMmanuja: tg 5 = TFooso
cos

V1+tgeo
+ y3umamo — jep je ¢ y II xBagpanry). W3 ose mse dpopmyne moGujamo ma je

7 V1+tg2eo+1

g— =/ ———=—— =4. Caga u3 yumenuna zna je |u| = V17 u tgargu = 4
2 V1ittgZp—1
nobujamo na je u = 1+44:. Kanga To ybamumo y ¢popMyIy 3a pemrema KBaJpaTHe
3420+ (1+ 49)
2

. Kapma tparcdopmumemo DOTKOpeHN U3pa3 DOOMjaMo: 212 =

Z1,2 = . UzBagumo xopen u u3 —15+ 8¢ cTammap IHUM ITOCTYII-

(ox 3maka + y3umamo + jep je g y I kBagpanry), cosp = (ox 3maka

jemHaumHE MOOHWjaMO 212 = . Tpaskena permema maTe jeTHAYNHE

cy: 21=24+3tuzo=1—1.

Pewewe 4: 3anarak ce MOXke ypaIuTy U IUPEKTHOM 3amMeHoM z = a + ib. Kana

3aMEHMMO y MOJIA3Hy jeJHAYMHY MMarvHapHU neo HaMm paje 2ab—2a—3b+1 =0,
20 —1

2a_3 IITO KaJ 3aMEHUMO y peatHu neo a’ — b —3a + 2b+5 =0 nobu-

a —

4a* — 24a3 + 69a% — 99a + 50

Tj. b=

jaMo jemHAYNHY = 0. Kaga ¢akropumemMo mogmHOM

(2a — 3)2
4a* —24a3 46902 —99a+50 mobujamo (a—1)(a—2)(4a®—12a+25) u Kako je mACKPUM-
MHAHTHA KBaJPATHOr TpuHOMa D = —256 < 0 mmamo mxa je 4a® — 12a + 25 > 0

3a CBaKO a, Te moOMWjaMO ma Cy jeduHa pelewma a; = 1 1 ag = 2, mTO HAM naje
pemema 21 =1 —1 1 29 = 2+ 3i.

4. Buneru nmpBu neo pemema 3. 3amarTka 3a Apyru paspen A kareropuje.

5. Bunmeru pememe 5. 3amarka 3a npBu pazpen A kareropuje.
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Tpehu paspen — B kareropuja

1. Ksampupamo cBe Tpu pernamuje, a 3atuM mx cabepemo (Bomehu pauyma ma
3a CBaKW BEKTOD Baxku |F|? = T - F). obuja ce

3(|a@? + 1B +|@?) < 2(|a@)? + |b]? + |&%) — 2(@- b+ b- @+ ¢- @),
na 6u Basmuio (@ + b+ )2 < 0, mro je memoryhe.

2. Bpemnsoctu oarosapajyhux merepMuUHAHTU Cy:

A=pa—-1), A, =Fa—-1), Ay =af(a—1) n A, = B(a—1).
1° 3a a # 1,8 # 0 cucreM nMma jeAMHCTBEHO pemene r = B,y = a,z = 1.
Y mapensa nBa ciaydaja cy cBe merepMmuHaHTe jenHake () m OHma He 3HaAMO O3
JI CUTEM UMa BUIIECTPYKO PeIIehe Wiu HeMa pememha. 10 MOpaMo yCTaHOBUTHU
TlaycoBumMm cucTteMoM enmMMUHAILIL]E.

r + Yy = «
2° 3a 3 =0 mobuja ce cuctem = + ay + z = o®+1
r + Y = « ,
KOjU MMa BUINECTPYKO pememe x =t,y=a—t,z=at—t+1, teR.
r + y + Pz = 1424
3° 3a a =1 mobuja ce cuctem = + Yy + z = 240
x + y + 28z = 1438 ,

KOjU MMa BUINECTPYKO pememe x =t,y=0+1—t,z=1,t€R.

Hanomerna: Mu cmo y 2° u 3° y3enu ma je r ciobomgHa TPOMEHLUBA U 10 ACITUIIA
joj Bpemuoct mapamerpa: = = t, t € R. Moryhe je u nomeautu m 6mI0 KOjOj
OPYTOj IPOMEHJPUBOj BPEIHOCT IapaMeTpa U Tand ce no0uja UCTO peleme, caMo
MaJIO Apyradvuje 3alucCaHo.

3. Bugmeru pememe 3. 3amatia 3a Tpehu paspen A rareropuje.
4. Bunetu pememe 4. 3amarka 3a IPYyru paspen A Kareropuje.

5. Heka je EP Bucuna tpamnesa u M nomuosje nopmadtie u3 rauke P uwa BC. Ilo
Teopemu o Tpu Hopmadte Baxku EM | BC. W3 npasoyraux tpoyraosa ACPM,
AECM u AECP nobujamo

cos<{BCD = cos<MCP = CM _ OM CE _ cos<MCE

Jii 103P *2 CE CP COSQPC%E’? .
cos < B2 e smapcE = BE _DE

S BCD = - = - = —_— =
OAMOCHO €08 < cos<DCE 12 3 CE ~ CE

3 1
BR na je cos<<{DCE = 3 Cana mHamaszumo BucuHy pomba h = a - sin<<BCD =
a . h a\/g 6\/5
—, a jer=— = T T

3 2

&

a
u — —=
r
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A
YerspTtu pa3pen — b kareropuja

1. Ocramu npu memewmy ca 7 6pojeBa 2" cy 1, 2 uau 4, a ocTamu Opu IeiLemy
ca 7 6pojesa n? cy 0, 1, 2 umu 4. Ilakie, 6poj 2" +n? He MOxe OUTK IelLUB Ca
7.

2. OssaunMo ca H TpaskeHy BUCUHY IpU3MeE, & Ca ¢ CTPAHUIY OCHOBE MPHU3ME.

Axko ce mocTaBu paBaH KpO3 AMjaroHAJyY MPU3ME HOPMAJHO HA paBaH OCHOBE,

y IpeceKy ce nobmja MpaBOYyraoOHMK cTpaHuna ay/?2 um H yImcas y IOIYKpYyT
2

noaynpeunuka R. Tama je % =R? - H? majeV =a’H = 2(R°H — H®) n

R R
V' =2(R? - 3H?). 3a H < — 6uhe V' >0, a 3a H > — 6uhe V' <0, na je
( ) 7 7 ]

3allpeMIUHa IIPpMU3Me MaKCUMaJIHa Kalda je H=—.

V3

3. Bupmeru pememe 3. 3amaTka 3a yeTBpTU paszpen A kareropuje.

: _ 1 1 1 1 In+5 ~
4. Raro je ant1 = an = s T 5 T 30T T il © GG Garn) > 00 HEB je
pactyhu.
. , x4 (y—1)i 1 .
5. Hera je z = x +1y. N3 |———X| = — nobujamo +/x2 —-1)2 =
] + iy Tt (0 =2) 5 Ao0ujau +y—-1)
1
—/x2 + (y —2)2, Te makom wBampupama 3z + 3y2 — 4y = 0, ommocmo z? +

2
(y — %)2 = (%)2 O cBuX KOMIIEKCHUX OpojeBa Ha OBOM Kpyry HajBelim Momyo

uMa 6poj zg = §Z
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PEIMTEIBA 3AIJATARKA PEINYBJINMYKOT TAKMUYEIHLA Y13
MATEMATUWRE

IlpBu pa3pem — A kareropuja

1. Hexka cy a,c,b, c crpanurne Tpamnesa, npu demy je b mama, a a Beha ocHoBuna,

2c+a+b
a ¢ cy kpakoBu. Karo je a < ¢+ b+ ¢ mobujamo a < ctatrh = %. 3a

¢urcupano a u3z cxkymna {1,2,...,1002}, moskemo y3etu 6uio koje b mame on a u
. a . .
pa3auumnTe MapHOCTU OX @, HITO Oaje 5} moryhux usbopa (Tazma je ¢ jequos-

HAYHO oApebheHo, a caMuM TUM U jeAHAKOKPAKU Tpale3 je jeTHO3HauYHO onpeben
IysKMHAMA CBOJUX CTPAHUIA. ).
Tpaskernu 6poj Tpamesa je jeqHax
1002

> [5)

a=1

0+14+14+2+2+...4499 + 499 + 500 + 500 + 501

500 - 501
2

= 2 + 501 = 5012 = 251 001.

2. Heka je @ cpemuna crpamume BC u S tauka takBa ma je AQCS
npasoyraonuk. Canma je AS = QC = BQ u AS || QC. W3 ommoca crpanuna
BC :CD = AS: AD =2 : 1 u jemraroctu yrioBa <BCD = <SAD, 3akmyuy-
jemo ma cy tpoyraoBu ABDC u ASDA cawunu, ommocuo na cy B, D u S
rosuueapue. 360r <APC = <AQC = <ASC = 90° umamo nma cy tauke A, P,
Q, C, S ma ucrom xpyry (ro je xpyr man npeunurom AC). U3 nmapamenorpa-
Ma ABQS mmamo nma je <ABP = <BSQ, a <PSQ = <PCQ, Kao yrioBu HaJ
tetuBoM PQ. U3 mocnenmwe nee jemnakoctu nobujamo <ABP = <PCB.

A _—===~_5§

~

3. Heka je k mpousBosbHA Kpy:KHUIA MOJyIpeunuka 4 m Hexa cy My, u My nse
AUjaMeTpaJIHO CYNPOTHE Tauke Te KPY:KHUIlE, pasauuure on tadaka A;. Tana
Ha OCHOBY HejemHakoCTU Tpoyriaa mmamo 8 = MMy < M A; + MsA;, 3a i =
1,2,...,501. CabupameM OBUX HEjeTHAKOCTU O00OMjaMo

4008 < (MlAl + M1A2 + ...+ M1A501) + (MQAl + M2A2 + ...+ M2A501).
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Oparne caenqu na je 6ap jeman on m3pasa y 3arpanava Behwu uinu jemnax 2004.
IIpema tome 3a jemmy ox tauaka My, M, je tauno tBpheme 3amaTka.

a?+1 .
= a, OIaKje je

2
2+ 12 +1
. Amanorno ce mobuja u b(a® + 1) < W,

4. Pewemwe I: W3 mejemnaroctu A-I' cpenmnae mmamo

W4 1) < (a® + 1)2(b2 +1)

OaKJI€ MUPEKTHO CJeIu Tpark€Ha Heje,IIHaKOCT.

Peweme 2: Tlobumo on ounraense mejennarkoct: (ab—b)%+ (ab—a)?+ (a—1)? +
(b—1)% > 0, onarse ce passujamem nobuja: 1+ a?+b? +a?b? > a+ ab® + b+ ba?,
onakie ciemu TBpheme 3anaTka.

5. JIoBOJBHO je IPUMETUTHU Na Ce MPU 3aMeHU IO3UTUBHUX OpojeBa a u b Opojem
a+b

30Up PEUIPOYHUX BPEIHOCTU CBUX HAIMCAHUX OpojeBa He moBehaBa, jep
S 4

b7 a+b

Hanomena: Moske ce morka3aTu ma Kako ron Opucasu O6pojeBe W 3aMUCUBAINA

. : . 1
"3 HEJeOTHAKOCTU apUTMETUYKE 1 XapMOHU]JCKE CpeanHe ,HO6I/IJaMO -+
a

1
h Opoja ——.
HOBe, HEe MO:keMo nohwm no Opoja 2005

Ipyru pa3spen — A rareropuja

1. Iara jemmaxoct je exsuBagentHa ca c(a + b) = ab. Hera je e = H3(a,b),
a=epub=eq. Hobujamo c(p+ q) = epq, Ipu dyeMy Cy p U ¢ y3ajaMHO NPOCTU,
na je H3(p+g¢,pq) = 1. Cnenu na p+q | e. Axo crasumo e = t(p+q), nobujamo
a=tp(p+q), b=tq(p+q), c=tpg. Bynyhu na je H31(pq,p(p+q),q(p+q)) =1,
cremu na je d =t. Cana je abed = t*p2¢®(p + q)°.

2. Osmauumo ca By u Cy nopnoskja BucuHa u3 B u C' Ha HACIpaMHE CTpaHUIE.
Tanma mvmamo caemehe cmuunoctu: AABC ~ AAB;By, ANABBy; ~ NACC,,
NAC,B ~ NAC,Cy. Opatne nobujamo AB,?> = ABy - AC = AC, - AB = ACY?,
omaocuo AB; = AC,.

B
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3. Osmaummo yriaose Tpoyraa kon tremena A, B, C' penom a, 3,7, 1 03HAUNMO T =

<PAC uu=<ACP, v = <BCP. Ha 0CHOBY CUHYyCHUX T€OpEMa y TPOYTIOBUMA

AD AD CD sinusing
ANACD u ABCD umamo DB _CD DB _ snasnu

sinu _ sinu sinz AP CP AP  sin(f —x) < sin 3

. C mpyre crpane, uMamo

sinv sinz sinv CP BP BP sin(a—z) sina’
OpU 4eMy HOCIeqHa HejeJHAKOCT Ba:KM jep je exkBuBaseHTHa (HakoH cBoDema Ha
3aje[HMYKM MMEHWJIAl U Kopumhema amunuoHe Gopmyse) ca sinacosGsinz >
sin fcosasinz, Tj. ca sin(a — ) > 0. IIpema Towme,
AD  sinf sinu < sin? 8 AC?
DB  sina sinv  sin?a  CB?%’

4. IIpBo oaMax MOKEMO IPUMETUTH Aa rpaduiy OBaKBa 2 KBaApaTHA IOIUHOMA
vory mmatu wiau 0 wiam 1 Tauky mpeceka, wuiau OM Ce €BEHTYaJIHO MOKJIAIAJN
(oG3upom na um je Hajcrapuju koebunmjent uctu, tj. 1, f(x) = Pi(z) — Pa(x) je
auHeapHa (yHKUMja, Tj. npasa). O3HAUYMMO ca Ty TY TA4Ky Y KOjOj €BEHTYAJHO
Bazku Pji(xg) = Pa(x¢). Jlako ce mobuje ma je zp = %. Ako Gu 6uso
a1 = ag, Taga rpaduuu He 61 uMaau npecek (uiau 6u ce eéeHT;anHo [IOKJIANAJIN,
ako by = b9 ), HO Taj ciyYaj HAM HUje HU UHTEPECAHTAH, jep Tala HU He BaXKU AaTa
nouerHa Hejennakoct. Ocraje na n3pauynamo P (zg), mro nocie kpaher pauyna
npumehyjemo na je Pi(xg) < 0 eKBUBaJEHTHO yIpPaBO IMOJA3HO] HEjEIHAKOCTHU
(3ampaBo TO je ympaBo JaTa HEjeIHAKOCT CAMO IIOMHOMKEHA Ca m, KOje
je cBakako mo3uTWBHO, ma ce Helie mpomeHuTy cmep HejemHakocTu) . A Kako
je xKoedumujenT y3 2 mosuTuBaH, jacHO je ma he o6a OBa MOJIMHOMA UMATH IO
nBe peasiHe Hyse (u To no jemny Behy onm xg, a jemny mamy onx zg). O3maummo
ux penoMm x1; U x12 (11 < Z12), 3& OPBU, ONHOCHO Ty U Tas (T < Tag), 34
OpYyTuA. Jacuo Mopa outu r11 < To1 < Tig < Too, NN To1 < T11 < Loz < T12,
(tj. memorylie je ma cy oba kopena jenuor uameDy o6a KopeHa Apyror jep 6u y
OPOTUBHOM MMAJX HIpP. Z11 < g < 12, f(xo) = 0 mok 6u f(z11) u f(x12) Oumm
ucTor 3HaKa, mTo HUje Moryhe, jep je rpaduk f(z) = Pi(x) — Po(x) upasa, Kako
CMO HA TOYETKY YOUUJIIU.

5. Ila 6um mpousBon Oumo HemapaH IOTPeOHO je ma cy CcBU (PAKTOPW HEIapHU
6pojeBu.

1° cayuaj: n je nenapan 6poj. Y oBOM ciydajy je TO Hemoryhe.

I mvauna Kako je n HemapHO M CBU UMHUOIM HEMAPHU TO je W 30Up THUX UMHU-
nana wenapas. Mebyrum, Taj 36up je (m1 — 1)+ (72 —2) + - + (7, — n) =
(mi+me+-+m)—(1+2+---+n)=0.

Il nauma n = 2k + 1. Tana meby 6pojesuma 1,2,...,n (ma u mebhy 6pojeBuma
1,72, ..., ) UMa k + 1 menapuux u k mapuux. Meby GpojeBuma m; — i Mopa
outu Oap jemam mapad, jep ce 6ap jeaHOM MOpa HECUTU Ia Cy U ¢ U T; HEIapHU
([lmpuxiieoB NpUHIMWI).

2° cayuaj: n je napan 6poj. n = 2k. Cpaku ox OpojeBa mo; MOpa OUTU HEMAPaH, a
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cBakrU O T2, 41 mapan. Crora 6pojesu (1,73, ..., Tog—1) YAHE jeqHY HEPMYTALU-
jy ckyna {2,4,...,2k}, a 6pojesu (7o, 7y, . .., Top) YUHE jeqHY HEPMYTALU]Y CKyIa
{1,3,...,2k — 1}.

n1A 2
Taksux mepmyramuja uma k! - k! = ([5}') . Yxyman oaroBop je n! ako je n

. ni\2 .
Hemapan 6poj, ogHOCHO n! — ([5} !) aKO je n mapas.

n A2
(Yrynaun onrosop je 0 ako je n Henapan 6poj, OTHOCHO ([5} !) aKo je n napad.)

Tpehu pazpen — A xkareropuja

1. IIpermocraBuMo ma n = Qy ...da10¢ 3aI0BOJHbABA yCaoBe 3amarka. OQuuriemnHo
n He Moe 0wt jemmarxo 10F, ma saro Baxm 10F 4+ 1 < n. Iocmarpajmo 6poj
m = (10 + 1)n. Tocnemmux k mapapa 6poja m cy jeaHare PemoM ag_1, ... ,do.
IIpeocrane muppe umbne Opoj x = Gy ...a10g + ar. Mebyrum, 30up mudapa
6poja x WO yCJIOBY 3amaTka MOpa Outu jemHak ap. Ako je npsa nudpa 6poja x
jemHaka ap uau a + 1, To Huje moryhe. Ilpema Tome, 6poj x Mopa 6GuTu 0GIUKA
1000...0a, mpu uemy je mudpa a jennaka arp — 1. Tama je oumrnemuo ap = 9,
omakiyie jako gobujamo n = 999...9. 3aucra, oBu GpojeBU 3aT0BOHABA]Y YCIOB
3aJaTKA.

2. Osmauumo ca F' u E’ nomnowxja sopmana u3 F' u F ma crpamune AC u AB.

IMomTo je FEF'E’ teruBan 3akmyuyjemo na je AF'-AE = AE'- AF. Kopucrtehn
u j—g = j—g, mobujaMo na je AF’-AC’:AF’-AE-j—g :AE’-AF-j—? =
AE' - AB onakne 3akmyuyjeMo na Tauka A mpunana paguKaJHOj OCU KPYroBa
ca nmpeunnmuma BE wn CF, mro omvax ummiunupa na cy tauke A, M u N
KoauHeapHe npu dyeMy cy M u N mpeceune Tauke OBUX KpyroBa. Jomr ocraje
Ia TPpUMETUMO Oa je 3ajemauyka TetuBa M N HOpMAJHA HA TPaBy Koja cmaja
LeHTpe MaTUX KPyroBa, Tj. Ha cpelmy Juaujy tpamne3da BCEF a camum TuM u

wa BC. Osuwme je tBpheme y mOTIyHOCTH DOKa3aHO.
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3. Heka je <ABD = a u <BDC = ¢. Tana je <DAC = 120° — «, <BAD =
150° — (120° — ) = 30° + o, <BDA = 30° — o, <DBC = 60° 4+ «. U3 cunycuux
TeopeMa npuMmemenux Ha Tpoyriose AABC, ABCD u NACD nobujamo i—g =
sin(30° + ) 1 DC  sin(60°+a) AC  sin(30° —a+ @)
sin(60° +2a)  2cos(30° +a)’ BC sin ¢ “DC T sin(120° — «)
Kako je sin(60°+a) = sin (180°—(60°+a)) = sin(120°—a), Kana U3MHOKUME TOPHE
Tpu jexHarocTu nobujamo xa je sin(30° —a+ ¢) = 2cos(30° 4 «) sin ¢ = sin(30° +
a+@)—sin(30° +a—), 1j. sin(30° —a+¢)+sin(30° +a—¢) = sin(30°+a+yp), mro
Kaq cpeaumo maje cos(p—a) = sin(30°+a+¢). sin(90° —p+a)—sin(30°+a+¢) =
0 = 2co0s(60°+a)sin(30°—¢) = 0. Ako 6u 6uno cos(60°+a) = a = 30° onga 6u
y tpoyray AADS (S je npecek mujaronana AC u BD) umanu nBa npasa yria:
GDAC = 9DAS = 120° — a = 90°, <DSA = <SAB + <ABS = 30 + o + a = 90°,
wro je Hemoryhe. 36or Tora je sin(30° — ¢) = 0, ogrocuo ¢ = 30°.

4. U3 y? +y* > 293 u ycnosa 3amatra mmamo 2 — a2 >yt — 3 > 3 — 92, a

omaBIe CTAHIAPIOHO U 21/3(563 + y3)2/3 > a2 +9% > a3 445

5. Hajmpe younvo na je 6poj 192 = 3-2°, Tpaskernu 6poj 3a cse n < 6 (Mama je To
v Bume Hero mro HaMm Tpeba). Ilokazahiemo 3ampaso, na ce mehy n-rouudpenum
OpojeBUMa KOjU y MEKATHOM 3aIUCy canapske camo 1, 9 m 2, Hama3u 6ap jeman
koju je memus ca 2". W To mmaykmujoMm, Hajuakme. Ouuro 3a n = 3, 6poj 192
je Taj Koju 3am0oBoJbaBa YCJIOB 3anmaTka. Heka canma Baxky na 3a HEKO N UMaMO
n-romudpen 6poj 3anmucan UCKLYyunBo nmomohy l-una, 9-gu u 2-ojku (u mpu TOM
ce CBaka OX HUX Dap jeAHOM IOjaBibyje y TOM 3alliCy), KOju je memus ca 2™,
Ha30BUMO ra a. IIpumermmo na 6poj 10™ je cBakaro memuB ca 27, a Huje ca
27+l Axo je 6poj a 6uo memus ca 27, a muje ca 2", omma jacmo 6poj 10" +a
umm 9-10" +a he 6utn memus ca 27!, a y samucy he caapxaTtu camo mudpe 1,
9 u 2 (u cBaky Gap jemuowm, jep ce Beh y a cBaka mudpa nojasmyje 6ap jemxHom).
Axo mak 2" | a, omga he 6poj 2- 10" + a 6utu memus ca 2"l a y zammcy he
canp:xkaty caMo mudpe 1, 9 u 2. Tume je moka3 OKOHUAH.

UYerBpTH pa3pen — A kareropuja

1. Hexka je x, = vVa-2"+b € N u npernocraBuMmo na je a pasnauuuto on 0,
mro noBaaun a > 0 (3a ¢ < 0 modUeB O HEKOr YJaHa M3pa3 MO KOPEHOM 0Ou

6uo meratusam). Tama Bamu 47,2 — 1,,2° = 3b, a ca Apyre cTpame WMamo
42,2 — Tpyo® = (22 + Tpi2)(27, — Tpyo). Kako y oBOM mpowmsBomy mpBu uiaH
pacre (jep je &, = va- 2" + b) noueBmu ox Hekor ng € N npyru unan ouhe selin

oxn |3b]. OBo moBnaum na je 2x, — Tpi2 = 0, OMHOCHO Tp42 = 2, TOUEBIIN OI
HeKor ng € N, jep cy cBu z,, npuponuu 6pojesu. llame mobujamo a - 2712 +b =
4(a - 2™ + b), omakue ciaemu ga je b = 0, WTO je KOHTPAIUKIM)jA CA MOJIAZHOM
npernocTaBkoM (a u 2a He MOTy OWTU KBaApaTh). 3akmpydyjemo na je a =0 u b
j€e TOTIYH KBaIpaT.
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Hanomewna: Yumenuny x, o = 2x, MOIIM CMO & IOKaKEMO W KOpPHUIINeEmeM
rpaEWYHMX BpemaocTu: lim (2,10 —2z,) = lim (Va-2"1t2 4+b—2Va-27 +b) =
n—oo n—oo
. —3b
lim

=0.
n—oo \/a.2n+2+b+\/a.2n+b

2. Pewemwe 1 (Tpuronomerpujom): Osmauumo ca O uenrap tor kpyra. Jlak-
ae yraosu <AOB = <COD = <FOF = 60°. Osmauumo mpeocrajie IeH-
tpasue yruose <{BOC = ¢, <DOE = 0, <FOA = . Tarobe osnauu-
Mo ca M, N u P cpemumra AF, BC u DFE pemom. W3spauysajmo HIOpP
nysxuay M N u3 tpoyraa MON, npuMmeHoM KocuHycHe Teopeme. Jlako ce Bu-
m na je KMON = 60° + % + % Takobe Bumu ce ma je MO = rcos%, a
NO = rcos £, rie CMO Ca 7 O3HAYMJIN TOJIYIPEYHUK Kpyra. M3 xocuHycHe Teo-
peme MN? = MO? + NO? — 2MO - NOcos (60° + £ + %) = r2(cos? £ + cos? £ —
ZCos%cosgcos (60° 4 & + %)) Ho rako je & + % + g = 90°, u3pa3 y zarpamm
MoseMo Hamucatu: cos? ¥ + cos? £ + 2cos L cos £ cos(§ +30°) . Cnenn ”kpahn”

TPUTOHOMETPHUjCKU PAUYH: COS> % + cos? &+ 2cos % cos ¥ (cos g . @ - % - sin g) =
COS2%—l—COSQ%—l—\/gCOS%COS%Cosg —cos%cos%cos“";—w = \/gcos%cosgcosg +
COS2% + cosz% — cos? %COS2% + cos%cos%sin%sin% = \/gcos%cosgcosg +
cos® £(1 — cos? %) +1- sinQ% + Cos%cos%sin%sing = ﬂcos%cos%cosg +
1+ cosZﬁzesinQ% —sin?¥ + cos%cos%sin%singi = ﬁcos%cos%cosg + 1 —

¥
2
in2 Lgin? £ Y cosLsin¥sin @ = Y cos 2 cos £ +1—sin ¥ sin & cos £X¥
sin” & sin” 5 “+cos 5 COS 5 sIn 5 SIN 5 = \/§cos 5 COs 5 COs 2—!—1 Sin 5 SIN 5 COS *—;
\/gcos%cosgcosg +1 —sin%sin%sing.
W kao mro Buaumo nobujenu m3pas3 3a MN:

MN = r(ﬁcos%cos%cosg +1-— sin%sin%sing).
melie 3aBucuTu o1 mepMyToBama ¥, ¢, 0, Tj. 3akmpydyjemo na hemo u npu pagy-

vawy MP u NP pnoburu oBaj uctu pesynrar, tj. MN = MP = NP, omgHOCHO
AMNP je jemHakocTpaHrdaH, INTO je U Tpebasio JOKAa3aTH.

Pewewe 2 (Enementapuom reomerpujom): Kao u y npsom pememy o3nauunhiemo
ca M, N u P cpemumira AF, BC u DE penom. Takobe, oznaunhemo ca K, L
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u S cpemumra AB,CD u EF. Yersopoyrmosu ABCD, CDEF u EFAB cy
jemnarokparu Tpanesu (Hop. AB = CD n <ACB = <DAC = 30° = BC || AD).
Cana nmamo caenehy camunocr: AKBN 2 ALCN (BN = CN, KB = LC =
% = C—2D, mok je <ABN = <LCN, jep je tpanes ABCD jemmarorpaxr). Kako
je KN cpemma muauja AABC wmvamo ga je <KNB = 30°. Amnajorso je u
<LNC = 30°. Ako cama omumemMo KPY:KHUILY ca HeHTPOM vy N U MOIyIPEeYHUKOM
NL = NK, nobujamo na je mepudepujcku yrao koju omrosapa aykry LK (ouaj
KOjU ce HaJa3u yHyTap miecroyria) jemsak 60°, jep je uenrpaunu yrao LNK =
120°. Amnasoruno, npumenumo Ha tpane3 CDFEF u onumenmo nyk LS, ca neaTpom
y P u nonynpeunukom PL = PS. Osuaunmo ca R apyry mpecedsy Tauky JyKOBa
LK u LS. Jacuo je ma Baxu <LRK = <LRS = 120°. Onga je u <KRS = 120°,
onaocHo R je m ma nyry KS ca menrpom y M um momynpeunurom MS = MK,
OIHOCHO CBa TPU JIyKa MMajy 3ajemHuuky Tadry R. LR je 3ajemamura TeTuBa
kpyskuuna ca nearpuma N m P, na je PN 1 LR. Awnasorso je u PM 1 SR u
MN 1 KR. Cana moxkemo uspauynatu ga cy <MNP = <NPM = <PMN =

60°, omqaocuo AM NP je jeAHAKOCTpAHUYAH.

3. Heka je S =dy +da+ -+ +di. Axro je d menumman Gpoja n, oHma je u n

d
menunaal 6poja n, ma je dr_; = —, a Kako je n > 1, To je, 6ap 3a jemHo 1,
n . di .
dp—i # T OpnaBne u U3 HejenHAKOCTU u3MeDy apUTMETUUKE U IeOMeTPUjCKe
i

k k
cpenune, mobujamo: 2S5 = Z(di +di—i) = Z(dl + dﬁ) > 2k+/n.

i=1 i=1 v

4. TlorazalieMo na oBaj HU3 MMa jeIHY MHOTO 3TOJHU]Y DPEKyPeHTHY Be3dy (o1
OB€ KOJOM je 3a1aT y 3amaTky). IlocMaTrpameM NPBUX HEKOJIUKO YJIAHOBA OBOT
mm3a: 1,1,3,11,41,153... sacayhyjemo ma je ta Be3a: anto = 4ap41 — G, U3 U€TA
he ommax cnemutu tBpbheme 3anmatka (jep hiemo mmaTu snrHEapHY DEKypPEHTHY
jemHaAUYMHY y KOjOj Cy CBU KOe(pUUUjeHTU IeJOoOpOjHM, a IpBa ABa UIaHA CYy
nesnobpojHa = CBU UJIAHOBU HU3a Cy meau Opojesu). Jla oBa Be3a 3aUCTa BaKU
nposepuhemo muIyknujoM. Bumenu cmo nma 3a n = 3 oBa Be3a Baxku. Heka
cam OBa peKypeHTaHa Be3a Baku 3a cBe k < n, morkaszahemo na o;ma BayKU U 3a
ax +2

n+ 1. Axko y popMysy KOjoM je 3amaT HU3 Y 3aTATKY: Apt1 = yb6anumo
n—1
an = 4ap—1 — Ap_9, WTO UMaAMO IpPEMa WHIYKTUBHOj IPETHOCTABIU AOOUjaMO:

(4ay_1 — ap_2)? +2 B 16a2 | — 8an_1an_2+ a2 5+ 2

p41 = = 16a,_1—8an_o+
Ap—1 Ap—1
2
a + 2
_2
"a— = 16a,_1 — 4a,_2 — 4a,_2 + a,_3 = 4a, — a,_1, MTO CMO U XTEJIU Ia
n—1

moraskeMo. V3 oBora camga m3BiadmMo Behh rope HOMEHYTH 3aKJbydaK, OTHOCHO
CBU YWJIAHOBU OBOI HU3a Cy 3aMCTa IeJu OpOojeBH.

5. Tpeba mokasaTu na MOCTOjU UEHTPAJHU yrao On 45 CTEmeHU KOju CAIPKU
rayno 100 nqpBerux ravaka. [lomenmMo IPOM3BOBHO JATH KPYT CA UETUPU IPEU-
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HUKA Ha 8 jeOHAKUX JIYKOBa 01 45 cremeHu; oBO je yBek Moryhe, jep Tayaka mMa
roHauHo. IIpermocraBuMoO na ce HE y jemHoM ucedky He Hasga3u tagao 100 raua-
ka 1 6e3 rybJ/ema ONIITOCTU Ceé Y HEKOM Heiy A Hajlas3u BUlie, a Y HEKOM Ieiy
B mame ox 100 Tauaka. YBemumo ¢pyurnujy f roja Opoju mpBeHe Tauke yHyTap
neHTpassor yriaa oxn 45 cremenu. Ilakie, f(A) > 100 u f(B) < 100. Porupamenm
[HEHTPAJHOT yIila OKO HEHTpa Kpyra monasumo no ciaexehux moryhmoctu: (7)
HOBa Tauka yjia3u y natu yrao; (i) Heka Tauka msnaszu u3 yriaa; (i) jeana
yaasuy, a apyra usiasy; (iv) Hema npomerne tavaka. lakiae, f ce niau nosehasa
3a 1, nau cMamyje 3a 1 mim ocraje KOHCTaHTHA IIPU POTUpalmy on mena A ka B.
Karo ¢pyurumja f Ha mery A y3uma Bpenuoct Behy ox 100, a Ha mesny B je mama
on 100, To mocToju TpeHyTak npu porupamy on A ka B Kama ce y IeHTPaJIHOM
yray Hasasm tavHo npBeHux 100 Tauaka.

IIpeu pa3pen — B kareropuja

1. Buneru pememe 1. 3amaTka 3a npsu pa3pen A kareropuje.

2. Osmpaummo {D} = AA1 n BlCl, {E} = BB1 n ClAl n {F} = C’C1 N AlBl n
yraose tpoyraa AABC ca a, 3,v. Tana je <C1B1B = <C1CB =/2, <BB1A; =
<BAA; = /2, <AA1 By = <ABB; = /2. Cana u3 tpoyraa AA;B1D nobujamo
na je yrao rox temena D jemmak <A1 DB; = 180° — (a/2 + 3/2 + v/2) = 90°.
Amnanoruno mobujamo ma cy u BiF u C1F Bucune y tpoyray AA;B;Cy, na je
nenrap ynucaunor kpyra tpoyraa AABC oprouentap Tpoyraa AA;BiCy.

, a’b?(a —b) — *(a® = b*) + 3(a® — b?)
3. Ppanchopmucamem mobumjamo m = ab(a —b) = (@ =59 T E(a =) =
a?b? — a?c? + abc® + > + ac® + b*  a?(b? — ?) + bc*b—¢) +ac*(b—c)
ab — ac+be+ ¢? N (b—c)(a—c)
ac(a — ¢) + b(a? — ¢?)

a—C

=ab+ac+ bc € Z.
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4. 11..1122..22 = 11..11-10190 4+ 2 .11..11 = 10%°=1 10100 4 o 101%=1 _
_— —— —— 9 9

——
100 100 100 100
10100 _1).(100 1o 100 _ 100
( LU0 —42) _ 1077-1 107742 — 33 33.33...34.
100 100

5. a) CBako ToJbe MOKeMO 000jUTH Ha 3 HAUMHA, MTa YKYTHO 0ojema mva 3% = 81.
6) Kama ce ce 60oje mojaBmyjy uMamo 2 mosba obojena jemaom 6ojoM u jorr mo
jemno moJsbe o0OjeHo mpeoctasuMm Oojama. Ta 2 moma MOKeMO OApemuTH HAa
(;1) = 6 maumHa, a 00jy 3a Ta 2 mospa HAa (‘f) = 3 HaUuMHA U OCTAJa 2 TOJba
MOkeMO obojutu Ha jom 2! = 2 Haumna, mWTO HaM gaje yrymao 6 -3 -2 = 81

bojema y KojuMa ce cBe Doje mojaBibyjy.
Ipyru paspen — B kareropuja

21004+1
1. Ilatu 6poj je jemmar Opojy 107277 g = (1021000> + 1, a To

je caosken 6poj (ako je m HemapaH a a OPOM3BOJLAH HIpUpOIaH OpPoj, Taxa je
a"+1=(a+1)(a" ' —a"24+a"3—..-+1) u T0 je memuso ca a+1).

2. Bunperu pememe 2. 3amaTia 3a apyru paspen A kareropuje.

3. IIpema BujeToBumMm popmynama, r+y je jenaH on KOpeHa KBaAPaTHE je THAUNHE
2 — 10z 4+ 20 = 0. Kako oBa jemmauuma mMa auckpuMuzanTty D = 20, oHa mMa
nea moryha pemema. 30up Ta nBa pemema je 10. Mopamo jom ma mpoBepumo

Ia Ju je jemHo om Tux pemema 11, jep ce mpBa jeqHauyMHA CUCTEMA MOMKE CBECTU
T+y

———~ . Kako 10 HUje ciyuaj, KOHAUHO pememe je 10.
11— (z+y)

Ha Y =

4. Hejemmaumna ce moske mamucatu y obmuky (3a = € [1,2] U {3}):

Ve DB+ /EZ- 0B -0 >/ - 1)BE_a).
Ouurnenuo je x; = 3 pememe. Ilocne ckpahusama ca /(3 —x) > 0 ,HO6I/Ija ce
Ve—1+V2—-z> \/:U — 1. Hakom nBa kBazpupama umamo 24/(z — 1) 2 — )
3 — x, ommocuo 5?2 — 187 + 17 < 0. Y oBOM ciIyuajy HeMa pemrema (Kako Je
nuckpumuHanTta D < 0, a koedumnujent a > 0 nobujamo na je 5x2 — 18z + 17> 0
YBEK UCIYHEHO).
JenuHo peasiHO pelieme nare HejeqHAUWHE je 1 = 3.

5. Ilata HejeIHAKOCT je eKBUBaJeHTHA ca (Kala KyOupamo):

2n+3§/n2—1(§/n+1—|— i\3/71—1) < 8n, Tj. g’/nQ—l(g’/n—&—l—F i\)’/n—l) < 2n.
AxKo o3HaumMoO a = \S/n +1, b= \3/71 — 1, nocnenmwa Hejemuaxoct mocraje ab(a +
b) < a® + b3, a ona je expuBasentro ca (a + b)(a — b)? > 0, mTo je TauHO jep
neN = a>0,b>0.
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Tpehu paspen — B kareropuja

1. Heomxomuo je ma 6yme x > 0. JlorapurmoBameMm 00e CcTpaHe jenHAYMHE
nobujamo iz -logz = /x -logz, Tj. (z — 2/x)logz = 0, onarne je x = 2,/z nimn
logz =0, 1j. 22 = 42 wmm x = 1. 360r yciosa = > 0 pemema cy 1 =4 u 2o = 1.

222 + 6z + 6

] ) 22 +4x+5
a 3a cBako r € R, u ako mocroju mporahu meroBy HajMmamy Bpemuoct. OsBa

HejeTHAUMHA eKBUBAJCHTHA je ca mejemmaumnom 0 < a(x? +4z+5) — (222 4 62+ 6),
(momro je 22 +4z+5 = (z+2)?+1 > 0 3a cBako = € R), 0HOCHO ca HejeTHAYTHOM
0< (a—2)2%+ (4a — 6)z + 5a — 6. Hera je g(x) = (a —2)x? + (4a — 6)x + 5a — 6. 3a
a =2 ¢pyHrmmja g(x) je IuHeapHa M OUMIJIEIHO je 3a HEKe peaJiHe OpojeBe HmeHa
BpeaHOCT HeraTuBHA (Kaga je © < —2). Axo je a # 2, tana je g(x) kBangparHa
¢yHrmmja, koja Tpeba ma Oyme HeHeraTtuBHa 3a cBako r € R. To je ocrBapeHo
akko je a—2>0u 0> D = (4a—6)? —4(a—2)(5a — 6) = —4a? + 16a — 12, omrOCHO
ako je a > 2 m a € (—oo, 1] J[3, 00), makme 3a a > 3. Ha oBaj Hauma cMo noka3anu
na je f(x)<3, 3a ceakro x € R, a jemnaxoct ce noctmke camo 3a = —3. VI3 cBera
HaBEAEHOT 3aKby4yjeMo na nara (yHKIUja MMa MAKCUMyM U Ia je OH jelTHaK J.

2. Tpeba BumeTn na Jau mocToju peaJsaH OpPoj a, TakaB ma je <

3. Bugeru pememe 3. 3amarka 3a Tpehu pas